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ابوعلى حبوبى خوارزمىتاريخ

تأليفات حبوبى
علم  فى  التجنيس  و  «الاستقصاء  كتاب  نويسندة  حبوبى 
حـساب» اسـت. او در اين كتاب به زبان عربى به كاربرد حساب 
خطأين و جبر در حل مسائل مربوط به وصايا پرداخته است. از 
اين كتاب يك نسخه كه يكى از كـهن تـرين كتـاب ها در مقولة 
جبر و مقابله اسـت، در آستان قدس و يك نسخه در دانشگاه 

آكسفورد شناخته شده است.
***

مى گويـد:  كتـاب  الاسـتقصاء  مقدمـة  در  ابوعلـى حبوبـى   
«برتريـن علـوم شـرعى پـس از شـناخت خداونـد متعـال، 
دانـش و احـكام شـرايع اسـلام و به ويـژه علم مسـائل مقدره 
اسـت كه شـامل دو دانش مى شـود: نخسـت دانش احكام از 
حظـر و اباحـه، فسـاد و صحت، و ديگر علم رياضيات شـامل 

جبـر و مقابلـه و اعمال هندسـى.»
***

موسى  محمدبن  المقـابلة  و  الـجبر  كتـاب  به  حبـوبى 
خوارزمى توجه خاص داشته و در برخى از موارد به اشكالات 

آن اشاره كرده است.
حبوبى كتاب الاستقصاء و التجنيس را تقريباً به سبك كتاب 
الجبر و المقابلة محمدبن موسى خوارزمى نوشته است؛ با اين 
تفاوت كه در الاستقصاء تعداد مثال ها اندك است و هر مثال با 

روش هاى گوناگون حل شده است.

روش به دست آوردن عددهاي تام
از طريق مبناي 2

عليرضا پوئيد 
 دبير رياضي ناحيه ۳ شيراز

مي دانيم هر عدد طبيعي 
كه مساوي مجموع مقسوم عليه هاي 

مثبت و كوچك تر از خودش باشد، تام 
است؛ مانند: 6، 28، 496 و ... .

اگر عددهاي تام را به مبناي 2 تغيير مبنا 
دهيم، مشاهده مي شود كه:

الف. تعداد صفرها يك واحد كمتر از يك هاست.
ب. تعداد يك ها دنبالة عددهاي اول است.

6=11٠
28=111٠٠

496=11111٠٠٠٠
8128=1111111٠٠٠٠٠٠

2٠96128=11111111111٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
3355٠336=1111111111111٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
8589869٠56=11111111111111111٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
137438691328=
35184367894528=
اگر عددهاي فوق را به ترتيب از مبناي 2 به صورت زير به مبناي 1٠ تغيير 

مبنا دهيم، داريم:
6=2×3=(21)(1-22)= جملة  اول
28=4×7=(22)(1-23)= جملة  دوم
496=16×31=(24)(1-25)= جملة سوم
عدد (2n-1) اول است     (2n-1)(2n-1)= جملة عمومي

سؤال: آيا تمامي عددهاي تام به ترتيب به اين روش قابل توليد هستند؟

ابوعلى حسن بن حارث حبوبى خوارزمى،  رياضى دان حكيم، قاضى و دانشمند ايرانى نيـمة 
دوم قـرن چهارم قمرى است. از زندگانى  ابوعلى اطلاعات چندانى در دست نيست.

براساس برخى شواهد و قراين، مانند نامه نگارى هايش با ابوالوفا بوزجانى، و ذكر اثبات هايى 
از ابوعلى حبوبى در كتاب «استخراج الاوتار» ابوريحان بيرونى، به احتمال زياد دورة فعاليت 

علمى ابوعلى حبوبى نيمة دوم قرن چهارم بوده است.

نظردهندگان دربارة كارهاى ابوعلى حبوبى و متأثران از او
 غياث الـدين جمشيـد كاشـانى در كتـاب «مفتـاح الحساب» 
طريقه اى از ابوعلى حبوبى در حل مسائل حساب فرايض، در 

ضمن سه مثال، آورده است.
 ابونصر عـراق در رسـالـة «معرفه القسى الفلكيه» از ابـوعلى 

ياد كرده است.
 ابوريحان بيرونى در رسالة «استخراج الاوتار» حل دو مسئلة 

هندسى را از ابوعلى آورده است.
ابـوعلى حـبوبى از ابـوالوفـا بوزجانى دستورى براى محاسبة 
او  بوزجانى جواب  و  بر حسـب اضلاع خواسته  مساحت مثلث 
را  طى رسـالة مخـتصرى داده است. اين دستور به نام «رابطة 

هرون» شناخته مى شود.
اگر b ، a و  c طـول اضـلاع مثلث مفروض ABC باشنـد و 
P نصف محيط مثلث باشد،  در اين صورت از روى محيط مثلث 

مى تـوان بـه كـمك رابطة هرون مساحت آن را به دست داد.
s p(p a)(p b)(p c)= − − −

ابوعلى حبوبى، كشف قضية  به  نامه اى  بوزجانى، در  ابوالوفا 
ايـن موضوع مورد  الـبته  سينوس ها را به خود نسبت داد كـه 
اعتراض ابونصر عراق قرار گرفت. به گفتة آقاى ابوالقاسم قربانى در 
كتاب «رياضى دانان اسلامى»، ظاهر امر اين است كه ابونصر عراق 
و بوزجانى هر يك جداگانه و مستقل به قضية سينوس ها يا شكل 

قضية مغنى كه در مثلثات كروى اهميت فراوانى دارد، رسيده اند.

 منابع ..................................................................................................................................................................................................................
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حرف اول

 رشد برهان دورة متوسطه2 | دورة سی ام |  شمارة 1 |  پاییز 1399

آموزش مجازى

چندسالی است که موضوع «مدرسة هوشمند» و هوشمندسازی مدارس در آموزش وپرورش مطرح شده و در اين راستا اقداماتی 
هم صورت گرفته اســت. شــايد چون تاکنون تعريف جامع و مانعی از مدرســة هوشــمند ارائه نشــده، برداشــت های متفاوتی از 
هوشمندسازی مدرسه از طرف مديران، معلمان و اوليای دانش آموزان انجام شده است. اما آنچه که تقريباً نقطة مشترک همة اين 
برداشت  هاســت، و در مدارس هم اتفاق افتاده اســت، به کارگيری يک تابلو به اصطلاح هوشمند، و يک ويديو پروژکتور و رايانه در 

کلاس است. به نظر شما صرف وجود اين اشيا در کلاس درس، هوشمند شدن کلاس را تضمين می کند؟
البته پاســخ به اين ســؤال برمی گردد به همان تعريف از هوشمندســازی که در بالا اشاره شد. در هر حال واضح و مبرهن است 
که برای هوشمندسازی به اين زيرساخت ها و وسايل مذکور نياز داريم و درواقع وجود اين سخت افزارها برای هوشمندسازی شرط 

لازم است، ولی کافی نيست!
آنچه در هوشمندسازی اهميت بسزايی دارد، محتوا و مطالبی است که بايد توليد شوند و در اختيار معلمان برای ارائه در کلاس 
قرار بگيرند. اين محتوا می تواند به صورت فيلم، کليپ آموزشی، فايل پاورپوينت، پی دی اف، انيميشن آموزشی، آزمايشگاه مجازی 

و ... باشد.
نکته ای که بسيار حائز اهميت است و شما دانش آموزان عزيز بايد به آن توجه کنيد، شرايط و وضعيتی است که به دليل وجود 
ويروس منحوس کرونا در کشــور ايجاد شــده و شــايد بتوان گفت، فرصتی به اجبار به دســت آمده است تا از آموزش های مجازی يا 
غيرحضوری اســتفاده شــود. البته لازمة اســتفاده از اين آموزش های مجازی در درجة اول، توليد محتوای لازم برای آموزش است. 
اگرچه استفاده از فيلم تدريس به صورت آنلاين هيچ گاه نمی تواند جای حضور در کلاس درس و استفادة حضوری از محضر معلم را 

بگيرد، اما شايد مزيت هايی نيز داشته باشد. اين تفاوت ها را می توان به صورت زير فهرست کرد:
الف) شما تمرکز بيشتری داريد (از مزاحمت های احتمالی هم کلاسی های خود در امان هستيد).

ب) دبير شما احتمالاً محتوای درس را به صورت فايل پی دی اف يا پاورپوينت در اختيار شما می گذارد تا وقت کمتری از 
کلاس (برای نوشــتن روی تخته) گرفته شــود. شما هم می توانيد هرگاه بخواهيد، از اين فايل ها به عنوان جزوه استفاده 

کنيد.
ج) اگر فيلم تدريس آنلاين ضبط شود و در اختيار شما قرار گيرد، می توانيد بارها به آن مراجعه کنيد و هر زمانی که بخواهيد، 

از آن استفاده کنيد.
معايب استفاده از تدريس های آنلاين را نيز می توان به صورت زير فهرست کرد:

الف) امکان تدريس به شکل فعاليت محور کمتر وجود دارد و معلم نمی تواند موضوعی را با طرح يک پرسش يا فعاليت و 
مشارکت دادن دانش آموزان آموزش دهد.

ب) امکان طرح ســؤال از طرف شــما يا وجود ندارد و يا به ســختی امکان پذير است. خلاصه اينکه تقريباً تعاملی بين معلم و 
دانش آموز وجود ندارد.

ج) امکان بازبينی و تصحيح تمرين ها و تکاليف توسط معلم تا حدی وجود دارد!
در خاتمه از شما دانش پژوهان عزيز درخواست می کنم، اگر دربارة مزيت ها و معايب آموزش های مجازی نظری داريد و يا در 

جهت رفع معايب راهکاری به ذهنتان می رسد، برای ما بنويسيد و به آدرس مجله ارسال کنيد.
سردبير ـ مؤيد و پيروز باشيد

مزايا و معايب
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آموزشى
مهدی مفيدی احمدی،

کارشناس پژوهش سرای ملاصدرا 
مدرس خانة رياضيات و دبير رياضی ناحيه ۲ زنجان

مقدمه
انجام پژوهش های دانش آمــوزی از آرزوهای بزرگ 
ما معلمان اســت! همواره در ذهن خود کلاسی را آرزو 
کرده ایم کــه دانش آمــوزان آن کلاس، نه تنها از لحاظ 
اخلاقی و تربیتی نمونه باشند، بلکه مفاهیم مطرح شده 
در کلاس را نیز با »جدیت« پیگیری کنند، در درس ما 
خلاقیت به خرج دهنــد، کار گروهی یکی از عادت های 
آن ها باشد، فقط به ظاهر مباحث علمی توجه نکنند، در 
آن مبحث ســؤال های جدید طرح کنند و در یک کلام، 
»پژوهشگر« باشــند. البته به دلایل متعدد، کلاس های 
مــا این گونه نیســت. صادقانه بگوییم، یکــی از دلایل 
آن، دقیقاً خود ما معلمان هســتیم. عادت به پژوهش ـ 
حتــی پژوهش های مقدماتــی و دانش آموزی ـ در میان 
ما کم رنگ اســت. بنابراین نمی توان خیلی از دانش آموز 

انتظار پژوهشگری داشت.
عادت بــه پژوهش و پرسشــگری علمی در محیط 
مدرســه و لــذت ســحرآمیز و غیرقابل وصــف آن را 

دانش آمــوز ابتدا از معلم خود آموزش می بیند. البته در 
این بین منابع پژوهشــی ما نیز به شــدت نقص دارند. 
اغلب معلمان منابع مناسب، ساده و روانی در این زمینه 
برای پژوهش های کوچک دانش آموزی در اختیار ندارند 
و باید در جهت رفع این کمبود کوشید. هدف این مقاله 
نیز دقیقاً همین اســت؛ نویســنده سعی دارد به کمک 
همکاران، دانش آموزان و دانش جویان عزیز پژوهشــگر، 
در سلســله مقالاتی در حد توان، این نقیصه را برطرف 

کند؛ ان شاءاالله.
به توضیحاتی پیرامون روش و محتوای این سلسله 

مقالات توجه فرمایید:
● نگارش مفاهیم پژوهشــی در این سلسله مقالات به 
زبان دانش آموزی اســت و ســعی ما توضیح مطالب 
به صورت ساده، همراه با تصویرهای گویا خواهد بود. 
می کوشیم علت اثبات قضایا، روش آن ها و چگونگی 
پژوهش در آن موضوع خاص را خاطرنشــان کنیم. 
اگر در »پژوهک نامه« ها از نرم افزاری اســتفاده کرده 

با توجه به اهمیت بسیار زیاد انجام پژوهش توســط دانش آموزان، سعی داریم در چند قسمت به پژوهش های کوچك ریاضی در 
سطح دانش آموزی بپردازیم. در قسمت اول این مقاله ابتدا روش کار را توضیح می دهیم. سپس با ارائة یك مسئله و تحلیل دقیق راهبرد 
حل آن، سؤال هایی را مطرح خواهیم کرد. با این هدف که گروه های پژوهشی معلمان یا دانش آموزان با پیگیری این سؤال ها موضوع را 
توسعه دهند و خود نیز سؤال های جدیدتری مطرح کنند. مسئله ای که «راهبرد حل» آن را در این بخش تحلیل خواهیم کرد، مسئلة 

جالبی از توابع است: «هیچ تابعی با دامنة اعداد حقیقی وجود ندارد که از ترکیب آن با خودش،  تابعی با ضابطة x 2-2 به دست آید.»

چکیده

راهبرد نقطه ثابت 
در حل يك مسئله

پژوهش دانش آموزى

 کلیدواژه ها  پژوهش های، تابع، نقطة ثابت یك تابع، ترکیب توابع                                                    
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آموزش وپرورش استان هاست.
از خداوند متعال در این امر خطیر یاری می طلبیم که
»... إنِْ أرُیِدُ إلِاَّ الإصِْلَاحَ مَا اسْتَطَعْتُ وَمَا توَْفیِقِي إلِاَّ باِاللهِّ 

لتُْ وَإلِیَْهِ أنُیِبُ« (هود، 88(. عَلیَْهِ توََکَّ
بلکه فقط تا آنجا که در توانم باشد خواستار اصلاح 
جامعه هستم، و البته توفیقم فقط به لطف خدا بستگی 
دارد، تنهــا بر او تــوکل می کنم و فقط به ســوی او باز 

می گردم.

موضوع پژوهش ما از کجا آغاز شد؟
سال ها پیش در یکی از سایت ها )که آدرس آن را هم 
فراموش کرده ام!( به این مسئله و حل آن برخوردم که: 
»ثابت کنید هیچ تابعی با دامنة عددهای حقیقی وجود 
x به دست  −2 2 ندارد که از ترکیب آن با خودش، تابع 
آید.« مسئله ای شــیک! با ظاهری ساده و فریبنده، اما 
باطنی عمیق و پردردسر! پردردسر از این لحاظ که حل 
آن، از ایــن حل های معمولی و محاســبه های پیچیدة 
تابعی نبود که فقط یک بار بررسی شود و تمام. حل آن 
بسیار زیرکانه و عمیق بود، به گونه ای که ذهنم را حسابی 
قلقلک می داد برای بررســی دقیق تــرش؛  راهبردی که 
معمولاً برای حل این گونه مسائل استفاده نمی شود، اما 
به صورت اعجاب انگیزی تواناست! این راهبرد چیزی نبود 

باشــیم، آن را معرفــی می کنیــم و در صورت لزوم 
دستورات مربوط به آن را خلاصه وار خواهیم آورد تا 
تأکید کنیم که استفاده از ICT در جهان کنونی برای 

پژوهشگر از واجبات است.

● با اینکه بســیار سخت اســت، اما تلاش می کنیم که 
از مفاهیم کتاب های رسمی ریاضی آموزش وپرورش 
خارج نشــویم؛ به گونه ای که معلمان و دانش آموزان 
پــس از مطالعة آن ـ با کمترین نیاز به منابع بیرونی ـ 
به ایده های پژوهشــی »ناب« دست یابند و خودشان 
در گروه های پژوهشی، آن ها را دنبال کنند و به نتیجه 
برســانند. به همین دلیل غالباً در »انتهای موضوع« 
یک ســؤال باز مرتبط با موضوع مطرح و حل و بحث 
آن به گروه های پژوهشی سپرده می شود. امیدواریم 
این گروه ها حاصل کار خودشان را برای مجله ارسال 

فرمایند.

● جامعــة هــدف، دانش آموزان و معلمــان در محیط 
مدرسه، دانش آموزان شــرکت کننده در مسابقه های 
علمی کشوری، همچون جشــنوارة جوان خوارزمی، 
پژوهش ســراهای دانش آمــوزی، خانه های ریاضیات 
و گروه های آموزشــی ریاضی مســتقر در ادارة کل 
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جز »نقطة ثابت« که یکی از عمیق‌ترین مفاهیم ریاضیات 
است و ریاضی‌دان‌های زیادی را واله و شیدای خود کرده 
اســت. این مقاله و قســمت دوم آن، نتیجة بررسی‌های 

»موشکافانة« بنده است. اما این »نقطة ثابت« چیست؟
اگر تابع )با دامنه و برد حقیقی( را مانند یک ماشین 
ورودی و خروجی در نظر بگیرید، این ماشــین‌ عددهای 
دامنة خــود را می‌گیرد و با توجه بــه ضابطه‌اش، عدد 
دیگری را تحویل می‌دهد. اگر عدد ورودی به ماشین پس 
از خروج تغییر نکند، آن را »نقطة ثابت« تابع می‌گوییم؛ 

به‌طور دقیق‌تر:

 تعریف.  عــدد c را »نقطة ثابت« تابــع f گوییم اگر: 
.f(c)-c=0 یا f(c)=c

 R را با دامنة f (x) x= −2 2  چند مثال.  همین تابع 
در نظر بگیرید. برای محاســبة نقطة ثابت آن، باید عدد 
. یعنی  f (c) c c c− = − − =2 2 

c را چنان بیابیم که: 
نقطه‌های 2 و 1- »نقطه‌های ثابت« تابع f هستند. مثال 
} با دو  }R − 0 f با دامنة  (x)

x
= +

1 زیبای دیگر، تابع 1
نقطة ثابت است که یکی از آن‌ها، همان »نسبت طلایی« 
. )چرا؟( البته همة توابع  +1 5

2
معروف اســت؛ یعنی 

g(x) نقطة ثابت ندارد.  x= −2 نقطة ثابت ندارند. مثلًا 
)چرا؟( بعضی توابع نیز فقط یک نقطة ثابت دارند، مانند 

. )چرا؟(. h(x) x= − تابع 

آیا می‌توان با استفاده از شکل تابع، متوجه شد 
که نقطة ثابت دارد یا نه؟

-2 -1
1 2

-1

2

-2

1

     شکل      1

بله، کافی اســت ببینیم نیم‌ســاز ربع اول و سوم، 

تابــع را قطع می‌کند یا نه. )چــرا؟( به تعداد نقطه‌های 
برخورد، نقطة ثابــت )حقیقی( داریم، زیرا »نقطة ثابت 
f یا  (x) x− =  براساس تعریف،‌ همان جواب معادلة 
f است.« شــکل 1 که با استفاده از »نرم‌افزار  (x) x=

جئوجبرا« رســم شــده اســت، نقطه‌هــای ثابت تابع 
f را بــا دامنة R نشــان می‌دهد؛ کدام  (x) x= −2 2

نقطه‌ها؟
در همین جا به اولین ســؤال جدی مقاله پاســخ 

دهید:

ضـابـــطة  بــا   2 درجــة  تــابـــع   .1 ســؤال 
f با چه شرطی نقطة ثابت دارد و  (x) ax bx c= + +2

برعکس، اگر تابع درجة 2 نقطة ثابت داشــته باشد، چه 
ارتباطی بین ضرایب آن وجود دارد؟

بررسی آن برعهدة شــما. توجه کنید که به جواب 
این سؤال در ادامة پژوهش نیازمندیم.

حال که با نقطة ثابت یک تابع تا حدی آشنا شدیم، 
به حل مسئلة اصلی بپردازیم و ببینیم که:

اولاً ایــن نقطه چگونه در حل مســئله به ما کمک 
می‌کند؟

ثانیاً،‌ آیا می‌توان با اســتفاده از آن، »ســؤال جدید 
مناســبی« طرح و آن را حل کرد؟ ابتدا به دو مســئله 
و حل آن اشــاره می‌کنیم که در طــول مقاله به آن‌ها 

محتاجیم:

x را تجزیه کنید. x+ −3 22 مسئلة 1: عبارت 1
حل: کافی است عبارت مناسبی را به آن اضافه و کم 

کنید )تساوی‌های زیر را توضیح دهید(:
x x (x x x) (x x )

(x x )(x )

+ − = + − + + −

= + − +

3 2 3 2 2

2

2 1 1
1 1

مسئلة 2: ترکیب توابع شرکت‌پذیر است.
 g ،f حل:  توضیح دهید که چرا برای هر ســه تابع
)البته اگر  fo(goh) (fog)oh= و h می‌توان نوشت:

شرایط ترکیب را داشته باشند(.

مسئلة اصلی
کــه  خاصیــت  ایــن  بــا   f : R R→ تابــع 

f وجود ندارد. (f (x)) x= −2 2

حل: حل مســئله به روش برهان خلف است. یعنی 
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-2 -1
1 2

-1

2

-2

1

fof
gog

     شکل      2

این واقعیت را می‌توان به‌عنوان یک مسئله در حالت 
کلی مطرح کرد که حل آن بر عهدة خودتان.

مسئلة 3: ثابت کنید برای هر تابع f، نقطه‌های 
 ثابــت f، زیر مجموعــة نقطه‌های ثابت fof هســتند؛

به‌ شــرطی که ترکیب، قابــل تعریف باشــد. بنابراین 
ریشــه‌های معادلة fof(x)-x=0 شامل همة ریشه‌های 

معادلة f(x)-x=0 است.
،{ },−1 2  حال با توجه به این دو واقعیت که مجموعة

مجموعة نقطه‌های ثابت g اســت و foh=hof )چرا؟(، 
مشــابه استدلال مرحلة دوم بررســی کنید که اعضای 

مجموعة

f ( ), f ( ), f ( ), f ( )
 − + − − 
  

5 1 5 11 2
2 2

نقطه‌های ثابت h هســتند )که البته ممکن اســت 
متمایز نباشند(. بنابراین:

f ( ), f ( ), f ( ), f ( )

, , , ( )

 − + − − ⊆ 
  
 − + − − ∗∗ 
  

5 1 5 11 2
2 2

5 1 5 11 2
2 2

● مرحلة چهارم: رسیدن به تناقض اصلی و تکمیل 
حل مسئله

. x ,
 − + ∈ − 
  

5 1 5 1
2 2

 فــرض کنیــد کــه: 

 پــس‌ x ‌نقطــة ثابت g نیســت؛ بــا توجه بــه )**(،

ابتدا فرض می‌کنیم، تابعی بــا این ویژگی‌ها وجود 
دارد و سپس با طی کردن مراحلی به تناقض اصلی 
f : R R→ می‌رسیم. پس فرض کنید تابعی مانند

وجــود دارد که پس از ترکیب آن با خودش، به تابع 
x رســیده‌ایم. برای درک بهتر استدلال، حل  −2 2

مسئله را به چند مرحله تقسیم می‌کنیم.

f با استفاده از g مرحلة اول: ساخت تابع جدید ●
ترکیب f با خودش را g بنامید؛ یعنی g=fof. پس 
. g(x) f (f (x)) x= = −2 x داریم: 2 R∈  برای هر 

می‌توان نوشت: fog=gof. )چرا؟(

g مرحلة دوم: بررسی ویژگی نقطه‌های ثابت ●
نقطه‌هــای ثابت g را در ابتدای مقاله به‌دســت 
آوردیم: نقطه‌های 2 و 1- )به شــکل 1 توجه کنید(. 
پس: g(2)=2 و g(-1)=-1 با کمی دقت می‌توان دید 
که f(-1) و f(2) نیز نقطه‌های ثابت g هستند. برای 

مثال، با توجه به مرحلة اول داریم:
g(f ( )) f (g( )) f ( )− = − = −1 1 1

پــس اگر x نقطة ثابت g باشــد، f(x) نیز نقطة 
ثابت g است. حال چون g دقیقاً دو نقطه ثابت دارد، 

می‌توان نوشت:
{ } { }f ( ), f ( ) , ( )− ⊆ − ∗1 2 1 2

● مرحلة سوم: ساخت تابع جدید h با استفاده از 
g و نقطه‌های ثابت این تابع جدید

 )h‌=gog بنامید ‌)یعنی h با خودش را g ترکیب 
و نقطه‌های ثابت h را به‌دست آورید. پس باید معادلة 
h(x) را حــل کنید )از مســئلة 1 کمک  x− = 

بگیرید(:
(x ) x (x )(x x )(x )− − − = − + − + =2 2 22 2 2 1 1 

بنابراین نقطه‌های ثابت h عبارت‌اند از:

, , ,
 − + − − 
  

5 1 5 11 2
2 2

 g=fof در شکل 2 مشخص است که نقطه‌های ثابت
در میان نقطه‌های ثابت h=gog هستند. به‌عبارت دیگر 
 ،g در شکل 2، دو نقطه وجود دارد که از آن‌ها هم تابع
هم تابع h و هم نیم‌ســاز ربع اول سوم عبور می‌کنند. 

)کدام نقطه‌ها؟ در شکل 2 نشان دهید.(
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. f (x) ,
 − + ∈ − 
  

5 1 5 1
2 2

، و یا  { }f (x) ,∈ −1 2 یا 

، پس f(x) نقطة ثابت  { }f (x) ,∈ −1 2 ● حالت اول: اگر
g است. لذا با توجه به )*( در مرحلة دوم، مسئلة 2 و 

اینکه fog=gof،  می توان نوشت:

x h(x) g(g(x)) g(f (f (x)))
f (g(f (x))) f (f (x)) g(x)

= = =
= = =

که تناقض است، زیرا x نقطة ثابت g نیست.

، پس  f (x) ,
 − + ∈ − 
  

5 1 5 1
2 2

● حالت دوم: اگر 

 f(x)≠x :نیست. در این حالت داریم g نقطه ثابت  f(x)

)چرا؟(. در نتیجه: 

f ( ) , f ( )− + + −
= − − =

5 1 5 1 5 1 5 1
2 2 2 2

پس:

g( ) fof ( ) f ( )− − + −
= = − =

5 1 5 1 5 1 5 1
2 2 2 2

5− نقطه ثابت g نیست. 1
2

که تناقض است، زیرا 
چون تنها همین دو حالــت وجود دارند و از هر دو 

حالت به تناقض رسیدیم، اساساً تابع f وجود ندارد.

بررسی راهبرد حل مسئلة اصلی
در حل مســئلة اصلــی، ميان نقطه هــای ثابت دو بار 
ترکيب f با خــودش ـ که g ناميديم ـ نقطه های ثابت چهار 
بار ترکيب f با خودش ـ که h ناميديم ـ ارتباط هايی يافتيم؛ 

مشخص شد که:

الف) fof دقيقاً دارای دو نقطة ثابت اســت (يا بهتر 
است بگوييم حداقل يک نقطة ثابت دارد).

ب) «چهار بار ترکيب f با خودش» دقيقاً دارای چهار 
نقطة ثابت اســت (يا بهتر بگوييم دارای نقطة ثابتی، غير از 

نقطه های ثابت fof است).
تناقـض  بـه  ارتباط هـا  ايـن  از  اسـتفاده  بـا  سـپس 
 R اصلـی رسـيديم و ثابـت کرديـم هيـچ تابعـی بـا دامنة

 x −2 2 وجـود نـدارد کـه از ترکيـب آن با خـودش تابع 
به دسـت آيـد.

نکتة جالب: اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در 
می يابيد که خيلی از نقطه های ثابت fof استفاده 
نکرديم، زيرا رســيدن به تناقض اصلی، براساس 
يک نقطــة ثابت «چهار بار ترکيب f با خودش»، 
خارج از نقطه های ثابتِ f of بود! همين نکتة مهم 
ممکن است در تعميم مسئله به حالت کلی تر، ما 

را ياری کند.

اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در کتة جالب: اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در کتة جالب: اگر به برهان مسئله توجه کنيد، در  کتة جالب: نکتة جالب: ن
fofمی يابيد که خيلی از نقطه های ثابت fofمی يابيد که خيلی از نقطه های ثابت fof استفاده 
نکرديم، زيرا رســيدن به تناقض اصلی، براساس 
fيک نقطــة ثابت «چهار بار ترکيب fيک نقطــة ثابت «چهار بار ترکيب f با خودش»، 

f off off بود! همين نکتة مهم  of خارج از نقطه های ثابتِ of خارج از نقطه های ثابتِ 
ممکن است در تعميم مسئله به حالت کلی تر، ما 

را ياری کند.

حالا با توجه به حل مسئلة اصلی و توضيحات بالا دو 
سؤال زير را مطرح می کنيم:

سؤال 2. با چــه شرايطی يک چندجمله ای درجة ۲، 
هيچ گاه به صورت fof نيســت؟ (کــه در اينجا f تابعی با 

دامنة R است.)

سؤال 3. آيا می توان گفت تابعی مانند f با دامنة R که 
دارای خاصيت (ب) باشد،  موجود نيست؟

در قسـمت بعـدی مقالـه سـعی می کنيـم «تاحدی» 
بـه دو سـؤال بـالا جـواب دهيـم، امـا قبـل از آن، دسـت  
بـه کار شـويد و بـا اسـتفاده از ايده هايـی کـه گرفته ايـد، 
خودتـان بـه اين دو سـؤال پاسـخ دهيد؛ ابتدا مسـئلة زير 

را حـل کنيد:

مســئلة 4: ثابت کنيد که تابع f:R→R با اين 
f وجود ندارد. (f (x)) x x= + −2 2 خاصيت که 

و نکتــة آخر اينکه توصيف لذت عجيبی که در حل و 
طرح مســائل بالا وجود دارد (البته در کنار فايده های زياد 
ديگــری که دارد)، تقريباً غيرممکن اســت و اتفاقاً همين 
لذت، قدرت تحمل می دهد و پژوهشگر را به ادامة کار فرا 
می خواند! از اين نکتة مهم نيز غافل نشــويم که اگر بتوان 
لذت پژوهش را به دانش آموز چشــاند، بعيد است او از آن 

چشم بپوشد.
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آموزشى
حسين کريمی

شــرط وجود دایرة محاطی بــرای یک nضلعی آن 
است که نیم ســازهای آن شــکل در یک نقطه به هم 
برســند. آن نقطه را معمولاً با I نشان می دهند و نقطه 
را »هم رسي نیم ســازها« یا همان مرکز دایرة محاطی 
می نامند. توجه داریم که در بعضي از شــکل ها چنین 
نقطه ای وجود ندارد. مثلًا در مستطیل چهار نیم ساز در 
یک نقطه به هم نمی رســند. پس دایره ای وجود ندارد 
n که بر هر چهار ضلع مســتطیل مماس باشــد. تمام

ضلعی های منتظم دایرة محاطی دارند.
در این بیــن، مثلث موقعیت خاصــی دارد. تمام 
مثلث ها )از هر نوع که باشــند( دایــرة محاطی دارند 
و نه تنها یک دایــرة محاطی، بلکه چهار دایرة محاطی 

دارند.
دایرة به مرکز I را دایرة محاطی داخلی می نامند که 
I محل تلاقی سه نیم ساز داخلی مثلث است. سه دایرة 

 کلیدواژه ها   دایره محاطي، نیمساز، مثلث، زاویه n ضلعي                                                            

هرگاه بتوانیم دایره ای مماس بر تمام خط های واصل بین دو رأس متوالی 
یك n ضلعی رسم کنیم، آن دایره را «دایرة محاطی» گوییم.

اشاره

     شکل      1

دیگر به مرکزهــای Ib،Ia و Ic را دایره های محاطی 
خارجی می نامند که مرکز آن ها محل تلاقی دو نیم ساز 

خارجی مثلث است. )شکل 1(
***

یادآوری: هر نقطه که روی نیم ساز یک زاویه باشد، از 
دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است.

I I

محاطى
دايرة

Ia

A

B DF

G

H

M
NK

X

L

ZC

Ic
I

Ib
rb

rb

rrc
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بــا توجه به مطلب فوق می توان گفت که در صفحة 
مثلــث، چهار نقطه وجود دارد که از ســه ضلع مثلث یا 

امتداد آن ها، متساوی الفاصله اند.
اکنون این سؤال پیش می آید که: اگر مثلث ABC را 
رسم کنیم و محل تلاقی نیم سازها را Ib ،Ia ،I و Ic )مراکز 
دایره های محاطی( بنامیم و سپس مثلث و نیم سازها را 
و یکی از آن چهار نقطه را هم پاک کنیم، آیا با در دست 
داشــتن ســه نقطه می توان دوباره مثلث ABC را رسم 

کرد؟

Ic و Ib،Ia مسئلة   1:  با در دست داشتن سه نقطة
 )ABC ســه مرکز دایره های محاطی خارجــی مثلث(

مثلث ABC را رسم کنید.

 Ic و Ib ،I مسئلة   2: با در دست داشتن سه نقطة
)به ترتیب مراکز دایرة محاطی داخلی و دو دایرة محاطی 

خارجی مثلث ABC( مثلث ABC را رسم کنید.

قبل از آنکه به دو مسئلة فوق جواب بدهیم، به نکتة 
مهمی اشاره می کنیم.

 نکته: اگر در شکل I 2 نقطة هم رسی سه نیم ساز 
داخلی مثلث ABC و نقطه های Ib،Ia و Ic نقطه های 
تلاقی دو نیم ســاز خارجی در مثلث ABC فرض 
شوند، Ib و Ic روی نیم ساز خارجی زاویة رأس A، و 
Ia روی نیم ساز داخلی رأس A قرار دارند. همچنین 

می دانیم، نیم سازهای داخلی و خارجی یک زاویه بر 
هم عمودند. پــس: AIa⊥IbIc . و به همین ترتیب:

CIc⊥IaIb و BIb⊥IaIc

Ic Ib

Ia

A

I
C

B

     شکل      2

 ،ABC نقطة هم رسی سه نیم ساز داخلی مثلث
یعنی نقطة I، همان نقطة هم رسی سه ارتفاع مثلث 

IbIcIa است.

 BIb،AIa و سه ارتفاع IaIbIc حل مســئلة 1. مثلث
 ABC آن را رســم می کنیم )شکل 3(. مثلث CIc و

جواب مسئله است.

 Ic را رســم می کنیم. از IIbIc حل مســئلة 2. مثلث
عمودی بر امتداد IIb و از Ib عمودی بر امتداد IIc رسم 
می کنیم تا یکدیگر را در نقطة Ia قطع کنند. با در دست 

داشتن مثلث IaIbIc مانند مسئلة 1 عمل می کنیم.

مســئلة 3. دو دایرة محاطی خارجــی )rb و Ib( و 
 ABC داده شــده اند. مثلث ABC از مثلث )Ic و rc(

را رسم کنید.

C

B

d A

A

Ib

Ic

A

     شکل      3

 )Δ' و Δ حل. مماس های داخلی دو دایره )خط های
را رسم می کنیم و نقطة تلاقی آن دو را A می نامیم 
)شکل 3(. خط d را در مقام مماس مشترک خارجی 
 Δ' و Δ دو دایرة داده شده رسم می کنیم تا خط های
را در نقطه های B و C قطع کند. مثلث ABC جواب 

مسئله است.
 AB=c ،AC=b :با توجه به شــکل 2 و اینکــه
2P ،،BC=a=محیط و S=مساحت، روابط متریک زیر 

را داریم:

a b c
s s s sr , r , r , r
p p a p b p c

= = = =
− − −

AX=AZ=BE=BH=CF=CG=P
BF=BK=CE=CN=AM=AL=P-a
AG=AK=CZ=CY=BD=BL=P-b
BY=BX=AH=AN=CD=CM=P-c
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بحث حد و پيوستگي از جمله مباحث پايه اي در حسابان است. 
در اين قسمت چند فعاليت در رابطه با معرفي حد توابع مطابق با 
مطالب مطرح شــده در كتاب درسي با استفاده از جئوجبرا ارائه 
مي شــود. اين فعاليت ها مربوط به فرايندهاي حدي، حد چپ و 

راست، حد تابع در يك نقطه و پيوستگي هستند.

مقدمه

آزمايشگاه

(قسمت هفتم)

 رياضى

دكتر محمدعلي فريبرزي عراقي
عضو هيئت علمي دانشگاه آزاد اسلامي، واحد تهران مركزي
عليرضا سلماني انباردان
كارشناس ارشد رياضي مالي، دبير رياضي شهرستان قدس

فعالیت 1. فرایندهاي حدي ......................................................
مي دانیم تابع f در x=a داراي حدي چون l اســت و مي نویسیم: 
 x=a در f اگر و فقط اگر حد چپ و حد راســت تابع .

x a
lim f (x) l
→

=

وجود داشته و هر دو برابر l باشند، یعني:

x a x a
lim f (x) lim f (x) l

+ −→ →
= =

. مطلوب است: f (x) x=  الف.  فرض کنید: 

. آیا تابع f در x=0 حد دارد؟
x
lim f (x)

+→0

در نمودار 1، منحني این تابع در صفحة مختصات رسم شده است 
که براي رسم نمودار این تابع کافي است در قسمت ...Input دستور 

زیر را وارد کنیم:
f(x)=sqrt(x)

نحوة محاسبة حدود فوق در جئوجبرا به صورت زیر است:
براي پیدا کردن حد راست تابع f در نقطة صفر، دستور زیر را در 

قسمت ...Input وارد مي کنیم:
LimitAbove(f(x),0)

بعد از وارد کردن این دســتور، مقدار حد راســت برابر صفر 
مشــخص مي شود. ضمناً با توجه به نمودار این تابع و اینکه دامنة 
تابع به صورت (∞+,0] است، حد چپ تابع در x=0 وجود ندارد و 

لذا این تابع در x=0 داراي حد نیست.

نمودار 1

 ب.   تابع g با ضابطة زیر را در نظر بگیرید:

x x
g(x) x

x x

− + >
= − =
 − <

2 2
2 2

3 2

نمودار این تابع را رسم کنید و حد چپ و حد راست آن را در 
x=2 بیابید. آیا این تابع در این نقطه داراي حد است؟

ابتدا با اســتفاده از دستور شــرطي که قبلًا توضیح داده شده 
است، تابع را رسم مي کنیم )نمودار 2(:

g(x)=if(x>2,-x+2,x˂2,x-3)
A=(2,-2)
براي مشخص شدن حد راست از دستور زیر استفاده مي کنیم:
LimitAbove(g(x),0)

نمودار 2

معرفی نرم افزارهای ریاضی
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بعد از وارد کردن عبارت فوق مقدار صفر نمایش داده مي شود. 
اکنون براي مشخص شدن حد چپ دستور زیر را وارد مي کنیم:

LimitBelow(g(x),0)

بعد از وارد کردن عبارت فوق مقدار 1- نمایش داده مي شود، 
مشــاهده مي کنیم که این دو مقدار برابر نیستند پس این تابع در 

نقطة x=2 حد ندارد.

| مفروض است. نمودار این  x |h(x)
x
−

=
−
3
3

 ج.   تابع h با ضابطة 

تابع را رسم و بررسي کنید آیا این تابع در x=3 حد دارد؟

همانند دو مثال قبل ابتدا تابع را با استفاده از دستور زیر رسم 
مي کنیم:

h(x)=Abs(x-3) / x-3
براي مشخص شدن حد راست از دستور زیر استفاده مي کنیم:
LimitAbove(h(x),3)

بعد از وارد کردن عبارت فوق مقدار 1 نمایش داده مي شــود، 
اکنون براي مشخص شدن حد چپ دستور زیر را وارد مي کنیم:

LimitBlow(h(x),3)

بعد از وارد کردن عبارت فوق مقدار 1- نمایش داده مي شــود. 
 Limit(h(x),3) حد ندارد و اگر عبارت x=3 در نقطة h پــس تابع
را وارد کنیم، عبارت undefined نمایش داده خواهد شــد که به 

معني »تعریف نشده« است.

نمودار 3

] را به دســت آورید. آیا این  ]
x
lim x

−→2
] و  ]

x
lim x

+→2
د. مقادیر 

x چطور؟ =
1
2

تابع در x=2 حد دارد؟ در 

نمودار 4 تابع جزء صحیح x را در بازة [1,3-] نمایش مي دهد. 

به منظور رســم تابع جزء صحیح در بازة داده شــده از دستور زیر 
استفاده مي کنیم:

If(-1˂=x˂3,floor(x))
براي مشــخص کردن حد راست تابع جزء صحیح x در نقطة 
x=2، دستور LimitAbove(floor(x),2) را وارد مي کنیم که پاسخ 
آن 2 خواهد شــد. همچنین براي مشخص کردن حد راست تابع 
 LimitBelow(floor(x),2) دستور ،x=2 در نقطة x جزء صحیح
را وارد مي کنیم که پاسخ آن 1 خواهد شد پس نتیجه مي شود که 
این تابع حد ندارد و اگر دستور Limit(floor(x),2) را وارد کنیم، 

عبارت undefiend نمایش داده مي شود.
براي مشخص شدن حد راســت تابع جزء صحیح x در نقطة 
، دستور LimitAbove(floor(x),1/2) را وارد مي کنیم که  x =

1
2

با اجراي آن پاسخ صفر مشخص مي شود. همچنین براي مشخص 
، دســتور  x =

1
2

شــدن حد راســت تابع جزء صحیح x در نقطة 
LimitBelow(floor(x),1/2) را وارد مي کنیم که پاســخ آن نیز 

صفر خواهد شــد. پس نتیجه مي شود که این تابع حد دارد و اگر 
دســتور Limit(floor(x),1/2) را وارد کنیم، مقدار صفر نمایش 

داده مي شود.

نمودار 4

فعالیت 2. حدود یکطرفه .....................................................
حاصل هریــک از حدود یکطرفة زیــر را در صورت وجود به 

دست آورید:

[ ]

x x

x x

a) lim cos x b) lim sin x

xc) lim d) lim x
x

+ −

+ +

π π
→ →−

→ →
−

4 3

2 3
2 6
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براي محاسبه هریک از حدهاي قبل به ترتیب دستورهاي زیر 
را وارد مي کنیم:

a=LimitAbove(cos(x),pi/4)

b=LimitBelow(sin(x),-pi/3)

c-LimitAbove(x/floor(x),2)

d=LimitAbove(sqrt(2x-6),3)

که به ترتیب پاســخ هاي زیر با اجراي هریک از این دستورها 
نمایش داده مي شوند:

a=0/71   ,    b=-0/87    ,    c=1    ,   d=0

فعالیت 3. محاسبة حدود ....................................................
حد هریک از توابع زیر را در نقطه هاي داده شــده به دســت 

آورید:

x x

x x

x

x xa) lim b) lim
x x x
x sin x.cos xc) lim d) lim
x cos x

sin xe) lim
sin x

→ →

→− →π

π
→

− −
− − +
+
+ +

−
−

3

21 3
3

22
2

2

1 2 1
1 4 1

8
2 1

1
1

براي محاسبة هریک از حدهاي بالا به ترتیب دستورهاي زیر 
را وارد مي کنیم:

a=Limit((x˄3-1)/(x-1),1)

b=Limit((2x-1)/(x˄2-4x+1),3)

c=Limit((x˄3+8)/(x+2),-2)

d=Limit((sin(x)cos(x))/(1+cos˄2(x)),pi)

e=Limit((1-sin˄2(x))/(1-sin(x)),pi/2)

که به ترتیب پاســخ هاي نمایش داده شده در زیر هر عبارت 
به صورت زیر است:

a=3  ,   b=-2/5   c=12   ,   d=0   ,   e=2

فعالیت 4. پیوستگي ............................................................
 و 

x a
lim f (x)
→

تابــع f را در نقطة x=a پیوســته نامیم هرگاه 
f(a) هر دو موجود و با یکدیگر برابر باشــند. همچنین در صورتي 

، تابع f را در نقطة x=a پیوســتة راست 
x a
lim f (x) f (a)

+→
= که: 

 x=a را در نقطة f تابع ،
x a
lim f (x) f (a)

−→
= مي نامیم، و هــرگاه: 

پیوستة چپ مي نامیم.

 الف.  پیوســتگي تابع f با ضابطة زیر را در نقطة x=0 بررســي 
کنید.

x x
f (x)

x x

− + ≤= 
+ >

2

2 2
2





 f شــکل این تابع در نمودار 5 رسم شده است. براي رسم تابع
دستور زیر را وارد مي کنیم:

f(x)=if(x˂=0,-2x+2,x>0,x˄2+2)

براي محاســبة حد تابــع f(x) در نقطة x=0 از دســتور زیر 
استفاده مي کنیم:

Limit(f(x),0)

 f که مقدار 2 نمایش داده مي شــود. براي محاسبة مقدار تابع
در x=0، از دستور f(0) استفاده مي کنیم که مقدار 2 نمایش داده 
مي شــود. چون مقدار تابع و حد تابع در x=0 برابر است، پس تابع 

f در نقطة x=0 پیوسته است.

نمودار 5

. تحقیق کنیــد تابع f در نقطة  [ ]f (x) x=  ب.    فــرض کنید: 
x چطور؟ ابتدا دستور  =

3
2

x=1 پیوستة چپ است یا راست؟ در 
زیر را وارد مي کنیم:

f(x)=floor(x)

حالا مقدار تابع در نقطة x=1 را با دســتور a=f(1) به دست 
مي آوریم. ســپس حد راســت و چپ تابع f(x) در نقطة x=1 را با 

استفاده از دستورهاي زیر به دست مي آوریم:

b=LimitAbove(f(x),1)

c=LimitBelow(f(x),1)
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مشاهده مي کنیم که حد راست برابر 1 و حد چپ تعریف نشده 
] پیوستة راست است.  ]f (x) x= اعلام مي شود. لذا تابع با ضابطة 

x تمام مراحل بالا را تکرار مي کنیم: =
3
2

براي نقطة 
e=f(3/2)
g=LimitAbove(f(x),3/2)
h=LimitBelow(f(x),3/2)

 [ ]f (x) x= که هر سه مقدار برابر 1 است. پس تابع با ضابطة 
x هم پیوستة راست و هم پیوستة چپ است، یعني  =

3
2

در نقطة 
در این نقطه پیوستگي دارد.

 ج.   تابع f با ضابطة زیر مفروض است:

x x

f (x) x x
x x

+ < −


= − − ≤ <
− + < <

2

2 4 1
1 1 2
5 2 5

نمودار این تابع را رسم کنید و تحقیق کنید این تابع در کدام 
بازه هاي زیر پیوسته است؟

[ ] [ ], ,− −11 2 0

مي دانیم تابع f در [a,b] پیوســته اســت، هرگاه f در بازة باز 
(a,b) پیوسته، در x=a پیوستة راست و در x=b پیوستة چپ باشد. 

با استفاده از دستور زیر تابع f را رسم مي کنیم:
f(x)=if(x˂-1,2x+4,if(-1˂=x˂2,x˄2-1,2˂x˂5,-x+5))

با مشــاهدة نمودار 6 متوجه خواهیم شــد که تابع f در بازة 
(2,0-) پیوسته نیست. پس به بررسي پیوستگي در ابتدا و انتهاي 
بازة [2,0-] نیازي نیســت. اما در بازة (1,1-) نمودار تابع پیوسته 
اســت. حالا به بررسي پیوستگي راست در ابتداي بازه و پیوستگي 
چپ در نقطة انتهاي بازه مي پردازیم. براي این کار از دســتورهاي 

زیر استفاده مي کنیم:
a=f(-1)   x=-1 در نقطة f مقدار تابع

b=f(1)   x=1 در نقطة f مقدار تابع
x=-1 در نقطة f حد راست تابع

c=LimitAbove(f(x),-1)

 x=1 در نقطة f حد چپ تابع
d=LimitBelow(f(x),1)

با ورود دستورهاي بالا مقادیر زیر به دست خواهند آمد:
a=0   ,   b=0   ,   c=0   &   d=0

مشاهده مي شود که مقدار a با c و مقدار b با d برابر است. پس 
تابع f در بازة [1,1-] است.

نمودار 6

 د.   با توجه بــه نمودارهاي تابع هاي y=log3(x) و y=cosx، این 
تابع ها در چه بازه اي پیوسته هستند؟ )بزرگ ترین بازه را مشخص 

کنید.(
براي نمایش تابع y=log3(x) دستور زیر را وارد مي کنیم:

f(x)=log(3,x)

نمودار 7

با توجه به نمودار 7 تابع پیوســتگي در بازة (∞,0) را بررسي 
مي کنیم:

نکته: براي درج علامت بي نهایت در جئوجبرا از صفحه کلید 
برنامه استفاده کنید که در تصویر1 نمایش داده شده است.

     تصویر      1
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ور
ی پ

اس
ا ي

رض
لام

غ

ادب رياضي

بــراي پیدا کردن مقدار تابع در نقطه هاي ابتدا و انتهاي بازه از 
دستورهاي زیر استفاده مي کنیم:

a=f(0)

b=f(∞)

سـپس بـراي مشـخص شـدن حـد راسـت در نقطـة ابتدایي 
اسـتفاده  زیـر  از دسـتورهاي  انتهایـي،  نقطـة  در  و حـد چـپ 

مي کنیـم:
c=LimitAbove(f(x),0)

d=LimitBelow(f(x),∞)

مي بینیم که مقدار تابع و حد راســت تابع در نقطة x=0 برابر 
∞-، و همچنین مقدار تابع و حد چپ تابع در ∞=x برابر ∞ هستند.

براي نمایش تابع y=cosx دستور زیر را وارد مي کنیم:
f(x)=cos(x)

با توجه به نمودار 8، تابع کسینوس در تمام نقطه هاي دامنه اش 

پیوسته است که مي توان بیان کرد: تابع کسینوس در بازة (∞,∞-) 
پیوسته است.

نمودار 8

 منابع...............................................................................................

۱. كتاب درسي رياضي ۲ دورة دوم متوسطة علوم تجربي، ۱۳۹۸.
2. www.geogebra.org
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دانــش رياضيات همانند هر دانش ديگري در خدمت انســان اســت. آنچه در 
رياضيات مي خوانيم، «بازي با علامت ها و شكل ها» نيست. بلكه قانون هايي است كه 

بر طبيعت و زندگي عملي ما حكومت مي كند. 
كار رياضيات، وضع قانون هاي «من درآوردي» نيست؛ رياضيات قانون هاي موجود 
و حاكم بر طبيعت و جامعه را كشف مي كند. رابطه ها و شكل هايي كه در رياضيات، با 
آن ها سروكار داريم، دستگيره هايي هستند كه به ياري آن ها مي توان نيازهاي عملي 

دانش هاي ديگر و به طور كلي، نيازهاي فكري انسان را برآورده كرد.

***

هرگز كلي گويي نكنيد. دانش با شــعار دادن، سازگار نيست. جمله هاي مبهم و 
نامفهوم ـ هرچند به ظاهر بتوانند حقيقتي را بيان كند چيزي را به شــنونده نمي دهد. 
كســي كه اهل دانش است، بايد حرف هاي خود را، مشــخص و بدون هيچ ابهامي 

عرضه كند.
شادروان پرويز شهرياري

چهرة ماندگار آموزش رياضى كشور
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آموزشى
محمد تقی طاهری تنجانی

اشاره
اثبات یك مسئله چگونه شکل می گیرد؟ برای حل یك مسئله 
از چه روشی باید استفاده کرد؟ کاربرد یك روش تا چه حد است؟ 
این ها سؤالاتی هستند که معمولاً در اثبات مسائل، خصوصاً مسائل 

ریاضی، پیش روی ماست. 
در این نوشــتار ســعی بر آن اســت که بــه اختصار با 
روش های اثبات و اســتدلال ریاضی آشــنا شــویم. حل یك 
مســئله در وهلة اول نیازمند روشــی اســت که با اتکا به آن 
بتــوان قدم به قدم جلو رفــت و به نتیجة مورد نظــر نایل آمد. 
هر مسئله از دو قسمت تشکیل می شود: قسمت اول مفروضات 
و داده های مسئله و قسمت دوم هدف و حکم مسئله است. منظور 
از حل یك مسئله آن است که با استفاده از یك سلسله قوانین 
و اصول، و با تکیه بر مفروضات مسئله، به هدف مورد نظر برسیم؛ 
شــیوه ای که می توان از آن اســتفاده کرد را «برهان» (اثبات( 
می گویند. قبل از ورود به شیوه های استدلال، به مفهوم «تمثیل» 
می پردازیم که غالباً در استدلال های عامیانه از آن  استفاده می شود. 

تمثیل 
انسان برای رفتار خود استدلالی دارد و این استدلال را بر حسب 
تجربه آموخته اســت. در واقع در هر فعالیت، به دنبال نمونه ای است 
که در ذهن او نقش بســته است. این شروع قضاوت و استدلال برای 
انسان است. کودکان بیشتر- به ویژه در سال های نخست زندگی خود- 

استدلالشــان را براساس شــباهت پدیده ها می گذرانند. شبیه سازی 
می کننــد و به دلیل شــباهت بین دو پدیده دربــارة آن ها به نتیجة 
یکســانی می رسند. این اســتدلال کودکانه نام علمی »تمثیل« و یا 

»استدلال تمثیلی« دارد. 
در داوری ها گاهی به »عقل ســلیم« تکیه می شود. در این روش، 
از تمثیل اســتفاده می کنند که به تنهایی نمی تواند وســیله ای برای 
کشف حقیقت باشد. هزاران سال با تکیه بر عقل سلیم می پنداشتند 
که خورشــید و همة  ســتارگان به دور زمین می چرخند و در نتیجه 
زمین مرکز عالم است. هر کس هم خلاف آن استدلال می کرد )مانند 

گالیله(، یا محکوم به آتش و یا محکوم به سکوت می شد. 
عقل ســلیم تنها زمانی می تواند ما را به ســمت کشف حقیقت 
رهنمون شــود که متکی بر مشاهده و تجربه باشد. پس از مشاهدات 
لازم، حالت های متفاوت را به محک تجربه بسپرد و روابط بین آن ها 
را کشف کند و حدس بزند. این حدس در دانش های طبیعی به یاری 

آزمایش و در ریاضیات با استدلال منطقی تأیید یا تکذیب می شود. 

استدلال استنتاجی 
در این روش با اســتفاده از حقایقی که درســتی آن ها را از قبل 
پذیرفته ایم )نظیر تعاریف، اصــول و قصایا(، به اثبات حکم مورد نظر 
می پردازیم. از این روش هنگامی استفاده می کنیم که مطمئن باشیم 
حکم مورد نظر همواره درست است. با ذکر چند مثال، نحوة استفاده 

از این روش را بررسی می کنیم. 

آموزشى
محمد تقی طاهری تنجانیمحمد تقی طاهری تنجانی

استدلال 
رياضى 
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 مثال1.  ثابت کنید مجموع هر عدد صحیح زوج و هر عدد صحیح 
فرد همواره عددی فرد است. 

، a k= 2   حل.  اگر ‌a عددی زوج و دلخواه باشد، آن را به‌صورت
b نشان  k′= +2 و اگر b عددی فرد و دلخواه باشد، آن را به ‌صورت1

′k عدد صحیح هستند(. می‌توان نوشت:  می‌‌دهیم )k و



k
a b k ( k ) (k k ) k

′∈

′ ′ ′′+ = + + = + + = +2 2 1 2 1 2 1


یعنی a+b عددی فرد است. 

‌aعددی زوج است.  a+2  مثال2.  برای هر عدد صحیح a ‌ثابت کنید

 حل.   در دو حالت مسئله را بررسی می‌کنیم: 
حالــت اول: اگــر a عــددی صحیــح و زوج باشــد، داریــم: 

. می‌توان نوشت:  a k (k )= ∈2 

k
a a a(a ) k( k ) ( k k) k

′′∈

′+ = + = + = + =2 21 2 2 1 2 2 2




a زوج است.  a+2 یعنی 
حالــت دوم:‌ اگــر a عــددی صحیــح و فــرد باشــد، داریم: 

a و نیز داریم:  k , (k )= + ∈2 1 

k

a a a(a ) ( k )( k ) ( k )(k ) k
′∈

′+ = + = + + = + + =2 1 2 1 2 2 2 2 1 1 2




همواره  a a+2 a زوج اســت. پس در هر دو حالت  a+2
یعنی 

عددی زوج است. 

 مثال3.   اگر a و b دو عدد صحیح متوالی باشند، به روش استدلال 
ab عددی فرد است.  a b+ + استنتاجی ثابت کنید 

 حل.   چون a و b دو عدد صحیح متوالی‌اند، پس یکی زوج و دیگری 
فرد اســت و حاصل‌ضرب یک عدد فرد در یک عدد زوج عددی زوج 
اســت. پس ab عددی زوج است. از طرف دیگر، جمع دو عدد زوج و 
ab نیز عددی فرد است.  a b+ + فرد عددی فرد است، پس عبارت 
این استدلال را به زبان ریاضی به‌صورت زیر نیز می‌توان نشان داد:‌

[ ]

q

q

a k
ab a b ( k)( k ) k ( k )

b k
k (k(k )) k

(q k)

q

∈

∈

=
⇒ + + = + + + + = +

∈ = + + +

= + +

′= +

2
2 2 1 2 2 1

2 1
2 1 4 1

2 2 1

2 1











 مثال4.  به روش اســتدلال اســتنتاجی ثابت کنید، هر عدد فرد به 
 . (k )∈ یکی از صورت‌های 4k+1 یا  4k-1 نوشته می‌شود

 حل.  فرض کنیم a عددی فرد باشد. می‌توان نوشت: 
a m , m= + ∈2 1 

حال عدد صحیح m یا فرد اســت و یــا زوج. این دو حالت را در 
نظر می‌گیریم:‌

اگر m زوج باشد، داریم: 
m k a ( k) k= ⇒ = + = +2 2 2 1 4 1

اگر m فرد باشد، داریم: 



k

m k a ( k ) k
k (k ) k

′∈

= + ⇒ = + + = +
′= + − = + − = −

2 1 2 2 1 1 4 3
4 4 1 4 1 1 4 1



مثال نقض 
برخی از احکام به‌صورت کلی و عمومی بیان می‌شوند. مانند اینکه 
بگوییم مربع هر عدد حقیقی مثبت اســت! یا هر دو زاویة متقابل به 
رأس‌ مساوی‌اند و یا هر عدد اول فرد است. این‌گونه احکام )گزاره‌ها( 

گاهی درست و گاهی نادرست‌اند. 
به مثالی که ارائه می‌شــود تا درســتی یک حکم )گزاره( کلی را 

باطل کند، مثال نقض می‌گویند. 

 مثـال5.  بـا ذکـر یـک مثـال نقـض، نادرسـتی گـزارة »مکعب هر 
عـدد صحیـح از مربـع آن عـدد همـواره بزرگ‌تـر اسـت« را نشـان 

دهید. 

a  و درنتیجه:  = −3 8 a و ‌  =2 ، پس: 4 a = −2  حل.   فرض کنیم:
 . a a>3 2

 مثـال6.   لایب‌نیتز، یکی از مشـهورترین ریاضی‌دانان قرن هفدهم 
 ،n آلمـان و از ابداع‌کننـدگان حسـابان، ثابت کرد بـرای مقادیر صحیح
n بر 7  n−7 بـر 5، و عبـارت ‌ n n−5 n بـر 3، عبـارت  n−3 عبـارت 
بخش‌پذیـر اسـت. او حـدس زد بـه ازای هـر عـدد فـرد k  و هـر عـدد 
kn بر k بخش‌پذیر است. آیا این حدس معتبر  n−  طبیعی n، عبارت

است؟‌

k اســتفاده شــود.  =  حــل.   خیر، کافی اســت از مثال نقض 9
که عدد 510 بر 9 بخش‌پذیر نیست. − =92 2 510 ‌
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اثبات بازگشتی 
نوعی از اثبات‌های ریاضی اســتدلالی است که در آن حکم را به 
احکام معادل تبدیل و یا به احکام جزئی‌تر تجزیه می‌کنیم تا اینکه به 
یک گزارة همواره درست برسیم. پس اگر از این گزارة همیشه درست 
بتوانیم به حکم اولیه برســیم، مسئله را به روش اثبات بازگشتی حل 
کرده‌ایــم. به عبارت دیگر، در این روش باید توجه داشــت که روابط 
همگی برگشت‌پذیر باشند. یعنی اگر از گزارة A گزارة B نتیجه شود، 
از B بتــوان A را نتیجــه گرفت )دو گزارة معــادل ‌A و B را با نماد 

A نشان می‌‌دهند(.  B⇔

 مثال7.  به روش اثبات بازگشتی نشان دهید. برای عددهای حقیقی 
دلخواه ‌a و b و c داریم: 

a b c ab ac bc+ + ≥ + +2 2 2

 حل.  معادل حکم را می‌نویسیم. می‌توان طرفین حکم را در عدد 2 
ضرب کرد و به‌صورت زیر معادل‌های حکم را نوشت: 

a b c ab ac bc

(a ab b ) (b bc c )

(c bc a )

(a b) (b c) (c a)

+ + ≥ + +

⇔ − + + − +

+ − + ≥

⇔ − + − + − ≥

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

2 



عبــارت اخیر مجمــوع مربعات اعداد حقیقی اســت که همواره 
نامنفی )مثبت یا صفر( اســت. پس عبارت اخیر همواره درست و در 
نتیجه معادل‌های آن و از جمله حکم مسئله نیز همواره درست است.

، آن‌گاه  x y<  مثال8.  اگرy، x وz اعداد حقیقی مثبت باشــند و 

 . x x z
y y z

+
<

+
ثابت کنید: 

 حل.   از روش اثبات بازگشتی استفاده می‌کنیم. داریم:
 x x z x(y z) y(x z)

y y z
xy xz yx yz
xz yz

x y
>

+
< ⇔ + < +

+
⇔ + < +
⇔ <

→ <←
0

نابرابری اخیر همواره درست است، پس معادل‌های آن و از جمله 
حکم مسئله نیز همواره برقرار است. 

− <10 4 5 2  مثال9.  به روش اثبات بازگشتی ثابت کنید:

 حل.  معادل‌های حکم را می‌نویسیم: 

− < ⇔ < ⇔ < ⇔ <10 4 5 2 8 4 5 2 5 4 5

عبارت‌ اخیر همواره درســت است، پس حکم مسئله نیز همواره 
برقرار است. 

  مثــال10.  در یک آزمون از جمله ســؤال‌ها این بوده اســت: اگر:

x )مخرج‌ها مخالف صفر  y xy
aba b

−
=

−

2 2

2 2 ، آن‌گاه ثابت کنید:  x y
a b
=  

فرض می‌شوند(. 
محصلی مسئله را چنین حل کرده است:

اگر حکم برقرار باشد، خواهیم داشت:

 ab(x y ) xy(a b )− = −2 2 2 2

و از آنجا: 
(ax by)(bx ay)+ − = 

. bx ay− =  یا  ax by+ =  پس: 
 اما رابطه دوم بنا به فرض مسئله برقرار است. پس حکم ثابت شد! 
چه ایرادی به این اســتدلال وارد است؟ حل مسئله باید چگونه 

باشد؟ 

 حل.   ایراد اســتدلال مسئله این اســت که محصل از روش‌ معادل 
حکم )بازگشــتی( استفاده کرده اســت و باید به یک رابطة همواره 
درســت برسد. اما قســمت آخر معادل حکم می‌تواند توأمان درست 
bx درست باشند و در  ay− =0 ax و هم  by+ باشد. یعنی هم0=
نتیجه a وb قرینة هم می‌شوند و روابط برگشت‌پذیر نیستند )تقسیم 

بر صفر!(. 
حل صحیح مسئله چنین است: 

a b

x y ax y
a b b

a (a b )yy yx y b b
a b a b a b

y y y
b bb

y x xy
b a ab

− ≠

= ⇒ =

−
−

−
= =

− − −

====== = ×

= × =

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

22 2 0

2
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آموزشى
حمیدرضا امیری

آموزش ترجمة متـون

ریـاضـی
با توجه به تعریف زیرمجموعه، هر مجموعه دارای دو زیرمجموعة بدیهی است: خودش 

و ∅. دو مجموعة A و B مساوی هستند، اگر دو شرط زیر درست باشند
1. A⊆B          2. B⊆A

شرط اول از این دو شرط نشان می دهد که همة اعضای A عضو B هستند. دومی نشان می دهد که هر 
عضو B عضوی از A است. بنابراین، A و B دقیقاً اعضایی مثل هم )یکسان( دارند.

.B ={2 همة مضارب عدد}:و A={اn∈Z|بر عدد 2 صفر است n باقی ماندة تقسیم} مثال1. فرض کنیم 
.A=B :ثابت کنید      

اثبات............................................................................................................................
 A هر عددی است که در شرایط عضو x ،باشد )بنابراین A عضو دلخواهی از x فرض کنیم : A⊆B .1 قسمت 

بودن صدق می کند(. ما نیاز داریم اثبات کنیم که x عضو B نیز هستند.
x که q عددی صحیح است. بنابراین: x=2q. )این تساوی  q=

2
چون x عضوی از A است، می توان نوشت:

بدین معنی است که x مضرب 2 است.( بنابراین x عضوی از B است.
 قسمت B⊆A .2 : فرض کنیم x عضوی از B باشد. نیاز داریم ثابت کنیم که x عضوی از A است. چون x در 

. x t t= =
2

2 2
B است، مضربی از 2 است. بنابراین: x=2t که t عددی صحیح است. پس: 

باقی ماندة تقسیم x بر 2 صفر است، پس x عضوی از A است. با استفاده از دو قسمت اثبات می توانیم نتیجه 
.A=B :بگیریم که

 لغت ها و اصطلاحات مهم                                                                                                                                       
1.         definition ........................................................................................................................................................ تعريف
2.       Subset ...................................................................................................................................................... زيرمجموعه
3.       Trivial .............................................................................................................................................................. بديهی
4.     Condition ......................................................................................................................................................... شرط
5.   States that ........................................................................................................................ بيان کردن، نشان دادن
6.  Exactly......................................................................................................................................................... ًدقيقــا
7.   Belong ............................................................................................................................................................. متعلق
8.    Element ............................................................................................................................................................. عضو
9.      Integernumbers .............................................................................................................................. اعداد صحيح
10. Proof ................................................................................................................................................................. اثبات
11. To prove .............................................................................................................................................. اثبات کردن
12. Therefore .................................................................................................................................................... بنابراين
13. Remainder .............................................................................................................................................. باقی مانده
14. Division.......................................................................................................................................................... تقسيم
15. Conclude ............................................................................................................................................. نتيجه گرفتن

دومجموعه مساوی
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 شما ترجمه کنید:                                                                                                                      

In some cases it is easier to compare sets after making their descriptions as explicit as possible.

 Example 2. Let and xA {x R 1 5}
2

= ∈ − <  and B={x∈R| is a number between the roots of the 

equation x2-4x-96=0}. Prove that the two sets are equal.

Proof. We will simplify the descriptions of the tow sets.

By definition of absolute value, the inequality   x 1 5
2
− < .

Is equivalent to the inequalities   x5 1 5
2

− < − < .

Adding 1 to all three parts of the preceding inequalities, we obtain   x4 6
2

− < < ,

Which is equivalent to   -8<x<12.

Thus we can rewrite   A={x∈R|-8,x<12}.

The solutions of the equation x2-4x-96=0 are the numbers -8 and 12 (check this claim).

Therefore,  B ={x∈R|-8<x<12}.

At this point it is evident that the two sets are equal.

By definition of subset, every set has two trivial subsets, itself and 
∅. Two sets, A and B, are equal if the following two conditions are true:

1. A ⊆ B, 2. B ⊆ A.

The first of the two conditions states that every element of A is an 
element of B. The second states that every element of B is an element of A. 
Therefore, A and B have exactly the same elements.

EXAMPLE 1. Let A={n∈Z|the remainder of the division of n by 2 is zero} and 
B={all integer multiples of 2}. Prove that A=B.

Proof
►Part 1. A⊆B.
Let x bea generic element of A (that is, x is any number satisfying the conditions to 

belong to the set A). We need to prove that x is an element of B as well.
As x is an element of A, we can write.

x q,
2
=

where q is an integer number. Thus x=2q. This means that x is a multiple of 2. Therefore,
x is an element of B.
►Part 2. B⊆A.
Let x be an element of B. We need to prove that x is an element of A as well. Because 

x is in B, it is a multiple of 2. Therefore, x=2t with t integer number. Thus,
x 2t t.
2 2
= =

As the remainder of the division of x by 2 is zero, then x is an element of A. Using 
both parts of this proof, we can conclude that A=B.
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آموزشى
لطافت امیري
دانشجوي دكتري رياضي محض دانشگاه تربيت مدرس

 تعریف: براي هر عدد طبیعي مانند m و هر دو عدد 
صحیح ماننــد a و b، اگر )a-b(  بر m بخش پذیر 
باشــد، a هم نهشــت با b اســت به پیمانة m و 

m
a b≡ مي نویسیم: 

 مثال. 

) و 12- بر 12  ) = −-7 - 5 12 ≡ ، زیرا: 
12

-7 5
بخش پذیر است.

 3 بــر   12 و   (14 -2) =12 زیــرا:   ، ≡
3

14 2
بخش پذیر است.

، زیرا: 0=9-9 و 0 بر هر عددي بخش پذیر  ≡
11

9 9
است.

تعریف اصطلاحات اولیة رمزنگاري
 متن ساده2: پیامي را مي گویند که مي خواهیم به 

رمز بنویسیم و آن را با P نشان مي دهیم.
 سیســتم رمزنویسي3: روشــي که براي تبدیل 
متن ســاده به متن رمزي به کار مي رود، روش هاي 
متفاوت و زیادي براي رمزنویســي وجود دارند که 
بعضي بســیار پیچیده و غیرقابل گشودن هستند 

)مثلًا روش بلوکي، کوله  پشتي و ...(.
 متن رمزي4: متني را که با اســتفاده از سیســتم 
رمزنویســي به رمز نوشته شــده است، با C نشان 

مي دهیم.
 عملیات رمزگذاري5: عملیات تبدیل متن ســاده 

به متن رمزي.

یکي از زیباترین و جذاب ترین کاربردهاي نظریة اعداد «رمزنگاري»1 اســت. در ادامه به معرفي یکي از 
روش هاي ســادة رمزنگاري مي پردازیم که از تعریف هاي ابتدایي هم نهشتي استفاده مي کند. ابتدا تعریف 

هم نهشتي را ارائه مي دهیم.

اشاره

رمزگذارى

سلام سلام

رمزگشايى

%giuyr..........wkmn,s:{?

كليد مشترك
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 عمليات رمزگشايي6: تبديل متن رمزي به متن 
ساده يا به عبارت ديگر، گشودن رمز.

 كليد رمز7: تبديل مشــخصي را از بين تبديلات 
ممكن معين ميك‌ند. اين كليد رمز فقط در اختيار 
نگارنــدة رمــز و دريافتك‌نندة رمز اســت و آن را 

معمولاً با k  نشان مي‌دهيم.
روشي كه در اينجا به شــما معرفي خواهد شد، به 

روش »كاراكتر«8 معروف است.
در ايــن روش هر حرف از متن ســاده به كي حرف 
ديگر الفبا تبديل مي‌شــود و بــه اين ترتيب متن رمزي 
ساخته مي‌شــود. به اين منظور، ابتدا حرف‌هاي الفباي 

انگليسي را با عددهاي 0 تا 25 نظير ميك‌نيم.

EDCBA

43210

JIHGF

98765

ONMLK

1413121110

TSRQP

1918171615

YXWVU

2423222120

Z

25

در حالت كلي، اين جانشــيني به ! )26( روش قابل 
انجام است.

ساده‌ترين نوع روش كاراكتر روش »تبديل انتقالي«9 
نام دارد.

در ايــن روش، هر حرف را بــا k امين حرف بعد از 
آن جايگزين ميك‌نيم. به ايــن صورت كه عدد متناظر 
با هــر حرف را با k جمع، و باقي‌مانــدة آن را به پيمانة 
26 حساب ميك‌نيم. باقي‌ماندة به‌دست‌آمده، عدد جديد 

مورد نظر ماست كه حرف جديدي متناظر با آن به ما مي‌دهد.

در واقع اگر α  را عدد متناظر با حرف اوليه در نظر 
بگيريــم، آن‌گاه β در رابطة پايين عدد جديد مورد نياز 

Kα ≡β
26

+ ماست: 

در اينجا k در واقع همان كليد رمز است كه اندازة 
انتقال هر حرف را مشــخص ميك‌نــد و از اين نوع 26 

تبديل متفاوت امكان‌پذير است.

مثال زير معروف‌ترين مثال از اين نوع است.

 مثال. 
روش ژوليوس سزار: اين روش توسط سزار بهك‌ار 
 + ≡

26
3α β گرفته مي‌شد كه در آن k=3 است. پس: 

مراحل زير را انجام مي‌دهيم:
 

عمليات رمزگذاري
i(   ابتدا متن ســادة P را به بلو‌كهاي 5 تايي تقســيم 

ميك‌نيم. دليل اين تقسيم‌بندي آن است كه تعداد 
حرف‌هــاي هر كلمه نيز مشــخص نباشــد و اين 
تقسيم‌بندي مي‌تواند 4 تايي، 6تايي يا ... نيز باشد.

 C: THIS MESSAGE IS TOP SECRET

P': THISM ESSAG EISTO PSECR ET

ii(   با توجه به جدول رمزنگاري، هر حرف متن P را به 

عدد تبديل ميك‌نيم:
* 19،7،8،18،12...................................... ،4،19

+ را بهك‌ار مي‌گيريم.  ≡
26

3α β iii( تبديل مورد نظر 

يعني به عددهاي بالا ســه تا مي‌افزاييم و ســپس 
حاصــل را به پيمانة 26 حســاب ميك‌نيم. در اين 
مثــال، چون تمام عددها از 26 كمتر هســتند، به 

پيمانة 26 با خودشان برابرند.
** 22،10،11،21،15،........................................ ،7،22

IV( حال عددها را به كمك جدول زير دوباره به حرف 

تبديل ميك‌نيم:
C:WKLVP   HVVDJ   HLVWR  SVHFU HW 

اينجا عمل رمزگذاري پايان مي‌پذيرد و متن رمزي 
را آماده اســت. حال براي تبديل متن C به متن P بايد 

عمل رمزگشايي انجام شود.
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عمليات رمز‌گشايي 
i(   حرف‌هــاي متن C بــا كمك جدول به عدد تبديل 

مي‌شوند و عددهاي ** را خواهيم داشت.
ii(  در ايــن رابطه، هر عدد را بايد منهاي ســه كنيم و 

ســپس به پيمانة 26 حساب كنيم تا به عددهاي* 

− را بهك‌ار  ≡
26

3β α برســيم. يعني بايد تبديل 
بگيريم.

iii( و در نهايت عددها را به كمك جدول رمز به حرف 
تبديل ميك‌نيم.

 C از ابتداي متن WKLV براي مثال، براي چهار حرف
مراحل سه‌گانة بالا را انجام مي‌دهيم:

i( طبق جدول رمز داريم: 

VLKW

21111022

مشاهده ميك‌نيد كه اين 4 عدد دقيقاً 4 عدد ابتداي 
عددهاي ** هستند.

− اســتفاده ميك‌نيم و به  ≡
26

3β α ii(  از تبديــل 
ترتيب β را 21، 11، 10 و 22 قرار مي‌دهيم تا به 

‌αهاي متناظر برسيم:

− ≡ − ≡

− ≡ − ≡

64 64

64 64

22 2 19 10 3 7

11 3 8 21 3 18

به ترتيب به عددهاي 18، 8، 7و 19 مي‌رســيم كه 
چهار عدد ابتداي عددهاي * هستند.

iii( اكنون به كمك جــدول رمز، حرف‌هاي متناظر با 
اين عددها را پيدا ميك‌نيم:

188719
SIHT

 ،P مشــاهده ميك‌نيد كه به چهار حرف ابتداي متن
يعني THIS رسيديم.

تمرین1

كلمة BORHAN را با كد رمز K =6 رمزنگاري كرديم 
و به اين حرف‌ها رسيديم: HUXNG  T . حال عمليات 

رمز‌گشايي را انجام مي‌دهيم:

i(   حرف‌ها را به كمك جدول رمز به عددهاي متناظر 
آن‌ها تبديل ميك‌نيم: 

− استفاده ميك‌نيم: ≡
26

6β α ii( از تبديل 

TGNXUH

1961323207

≡ ≡

≡ ≡ ≡ ≡

26 26

26 26 26 26

7 - 6 1    2 -6 14  

23 - 6 17    13 - 6 7   6 - 6     19- 6 13   





iii( عددهاي 13، 7،0، 17، 14، 1 را كه در بالا به‌دست 
آورديم، بــه كمك جدول رمز بــه حرف‌ها تبديل 

ميك‌نيم:

130717141
NAHROB

تمرین2

متن زيرا را با اســتفاده از جدول رمز و كليد رمز 
k=5 رمزگشــايي كنيد و متن رمزگشايي شده را براي 

ما بفرستيد:
NQTAJ  RFYMJ  RFYNH

 پی‌نوشت‌ها ....................................................................
1.Cryptology
2. Ploin text
3. Cipher 
4. Cipher text
5. Enciphering
6. Deciphening
7. Key
8. Character
9. Shilt transformation
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آموزشى
سیدمحمد رضا هاشمی موسوی

مسئلة   : پدری 3 پسر داشت که همة 
آن ها خوب درس می خواندند. پدر می خواست 
بداند کدام یک از آن ها تیزهوش تر اســت. به 

این منظور  دست به آزمایشی زیرکانه زد: 
او 5 کلاه انتخاب کرد. جلوی چشم بچه ها، 
روی 3 کلاه ستاره قرمز و روی 2 کلاه دیگر 
ستاره سفید چسبانید. بعد چشم های سه پسر 
را بســت و به ســر هر کدام از آن ها کلاهی 
گذاشــت و 2 کلاه باقی مانده را پنهان کرد. 
بعد نوار را از چشــم های بچه ها برداشــت و 
پرسید: »چه کسی می تواند بگوید که ستارة 
کلاهش چه رنگی است؟« بعد از کمی فکر، 
یکی از بچه ها گفت که ســتارة کلاهش چه 
رنگ است و برای پاسخ خود هم دلیل آورد. 

پرسش از شما:
ســتارة کلاه این پســر چه رنگی داشته 
است؟ او چگونه این مطلب را فهمیده است و 
چه ستاره هایی روی کلاه دو نفر دیگر بوده اند؟

 
توجه: پیش از آنکه خودتان مســئله را 
حل نکرده اید، به شرح حل آن که خواهید 

دید، مراجعه نکنید. 

در این داســتان نشان خواهیم داد که « برای حل مسئله باید به هر کلمه ای از صورت 
آن به دقت توجه کرد». 

برای حل هر مســئله باید به طور کامل مراقب هر کلمه از شرط های آن باشیم. گاهی 
ممکن است حل مســئله، به کلمه ها و شرط هایی بستگی داشــته باشد که در نظر اول 

بی اهمیت تلقی شوند. 
در اینجا نمونه ای از این گونه مسئله ها ارائه می شوند که حل آن، بستگی به دقت در هر 

کلمه از صورت مسئله بستگی دارد. 

اشاره

1

حل : برای حل مسئله باید در نظر داشت 
که پســر تنها بعد از آنکه کمــی فکر کرد، 

توانست پاسخ را پیدا کند. 
با توجه به ســتاره هایی کــه روی 3 کلاه 
چســبانده شــده بودند، واضح است که سه 
حالت ممکن زیر احتمال دارد اتفاق بیفتند: 

1( سفید، سفید، قرمز
2( سفید، قرمز، قرمز
3( قرمز، قرمز، قرمز

اگر حالت1 را در نظر بگیریم، پسر سوم که 
می دانست بیش از 2 ستارة سفید وجود ندارد، 
بلافاصله می گفت که ستارة کلاه او قرمز است. 

در این حالت هیچ فکر کردنی نیاز نیست. 
اگر حالت 2 را در نظر بگیریم، وقتی که 
پســر دوم )و همراه او پسر سوم( می بیند که 
یکی از برادرهایش ســتارة سفید و دیگری 
ستاره قرمز دارد، باید بلافاصله بگوید که روی 
کلاه او ستارة قرمز وجود دارد. زیرا اگر کلاهی 
با ستارة سفید می داشت، برادر سوم بلافاصله 

اعلام می کرد که ستاره او قرمز است. 
بنابراین، در این حالت هم به فکر کردن 

نیازی نیست. 
چون بنابر شــرط مسئله، پاسخ تنها بعد از 

آنکه پســر کمی فکر می کند، داده می شود، 
باید وضع سوم وجود داشته باشد. زیرا در این 
حالت باید هر کدام از پســرها انتظار بکشند 
که آیا دیگران دربارة کلاه خودشان، اطلاعی 

می دهند یا نه. 
به این ترتیب، هر سه پسر کلاهی با ستارة 
قرمز به سر داشــتند و برای حل مسئله، در 
شرایط احتمال برابر بودند. در نتیجه، پسری 
که برای نخســتین بار رنگ کلاه خود را بیان 
کرد، در واقع تیزهوش ترین آن ها بوده است.

توجه: اگر در صورت مسئله، جملة »بعد 
از کمی فکر کردن« وجود نداشت، مسئله 

را نمی شود حل کرد. 

فعالیت  کلاسی (بازی گروهی(
دانش  آمــوزان یک کلاس بــا هماهنگی با 
معلم خود می توانند با 5 کلاه و 5 برچســب 
با دو رنگ متفاوت و 3 چشــم بند، این بازی 
ریاضی را که به تجزیه و تحلیل و فکر کردن 
کمک می کند، انجام دهنــد و نفرات برتر و 
تیزهوش کلاس خود را بشناســند و آن ها را 

تشویق کنند. 

سیدمحمد رضا هاشمی موسویسیدمحمد رضا هاشمی موسوی

داستان هاى 
شيرين رياضى
داستان هاى 
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دكتر غلامرضا ياسي پور

رياضى انديشيدن

اين حكايت گفته شد زير و زبر
همچو كارِ عاشقان بي پا و سر

سر ندارد چون ز ازل بوده است پيش
پا ندارد با ابد بوده است خويش

(مثنوي معنوي/ دفتر اول/ 98 ـ 2897)

آيا كسرها بي نهايت ـ شمارايند؟
مجموعة كسرها، يا Q، به اين معني كه مي توان N را به عنوان 
زيرمجموعــه اي از Q در نظر گرفت، بزرگ تر از N اســت. اما آيا 
مي توان جميع اعضاي Q را در يك فهرســت نوشت؟ يعني، آيا 
مي توانيم فهرســتي ارائه كنيم كه هر كســر (از جمله كسرهاي 
منفي) جايي در آن داشته باشــد؟ به نظر مي رسد، اين ايده كه 
 N مجموعه اي به اين بزرگي را مي توان در تناظري يك به يك با
قرار داد، غيرممكن باشد. با اين همه، اين كار را مي توان انجام داد.
طريق آغاز اين كار، مجسم كردن عبارت هاي دوبعُدي است. 
براي شروع، رديفي از همة عددهاي تمام، متناوباً مثبت و منفي، 
مي نويسيم. ســپس زير آن، همة كســرهايي را مي نويسيم كه 

بي نهايت (2)

مخرجشــان 2 است. اما آن هايي را كه در سطر بالا ظاهر شده اند 
)، مي اندازيم. آن گاه زير اين سطر، كسرهايي را  =6 32 (مانند 
مي نويسيم كه مخرج 3 دارند، و بار ديگر آن هايي را كه قبلاً ثبت 

كرده ايم، حذف مي كنيم.
كار را به اين طريق ادامــه مي دهيم، اما در مورد آن، گرچه 
هيچ گاه پايان نمي پذيرد، دقيقــاً مي دانيم كه در نمودارمان، هر 
2 در رديف  9

67
 كسر در كدام مكان ظاهر مي شود. براي مثال، 

1 قرار دارد.
67 67 ام، در حدود 200 مكان در سمت راست 

4-33-22-11


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 ، جام نيست*عشق را آغاز هست1
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با نمایش همة کسرها در این طریق، دست کم بالقوه مي توانیم 
فهرستي یک بعُدي بنا کنیم. در صورتي که از سطر بالایي شروع 
کنیم، و در هر مرحله به راست حرکت نماییم، هرگز به سطر دوم 
نمي رسیم. اما با انتخاب یک مسیر پرپیچ و خم زیگزاگي، مي توان 
به موفقیت رسید. با شروع از 1، فهرست خطي معهود، به صورت 

زیر آغاز مي شود:
, , , , , ,− − −

1 1 11 1 2 2
2 3 2

که از پیکان ها پیروي مي کند. هر کســر، مثبت یا منفي، در 
جایي از این فهرســت خطي واقع اســت، و برعکس، موقعیتش 
جفتش را در فهرست دوبعُدي کسرها به دست مي دهد. بنابراین، 
مي تــوان نتیجه گرفت کــه مجموعة کســرهاي Q بي نهایت ـ 

.card (Q)=x0 :شماراست و نوشت

فهرست کردن عددهاي حقیقي
در حالي که مجموعة کسرها جواب گوي اعضاي بسیاري بر 
محور عددي حقیقي اســت، عددهــاي حقیقي اي نیز، از قبیل
، π، e موجودند که کســر نیســتند. ایــن عددها، عددهاي  2
گنگ اند و »رخنه ها را پر مي کنند« تا محور عددي حقیقي R را 

به دست دهند.

π25 e
3
2

30-3 -2 -1 41 2

-

به مجموعة R، با رخنه هاي پر شــده، به عنوان »پیوستار«2 
رجوع مي شود. اما چگونه مي توانیم فهرستي از عددهاي حقیقي 

تشکیل دهیم؟ کانتور، در حرکتي مملو از زیرکي محض، نشان 
داد که حتي کوشش در قرار دادن عددهاي حقیقي بین 0 و 1
در یک فهرست، محکوم به شکست است. این پاسخ، بدون شک، 
به صورت شوکي به اشخاصي وارد شد که به فهرست سازي معتاد 
بودنــد. چرا که درواقع از این به حیــرت مي افتادند که چگونه 

نمي توان مجموعه اي از عددها را یکي پس از دیگري نوشت.
فرض مي کنیم به حرف کانتور اعتقاد نداشته باشید. مي دانید 
که هر عدد بین 0 و 1 را مي توان به صورت یک دهدهي گسترش 

/ و  ...=1 52                  

یابنــده، مثلًا 

π=/ بیــان کــرد. پس 
1 3183 988618379 67153  

باید بــه کانتور بگویید: »بفرمایید، این فهرســت من از جمیع 
 ،r4 ،r3 ،r2 ،r1 عددهاي بین 0 و 1 اســت«، فهرســتي که آن را
r5، ... مي نامیــم؛ چه در صورتي که نتوانید چنین کنید، حق با 

کانتور است.
تصور کنید کانتور به فهرستتان نگاه مي کند، و عددهاي واقع 

در قطرِ مشخص شده را با حرف سیاه علامت مي زند:

r : / a a a a a ...
r : / b b b b b ...
r : / c c c c c ...
r : / d d d d d ...

1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4 5

3 1 2 3 4 5

4 1 2 3 4 5









 x2 ،a1 متفاوت از x1 ،کــه در آن x=x1x2x3x4x5... اما عدد
متفــاوت از x3 ،b2 متفاوت از c3، و به همین گونه در امتداد قطر 
است، کجاست؟ عدد ایکسِ وي از هر عدد واقع در فهرستتان در 
یک مکان دهدهي تفاوت دارد، و لذا نمي تواند در این فهرســت 

باشد. پس حق با کانتور است.
 R درواقع، هیچ فهرستي در مورد مجموعة عددهاي حقیقي
ممکن نیســت، و بنابراین R مجموعة نامتناهي »بزرگ تر«ي از 
مجموعة نامتناهي کسرهاي Q است؛ یعني مجموعه اي با مرتبة 

نامتناهي بالاتر.

 پی نوشت ها...................................................................................
۱. مطربان رفتند و صوفي در سماع
    عشق را آغاز هست انجام نيست

2. continuum

1

3

4

10

11

2

5

9

12

20

6

8

13

19

21

7

14

18

22

15

17

23

16

24

25



 رشد برهان دورة متوسطه2 | دورة سی ام |  شمارة 1 |  پاییز 261399

آموزشى

به روش 
برهان خلف

الف( نمونه های مثلثاتی

 نمونة 1.  ثابت کنید cos1° یک عدد گنگ است.

 cos cos= −22 2 1 1   اثبات.   فرض کنید cos1° گویا باشد، پس 
نیز گویاست. با استفاده از:

cos(n ) cos(n ) cos n cos+ + − =1 1 2 1     

و با اســتقرا نتیجه می گیریم که برای تمــام عددهای صحیح 
cos گویاســت که نادرســت بودن این موضوع روشــن  n  ،n≥1
اســت. زیرا برای نمونه، cos30° گویا نیست. تناقض ایجاد شده به 
معنای اشتباه بودن فرض )فرض خلف( است و بنابراین cos1° گویا 

نیست.

عنايت اله راستی زاده

روش اثبات به کمك برهان خلف یکی از روش های رایج و قوی در اثبات مسائل ریاضی به شمار می آید و دامنة وسیعی از مسائل را 
در حوزه های گوناگون جبر، مثلثات، هندسه و نظریة عددها در بر می گیرد.

در این روش اثبات، فرض می کنیم حکم برقرار نباشد و با انجام یك سلسله مراحل و عملیات ریاضی، استدلال را تا جایی ادامه می دهیم 
که برخلاف فرض یا تناقضی برسیم. در نمونه های زیر سعی شده است، مسائل متنوع و متفاوتی با این شیوه بررسی و اثبات شوند.

اشاره

اثبات

 برهــان خُلف که اقلیدس شــیفتة آن بود، یکــی از ظریف ترین 
سلاح های ریاضی دانان است. این کار بسیار زیباتر از طعمه فکنی در 
بازی شطرنج اســت. یك بازیکن شطرنج ممکن است مهرة پیاده یا 
حتی غیرپیاده ای را برای قربانی شدن پیش کش کند، اما ریاضی دان 

کل بازی را تقدیم می کند.
(گاد فری هاردی(

برهان خلف

روش اثبات به کمك برهان خلف یکی از روش های رایج و قوی در اثبات مسائل ریاضی به شمار می آید و دامنة وسیعی از مسائل را 
در حوزه های گوناگون جبر، مثلثات، هندسه و نظریة عددها در بر می گیرد.

پيش كش
 تمام بازى،
٭ ُبراى برد! 

ِ
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، داریم: x , π ∈   2


 نمونة 2.  ثابت کنید برای هر x که: 
sin x cos x+ ≥1

, داشته باشیم: π 
  2
   اثبات.    اگر چنین نباشد، یعنی برای xای در بازة 

، cos x ≥  و sin x ≥  ، چون در ناحیة اول مثلثاتی sin x cos x+ <1
sin طرفیــن نابرابری اخیــر را به توان دو  x cos x≤ + <1 پس: ‌

sin x cos x sin x cos x≤ + + <2 2 2 22 1

می‌رسانیم و داریم:        

sin x cos x≤ + <1 2 1 در نتیجه:                                    
sin و این نیز تناقض است. x cos x <2  و بنابراین 

 نمونة θ   .3 زاویه‌ای است حاده برحسب رادیان. به‌سادگی می‌توان 
. sinθ < θ دید: 

. cosθ > − θ1 نشان دهید: 

 π
< θ <1

2
cosθ برای  > − θ1  اثبات.    توجه می‌کنیم که نابرابری 

روشن است، زیرا در این حالت cosθ مثبت و θ-1 منفی است.
> از برهان خلف استفاده می‌کنیم. اگر داشته باشیم: θ ≤1

 درحالت 
، می‌توانیم بنویسیم: cosθ ≤ − θ1

sin cos , sin= θ+ θ θ < θ2 21
در نتیجه:

( )< θ + − θ ⇒ < θ + − θ⇒ θ < θ2 2 2 21 1 1 2 1 2
> در تناقض است. این تناقض حکم  θ ≤1

θ با شرط  < θ2 اما 
را کامل می‌کند.

ب( نمونه‌های مربوط به شمارش

 نمونــة P    .4 را عددی طبیعی و بزرگ‌تــر از واحد و n و k را دو 

. ثابت کنید دســت کم یکی از  (n k)≥ عدد طبیعی فرض می‌کنیم

n بر P بخش‌پذیر نیست. k
k
+ 

 
 

n و ... و 
k
+ 

 
 

1 n و 
k
 
 
 

عددهای 

 اثبات.     به روش برهان خلف، فرض کنیم این‌طور نباشــد و همة 

عددهای فوق بر P بخش‌پذیر باشــند. با استفاده از اتحاد ترکیبیاتی 

n n n
k k k

+     
= −     + +     

1
1 1

 P نیز بر P و ایــن موضوع که تفاضــل دو عدد بخش‌پذیر بــر
بخش‌پذیر است، داریم:

n n n
k k k

n n n
k k k

n k n k n k
k k k

+     
= −     −     

+ + +     
= −     −     

+ − + + −     
= −     −     

1
1
1 2 1
1

1 1
1

    

همگی n نیز k
k
+ − 

 − 

1
1

n و .... و 
k
+ 

 − 

1
1

n و 
k
 
 − 1

 لذا عددهای 

بر p بخش‌پذیر هستند. اگر همین روند را ادامه دهیم، نتیجه می‌شود: 

n k k
k k
+ − 

 − 

n بر P بخش‌پذیر اســت کــه این موضوع خلاف  
=  
 

1


یعنی 

فرض، و تناقض آشکار است. این تناقض حکم را کامل می‌کند.

 نمونة 5.    دوازده نفــر در طول یک روز بدون هیچ برنامة خاصی 
با یکدیگر شطرنج بازی کرده‌اند. می‌دانیم در مجموع 19 بازی انجام 

شده است. ثابت کنید یکی از این افراد حداقل 4 بار بازی کرده است.

 اثبات.    فرض کنیم حکم درست نباشد. پس هر یک از افراد حداکثر 

12× بازی، یعنی 18  3
2

3 بار بازی کرده‌انــد. در این صورت، حداکثر 

بازی انجام شده است. پس به تناقض رسیده‌ایم و حکم درست است.

ج( نمونه‌هایی از مسابقه‌های ریاضی

 نمونة 6.    زوج )x,y( از اعداد صحیح مثبت را »شــاد« نامیده‌ایم، 
x و xy هر دو مربع کامل باشــند. مثلًا )20 و 5( شــاد  y+ هرگاه 
× و هر دو مربع کامل‌اند.  =5 2 1  

+ و  =5 2 25
اســت، چون: 

نشان دهید، هیچ زوج شادی نیست که یکی از اعضایش عدد 3 باشد.

 اثبات.     با استفاده از برهان خلف فرض کنیم ‌xای باشد که زوج )x و 3( 
 . x y= 23  شاد باشد. پس 3x مربع کامل است و بنابراین ‌yای هست که: 
y نیز مربع کامل باشد. اما می‌دانیم هر عدد  +23 3 در این صورت باید 
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مربع کامل در تقسیم بر 4، باقی‌مانده‌ای برابر صفر یا یک دارد. پس باید، 
y در  +23 3 ، آن‌گاه ‌ y k=2 4 . امــا اگر:  y k= +2 4 y یا: 1 k=2 4
 ، y k= +2 4 تقســیم بر 4 باقی‌مانده‌ای برابر 3 خواهد داشت: و اگر: 1
y در تقسیم بر 4 باقی‌مانده‌ای برابر 2 خواهد داشت که  +23 3 آن‌گاه 
در هر دو حالت تناقض آشــکار است. این تناقض حکم را ثابت می‌کند.

 نمونة 7.    سه عدد طبیعی و متوالی غیرمشخص را در نظر بگیرید. 
ثابت کنید که مکعب بزرگ‌ترین آن‌ها نمی‌تواند با مجموع مکعب‌های 
دو عدد دیگر برابر باشد.              )مسابقه‌های ریاضی مجارستان‌ـ 1909(

 اثبات.    : فرض کنید n ،n-1 و n+1 سه عدد طبیعی متوالی باشند. 

(n ) n (n )+ = + −3 3 31 1 با استفاده از روش برهان خلف فرض کنیم: 
n n n n n n n+ + + = + − + −3 2 3 3 23 3 1 3 3 یعنی:            1

n n n (n )= − ⇒ = −3 2 22 6 2 6 در این صورت:                   
n و تناقض روشن است. (n )− ≤2 6 0 اگر n ≤6، که داریم: 

n که نمی‌تواند با  (n )− >2 6 36 اگر n >6، در این صورت داریم: 
2 برابر باشد و تناقض است. این تناقض اثبات را کامل می‌کند.

 نمونة 8.    عددهای b ، a و c بین 0 و 1 داده شــده‌اند. ثابت کنید 
، همگی  c( a)−1 )b و  c)−1 ، a( b)−1 ممکن نیســت عبارت‌هــای 
1 باشند.           )بیست‌ویکمین المپیاد ریاضی انگلستان‌ـ 1985(

4
بزرگ‌تر از 

 اثبات.     با استفاده از برهان خلف فرض کنیم حکم برقرار نباشد؛ 
)c بزرگ‌تر از  a)−1 )b و  c)−1 ، a( b)−1 یعنی تمامی عبارت‌های 

1 باشند.
4a( b)

b( c) a( a)b( b)c( c) ( )

c( a)

− > 

− > ⇒ − − − > Ι



− > 

11
4
1 11 1 1 1
4 64
11
4

 x=a 1 مثبت‌انــد. با انتخاب-a و a پس ، a< <0 از آنجــا که: 1

و y=1-a و جای‌گذاری در نامســاوی مشــهور واســطة حســابی و 

. a( a)− ≤
11
2

، نتیجه می‌شود:  x y xy+
≥

2
 هندســی، یعنی 

. a( a)− ≤
11
4

یعنی: 

. از ضرب  c( c)− ≤
11
4

)b و  b)− ≤
11
4

به طریق مشابه داریم: 

3 نابرابری اخیر نتیجه می‌شود: 

a( a)b( b)c( c) ( ) ( )− − − ≤ = ΙΙ31 11 1 1
4 64

نابرابــری )ΙΙ( با )Ι( در تناقض اســت و این تناقــض اثبات را کامل 

می‌کند.

 نمونة 9.    نشــان دهید a و b طبیعــی را نمی‌توان یافت که هم 
b مربع کامل باشند. a+2 2 a و هم  b+2 2

 اثبات.    با اســتفاده از برهان خلف، فرض کنیــم a و b طبیعی 
b مربع  a+2 2 a و  b+2 2 موجود باشــند، به‌طوری که هر دو عدد 

کامل باشند.
a و  b a+ >2 22 a مربع کامل اســت و :  b+2 2 از آنجــا کــه 
a) است،  )+ 21 نخستین عدد بزرگ‌تر از a2 که مربع کامل هم باشد 

. a b (a )+ ≥ +2 22 1 پس لزوماً: 
. b a≥ +2 2 1 . در نتیجه:  a b a b+ ≥ + +2 22 2 پس: 1

(Ι) .b>a :و در نتیجه b a>2 2 . لذا:  a a+ >2 1 2 اما: 
b مربع کامل باشد، داریم:  a+2 2 به طریق مشابه و با فرض اینکه 
b a b b a (b )

b a b b a b

+ > ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + ⇒ ≥ +

2 2 2 2

2 2

2 2 1
2 2 1 2 2 1

. a bΙΙ > b پس: 2a>2b و:  b+ >2 1 2 و: 
نتایج Ι و ΙΙ تناقض آشــکارند. پس با توجه به برهان خلف حکم 

ثابت است.

تمرین

1. نشان دهید هر دو جملة متوالی دنبالة فیبوناتچی نسبت به هم 
اول‌اند.

2. ثابت کنید بی‌نهایت عدد اول وجود دارد.
عددی است گنگ. 2 3. ثابت کنید

b ،a .4 و c ســه عدد حقیقی غیرصفر هستند. ثابت کنید حداقل 
یکی از معادله‌های زیر ریشه‌های حقیقی دارند:

ax bx c , bx cx a ,

cx ax b

+ + = + + =

+ + =

2 2

2

2 2
2

 



5. ثابت کنید نمی‌توان خانه‌های جدولی 10×10 را با عددهایی 
صحیح طوری پر کرد که مجموع عددهای هر سطر جدول عددی 
منفی و مجموع عددهای هر ستون جدول عددی مثبت باشد.
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آموزشى

یك قضيه 
         و عكس آن

محمد هاشمی رستمی

به مثال زیر توجه کنید:
 C > B :باشد، ثابت کنید  AB > AC اگر ABC قضیه: در مثلث

است. در این قضیه داریم: 
 AB > AC :فرض

 C > B :حکم

C

B

A

     شکل      1

اگــر جاي فرض و حکم این قضیه را عوض کنیم، قضیة زیر را 
خواهیم داشت.

 AB >AC :باشد، ثابت کنید ˆ ˆC B> قضیه: در مثلث ABC، اگر 
است. در این قضیه داریم:  

               ˆ ˆC B> فرض: 
   AB>AC :حکم

این دو قضیه عکس یکدیگرند و هر دو نیز درســت اند. این دو 
قضیه را ثابت کنید.

 نکته.   حال اگر فرض و یا حکم قضیه اي یا هردوي آن ها 
چند قســمت داشته باشند، قضیه چند قضیة عکس خواهد 

داشت. به مثال زیر توجه کنید:

متساوي الســاقین  مثلث  در  قضیه: 
ABC، ارتفاع رأس A را رسم مي کنیم 
)شکل2(. ثابت کنید که این ارتفاع نیم ساز 
زاویــة رأس A و همچنین میانة وارد بر 
قاعدة BC اســت. در ایــن قضیه داریم:

AB= AC و AH BC⊥ فرض: 
ˆ ˆBAH CAH= حکم: HB=HC و 

یك قضيه 
         و عكسآن

(۲)

همان طوري که مي دانید، با عوض کردن جاي فرض و حکم یك قضیه، عکس آن قضیه به دست مي آید. چون در قضایاي مربوط به 
مکان هندسي یك مطلب و عکس آن را باید ثابت کنیم، اشاره اي به این مطلب مي کنیم.

اشاره

 کلیدواژه ها   مثلث، نیم ساز، زاویه قائمه، مکان هندسي                                                                                                      

     شکل      2
CB

A

H
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به‌طوري كه ديده مي‌شــود، اين قضيــة 2 فرض و 2 حكم دارد. 
با عوض كردن جاي هر قســمت از فــرض و حكم كي عكس قضیه 

به‌دست مي‌آيد. مثلًا اگر داشته باشيم:
AH BC⊥ و  HB HC= فرض:   

AC=AB و ˆ ˆBAH CAH= حكم:  
اين قضيه درست است و صورت آن را چنين بيان ميك‌نيم:

اگر در مثلث ABC ارتفاع رأس A ميانه نظير ضلع BC نيز باشد، 
اولاً آن مثلث متساوي‌الســاقين است و ثانياً ارتفاع AH نیم‌ساز زاوية 

BAC نيز هست.

 توجه.   بقية حالت‌ها را خودتان بنويسيد و اثبات كنيد.

مثالي ديگر از كي قضيه و عكس آن كه با آن آشــنا هســتيد، 
مربوط به ويژگي نيم‌ســاز كي زاويه است. مي‌دانيم كه هر نقطه روي 

نيم‌ساز كي زاويه از دو ضلع آن زاويه به آن فاصله است.
يعني اگر OC نيم‌ســاز زاوية 
AOB و M نقطــه‌اي دلخــواه از 

فاصله‌هــاي   MK و   MH و  آن 
نقطــة ‌M  از دو ضلــع اين زاويه 
 MH=MK :باشــند، آن‌گاه داريم
)شكل 3(. به صورت ديگر داريم:

ز  نيـم‌ســـا (  : ض فر 
        M∈OC  )A O B يــة  و ا ز

MH=MK :حكم
اثبات: دو  مثلث قائم‌الزاويه MOH و  MOK   به دليل تساوي  

) ˆ ˆ ˆ ˆMOK MOH OM OM, H K= = = = 

9 وتر و كي زاوية حاده. )
بنابراين:  MH=MK يعني نقطة M  واقع بر نيم‌ساز زاوية AOB از 

دو ضلع اين زاويه به كي فاصله است.

قضيه:  هر نقطه كه از دو ضلع 
كي زاويه به كي فاصله باشد، روي 
نيم‌ســاز آن زاويه قرار دارد. يعني 
اگــر MH و MK فاصله‌هــا نقطة 
M از دو ضلع زاوية AOB باشــد 
و داشته باشيم: MH=MK ، آن‌گاه

ˆ ˆMOH MOK=  M روي نيم‌ســاز ايــن زاويه قــرار دارد؛ يعني: 

به بيان ديگر، در اين قضيه داريم:
b bMH OA, MK OB, MH MK→ → = فرض: 

يا M روي نيمساز زاوية AOB  است. ˆ ˆMOH MOK= حكم:  

 MOK و MOH اثبات: دو مثلث قائم‌الزاوية
 OK=OH( به دليل تســاوي وتــر و كي ضلع ،) ˆ ˆK H= = 9 

 (
 OM يعني .. ˆ ˆMOH MOK= و OM=OM( هم‌نهشت‌اند. بنابراين 
نيم‌ســاز زاوية AOB است. يا به عبارت ديگر، نقطة M كه از دو ضلع 

زاويه به كي فاصله است، روي نيم‌ساز اين زاويه قرار دارد.
بنابراين مي‌توان گفت:

قضيه: نيم‌ساز هر زاويه مكان هندسي نقطه‌اي از صفحة آن زاويه 
است كه از دو ضلع آن زاويه به كي فاصله است.

واضح است كه براي اثبات اين قضيه بايد دو قضية بالا را كه كيي 
عكس ديگري است، ثابت كنيم كه اثبات آن‌ها را ديديد.

 نكتة مهم.   اكنون اين سؤال پيش مي‌آيد كه آيا عكس هر 
قضيه‌اي درست است؟ شما چه فكر ميك‌نيد؟

پاســخ منفي است. يعني عكس هر قضيه‌اي ممكن است درست 
نباشد. به مثال زير توجه كنيد:

قضيه: هر دو زاوية قائمه با هم مساوي‌اند؛ يعني: 
فرض: دو زاوية قائمه‌اند

حكم: دو زاوية مساوي‌اند
روشن اســت كه اين قضيه درست اســت. اما عكس اين قضيه 

چنين است كه: هر دو زاوية مساوي، قائمه‌اند؛ يعني: 
فرض: دو زاويه مساوي‌اند

حكم: دو زاويه قائمه‌اند
روشن اســت كه اين قضيه درست نيست. زيرا دو زاوية مساوي، 

الزاماً قائم نيستند. مواردي ديگر را هم مي‌توان بيان كرد.
اكنون كه با تعريف مكان هندســي و ويژگي‌هايي از آن آشــنا 
شــديد، به معرفي چند مكان هندسي پركاربرد مي‌پردازيم و سپس 
چگونگي حدس زدن شــكل كي مكان هندســي را بيان ميك‌نيم و 
بعد به كاربردهايي از مكان هندسي در بخش‌هاي متفاوت هندسه، از 

جمله رسم شكل‌هاي هندسي مي‌پردازيم.

يك مكان هندسي ديگر
قضيه:  مكان هندسي نقطه‌اي از كي صفحه كه از خط راست D واقع 
باشد، دو خط راست D1 و D2 است.



در آن صفحه، به فاصله‌ها ثابت

     شکل      3

     شکل      4

     شکل      5

C

B

AHO

K

M

B

AHO

K
M

{
{D

D2

D1




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اثبات به روش هندسي ........................................................

خط راســت D را در صفحة P در نظر مي گیریم و دو خط راست 
 را از آن رســم مي کنیم. 



D1 و D2 را در دو طــرف آن و به فاصلة 

براي این کار از نقطة H واقع بر خط D، خط راستي عمود بر این خط 
اخــراج و روي آن در دو طــرف نقطة H، پاره خط هاي HM و 'HM را 
 D1 خط هاي M' و M جدا مي کنیم. ســپس از نقطه هاي 



به طول 
و D2 را به موازات خط D مي کشــیم. این دو خط مکان هندسي مورد 
  نظر، یعني مکان هندســي نقطه اي هستند که از خط D به فاصلة 

واقع است. زیرا:
  D2 یا  D1 کــه روي یکي از دو خط N الف( هر نقطه مانند
واقع است. چرا که اگر 



قرار داشته باشــد، از خط D به فاصلة 
 MHH'N بنامیم چهارضلعي H' را  D بر خط N پاي عمود از نقطة
که اضلاعش دو به دو موازي اند، متوازي الاضلاع اســت که چون 
. NH'=MH=



زاویه هایش قائمه اند، مستطیل است. پس داریم: 
ب( هر نقطه اي مانند E  از صفحة P که از خط D به فاصلة 
 قرار داشــته باشــد، بر یکي از دو خط D1 یا D2   واقع اســت. 



 MH EH"= =  ، MH EH"
زیــرا با توجه به اینکه داریم: 

، چهارضلعي"MHHE مســتطیل اســت و در  ˆ ˆH H '= = 9 

 و 
. پــس نقطة E روي  ME D ME یا  HH" نتیجــه داریم: 
خــط D1 قرار دارد ) از نقطة M تنها یک خط راســت به موازات 

خط راست D مي توان رسم کرد(.

اثبات به روش تحلیلي .......................................................

D1

D

H

M(x,s)

D

M

xO

y

D2





D  را در دستگاه مختصات  : ax + by + c =  خط D به معادلة 
و)y  x( یک نقطه از مکان هندسي مورد  قائم xoy در نظر بگیریم. اگر 

نظر باشد، داریم:

ax by c
MH d

a b

ax by c a b

D : ax by c a b ,

D : ax by c a b

+ +
= = ⇒ = ⇒

+

+ + = + ⇒

+ + + + =

+ + − + =

2 2

2 2

2 2
1

2 2
2





 







به طوري که دیده مي شــود، دو خط D1 و D2  خط هاي راســتي 
هستند که با خط D مواز ي اند، زیرا: 

D D D
aM M M
b

= = = −
1 2

به عکس مشــخص اســت هر نقطه اي که مختصاتش در معادلة 
D  به  : ax + by + c = صدق  کند، از خط  D2 و  D1 یکي از دو خط

 قرار دارد. بنابراین:


فاصله 
مکان هندسي نقطه اي که از خط راست ثابت D به فاصلة معین 
 واقع است. دو خط راست موازي این خط است که در طرفین آن 



واقع اند.

 D در یک صفحه داده شــده اند روي خط D و D مثال1.  دو خط 
باشد.



نقطه اي بیابید که از خط D به فاصلة معلوم

D
D1

M1

H1

M2

H2 D1

D





 حل.   دو خط D1 و D2 مکان هندســي نقطه اي را که از خط D به 
 قرار دارد، رسم مي کنیم. نقطة برخورد این دو خط با  فاصلة معلوم 

خط D جواب مسئله است.      شکل      7

     شکل      8

     شکل      6

DD

D2

D1NM E

H

M

HH



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آموزشى

عددهای گنگ راديکالی 
روی محور عددها

سيدجمال ميرحسينی، دبير مدارس سمپاد استان البرز

+M را  + + =7 11 19 20 مسئله: عــدد 
روی محور عددها نمايش دهيد.

متداول ترين روش برای حل مسئلة بالا اين است که 
هر يک از عددها را جداگانه به وســيلة مثلث قائم الزاويه و 
رابطة فيثاغورس توليد کنيم. ســپس به وســيلة پرگار 
کمان هايی متوالی به  اندازة آن ها رسم کنيم. ولی در ادامه 
می خواهيم روشی ســاده تر، قابل ترسيم تر و قابل درک تر 
را بيــان کنيم که اميد اســت مورد توجــه علاقه مندان و 

دانش آموزان قرار گيرد.

نخست مطالب زير را مرور می کنيم که لازمة حل اين 
مسئله است.

اگر n عددی طبيعی باشد، آن گاه 2n+1 يک عدد فرد 
طبيعی خواهد بود. از طرف ديگر داريم:

( )n n+ = +
2

2 1 2 1

می دانیم مجموعة عددهای گنگ یا اصم مجموعه ای نامتناهی و ناشماراســت، و برای مشخص کردن اعداد گنگ روی محور اعداد 
حقیقی روش هایی وجود دارد که در این مقاله از روش جالبی تعدادی از این اعداد را روی محور اعداد حقیقی مشخص می کنیم.

اشاره

 کلیدواژه ها   عدد گنگ، محور اعداد، مثلث، پرگار                                                                                                    

با توجه به رابطة قبل می توان نتيجه گرفت: 
(n ) n n+ − = +2 21 2 1

يعنی هر عدد فرد بزرگ تر از يک را می توان از تفاضل 
دو عدد مربع کامل متوالی توليد کرد. 

به عبارت ديگر:

( )n n n ( n )+ − = + = +2 2 21 2 1 2 1

با اين ســه عدد می توان يک مثلث رسم کرد۱ و کافی 
است مثلث قائم الزاوية ساخته شده را روی محور به نمايش 

بگذاريم.
7 که در آن n=3 اســت،  برای مثال، برای يافتن 
مثلث قائم الزاويه ای می توان ســاخت که اضلاع زاوية قائم 

7 و ۳ و وتر آن 4 باشد (شکل ۱). آن 
ابتدا نيم خط ox را عمود بر محور می کشــيم. دهانة 
پرگار را به اندازة وتر (4) باز می کنيم و از نقطة ۳- کمانی 
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رســم می کنيم تا نيم خط ox را در نقطة A قطع کند. در 
. OA = 7 نتيجه داريم:

B

A
-4 0      شکل      1

OA باز کنيم و از  حال اگر دهانة پرگار را بــه اندازة 
نقطة O کمانی رسم کنيم تا جهت مثبت محور را در نقطة 
7 اســت.  B قطع کند، قطعاً نقطة B نقطة نمايش عدد 
بــرای همة عددهای فرد طبيعــی بزرگ تر از يک می توان 
چنين مثلثی ساخت. از طرف ديگر، برای هر عدد طبيعی 

بزرگ تر از يک مانند k می توان نوشت: 
( )k (k ) k+ − − =2 21 1 4

اين يعنی: هر عدد زوج را که مضرب 4 باشد، می توان 
به صورت تفاضل دو عدد مربع کامل نوشت. همچنين داريم:

k k k

k k k (k ) k k

> ⇒ > ⇒ > ⇒

+ > + ⇒ − + > +

1 4 4 4 2
4 2 1 4 1

 ((k ), (k ), k )+ −1 1 4 پــس با اين ســه مقــدار 
می توان يک مثلث رســم کرد. روشــن است که اين مثلث 

قائم الزاويه خواهد بود و وتر آن k+1 است.
2 به صورت زير عمل   بــرای يافتن عددی ماننــد 
می کنيم. (شــکل ۲)، ابتدا نيم خــط ox را عمود بر محور 
رسم می کنيم. سپس از نقطة 4-=(5-1)-=(k-1)- کمانی 
به شعاع 5+1=6=(k+1) رسم می کنيم تا ox را در نقطة 
. کافی است از  OB = 2  B قطع کند. واضح است که: 
OB رسم کنيم تا جهت مثبت  نقطة O کمانی به شــعاع 
محــور را در نقطة A قطع کند. نقطة A نقطة نمايش عدد 

2 خواهد بود. 

A

B
-3 0

7

x

     شکل      2

حال نوبت حل مســئلة مطرح شده در ابتدای مطالب 
رسيده است (شکل۳)، ابتدا نيم خط ox را عمود بر محور 
رسم می کنيم. از نقطة ۳- کمانی به شعاع 4 رسم می کنيم 

. OA = 7 تا ox را در نقطة A قطع کند. پس: 

6

6

0-1 1 2 3-2-3-4-5-9

A

B

C

D

M

20

19

11

7

x

10

4

M = + + +7 11 19 2 







3

1

0

     شکل      3

اکنون خط l0 را از نقطة A عمود بر ox رسم می کنيم 
که درواقع محور جديدی است. به عبارت  ديگر، محور اوليه 
7 بــه نقطة A منتقل کرده ايم. روی محور  را به اندازة 
 ox از نقطــة 5- کمانی به شــعاع 6 رســم می کنيم تا l0

AB و در نتيجه: = 11 را در نقطــة B قطع کند. پس: 
. OB = +7 11

بــار ديگر خــط l1 را از نقطة B عمود بر ox رســم 
می کنيم تــا محور l1 به وجــود بيايد. از نقطــة ۹- روی 
محور l1 کمانی به شــعاع ۱0 رســم می کنيم تا ox را در 
BC و در نتيجه:  = 19 نقطــة C قطع کنــد.  داريــم: 
. و ديگــر بار محــور l2 را از  OC = + +7 11 19
نقطة C عمود بر ox رســم می کنيــم و از نقطة 4- روی 
محور l2 کمانی به شعاع 6 رسم می کنيم تا ox را در نقطة 
CD و در نتيجه:  = 2  D قطع کند. به وضــوح داريم: 
. OD OA AB BC CD= + + + = + + +7 11 19 2 

OD رسم کنيم  حال اگر از نقطة O کمانی به شعاع 
تــا جهت مثبت محور اول را در نقطة E قطع کند، متوجه 
خواهيم شد که E نقطة نمايش عدد مورد نظر خواهد بود. 
روشن است که هر تعداد از اين نوع عددها به آن ها اضافه 
شــوند، می توان مقــدار آن را روی محور جدا کرد و نقطة 

نمايش آن را مشخص ساخت.
 پی نوشت  .......................................................................

n n n n n n n > ⇒ > ⇒ + > ⇒ + > ⇒ + + > + 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 11.
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آموزشى

نگينى درخشان 

 در این مقاله به شاهکار محمدبن موسی خوارزمی پرداخته می شود؛ کتاب جبر و مقابلة او که همچون نگینی درخشان در میراث 
علمی وی خودنمایی می کند. خوارزمی این یاقوت  گران بها را حدود 12 قرن پیش به زبان عربی تصنیف کرده است. حدود 300 سال بعد، 
تنی چند آن را به لاتین ترجمه کردند و از این طریق علم جبر وارد اروپا شد. زنده یاد حسین خدیوجم که خدای رحمان او را از رحمت 
بیکران خود بهره مند سازد، حدود 50 سال پیش این کتاب را به فارسی برگرداند. در این مقاله سعی داریم، این ترجمه را معرفی کنیم.

اشاره

 کلیدواژه ها   بندگان خاص، محمد بن موسی خوارزمی، سید حسین خدیوجم، جبر، مقابله، معادله، جذر، مال، عدد                 

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
از  ميراث  علمى 

خوارزمى

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
از  ميراث  علمى

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
از  ميراث  علمى

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
از  ميراث  علمى

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
از  ميراث  علمى

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
عباس قلعه پور اقدم

به نام آفریدگار هستی بخش 
بندگان خاص خدا آنان اند که 

بر زمين راه می روند، بی آزار و آهسته، 
و چون نادانان ايشان را دشنام و ناروا 

گويند، پاسخ دهند، نيک و بايسته. 
(فرقان/63(

به نام آفریدگار هستی بخش
بندگان خاص خدا آنان اند که

بر زمين راه می روند، بی آزار و آهسته، 
و چون نادانان ايشان را دشنام و ناروا 

گويند، پاسخ دهند، نيک و بايسته. 
(فرقان/63(

کتاب  «المختصر فی حساب الجبر و 
المقابله»، نگینی درخشان از میراث 

علمی خوارزمی 
بی شک معلمان، مدرسان و دانشجویان 
ریاضی )که مخاطبان مجلة رشــد آموزش 
ریاضی را تشکیل می دهند(، با نام خوارزمی، 
حداقــل به عنــوان ریاضــی دان و یکی از 
بنیان گذاران شاخة جبر، آشنایی دارند و نام 
کتاب »جبر و مقابله«، اثر او را شــنیده اند. 
ولی شــاید اکثر آن ها این کتاب ذی قیمت 

را مطالعه نکرده اند. این کتاب ارزشــمند را 
خوارزمی با عنوان »المختصر فی حســاب 
الجبر و المقابلــه« )به قول خوارزمی کتابی 
مختصر ولی در عمل بنیادین(، در آغاز قرن 
سوم ق- حدود 1200 سال پیش- به زبان 
عربی تصنیف کرد و با این کار، رونقی عجیب 
به فرهنگ رو به گســترش اسلامی بخشید. 
این اثر ماندنــی، پس از انتشــار در قلمرو 
جهان اســلام، با اســتقبال گرم و کم  سابقة 
محافــل علمی، چــه در روزگار خوارزمی و 
چــه در قرن های پس از وی، روبه رو شــد، 
 )Algebra( »به طوری که اســم علم »جبر
در زبان های اروپایی از نام آن گرفته شــد و 

کتاب قرن ها مرجع و مأخذ اروپاییان بود. 
خوارزمی در این کتاب، آن چنان که در 
ادامة مقاله شــرح آن خواهد آمد، نخســت 
تمــام معــادلات درجة دوم شناخته شــدة 

زمانش را بررســی می کند. در مرحلة دوم، 
روش حل هر یک از آن ها را شــرح می دهد 
و سرانجام در مرحلة سوم، این روش ها را به 

کمک علم هندسه اثبات می کند.

ترجمة فارسی کتاب خوارزمی 
کتــاب جبر و مقابلــة خوارزمی در قرن 
دوازدهم میلادی چندین بار به لاتین ترجمه 
شد که از طریق این ترجمه ها، علم جبر وارد 
اروپا شــد. ترجمة فارســی آن حدود پنجاه 
ســال پیش در ایران به همت ادیب، محقق 
و غزالی پژوه وارســته، زنده یاد سید  حسین 
خدیوجم انجام گرفته اســت. اساس ترجمة 
خدیوجم نســخه ای بوده است که دو استاد 
دانشــگاه قاهره، به نام هــای علی مصطفی 
مشرفئ و محمد مرسی احمد، در سال 1939 
از روی اولین نســخة خطی به دست آمده از 

نگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشاننگينى درخشان
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این کتاب که در »کتابخانة بادلیان آکسفورد« 
موجود است، در مصر به چاپ رساندند. 

سیدحسین خدیوجم 
در سال 1306 شمسی در مشهد چشم 
به جهان گشــود و در ســال 1330 موفق 
به اخذ دیپلم  ادبی شــد. در ســال 1338، 
لیســانس خود را در رشــته زبان و ادبیات 
فارسی از دانشــکدة ادبیات دانشگاه مشهد 
گرفت و ســپس موفق به اخذ درجة دکترا 
از دانشــگاه »ســن ژوزف« لبنان، در رشتة 
ادبیات عرب شد. مدت ها در دبیرستان های 
مشهد به تدریس اشــتغال داشت، تا اینکه 
پس از انتقال به تهران، ابتدا در پژوهشکدة 
فرهنــگ به تدریس پرداخت و بعد به عنوان 
محقق در کتابخانة ملی به کار مشغول شد. 
خدیوجم ســال هایی از عمر خود را به 
تحقیــق و مطالعــه در کتابخانه های دنیا، 
به خصوص کشورهای عربی گذراند و از خود 
بیش از 30 جلد کتــاب در زمینة تحقیق، 
تصحیــح و ترجمه به جا گذاشــت. وی از 
محققان برجســتة آثار امام محمد غزالی 
در ایران بود. عشــق و علاقــه اش به غزالی 
باعث شــد، 15 ســال از عمر خود را صرف 
تعمیم و ترجمــة »احیاء  علوم الدین« غزالی 
کند. ترجمة »رســالة اضحویــه « ابن سینا 
کــه در آن شــیخ الرئیس مســئلة پیچیدة 
معاد را بررســی کرده اســت )که رســالة 
بسیار ذی قیمتی اســت( نیز از شاهکارهای 
خدیوجم اســت در پایان رسالة »اضحویه«، 
مترجــم بحثی با عنوان »معرفت آخرت« را 
از »کیمیای سعادت« غزالی آورده است که 
حیف است مخاطبان مجلة برهان متوسطه 2 

از آن بهره مند شوند. 
خدیوجم در سال 1365، یعنی سه سال 
پس از چاپ ســوم ترجمة جبر و مقابله، در 
مشهد درگذشت و بنا به وصیتش در بقعه ای 
که به آرامگاه غزالی مشــهور است، به خاک 

سپرده شد. 

زندگی نامة خوارزمی 
محمد بن موسی  خوارزمی متولد خوارزم 
)خیوه  کنونی( است. درگذشتة حدود 232ق، 
ریاضی دان، منجم، جغرافی دان و مورخ ایرانی، 
یکی از بزرگ ترین دانشــمندان مســلمان و 

بزرگ ترین عالم زمان خود بود. 
از زندگــی وی اطــلاع چندانی که قابل 
اعتماد باشــد، در دست نیست. آنچه حتمی 
است اینکه او از منجمان دربار خلافت مأمون 
عباسی )218-198 ق( بود. در مقدمة کتاب 
»جبــر و مقابله«، از مأمون ســخن به میان 
آورده اســت. آثار خوارزمی در ریاضیات دو 
کتاب به نام های »المختصر فی حساب الجبر 
و المقابله« و کتاب »الجمع و التفریق« است. 
از خلال مقدمه ای که خوارزمی بر کتاب جبر 
و مقابلة خود نوشــته، خــوی نیک و اخلاق 

پسندیدة او به خوبی جلوه گر است. 
در نظر خوارزمی، دانشــمند واقعی تنها 
برای رسیدن به حقیقت می کوشد و در شأن 
او نیست که برای کسب شهرت و خودنمایی 
و تحقیر دیگران، بــه کار دانش بپردازد. در 
بلند نظری، گشاده دســتی  با  واقع خوارزمی 
و فروتنــی تمام، هدیه ای ارزنــده  به دنیای 
بشریت وقف کرده که بر اثر همین بی ریایی، 
سزاوار لقب »بنده ای از بندگان خاص خدای 

رحمان« است. 

»وَ عِبادُ الرّحمنِ الذّینَ یمَشوُنَ 
عَلیَ الارَضِ هَوناًَ وَ اذَِا خاطَبَهُمُ الجاهِلوُنَ 

قالوُا سَلامًا«. 
(فرقان/ 63( 

»وَ عِبادُ الرّحمنِ الذّینَ یمَشوُنَ 
عَلیَ الارَضِ هَوناًَ وَ اذَِا خاطَبَهُمُ الجاهِلوُنَ 

»وَ عِبادُ الرّحمنِ الذّینَ یمَشوُنَ 
عَلیَ الارَضِ هَوناًَ وَ اذَِا خاطَبَهُمُ الجاهِلوُنَ 

»وَ عِبادُ الرّحمنِ الذّینَ یمَشوُنَ 

قالوُا سَلامًا«. 
(فرقان/ 63(

تعریف جبر و مقابله 
نامی کــه خوارزمی بر کتاب خود نهاده، 
به مناســبت دو عملی اســت کــه در حل 
معادلات معمول است: یکی »جبر« و دیگری 
»مقابلــه«. طبق اصطلاحات امــروزی، اولی 
نقل یک جملة منفی و دومی نقل یک جملة 

مثبت اســت از یک طــرف معادله به طرف 
دیگر، بــا تغییر دادن علامــت جمله ای که 
انتقال می یابد. برای روشن شدن مطلب، یکی 
از مسائل را که خوارزمی در کتاب خود آورده 

است، بیان می کنیم:
»اگر بگویی ده را به دو قســمت تقسیم 
کردم، پس از آن هر قســمت را در خودش 
ضرب کردم و ســپس حاصل ضرب هر دو را 

جمع کردم، پنجاه و هشت دِرهَم شد.« 
این صورت مســئله اســت که به زبان 

امروزی عدد x را می یابیم، به نحوی که: 
x ( x)+ − =2 21 58

خوارزمی حل مســئله را چنیــن ارائه 
 x می کند: »یکی از قسمت ها را شیء )منظور
اســت( فرض می کنی و دیگری را ده منهای 
شیء )x-10(.« پس از آن  ضرب ها را توضیح 
می دهــد و معادله را خلاصــه می کند که به 

زبان امروزی چنین می شود: 
2x2-20x+100=58

در ادامه چنین می نگارد: »صد به اضافة 
دو مال )2x2+100( را با بیست شیء ناقص 
)20x-( جبــر می کنــی و آن را بر پنجاه و 
هشت می افزایی« که نتیجه به زبان امروزی 

چنین می شود: 
2x2+100=58+20x

در واقع جملة »20x-« را به طرف راست 
معادله منتقل می کند. این همان جبر است 
که به تعبیری جبران کاستی هاست. در ادامه 

خوارزمی طرفین را نصف می کند: 
x2+50=29+10x

بعــد ادامــه می دهد: »ســپس آن را 
مقابله می کنــی، یعنی 29 را از پنجاه کم 
می کنــی.« که به زبان امروزی می شــود: 
x2+21=10x. در واقع عدد 29 از طرفین 
حذف می   شــود. به عبارت دیگــر، مقابله، 
قرار دادن مقادیر مســاوی در برابر هم و 
حذف مشابهات اســت. توضیح اینکه حل 
مســئله به اینجا ختم نمی شــود و ادامه 

دارد. 
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کتاب جبر و مقابلة خوارزمی
 در یك نگاه 

خوارزمــی در آغــاز کتاب، پــس از یاد 
خدا، سپاســگزاری به سبب نعمت هایش، و 
درود و سلام بر پیشگاه پیامبر خاتم )ص( و 
خاندانش، فهرست مطالب کتابش را این گونه 
شــرح می دهد: »مطالب این کتاب شــامل 
محاسباتی است در ارث، وصیت و مقاسمه )= 
تقســیم کردن اموال مشترک( و امور دیوانی 
و تجارت و نیز اموری مانند مســاحت کردن 
زمین هــا و اندازه گیری نهرها و هندســه )= 

نقشه کشی(.«
در ادامــه پــس از معرفــی عددها در 
مبنای ده، این گونه ادامه می دهد: »دریافتم 
که اعدادی که در حســاب جبر و مقابله 
به وجود آن ها نیاز اســت، ســه نوع هستند: 
جذرها، مال هــا و عدد مفردی که به جذری 

یا مالی نسبت ندارد.« 
منظور خوارزمی از »جذر« همان است 
که اکنــون در علم جبر با حرف »x« به آن 
 x2 اشاره می  شــود و »مال« عبارت  است از
)مجذورx( و عدد مفرد، بخشــی از معادله 
اســت که مســتقل از x باشــد. خوارزمی 
در بیان شــکل های متفاوتی که این ســه 
در ارتبــاط با هــم معادلات را می ســازند، 

این گونــه تقســیم بندی می کنــد: »از این 
اقســام ســه گانه، برخی با برخی دیگر برابر 
می شــوند و آن هنگامی اســت که بگویی: 
چنــد مال با چند جذر برابر اســت، یا چند 
مال با عددی مســاوی است، یا چند جذر با 
عددی برابر اســت، یا مال ها و جذرهایی که 
با عددی برابر می شــوند، یا مال ها و عددی 
که با جذرهایی برابر می شــوند و یا جذرها 
و عددی که بــا مال هایی برابر می شــود« 
بــه زبان امــروزی، بــه ترتیــب معادلات
ax2+ c = bx,  ax2+ bx = c, bx= c,  ax2= c,
ax2= bx و bx + c = ax2

را بررســی کرده است. به دلیل محدودیت 
حجــم مقاله و بــا این توضیــح که بحث 
خوارزمــی در حل معادلات بــه عددهای 
مثبت منحصر اســت و به جواب های منفی 
و صفر معادلات نمی پردازد، به طور خلاصه 
مثالــی را از هر مورد به همــراه راه حل از 

کتاب انتخاب و ارائه می کنیم: 
»اما مال هایی که با جذرها برابر می شوند: 
مانند آنکه بگویی: مالی با پنج جذر از آن مال 
برابر است، نتیجه چنین می شود که جذر آن 
مال پنج است و اصل مال بیست وپنج که پنج 
برابر خود می باشد. اگر بگویی: یک سوم مال 
برابر است با چهار جذر، پس تمام مال دوازده 
جذر خواهد بود که صدوچهل و چهار اســت 
و جذرش دوازده. پس درصورتی که شــمارة 
مال ها زیادتر- یا کمتر- از واحد باشــند، به 

مال واحد برگردانده می شوند.« 
منظور به ترتیــب معادله های x2=5x و 
  x=5هستند که به ترتیب به x x=21 4

3
و x=12 می انجامند. 

اما مال هایی که با عددی برابر می شوند: 
مانند آنکه بگویی: مالی برابر است با نهُ، پس 
عدد مال نهُ است و جذرش سه می شود. و اگر 
بگویی: پنج مال برابر است با هشتاد، پس یک 
مال برابر اســت با یک پنجم هشتاد که برابر 

می شود با شانزده و جذرش چهار«. 

منظــور به ترتیــب معــادلات x2=9  و 
 5x2=80 هســتند که به ترتیب بهx=3  و 

 x=4 می انجامند. 
اما جذرهایی که با عددی برابر می شوند: 
مانند آنکه بگویی: چهار جذر برابر اســت با 
بیســت. پس یک جذر آن پنج است که مال 

این جذر بیست و پنج می شود.« 
  x=5  4 است که بهx=20 منظور معادلة

می انجامد. 
اما مال ها و جذرهایی که با عددی برابر 
می شــوند: اگر بگویی: یک مال، به اضافة ده 
جذر از آن مال، با سی ونه درهم برابر می شود، 
مقصود آن اســت که اگر به مالی به اندازة ده 
جذر از آن مــال افزوده شــود، مجموع آن 

می شود سی ونه. 
راه حل آن چنین اســت: »باید جذرها را 
نصف کنی- مقدار نصف آن در این مســئله 
پنج می شود- و آن نصف را در مانند خودش 
ضرب کنــی، در این صــورت حاصل ضرب 
بیســت وپنج می شــود. آن گاه این عدد را بر 
ســی ونه بیفزایی، مجموع شــصت و چهار 
می شود. ســپس جذر این عدد را می  گیری، 
هشت می شود. آن گاه نیمی از شمارة جذرها 
را که عبارت باشد از پنج، از آن کم می کنی 
که در نتیجه سه باقی می ماند، و همین عدد 
ســه، جذر مال مورد نظر است، و آن مال نهُ 

است.« 
منظور حل معادلة x2+10x=39 اســت 
که ما امروزه این روش  حل خوارزمی را با نام 
»مربع کامل کردن« یا همان روش خوارزمی 
می شناسیم و با زبان ریاضی  امروزی این گونه 

می نویسیم:

 x x ( ) ( )

(x )
x x

+ + = +

⇒ + =
⇒ + = ⇒ =

2 2 2

2

1 11 39
2 2

5 64
5 8 3

 



)همان طــور که دیده می شــود، از جذر 
منفی 64 صرف نظر شده است.( 
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همیــن معادلــه را خوارزمــی به روش 
هندســی حل کرده اســت )صفحــة 48 از 
ترجمة جبــر و مقابله( کــه به طور خلاصه 
و با همان شــکل کتاب و همراه با نمادهای 

امروزی آن را در اینجا می آوریم: 
ســطح مربع »اب« )در شکل مربعی که 
درون آن »مال« نوشته شده است. خوارزمی 
با نام گــذاری دو رأس مقابــل، چهارضلعی 
را مشــخص می کند.(، همان مالی است که 
می خواهیــم اندازه اش را بدانیــم )x2(. پس 
 .)x( اندازة هر ضلع آن به منزلة جذر اســت
حال تعداد جذرها را بر چهار تقسیم می کنیم 
تــا عدد دو و نیم به دســت آید. حال اضلاع 
مربع را از هر طرف به اندازة دو و نیم امتداد 
می  دهیــم. چهار ســطح متســاوی الاضلاع 
)مســتطیل( به نام های ح ، ک ، جـ و ط بر 

مربع افزوده می شوند. 

شش و 
شش و حیك چهارم

یك چهارم

ك

الف

جمال

ب

شش و 
شش و طیك چهارم

یك چهارم

همچنیــن در چهار گوشــه چهار مربع 
هم اندازه داریم. سطح مربع ها برابر بیست وپنج 
چهارم یا شش و یک چهارم و سطح هر کدام 
از مستطیل ها برابر حاصل ضرب دو و نیم در 

. ( x)5
2

جذر است 
حال ســطح مربع بزرگ تر که پیرامون 
مربع »اب« پدید آمــده، برابر یک مال و ده 
جذر به اضافة بیســت و پنج می  شــود؛ یعنی 
x 2+10x+25 . حال بنا بر صورت مســئله، 
عبارت x 2+10x برابر 39 اســت. پس سطح 
مربعی که طول هر ضلــع آن جذر به اضافة 

پنج اســت )x+5(، برابــر 64 خواهد بود که 
 )x( جذر آن هشت می شود. پس مقدار جذر

برابر سه می شود. 
»امــا مال ها و عددی که بــا جذرهایی 
برابر می شــوند: مثلًا می گویــی: یک مال به 
اضافة بیســت ویک با ده جذر از آن مال برابر 

می  شود.« 
»اما جذرها و عددی که با مال هایی برابر 
می شود: مانند آنکه بگویی: سه جذر به اضافة 

چهار با یک مال برابر می شود.« 
نوبت شــما: نوع های پنجم و ششــم 
به همــراه مثال ارائه شــدند. تبدیل صورت 
مســئله ها به زبان امروزی و حل آن ها را به 

می گذاریم.  شما، خوانندة محترم وا
خوارزمی پس از بررســی انواع شش گانة 
معــادلات به ضــرب و تقســیم عبارت های 
جبــری و گنــگ و نحوة گویا کــردن آن ها 
می پردازد. ســپس در این باب، 34 مســئلة 
دیگر همــراه با راه حل ارائه می کند. در ادامة  
کتاب به ســراغ مسائل مربوط به معادلات و 
مساحت می رود و در پایان، بخشی از کتاب را 
با عنوان »کتاب الوصایا« به حل مسائل مربوط 
به نحوة تقسیم سهم الارث بین وراث متوفی 

اختصاص می  دهد. 

و با همین بحث کتاب را خاتمه می دهد. 
***

مــا نیــز ایــن مقالــه را در پایــان، با 
عبارت هایی که زنده یاد خدیو جم به زیبایی 
در مقدمــه ای که بر ترجمه نوشــته، آورده 
اســت، زینت می دهیم: »اکنون که دوازده 
قرن از روزگار نگارش کتاب حساب )الجمع 
والتفریق( و جبر او ســپری شده، می بینیم 
که خورشید بر هیچ سرزمینی نمی تابد، مگر 
آنکه فروشنده در فروشگاه، کدبانو در خانه، 
صنعتگر در کارگاه، دانشمند در آزمایشگاه، 
و رزمنــده در آوردگاه، با حســاب هندی او 
به محاســبه می پردازد، و جوانان دانش آموز 
هر شــهر و دیار، رموز جبر و مقابلة او را با 
عشــق و علاقة فراوان به خاطر می سپرند. 
خداوند محمد بــن موســی خوارزمی را از 
رحمت بیکــران خود بهــره ور گرداند و به 
ریزه خواران خوان گســتردة او سعة صدر و 

چشم  حقیقت بین عطا فرماید.« 

 پی نوشت ها...................................................
1. Muhammad  b. Musa  al- Khwarazmi
2. Bodleian  Libra ry oxford
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موسی   محمد بن  مقابلة  و  جبر  سيد حسين (1363).  خديوجم،  

خوارزمی. انتشارات اطلاعات، تهران. چاپ سوم. 

نامى كه خوارزمى بر كتاب خود نهاده، به مناسبت دو علمى است 
كه در حل معادلات معمول است: يكى «جبر» و ديگرى «مقابله»
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آموزشى

كمي  وسيع تر
       فكر كنيم!

حسین قاسم  دامغاني
دانشجوي کارشناسي مهندسي پزشکي دانشگاه امیرکبیر

همیشه با خود فکر مي کردم که کشف روابط ریاضیاتي کار بسیار سختي است و با پیشرفت هایي که در زمینة علوم ریاضي انجام 
شده است، دیگر جایي براي خلق مطلبي نوین، به خصوص براي یك دانش آموز، وجود ندارد؛ به ویژه به دلیل آنکه مطالبي که تا سطح 
متوســطه به ما مي آموزند، در مقابل علم امروز بسیار ابتدایي هســتند. در این راه اما قدم برداشتم تا بلکه بتوانم در مسیر افزودن

 به این علم موفق شوم و به نتایج جالبي رسیدم.

اشاره

 کلیدواژه ها   واسطه هندسي، واسطه حسابي، اتحاد، مربع کامل                                                                                  

تلاش هاي ناکام، اما آموزنده
در دبستان توجهم به ضرب عددها در 5 جلب شد. 
وقتي داریم: 20=5*4، رابطة خاصي بین دهگان حاصل 
و یکان ضریب 5 وجود دارد و نصف آن اســت! رقم هاي 
زوج دیگر را نیز امتحان کردم و از کشــف خود بســیار 
خوش حال شــدم! به ســراغ رقم هاي فرد رفتم و دیدم 

که درســت است که دهگان آن، دقیقاً نصف آن نیست، 
اما وقتي داریم 35=5*7، این معادله هم برقرار اســت: 
=/ . پس به طور کلي نتیجه گرفتم: براي اینکه 

7 3 5
عدد را ســریع تر در 5 ضرب کنم، کافي است اول نصف 2

آن را حساب کنم، سپس آن را در 10 ضرب کنم )چرا 
که نصف کــردن یک عدد از 5 برابر کردن آن بســیار 

روند كشف
 روابط گسترده تر
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ساده‌تر اســت و 10 برابر كردن هم اصلًا به فكر كردن 
نيازي ندارد!(. اما به زودي متوجه شدم كه كمي جلوتر 

خود كتاب به اين موضوع اشاره كرده است!
در دوران راهنمايي با فرمول جمع عددهاي پشــت 

سر هم آشنا شدم كه چنين بود: 
 

n

i

n(n )i
=

+
=∑

1

1
2

و به ذهنم خطور كرد كه جمع عددهاي فرد پشت سر 
هم چگونه خواهد بود )چــرا عددهاي فرد؟ زيرا جمع 
عددهاي زوج، دو برابر جمع عددهاي پشــت ســر هم 
خواهد بود و رابطة جديدي ندارد.( پس با خودم حساب 

كردم:
1+3=4
1+3+5=9
1+3+5+7=16
...

 و با پديدة جديدي آشــنا شدم: جمع آن‌ها عددهاي 
مربع كامل بــود كه البته كتاب جبــر و احتمال آب 
پاكــي را روي دســتم ريخت كه رابطــه‌اي معروف و 

چنين است:
n

i

( i ) n
=

− =∑ 2

1
2 1  

جرقه‌اي نو
از ســال اول متوســطه كه با اتحادها آشنا شدم، به 
دنبال اين بودم كه اتحــادي جديد از خودم ارائه بدهم. 
تا اينكه در ســال پيش‌دانشگاهي، روزي مي‌خواستم به 
ياد بياورم كه براي هر دو عدد حقيقي مثبت نامســاوي، 
واسطة حســابي آن‌ها بزرگ‌تر است يا واسطة هندسي. 
پس خواستم براي خودم مثالي بياورم كه البته محاسبة 
ذهني آن بســيار راحت‌ باشــد، پس بايــد دو عددي را 
انتخاب ميك‌ردم كه هم جفتشــان مربع كامل باشــند 
)تا واســطة هندسي راحت محاسبه شود( و هم‌ اينكه يا 
جفتشان فرد باشند يا جفتشان زوج )تا واسطة حسابي 
راحت محاسبه شود(. پس 1 و 9 را انتخاب كردم و ديدم:

,+
=

× =

1 9 5
2
1 9 3

به ياد آوردم كه واســطة حسابي هميشه بزرگ‌تر 
خواهد بود، اما چيز ديگري نظر مرا جلب كرد: واســطة 
حســابي و هندسي درست كي واحد قبل و بعد عددي 

مربع كامل )4( بودند:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− +

− +

− +

← →

+
← →

− + ← →

− + +

2 2

2 2

1 1

2 2
1 12 2 2

1 12 2 2

2 2

3 4 5
1 31 3 2

2
2 1 2 1 2

2 1 2 1
2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

− +

− +

− +

← →

+
← →

− + ← →

− + +

2 2

2 2

1 1

2 2
1 12 2 2

1 12 2 2

2 2

3 4 5
1 31 3 2

2
2 1 2 1 2

2 1 2 1
2

دو عدد 9 و 49 را هم انتخاب كردم تا ببينم چنين 
چيزي اتفاق مي‌افتد يا خير:

+
=

× =

9 49 29
2
9 49 21

اين‌بار نتيجه مرا شــگفت‌زده كــرد. زيرا عددهاي 
حاصل‌شــده، 4 واحد قبل و بعــد از مربع كاملي )25( 

بودند و خود 4 نيز مربع كامل بود:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

− +

− +

← →

+
← →

2 2

4 4

2 2
2 22 2 2

21 25 29
3 73 7 5

2

در مــورد كمتر بودن از مربع كامل به اتحاد مزدوج 
رسيدم:

   
y x (y x)(y x)− = − +2 2

اما براي بيشــتر بودن از مربع كامل، ســعي كردم 
رابطه‌اي ميان آن‌ها پيدا كنم و از روي الگوي محاسبات 

به اين اتحاد رسيدم:

(x y) (x y)x y − + +
+ =

2 2
2 2

2

 y=2 :و در مثال دوم  x=2 و y=1 :كــه در مثــال اول
. x=5 و

اين اتحاد جديدي نيســت، اما ســعي كردم با تعميم 
دادن آن، به اتحادي »واقعاً جديد« برســم. يا به‌عبارت 

هميشه با خود فكر 
مي‌كردم 

با پيشرفت‌هايي كه 
در زمينة علوم رياضي 

انجام شده است، 
ديگر جايي براي 

خلق مطلبي نوين، 
به‌خصوص براي

 يك دانش‌آموز، 
وجود ندارد!
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ديگر، سعي كردم وسيع‌تر فكر كنم! پس كوشيدم مخرج 
كســر معادله را در دل كي متغيــر جديد جاي بدهم. 
با جاي‌گذاري ‌z  به‌جــاي 2، قطعاً به كي اتحاد جديد 
نمي‌رســيم، اما مي‌تواند در سه متغيره كردن اين اتحاد 

به ما كمك كند. با جاي‌گذاري داريم:

(x y) (x y)x y
z

zx zy x y

− + +
+ =

⇒ + = +

2 2
2 2

2 2 2 22 2

قاعدتاً اگر z=2 باشد، شرايط معادله ارضا مي‌شود، 
اما به دنبال حذف اين شــرايط هســتيم. پس بايد در 
ضرايــب yها و x ها تجديدنظر كنيــم. اما بايد در نظر 
بگيريم كه در نهايت با جاي‌گذاري 2 به جاي z به اتحاد 

اوليه‌مان برسيم.
ضريب y2  در ســمت چپ معادله، z است، اما اگر 
 z را به‌وســيلة )x-y(2 و )x+y(2 در y بخواهيم ضرايب
تغيير بدهيم، در نهايت ضريب z2  توليد ميك‌نند. پس 
بايد در سمت راســت معادله هم اين را ايجاد كنيم. از 
الان به بعد براي ملموس‌تر بودن ضرايب ســمت چپ 
و راســت معادله، z مخرج را در دو طرف معادله ضرب 
ميك‌نيم. بعد از آن ضريب y2  در ســمت راست معادله 
  z(z )−1 را كه 1 است، با z-1 جاي‌گذاري ميك‌نيم تا 

ايجاد z2  بكند.

z(x (z )y ) (x y) (x y)

zx (z z)y x y

+ − = − + +

+ − = +

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1
2 2

بسيار خب، حال براي اينكه z را وارد سمت راست 
معادله كنيم، ابتدا همان ضريب y2  را دستخوش تغيير 
ميك‌نيم. ابتــدا در y+x(2(  ضريب y را به z-1 تبديل 

ميك‌نيم تا نتايج را مشاهده كنيم:

z(x (z )y ) (x y) (x (z )y)

zx (z z)y

x ( z z )y ( z )xy

+ − = − + + −

+ − =

+ + − + + − + −

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1

2 1 2 1 2 2 2

، z z z z− = + − +2 21 2 1  از آنجــا كــه بايــد: 
پــس:z-1=1 كه بايد آن 1 مناســب را پيــدا كنيم تا 
 1 ، )x-y(2 جاي‌گذاري مناســب را انجام دهيم. ضريب
اســت و همان 1، داخل پرانتز ضريب y2 مشهود است. 

 z-1 را به )x-y(2 پــس به‌عنوان تغيير بعدي، ضريــب
تغيير مي‌دهيم:

z(x (z )y ) (z )(x y) (x (z )y)

zx (z z)y zx (z z z )y
( z z )xy

zx (z z)y zx (z z)y

+ − = − − + + −

+ − = + − + − +
+ − + + −

+ − = + −

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
1 2 1

2 2 2 2

حال تمام ضرايب درست سر جاي خودشان هستند 
و شــرط  z=2 براي برقراري اين معادله برداشــته شد. 

اكنون اگر بنويسيم: 
z(x (z ) y ) (z )(x y) (x (z )y )+ − = − − + − −2 2 2 21 1 1

آن‌گاه به ازاي تمامي مقادير z )و x و y( اين معادله 
برقرار است. پس اين كي اتحاد است. از آنجا كه z-1 در 
 z+1 اين اتحاد بســيار ديده مي‌شود، اگر با تغيير متغير
z →  آن را زيباتر كنيم، اتحاد جبري ما به اين صورت 

خواهد بود:
(z )(x zy ) z(x y) (x zy)+ + = − + +2 2 2 21

به ياد نيز داريم كه با جا‌ي‌گذاري شــرط اوليه‌مان، 
يعنــي z=2 → z=1 )تغيير متغيرمــان را كه فراموش 

نكرده‌ايد؟!( به اتحاد اوليه‌مان مي‌رسيم:

(x y) (x y)x y − + +
+ =

2 2
2 2

2

سخن نهايي
پس آن‌قدر هم كشــف روابط رياضي سخت 
و دشــوار نيســت. مهم هم نيست كه قبلًا كشف 
شده‌اند يا خير يا اين خود زيرمجموعة كي اتحاد 
بسيار جامع‌تر است يا خير. مهم اين است كه شما 
با انديشة خود به آن رسيده باشيد. قطعاً هم تمام 
روابط جديدي كه در رياضي كشــف مي‌شوند و 
مانند قضية فيثاغورس و قضية اويلر، دنيا را تغيير 
مي‌دهند، از همين انديشــه و وسيع فكر كردن‌ها 
شروع مي‌شوند. بنابراين از كشف روابط رياضياتي 
نااميد نشــويد و به جســت‌وجو، كاوش و بازي با 

متغيرها ادامه دهيد!
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مسائل

ریاضي 1
(پایة دهم رشتة ریاضي و تجربي(

فرخ فرشيان

 مجموعه مرجع باشد و داشته باشیم: 1. اگر 
، در این n(A B) = 4 n(B) و = 22 ، n(A) = 2  ، n( ) = 4 

n(A را به دست آورید. B) (B A)′ ′− + − صورت حاصل

n در رابطة زیر صدق می کند:
na = 3 2. ثابت کنید جمله های دنبالة 

n n na a a+ +− − =2 1 6 

3. یک دنبالة هندسی پیدا کنید که عددهای 12، 324 و 26244جمله هایی 
از آن باشند. در ضمن قدر نسبت این دنباله عدد طبیعی است.

4. سه عددی که مجموعی برابر 13 دارند. یک دنبالة هندسی تشکیل 
داده اند. ولی اگر به این ســه عدد بــه ترتیب عددهای 2، 7 و 8 را 
اضافه کنیم، سه عدد حاصل یک دنبالة حسابی تشکیل می دهند. 

این سه عدد را پیدا کنید.

5. درستی رابطة
tan x cot x cot x sin x cos x

tan x tan x cot x
cos x sin x

+ +
− =

+ + −2 2
2 2

1
1 1

را ثابت کنید.

sin چــه  رابطه ای بین a و b وجود  cos a
sin cos b

α + α =
 α − α =

6. اگر بدانیم 

دارد؟

sin بــه ازای هــر x بــه جز x tan x
cos x cot x

+
+

7. ثابــت کنیــد کســر 

( همیشه مثبت است. x ≠  π و 
2

π و  π3 و 
2

(

حسابان  1
(پایة یازدهم ریاضی(

محمدتقي طاهري تنجاني

1. کدام یک از دو قرارداد زیر سود بیشتري بـــراي یک فـرد در ازاي 
64 روز کاري دارد؟

الف( روزانه به صورت ثابت روزي یک میلیون تومان.
ب( روز اول یک ریال، روز دوم دو ریال، روز سوم 4 ریال و هر روز 

دو برابر روز قبل دریافت کند.

x باشند،  x2 + 2 - 4 =  2. اگر  α و β ریشه هاي معادلة درجة دوم
α را به دست آورید. β β2 3- 2 + 4 حاصل 

y و خط  x x= -2 + +1 3. مســاحت ســطح محصور بین نمودار 
y را به دست آورید. x= +2
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y در شکل1 داده شده است. f (x)= 4. نمودار تابع درجة دوم 

الف( صفر هاي تابع f را به دست آورید.
f را حل کنید. (x) f (x)− + = 2 7 6 ب( معادلة 

f

3

-1

-2

     شکل      1

y تعیین کنید که مجموع فاصله هاي آن ها  x= 2 5. نقاطي روي خط
تا مبدأ مختصات و نقطة )4وA)2 برابر 5 باشد.

} است.  }− 1 ، مجموعة  xf (x)
x ax b

+
=

+ +2
2 6. دامنة تابع گویاي

مقادیر a و b کدام اند؟

 باشــد، نمودار تابع 


f با دامنة  ( x) f ( ) x x− + = − +22 4 7. اگر 
f را رسم کنید. (x)

 { }y max x, x= 2 8. تابع f بــا دامنة مجموعة اعداد حقیقي به صورت 
تعریف شــده اســت. این تابع را به صورت یک تابع چندضابطه اي 

بنویسید و نمودار آن را رسم کنید.

حسابان  2
(پایة یازدهم ریاضی(

آزادبه حسين فرزان

y به صورت شــکل 1 باشــد، نمودار تابع  f (x )= +1 1. اگر نمودار 
y در چه بازه اي ثابت نیست؟ f ( x )= − +2 3

-1-2 2
1

2

3

y

x

, را پیدا  
  

3 1
4

cos در  x cos x+ =
224 4 3 2. همة جواب هاي معادلة 

کنید.

n را  ≥ 3 ، با فرض 
n

i
sin ix n

=
=∑

1
3. مجموعه جواب هــاي معادلة 

مشخص کنید.

f متناوب نیست. (x) sin x= 2 4. ثابت کنید تابع 

5. در تابع چندجمله اي از درجة n، آیا مي توان گفت که نمودار تابع به 
 n ها را قطع مي کند؟ براي مراتب بالاترx همواره محور n = 3 ازاي 

چه نتیجه اي مي توان گرفت؟

x مجموع ضرایب خارج  x بر 1+ x x+ + −15 3 2 6. در تقســیم 11
قسمت تقسیم را مشخص کنید. 

هندسة 3
(پایة دوازدهم ریاضي(

حسين کريمی

 : A − 
=  − 

3 6
1 2

1. با فرض

الف( حاصل A1399 را به دست آورید. 

، چه  شــرطی  a b
A

c d
 

=  
 

ب( در ماتریس غیرصفر و غیرهمانی

 .An=A :بین درایه ها برقرار باشد تا داشته باشیم

، حـــاصل A2 را بـه دست  cos sin
A

sin cos
θ − θ 

=  θ θ 
2. با فـــرض 

آورید. در مورد An چه حدسی می زنید؟ 

 a b
C

c a d b
 

=  − − 4 4
و  a b

A
c d
 

=  
 

،
a b a

B
c d c

+ 
=  + 

3
3     

3.  با فرض

| را به دست آورید. چه نتیجه ای را حدس  C | و  | A | ، | B مقادیر|

می زنید. 
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 a b
A

c d
 

=  
 

4.  شرط برقراری خاصیت جابه جایی ضرب دو ماتریس

m را به دست آورید.  n
B

p q
 

=  
 

و 

دهیــد:  نشــان  B  
=  
 

2 1
8 5

و   A  
=  
 

3 5
2 4

فــرض  بــا    .5

A) درست  B) A B− − −+ = +1 1 1 A) آیا  B) B A− − −× = ×1 1 1

است؟ 

6.  نشان دهید که دستگاه زیر، فاقد جواب منحصر به فرد است. معین 
کنید در چه شــرایطی بی شمار جواب دارد و در چه شرایطی فاقد 

جواب است.
x y z a
x y z b
x y z c

− + =
 + + =
 + + =

2 3
2

7 4 9

آمار و احتمال  و  ریاضیات گسسته
(پایة یازدهم و دوازدهم ریاضی(

حميدرضا اميري

 r ارزش نادرســت داشــته باشد، و نیز q گزاره اي درســت و p 1. اگر
گزاره اي دلخواه باشــد، ارزش هر یــک از گزاره هاي زیر را تعیین 

کنید.

(الف (p q) r⇔ ⇒   
(ب (q r) p⇒ ⇔

(ج (q p) (p r)∧ ⇒ ⇔

(د ( q r) ( p r)∨ ⇔ ∧ 

2. با استفاده از قوانین بین مجموعه ها )جبر مجموعه ها(، درستي هر 
یک از تساوي هاي زیر را بررسي کنید )در صورتي که تساوي برقرار 

نیست، مثال نقض بزنید(.

(الف A (B C) (A B) (A C)− ∩ = − ∩ −  
(ب A (B C) (A B) (A C)∩ − = ∩ − ∩  
(ج (A B) (A B) (A B) (B A)∪ − ∩ = − ∪ −  

A×φ = φ 3. با استفاده از روش برهان خلف ثابت کنید: 

4. اشکالي در اثبات ادعاي زیر وجود دارد. آن را مشخص کنید:

ادعا: هیچ عدد اول و بزرگ تر از 50 میلیون وجود ندارد.
n و زوج باشد، نتیجه مي گیریم  > 5        حالت اول: اگر 

اول نیست. )چرا؟(
حالت دوم: اگر n فرد باشــد و بزرگ تــر از 50 میلیون، در این 
b هر دو  a< <

nb و  −
=

1
2

na و  +
=

1
2

صــورت داریــم: 
 . n a b= −2 2 عددهاي صحیح هستند )چرا؟( و مي توان نوشت: 
 n که این تجزیه نشــان مي دهد که n (a b)(a b)= − + یعنــي: 

اول نیست!

5. اگر در یک ســال، هفدهم تیرماه سه شــنبه باشد، دوم فروردین 
همان سال چه روزي از هفته بوده است؟

6. اگر x عددي فرد باشــد، جواب هاي عمومي معادلة هم نهشتي زیر 
را به دست آورید:

x x x+ + ≡
8

4 24 11 13 15

n ثابت کنید: na | b a | b⇒ 7. با فرض اینکه 
m nm,n N,m n,a | b a | b∀ ∈ > ⇒
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  راهنماى 
حل مسائل

پاسخ مسائل  

حل رياضي 1
. بنابراين: (A B) A B′ ′ ′=  A و  B A B′− =  1. مى دانيم:  

B A B A (A B)′ ′ ′ ′− = = 
A و همـين طور B A B (A B)′ ′ ′ ′− = = 

n(A را به دست آوريم و از آن متمم بگيريم. B) پس كافى است 
n(A B) n(A) n(B) n(A B)= + − = + − =2 22 4 34 

n((A B) ) n( (A B))′ = − = − =4 34 6   از طرف ديگر:              
n(A B) n(B A)′ ′− + − = + =6 6 12 پس:                                      

. n
na +
+ = 1
1 3 n و 

na +
+ = 2
2 3 ، بنابراين:  n

na = 3 2. چون داريم: 
n n n n n( )+ +− − × = − − = × =2 13 3 6 3 3 9 3 6 3      در نتيجه:               

. ma = 26244  ، na = 324  ، a =1 12 3. فرض مى كنيم: 
m n m n m nm

n

a r r r
a

− − −= ⇒ = ⇒ =
26244 81
324

، دو حالت در نظر مى گيريم: = =4 281 3 9 چون: 

rm n

rm n

m
) r m n

n

m
) r m n

n

=−

=−

=
= → − = →  =

=
= → − = →  =

34

92

7
1 3 4

3
4

2 9 2
2

: a =1 12  ،  r = 3 :در حالت اول داريم
, , , , , , ,12 36 1 8 324 972 2916 8748 26244

, , , ,12 1 8 972 8748 78732
            : a =1 12 و حالت دوم داريم r = 9 و 

كه حالت دوم قابل قبول نيست، زيرا جمله هاى 324 و 26244 در آن وجود 
ندارند.

a و  b c+ + =13 4. اگــر b ،a و c آن ســه عــدد باشــند، در اين صــورت: 
. از طرف ديگر: c + 8 و b + 7 و a + 2 تشــكيل دنباله حســابى  b a c= ×2

مى دهند؛ يعنى:
(b ) a c a b c+ = + + + ⇒ − + =2 7 2 8 2 4

در اين صورت يك دستگاه سه معادله و سه مجهول داريم:
a b c
a b c

b a c

 + + =


− + =
 = ×

2

13
2 4

كه اگر رابطة 2 را از 1 كم كنيم، مقدار b = 3 به دست مى آيد. پس:
a c
a c
+ =

 × =

1
9


a و دو دنباله به صورت 9, 3 , 1 و 
c
=

 =

9
1

a و يا 
c
=

 =

1
9

كــه در اين صورت: 

يا 1, 3, 9 به دست مى آيد.

cot x
sin x

= + 2
2
1 1 tan و  x

cos x
= + 2

2
1 1 5. مى دانيم:                        

tanبنابراين: x cot x cot x
tan x tan x cot x tan x cot x
+ +

−
+ + + + −2 2 2 2
1
1 1

، پس در مخرج كسر اول به جاى عدد 1 مساوى  tan x.cot x مى دانيم: 1=
آن را مطابق فرمول گفته شده قرار مى دهيم و در كسر دوم صورت و مخرج كسر 

را در tan x ضرب مى كنيم:
tan x cot x (cot x) tan x

tan x.cot x tan x tan x ( tan x) tan x
( tan x cot x)

tan x(cot x tan x ) tan x( tan x)

tan x tan x( tan x)

tan x tan x
tan x( tan x) tan x( tan x)

sin x
tan x sin x.coscos x
tan x

cos x

+ +
−

+ + +
+ +

−
+ + +

= −
+

+ −
= =

+ +

= = =
+

2 2

2

2

2 2

2 2

2

2

2

1
1

1 1
1 1

1 1
1

1 1
1 1

11
x sin x.cos x

cos x
=

6. وقتى مى گوييم رابطه اى بين a و b وجود داشــته باشد، به اين معناست كه 
نسبت هاى مثلثاتى α وجود نداشته باشد. مانند دستگاه دو معادله و دو مجهول 

عمل مى كنيم و مقدار sinα و cosα را بر حسب a و b به دست مى آوريم:
sin cos a
sin cos b

α + α =
 α − α =

1
2

a bsin a b sin

a b cos a

+
+ α = + ⇒ α =

+
→ + α =1

2
2

2
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a b a bcos a cos+ −
α = − ⇒ α =

2 2

، پس: sin cosα + α =2 2 از طرف دیگر می دانیم: 1
a b a b( ) ( )

(a b) (a b)

(a b) (a b)

+ −
+ = ⇒

+ −
+ = →

+ + − =

2 2

2 2

2 2

1
2 2

1
4 4

4

طرفین را در 4
 ضرب می کنیم

. a b+ =2 2 2 که پس از ساده کردن داریم: 

sin x sin x cos x sin xsin x
cos x cos x
cos x cos x sin x cos xcos x
sin x sin x

sin x(sin x cos x sin x)
cos x(cos x sin x cos x)

sin x(cos x ) ( cos x)tan x
( sin x)cos x(sin x )

+
+

=
+

+

+
=

+

+ +
= =

++

2
2

2
1 1

11

                                     .7

cos و  x+ ≥1 0 ، پس:  sin x− ≤ ≤1 cos و 1 x− ≤ ≤1 1 از طرف دیگر: 
، یعنی عبارت بالا همواره مثبت است. sin x+ ≥1 0

حل حسابان 1
1.  در قرارداد )الف(، فرد براي 64 روز کاري 640 میلیون ریال دریافت مي کند.

در قرارداد )ب(، دریافتي هاي فرد دنباله اي هندســي با قدر نسبت 2 و تعداد 
جملات 64 مي سازد که مجموع دریافتي ها برابر است.

nq
q

64
641- 1-2= = 2 -1

1- 1-2
عدد 264 عدد بزرگي است. در مقام مقایسه داریم:

<
< < <

>

⇒ ⇒

1

3 1 3 6 18 64

18
11 1

6

1 2 =1024
1 2 (1 ) 2 8 ×1 2
8 ×1 1= ×1 1
64 ×1 8



 



 

  



 



و این بدان معني است که در قرارداد )ب(، فرد حداقل ده میلیارد برابر حالت 
)الف( دستمزد مي گیرد!

 .) x ≠  ضرب مي کنیم )واضح است که x را در x x+ − = 2 2 4 2.  طرفین معادلة 
x x x3 2= -2 + 4 x و از آنجا  x =3 2+ 2 - 4  داریم:                                   
 .β β β3 2= -2 + 4 از آنجا که ß یک جواب معادله درجة دوم مفروض است، پس: 
β کنیم، حاصل  β2-2 + 4 α عبارت ß۳ را جایگزین  β β3 2- 2 + 4 حال اگر در رابطة 
Sα و  +β = = −2 α خواهد بــود. با فرض  β+3 3 عبــارت حکم مــورد نظر 

pαβ داریم: = = −4

s ps ( ) ( )( )α +β = − = − − − − = −3 3 3 33 2 3 4 2 32

3. ریشه هاي عبارت هاي داخل قدر مطلق ها را به دست مي آوریم. ضابطة تابع را 
به صورت یک تابع چندضابطه اي مي نویسیم.

-1 2

3

 y=2x-1

C
A

B H

x x <
f (x) x

x x >

  
  = ≤ ≤  
  
  

-2 +1 -1
3 -1 2
2 -1 2

ناحیة محصور، مثلث ABC در شکل 2 خواهد بود. کافي است طول قاعدة 
AB را در ارتفاع وارد بر آن، یعني CH به دست آوریم:

A

B

ABC

y x
A : x

y

y x
B : x

y
AB

y x
C : x , y CH

y x

S

= + 
⇒ = = 

= − 
⇒ = = 

=

= + 
⇒ = = ⇒ = = − 

=

2
1

3
2 1

2
3

1
2

3 5 5 - 3 = 2
3 1

2×1 =1
2

                                      واحد سطح

. چون نمودار محور y ها را در  f (x) ax bx c= + +6 3. الف( فرض کنیم: 
y =3 قطع کرده است، پس c=3. از طرف دیگر، نقطة )1- و 2-( رأس سهمي 

است. پس در معادلة سهمي صدق مي کند و داریم:
a b a b

bx b a
a

a a a , b

f ( ) x x
f (x) x , x

− = − + ⇒ − = − 

−

= = − ⇒ = 
⇒ − = − ⇒ = =

= + +
= ⇒ = = −

6

1 4 2 2 2 2

2 4
2

2 4 2 1 4
1 4 2

0 1 2

طول نقطة رأس سهمي

ب( 
(f (x) )(f (x) )

f (x) x x x x

f (x) x x x x

x

x

− − =

 = ⇒ + + = ⇒ + − = ⇒  
= ⇒ + + = ⇒ + + =  

 − ±
= = − ±  ⇒  
− ± = = − ±  

6 6

6 6

6 1 0

6 4 2 6 4 2 0
1 4 2 1 4 2 0

4 28 2 7
2

4 8 2 2
2
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.: M(a , a)2 y در نظر مي گیریم. پس  x= 2 4. نقطة دلخواه M را روي خط 
OM AM+ = 5 حال باید داشته باشیم: 

( a) ( a) ( a) ( a)

| a | | a | | a | | a |

− + − + − + − =

+ − = ⇒ + − =

6 6 6 60 0 2 2 4 2 5

5 5 2 5 2 5

.: a = ±
51
2

داریــم  فــوق  قدرمطلقــي  معادلــة  حــل  از  پــس 
در نتیجه:

M( , ), M ( , )′− − + +
5 51 2 5 1 2 5
2 2

مسئله دو جواب دارد.

6. مخرج کسر فقط یک ریشه برابر 1 دارد. پس مخرج مربع کامل است و 
باید به صورت x-1(2( و یا  2)k)x-1  باشد. از طرف دیگر، ضریب x2 در مخرج 
.  x ax b (x )+ + = −6 61 برابر یک است. پس: k=1 و باید داشته باشیم: 

.b =1 و a =2  :در نتیجه

.  f (x) f ( ) x x+ = − +62 4 7. اگــر x را بــه x- تبدیــل کنیــم، داریــم: 
کافي است )f)2 را محاسبه کنیم. با فرض x=2 داریم:

f ( ) f ( ) f ( )+ = − + ⇒ = −2 2 16 2 2 7
y

x

7

f (x) x x− = − +67 4 با جایگزیني داریم: 

 f (x) x x= − + +64 7 و در نتیجه

نمودار تابع f یک ســهمي به صورت شکل 3 است. )توجه کنید که رأس 

( است.( ,1 113
8 16

سهمي نقطة )

 . x x<6 >x ، آن گاه: < x و اگر: 1 x≥6 x ، آن گاه:  8. اگر: 1≤
 . x x≥6 x ، آن گاه: ≤0 و اگر:

x x
f (x) x x

xx

  ≥ 
  = < <  
  ≤  

6

6

1
0 1

0

1

 y=x2

حل حسابان 2

y را رسم مي کنیم. f ( x )= − +2 3 1. نمودار تابع 
، ابتدا نمودار  y f (x)= y براساس نمودار تابع  f (ax b)= + براي رســم تابع 
f را با انبساط یا انقباض طولي رسم  (ax b)+ و ســپس نمودار  y f (x b)= +

y راه حل زیر را انجام مي دهیم: f ( x )= − +2 3 مي کنیم. بنابراین براي رسم تابع 
الف( نمودار داده شده را یک 
به واحد به سمت راست منتقل 
f به  (x) مي کنیــم تا نمــودار 

دست آید.
 y f (x )= + 3 نمــودار  ب( 
را بــا انتقال نمــودار f به اندازة 
3 واحد به ســمت چپ رســم 

مي کنیم.
ج( بــا قرینه کــردن نمودار 
نســبت به محور yهــا، نمودار 
مشــخص  را   y f ( x )= − + 3

مي کنیم.
د( بــه کمک انقبــاض افقي 
نمــودار، یعنــي تقســیم تمام 
عددهاي 1- و 2و4 بر 2، نمودار 
y مشخص مي شود. f ( x )= − +2 3

,  ثابت نیست. −  

1 2
2

y در بازة  f ( x )= − +2 3 بنابراین نمودار تابع 

: cos x cos x= −22 2 2. با توجه به رابطة 1

cos x

cos x cos x

t

cos x cos x

t t t

t cos x

cos x cos x k

−

=
+ = ⇒ + − = ⇒ = −

= ⇒ = − ⇒ = ⇒ = ⇒

π π
= ⇒ = π±

2 2

2

2 2

2 1 2
1

4

2
2

2 2

14 4 3 3 0 6
4

12 4 6 4 2
2

4 4

. π
< <

3 1
4 4

, است، زیرا:  
  

3 1
4

x تنها جواب معادله در  π
=

4
بنابراین، 

sin x sin x ..... sin nx n+ + + =2                                                 .3

x k ( )
sin x
sin x x k ( )

kxsin nx n n

π = π+
= 

 π= = π+ 
  ⇒ → 
 
 

π π 
= += 




2 1
21

2 1 2
4

2
1 2











 اشتراك ميان
جواب ها

2kπ + π
2
kπ + π

4

با توجه به آنکه 1 و 2 اشتراک ندارند، پس معادلة فوق جواب ندارد.

-1-1 21

1
2

3 4

y

x

-1

-1
-2-4 1

1
2

y

x

-1-1 2
11

2

4

y

x

-1-1 21

2

y

x
1
2
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ك سالانه مجلات عمومى رشد (هشت شماره): 900/000 ريال
 هزينة اشترا

ك سالانه مجلات تخصصى رشد (سه شماره): 450/000 ريال
 هزينة اشترا

  نشانى: تهران، صندوق پستي امور مشتركين: 15875-3331
 تلفن امور مشتركين: 490116 88  , 021-88867308 
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ت  در خواستى:
 عنوان مجلا

 نام و نام خانوادگى:................................................................
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صيلا

 ميزان تح
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 تلف

ستى:  ................................................................
شانى كامل پ

 ن
ن:................................... 

ستا
شهر

ن:................
ستا

ا

خيابان: .................................................................... 
ستى: ..........................................

كدپ
ك: ...................

پلا

ش بانكى:....................................................................
شمارة في

مبلغ پرداختى:................................................................

ك خود را بنويسيد:
ك مجله رشد بوده ايد، شمارة اشترا

 اگر قبلاً مشتر
  

   
               

ضا:
                                     ام

ت رشد:
ك مجلا

نحوة اشترا
ت نام 

w و ثب
w

w.roshdm
ag.ir شاني

ت رشد به ن
ف) مراجعه به وبگاه مجلا

ال
ش و خريد از طريق درگاه الكترونيكي بانكي.

ت و سفار
در ساي

ت، شعبة 
ك تجار

ب 39662000 بان
سا

ك به شماره ح
ب) واريز مبلغ اشترا

ش بانكي به 
ت، و ارسال في

س
ت اف

ش كد 395 در وجه شرك
سه راه آزماي

ت سفارشي يا از طريق دورنگار به 
س

ك با پ
گ تكميل شدة اشترا

همراه بر
شمارة 88490233 -021.

IR  180180000000000039662000
شمارة شبا:                          

....................................................................

........................................................................

ش توليد
سال جه

شويد
شنا 

شد آ
 با مجله هاى ر

ستانى 
ش آموزى دب

مجله هاى دان
شوند:

شر مى 
صيلى منت

سال تح
شماره در 

ت ماهنامه و نه 
صور

به 

شــجومعلمان، 
شــد بــراى معلمــان، دان

صــى ر
ص

مجله هــاى عمومــى و تخ
شوند.

شر مى 
ش تهيه و منت

ش وپرور
ت آموز

ســان وزار
شنا

و كار

شــانى: تهران، خيابان ايرانشــهر شــمالى، ســاختمان شــمارة 4 
 ن

ك 266. 
ش، پلا

ش وپرور
                آموز

ن و نمابر:  88301478 ـ 021
 تلف

w
w

w.roshdm
ag.ir  :وبگاه 

  رشد فناوري آموزشى 
ش ابتــدايى 

 رشد آمـوز
ش خانواده

  رشد آموز
  رشد معلم 

 رشد مدرسه فردا  

سال
گ 

صى بزر
ص

مجله هاي تخ

ش ابتدايى
ستاني و پاية اول دورة آموز

ش دب
ش آموزان پي

ى دان
برا

ش ابتدايى
ى دوم و سوم دورة آموز

ش آموزان پايه ها
ى دان

برا

ش ابتدايي
ش آموزان پايه هاى چهارم، پنجم و ششم دورة آموز

براى دان

ش متوسطه
ش آموزان دورة اول آموز

براى دان

ش متوسطه 
ش آموزان دورة اول آموز

براى دان

ش متوسطه
ش آموزان دورة دوم آموز

ى دان
برا

ش متوسطه
ش آموزان دورة دوم آموز

ى دان
برا

سطه
ش آموزى متو

مجله هاى دان
شوند:

شر مى 
صيلى منت

سال تح
شماره در 

ت 
ش

ت ماهنامه و ه
صور

به 

سال
گ 

مجله هاى عمومى بزر
شوند):

شر مى 
صيلى منت

سال تح
شماره در هر 

ت 
ش

ت ماهنامه و ه
صور

 (به 

: شوند
شر مى 

صيلى منت
سال تح

شماره   در 
سه 

صلنامه و 
ت ف

صور
به 

ش تاريخ 
 رشد آموز

ستانى
ش دب

ش پي
 رشد آموز

ف اسلامي 
ش قرآن و معار

 رشد آموز
ش رياضى  

 رشــد آمــوز
ش جغرافيا 

 رشــد آمــوز
ت بدنى 

ش تربي
 رشــد آمــوز

ش زبان هــاي خارجــي 
 رشــد آمــوز

ب فارســى 
ش زبــان و اد

 رشــد آمــوز
ش علوم اجتماعى 

 رشــد آموز
ش شيمى 

 رشد آموز
ت شناسى 

س
ش زي

 رشــد آموز
ك 

ش فيزيــ
 رشــد آمــوز

ش 
ى و كاردانــ

ش فنى و حرفــه ا
 رشــد آمــوز

 رشــد برهان متوسطه دوم 
ش هنر 

 رشــد آموز
شــاور مدرســه 

ش م
 رشــد آموز

ت مدرسه  
 رشد مديري

ش متوسطه
ش آموزان دورة دوم آموز

ى دان
برا

4. با توجه به تعریف تابع متناوب 
f fT , x D , x T D ,f (x T) f (x)∃ > ∀ ∈ ± ∈ ± =

f را برقرار کند: (x T) f (x)± = T باشیم که معادلة  >  باید به دنبال 

sin(x T) sin x (x t) x
t

x t tx x t tx
t x

t x t x

± = ⇒ ± =
=

⇒ + ± = ⇒ ± =
≠ =

⇒ = = −

2 2 2 2 2

2 2 2 22 2
2

2 2








یا



غ ق ق

با توجه به آنکه t برحســب x به دست مي آید، نمي تواند تابع متناوب باشد. 
بنابراین این تابع متناوب نیست.

n n

n n
f (x) ax ax .... a x a−

−
= + + + +1

1 01
5. هر تابع به صورت                            

n داریم: = 3 را یک چندجمله اي از درجة n مي نامند. در حالت 
f (x) a x a x a x a= + + +3 2

3 2 1 0

 اســت و تابع بــه ازاي همة مقادیر حقیقي 


با توجه به آنکه دامنة تابع 
تعریف مي شود:

، مقــدار تابع  a >3  اگر 
به ازاي مقادیر بسیار بزرگ، 
مثبت و به ازاي مقادیر بسیار

 a <3 
 کوچک منفي است. پس نمودار تابع باید از محور xها عبور کند. براي

نیز اثبات به همین صورت برقرار است.
همین استدلال را براي هر مقدار n فرد مي توان در نظر گرفت. )؟(

6. با توجه به قضیة تقسیم:

x

x x x (x )Q(x) R

R R

x x x (x )Q(x)

=−

+ + − = + +

⇒ − − − − = + ⇒ = −

⇒ + + − = + −

15 3

1

15 3

2 11 1

1 1 2 11 15
2 11 1 15



براي آنکه در یک چندجمله اي مجموع ضرایب را مشخص کنیم، باید به 
x را قرار دهیم. )چرا؟( جاي x مقدار 1=

x
Q( ) Q( )

=
⇒ + + − = − ⇒ =
1

1
1 1 2 11 2 1 15 1 4 بنابراین:                         :

حل هندسة 3

A A
− − − − + −       

= × = = =       − − − − + −       
2 3 6 3 6 9 6 18 12 3 6

1 2 1 2 3 2 6 4 1 2
   .1

 .An=A آنگاه ، ad bc
A

a d
=

=  + = 1
a  داشته باشيم:  b

A
c d
 

=  
 

اگر در 

cos sin sin .cos cos sin
A

sin cossin .cos sin cos

 θ − θ − θ θ θ − θ 
= =   θ θθ θ − θ+ θ    

2 2
2

2 2

2 2 2
2 22

                      .2

n cos(n ) sin(n )
A

sin(n ) cos(n )
θ − θ 

=  θ θ 

| A | ad bc, | B | ad ac bc ac ad bc= − = + − − = −3 3                          .3
| C | ad ab bc ab ad bc | A | | B | | C |= − − + = − ⇒ = =4 4

هر گاه در يک ماتريس مربعی، مضربی از يک ستون (سطر) را به ستون (سطر) ديگر اضافه 
کنيم، مقدار دترمينان تغيير نمی کند. 

.4bp nc
b c a dA B B A n(a d) b(m q)
n p m q

p(a d) c(m q)

=
 −× = × ⇒ − = − ⇒ = =

−
− = −

c a db n ,
p m q
b a dc p ,
n m q
b ca d m q ,
n p

−
= ⇔ = =

−
−

= ⇔ = =
−

= ⇔ = =

 

 

a3 > 0

y

x
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حل آمار و احتمال و رياضيات گسسته
p) و گزارة داده‌شــده به انتفاي مقدم  q) F⇔ ≡ ، پس:  p ≡q 1. الف( چون 

همواره درست است.
، گزارة داده شــده  p T≡ q) و چون  r) F⇒ ≡ ، پس:  q F≡ ب( چــون 

نادرست است.
q) و لذا گزارة داده‌شده )به انتفاي مقدم(  p) F∧ ≡ ، پس:  q F≡ ج( چون 

همواره درست است.
پــس:   ، p F≡ چــون:  و   ( q r) T∨ ≡ پــس:   ، q T≡ چــون د( 

) و گزارة داده‌شده نادرست است. p r) F∧ ≡

، { }A , ,...,= 1 2 7 2. الف( تســاوي داده‌شــده برقرار نيســت. با مجموعه‌هاي
} مي‌توانيد مثال نقض ارائه كنيد. }C , ,= 4 5 6 } و }B ,= 3 4

ب( تساوي برقرار است:

[ ]

[ ]

'

' ' ' '

' '

'

(A B) (A C) (A B) (A C)

(A B) (A C ) (A B) A (A B) C

(B A) A A (B C )

B (A A ) A (B C)

A (B C) A (B C)
φ

∩ − ∩ = ∩ ∩ ∩ =

   ∩ ∩ ∪ = ∩ ∩ ∪ ∩ ∩   
   = ∩ ∩ ∪ ∩ ∩   
 

= ∩ ∩ ∪ ∩ − 
  

= φ∪ ∩ − = ∩ −



ج( تساوي برقرار است: 

(A B) (A B) (A B) (A B)
(A B) (A B )
[(A B) A ] [(A B) B ]
[(A A ) (B A )] [(A B ) (B B )]

(B A ) (A B ) (B A) (A B)
(A B) (B A)

φ φ

′∪ − ∩ = ∪ ∩ ∩
′ ′= ∪ ∩ ∪
′ ′= ∪ ∩ ∪ ∪ ∩

′ ′ ′ ′= ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩

′ ′= ∩ ∪ ∩ = − ∪ −
= − ∪ −

 

        (A B) (A B) (A B) (A B)
(A B) (A B )
[(A B) A ] [(A B) B ]
[(A A ) (B A )] [(A B ) (B B )]

(B A ) (A B ) (B A) (A B)
(A B) (B A)

φ φ

′∪ − ∩ = ∪ ∩ ∩
′ ′= ∪ ∩ ∪
′ ′= ∪ ∩ ∪ ∪ ∩

′ ′ ′ ′= ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩

′ ′= ∩ ∪ ∩ = − ∪ −
= − ∪ −

 

,x) كه بنا به تعريف ضرب  y) A∈ ×φ ، پس داريم:  A×φ ≠ φ 3. فرض كنيم: 
y∈φ تناقض اســت. لذا فرض خلف باطل و  y∈φ كه  x و  A∈ دكارتي بايد 

حكم برقرار است.

. لذا عدد n به  n na b + −   − = − = =   
   

1 1 2 1
2 2 2

4. در ايــن اثبات همواره داريم: 
n تجزيه مي‌شــود كه تجزيه‌اي است بديهي براي هر عدد  (a b)= + صورت 1×

P تجزيه شوند. P= طبيعي و عددهاي اول نيز مي‌توانند به صورت 1×

5. ابتدا جدول مربوط به روزهاي هفته با فرض متناظر كردن سه‌شــنبه با عدد 
صفر را تشــيكل دهيم. پس از محاسبة اختلاف دو روز داده‌شده )هفدهم تير و 
دوم فروردين( و پيدا كردن باقي‌ماندة تقســيم اين عدد بر 7، از روز سه‌شنبه به 

عقب بر‌مي‌گرديم تا به روز متناظر با باقي‌ماندة به‌دست‌آمده برسيم.
                     تير          خرداد      ارديبهشت   فروردين

108= 17  +   31   +   31   +   29  = اختلاف دو روز
جپچسديش
3210654

≡
7

107 3

و چون عدد 3 متناظر با شنبه است، پس دوم فروردين شنبه بوده است.

x يا  k= +2 8 1 . پس:  ( k )+8 1 6. مي‌دانيم مربع هر عدد فرد به اين شكل است: 
 . x ≡

8
2 1

x )طرفين به توان 2 رسيده( و داريم: ≡
8

4 بنابراين: 1

 m n
m n n m n m n n n na | b b a q a (a q ) a q a | b a | b

>
−⇒ = = × = ⇒ ⇒1 2

فرض                .7

x x x x ,

x x x x

+ + ≡ ⇒ × + × + ≡

≡− ⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ − ⇒ ≡− ⇒ ≡−

8 8
4 2

15
8 8 8 8 8 8

4 11 13 1 4 1 11 1 13 1

15 1 13 11 3 13 3 16 13 13 1

 


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ابوعلى حبوبى خوارزمىتاريخ

تأليفات حبوبى
علم  فى  التجنيس  و  «الاستقصاء  كتاب  نويسندة  حبوبى 
حـساب» اسـت. او در اين كتاب به زبان عربى به كاربرد حساب 
خطأين و جبر در حل مسائل مربوط به وصايا پرداخته است. از 
اين كتاب يك نسخه كه يكى از كـهن تـرين كتـاب ها در مقولة 
جبر و مقابله اسـت، در آستان قدس و يك نسخه در دانشگاه 

آكسفورد شناخته شده است.
***

مى گويـد:  كتـاب  الاسـتقصاء  مقدمـة  در  ابوعلـى حبوبـى   
«برتريـن علـوم شـرعى پـس از شـناخت خداونـد متعـال، 
دانـش و احـكام شـرايع اسـلام و به ويـژه علم مسـائل مقدره 
اسـت كه شـامل دو دانش مى شـود: نخسـت دانش احكام از 
حظـر و اباحـه، فسـاد و صحت، و ديگر علم رياضيات شـامل 

جبـر و مقابلـه و اعمال هندسـى.»
***

موسى  محمدبن  المقـابلة  و  الـجبر  كتـاب  به  حبـوبى 
خوارزمى توجه خاص داشته و در برخى از موارد به اشكالات 

آن اشاره كرده است.
حبوبى كتاب الاستقصاء و التجنيس را تقريباً به سبك كتاب 
الجبر و المقابلة محمدبن موسى خوارزمى نوشته است؛ با اين 
تفاوت كه در الاستقصاء تعداد مثال ها اندك است و هر مثال با 

روش هاى گوناگون حل شده است.

روش به دست آوردن عددهاي تام
از طريق مبناي 2

عليرضا پوئيد 
 دبير رياضي ناحيه ۳ شيراز

مي دانيم هر عدد طبيعي 
كه مساوي مجموع مقسوم عليه هاي 

مثبت و كوچك تر از خودش باشد، تام 
است؛ مانند: 6، 28، 496 و ... .

اگر عددهاي تام را به مبناي 2 تغيير مبنا 
دهيم، مشاهده مي شود كه:

الف. تعداد صفرها يك واحد كمتر از يك هاست.
ب. تعداد يك ها دنبالة عددهاي اول است.

6=11٠
28=111٠٠

496=11111٠٠٠٠
8128=1111111٠٠٠٠٠٠

2٠96128=11111111111٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
3355٠336=1111111111111٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
8589869٠56=11111111111111111٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
137438691328=
35184367894528=
اگر عددهاي فوق را به ترتيب از مبناي 2 به صورت زير به مبناي 1٠ تغيير 

مبنا دهيم، داريم:
6=2×3=(21)(1-22)= جملة  اول
28=4×7=(22)(1-23)= جملة  دوم
496=16×31=(24)(1-25)= جملة سوم
عدد (2n-1) اول است     (2n-1)(2n-1)= جملة عمومي

سؤال: آيا تمامي عددهاي تام به ترتيب به اين روش قابل توليد هستند؟

ابوعلى حسن بن حارث حبوبى خوارزمى،  رياضى دان حكيم، قاضى و دانشمند ايرانى نيـمة 
دوم قـرن چهارم قمرى است. از زندگانى  ابوعلى اطلاعات چندانى در دست نيست.

براساس برخى شواهد و قراين، مانند نامه نگارى هايش با ابوالوفا بوزجانى، و ذكر اثبات هايى 
از ابوعلى حبوبى در كتاب «استخراج الاوتار» ابوريحان بيرونى، به احتمال زياد دورة فعاليت 

علمى ابوعلى حبوبى نيمة دوم قرن چهارم بوده است.

نظردهندگان دربارة كارهاى ابوعلى حبوبى و متأثران از او
 غياث الـدين جمشيـد كاشـانى در كتـاب «مفتـاح الحساب» 
طريقه اى از ابوعلى حبوبى در حل مسائل حساب فرايض، در 

ضمن سه مثال، آورده است.
 ابونصر عـراق در رسـالـة «معرفه القسى الفلكيه» از ابـوعلى 

ياد كرده است.
 ابوريحان بيرونى در رسالة «استخراج الاوتار» حل دو مسئلة 

هندسى را از ابوعلى آورده است.
ابـوعلى حـبوبى از ابـوالوفـا بوزجانى دستورى براى محاسبة 
او  بوزجانى جواب  و  بر حسـب اضلاع خواسته  مساحت مثلث 
را  طى رسـالة مخـتصرى داده است. اين دستور به نام «رابطة 

هرون» شناخته مى شود.
اگر b ، a و  c طـول اضـلاع مثلث مفروض ABC باشنـد و 
P نصف محيط مثلث باشد،  در اين صورت از روى محيط مثلث 

مى تـوان بـه كـمك رابطة هرون مساحت آن را به دست داد.
s p(p a)(p b)(p c)= − − −

ابوعلى حبوبى، كشف قضية  به  نامه اى  بوزجانى، در  ابوالوفا 
ايـن موضوع مورد  الـبته  سينوس ها را به خود نسبت داد كـه 
اعتراض ابونصر عراق قرار گرفت. به گفتة آقاى ابوالقاسم قربانى در 
كتاب «رياضى دانان اسلامى»، ظاهر امر اين است كه ابونصر عراق 
و بوزجانى هر يك جداگانه و مستقل به قضية سينوس ها يا شكل 

قضية مغنى كه در مثلثات كروى اهميت فراوانى دارد، رسيده اند.
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