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حرف اول

براي جهش در هر زمينه‌اي به كي ســكوي مناســب نياز داريم. اگر بخواهيم 
در زمينة ورزشــي پيشرفت و جهشــي داشته باشــيم، بايد در آن زمينه فعاليت 
كنيم و ســكويي براي اين پرش و پيشــرفت بسازيم كه مناســب، به‌روز و داراي 
پايه‌هاي قوي و محكم باشــد. اگر بخواهيم در حوزة دانش و تحصيل علم پيشرفت 
چشم‌گير و جهشي داشته باشيم، بايد با تلاش و سختك‌وشي، پيوستگي و استمرار 
در يادگيري، و تمرين و تمركز ســكويي بســازيم تا ما را جهــش دهد و ما را به 
قله‌هاي علم و توليد علم برســاند. اگر بخواهيم در راســتاي تهذيب نفس حركتي 
روبه‌بالا داشــته باشيم نيز بايد از توكل و تقوا ياري جوييم و به كمك رهنمودهاي 

معصومین، ابرار و بزرگان به اين مهم دست يابيم.
عزيزان دانش‌پژوه، مقام معظــم رهبري در كيي از ديدارهاي خود با جمعي از 

جوانان )77/2/7( مي‌فرمايند:
»اگر در كي جملة كوتاه از من بپرســند كه شــما از جــوان چه مي‌خواهيد؟ 
خواهم گفت: تحصيل، تهذيب و ورزش. من فكر ميك‌نم كه جوانان بايد اين ســه 

خصوصيت را دنبال كنند.«
 اگــر اين جملة كوتاه و حيكمانة ايشــان را در كنار نام‌گـــذاري ســال 1399
)سال جهش توليد( قرار دهيم، وظيفة شما جهش و پيشرفت در هـــر سه زمينة 
تحصيل، تهذيب و ورزش اســت كه مي‌تواند رشد و تعالي كشور را در آينده توسط 

شما آينده‌سازان اين نظام مقدس تضمين كند.
ان‌شاءالله مطالب علمي و آموزشي كه در مجله‌هاي رشد، از جمله مجله رياضي 
رشــد برهان متوسطة 2 مطالعه ميك‌نيد، بتواند بخشــي از نيازهاي شما را براي 
ساختن اين سكوهاي جهش تأمين كند و البته ما منتظر پيشنهادها و نظرات شما 

در جهت بهبود مطالب هستيم.

مؤيد و پيروز باشيد ـ سردبير

پرش!سكوي
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آموزشی

H
آموزشی

دانش »هندسه« كيي از پنج استاندارد موضوعي در برنامة درسي اغلب كشورهاي جهان است كه مفاهيم آن بايد از پيش‌دبستان تا 
سال دوازدهم متوسطه، با توجه به سن دانش‌آموزان در هر پاية تحصيلي تدريس شود. اين موضوع اهميت دانش هندسه را نشان مي‌دهد. 

چهار استاندارد موضوعي ديگر عبارت‌اند از: عددها و عمليات؛ جبر؛ اندازه‌گيري؛ آمار و تحليل داده‌ها.
كيي از مهم‌ترين بخش‌هاي هندسه، »مكان هندسي« است. مكان‌هاي هندسي علاوه بر آنكه خود شامل قضيه‌ها و مسئله‌هاي جالبي 
هستند، در بخش‌هاي ديگر هندسه و به‌خصوص در رسم شكل‌هاي هندسي )در ترسيمات هندسي يا ساختمان‌هاي هندسي( نقشي مؤثر 
و تعيينك‌ننده دارند. ساختمان‌هاي هندسي را برخي عنصر اصلي آموزش رياضي و وسيله‌اي نيرومند و قوي براي پرورش استعدادها در 

زمينة هندسه و به‌طور كلي رياضي مي‌دانند كه اين مطلب خود اهميت مكان‌هاي هندسي را بيشتر نمايان مي‌سازد.
اكنون ببينيم تعريف مكان هندســي چيست. نخست به تعريف مكان هندسي نقطه مي‌پردازيم. در اين مورد و به‌طور كلي در مورد 
تعريف هر مكان هندســي، اولين عاملي كه بايد مشخص شود، فضا يا جايگاهي است كه نقطه يا شكل مورد نظري كه مي‌خواهيم مكان 

هندسي آن را تعريف كنيم، در آن قرار دارد. ما اين فضا را )H( مي‌ناميم.

اشاره

محمدهاشم رستمي

❈ تعريف: مكان هندسي نقطه در فضاي )H(، مجموعة نقطه‌هايي از 
اين فضاست كه داراي خاصيت مشتركي باشند، به طوري كه:

1. هر نقطه از فضاي )H( اين خاصيت مشترك را داشته باشد.
2. هر نقطه از فضاي )H( كه اين خاصيت مشترك را دارا باشد، 

به اين مجموعه تعلق داشته باشد.

 ‌‌‌‌براي مثال.   الف( مكان هندسي نقطه‌اي از كي صفحه كه از نقطة 
ثابتي واقع در آن صفحه به فاصلة ثابتي قرار داشــته باشد، كي دايره 
اســت كه آن نقطة ثابت مركز آن دايره و آن مقدار ثابت شــعاع آن 
نشان  C )O,r( را به‌صورت r و به شعاع O دايره اســت. دايره به مركز

مي‌دهند )C حرف اول كلمة »Circle« به معني دايره است(.

مكان 
     هندسي
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 شکل 1  ..........................................................................................
بديهي است كه:

1. اگر M نقطه‌اي دلخواه واقع بر اين دايره باشد، OM=r است.

2. هر نقطة دلخواه N واقع در صفحة اين دايره كه از نقطة ثابت 
O به فاصلة r باشد، روي اين دايره قرار دارد.

ب( مكان هندسي نقطه‌هايي از فضاي سه‌بعدي )R3( كه از نقطة 
 O باشند، كي كره به مركز r واقع در اين فضا به فاصلة ثابت O ثابت

و به شعاع r است.
كره به مركز O و به شعاع r را به‌صورت S(O,R) نشان مي‌دهند 

)S حرف اول كلمة »Sphere« به معني كره است(

M

O
(S)

NN1
N2

r

r

r

 شکل 2  ..........................................................................................

بنابر تعريف روشن است كه:
1. هر نقطه‌اي كه روي اين كره باشــد، از نقطة ثابت O به فاصلة 

r است:
M S(O, R) OM r∈ ⇒ =

2. هر نقطه‌اي از فضاي R3 كه به فاصلة r از نقطة ثابت O باشد، 
روي كرة )S( قرار دارد:

ON r M S(O, r)= ⇒ ∈

 نكته.  به طوري كه ديده مي‌شود، مكان هندسي نقطه‌اي كه از كي 
 ،R2 نقطة ثابت واقع در كي صفحه به فاصلة ثابتي باشــد، در فضاي

كي دايره و در فضاي R3 كي كره است.

همين، مكان هندسي در فضايي ديگر، شكل ديگري خواهد بود. 
مكان هندسي را در برخي از كتاب‌ها، »مشخص‌ساز« ناميده‌اند.

اكنون مي‌توانيم تعريف كلي‌تري از مكان هندسي نقطه را بياوريم:
❈ تعريف: مكان هندسي نقطه‌هايي از فضاي )H( كه داراي خاصيت 

)α( باشند، شكل )f( است، هرگاه:
1. هر نقطه از شكل )f( داراي خاصيت )α( باشد.

2. هر نقطه از فضاي )H( كه خاصيت )α( را دارا باشــد، متعلق 
به شكل )f( باشد.

 در تعريــف بــالا، اگــر فضــاي )H( صفحــة R2 و خاصيــت 
( بــه كي فاصله بــودن نقطه‌ها از كي نقطة ثابت باشــد، مكان  a (

هندسي كي دايره است.

تمرین

با انتخاب فضاي )H( و خاصيت )α( مكان‌هاي هندسي 
را كــه مي‌شناســيد تعريف كنيد؛ ماننــد عمودمنصف كي 

پاره‌خط و نيم‌ساز كي زاويه.

تمرین

اگر فضاي )H( كي خط راست باشد، مكان‌هاي هندسي 
را كه مي‌شناسيد، بررسي كنيد؛ مانند مكان هندسي نقطه‌اي 

كه از كي نقطه ثابت به فاصلة ثابتي باشد.

 نكتة مهم.    اگر در تعريف مكان هندسي نقطه، به جاي نقطه خط، 
صفحه و يا شكل‌هاي هندسي ديگري كه خاصيت مشتركي در فضاي 
)H( دارند، قرار دهيم، تعريف مكان هندسي خط، صفحه و ... به‌دست 

مي‌آيد. به مثال بعدی توجه كنيد:
❈ تعريف: مكان هندســي خط‌هايي از فضــاي R3 كه از كي نقطة 
ثابت واقع در اين فضا بر خط ثابتي واقع در اين فضا عمود مي‌شوند، 
كي صفحه اســت كه از آن نقطه ثابت مي‌گــذرد و بر آن خط ثابت 

عمود است.

PD2

D3D1

O

∆

 شکل 3  ..........................................................................................
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براي مثال، مكان هندسي خط‌هايي از فضاي R3 كه از نقطة ثابت 
O واقع در اين فضا، عمود بر خط ∆ از اين فضا عمود مي‌شوند، صفحة 

P است كه از نقطة O مي‌گذرد. اين صفحه منحصربه‌فرد است. 

P

D2
D3

D1

H O

∆

 شکل 4  ..........................................................................................
بديهي است كه بنابر تعريف مكان هندسي:

1. هر خطي كــه از نقطة O در صفحة P بگذرد، بر خط ثابت ∆ 
عمود است.

2. هر خطي كه از نقطة ثابت عمود بر خط ∆ رســم شــود، در 
صفحة P واقع است.

پرســش: آيا مي‌توانيد تعريفي كلي براي مكان هندسي كي 
شكل هندسي ارائه كنيد؟ پاسخ را بنويسيد. )به چند نفر از كساني كه 
كامل‌ترين تعريف را بنويسند و به آدرس مندرج در مجله ارسال کنند، 

چند جلد از دايرئ‌المعارف هندسه هديه خواهد شد.(

 نكته.   از تعريف مكان هندسي مشخص مي‌شود كه براي اثبات هر 
قضية مربوط به كي مكان هندسي، دو قضيه را بايد ثابت كنيم )كي 

قضيه و عكس آن قضيه را(.

به مثال زير توجه كنيد:
 قضيه.  مكان هندسي نقطه‌هايي از كي صفحه كه از دو نقطة ثابت 
واقع در آن صفحه به كي فاصله باشند، عمودمنصف پاره‌خطي است 

كه آن دو نقطه را به هم وصل ميك‌ند.

 اثبات: دو نقطة ثابت A و B از صفحة P را در نظر مي‌گيريم، از 
A به B وصل ميك‌نيم، عمودمنصف پاره‌خط AB را ميك‌شيم و آن را 
 AB را كه وسط پاره‌خط AB خط ∆ مي‌ناميم. نقطة برخورد خط ∆ با

است، H مي‌ناميم. اكنون دو قضية بعد را بايد ثابت كنيم:

HA B

M ∆

 شکل 5  ..........................................................................................

الف( اگر M نقطه‌اي دلخواه واقع بر خط ∆ عمودمنصف پاره خط 
AB باشــد، آن‌گاه: MA=MB ؛ يعني نقطة M از دو نقطة ثابت A و 

B به كي فاصله است؛ يعني در اين قضيه داريم:
: M
: MA MB

∈∆
 =  حكم

فرض

ب( اگر N نقطه‌اي از صفحة P باشد كه از دو نقطة ثابت A و B به 
 كي فاصله باشد، يعني NA=NB باشد، آن‌گاه نقطة N روي خط ∆، 

عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد؛ يعني در اين قضيه داريم: 

يا
:يا NA NB MA MB

: N M
= =

 ∈∆

فرض
 حكم

به طوري كه ديده مي‌شود، اين دو قضيه عكس كيديگرند. دربارة 
كي قضيه و عكس آن قضيه بيشتر خواهيم گفت.

 اثبات: الف. دو مثلث قائم‌الزاويه MHA و MHB هم‌نهشت‌اند؛ زيرا:

)نقطة H وسط پاره‌خط AB است(

� �MHA MHB
MH MH
HA HB

 = =


=
 =

090

 .MA=MB :از هم‌نهشــت بودن اين دو مثلث نتيجه مي‌شود كه
 B و A از دو نقطة ،AB واقع بر عمودمنصف پاره‌خط M يعني نقطة

به كي فاصله است.

HA B

M
∆

 شکل 6  ..........................................................................................

 اثبات به روش ديگر: در مثلث MAB، ارتفاع وارد بر ضلع AB و 
ميانة نظير اين ضلع بر هم منطبق‌اند. پس اين مثلث متساوي‌الساقين 

.MA=MB  :است؛ يعني
پرسش: آيا قضيه‌اي در اين مورد مي‌توانيد بيان كنيد؟

 شکل 7  ..........................................................................................

HA B

N

∆
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 اثبات: ب. از نقطة N به دو نقطة A و B وصل ميك‌نيم. دو مثلث 
NHA و NHB به دليل تساوي سه ضلع نظير به نظير هم‌نهشت‌اند؛ زيرا:
NA=NB و NH=NH و HA=HB

� �NHA NHB ( )= = =0 01 180 90
2

بنابراين:                           

يعني NH عمود بر AB اســت و چون پاره‌خط AB را نصف هم 
كرده، پس عمودمنصف پاره‌خط AB، يعني همان خط ∆ اســت. در 
نتيجه، نقطة N كه از دو نقطة ثابت A و B به كي فاصله است، روي 

عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد.

تمرین

 بــا اســتفاده از ويژگي مثلث متساوي‌الســاقين اثبات 
ديگري براي قسمت )ب( بيابيد.

توجه: صورت اين قضيه را چنين مي‌توان بيان كرد:
 قضيه.  مكان هندســي نقطه‌اي از كي صفحه كه از دو نقطة ثابت 
A و B واقع در اين صفحه به كي فاصله باشد، عمودمنصف پاره‌خط 

AB است.
اكنون فضايي را كه نقطة M در آن قرار دارد، فضاي ســه‌بعدي، 
يعني R3، و خاصيت اين مكان هندسي را كه به كي فاصله بودن نقطه 
در فضاي R3 از دو نقطة ثابت واقع در اين فضاست، در نظر مي‌گيريم. 

در اين مورد قضية زير را خواهيم داشت:

هندســي  مــكان  قضيه.    
نقطه‌هايي از فضاي ســه‌بعدي 
 B و A كه از دو نقطة ثابت R3

واقع در اين فضا به كي فاصله 
عمودمنصف  صفحة  باشــند، 

پاره‌خط AB است.
HA B

M

P

 شکل 8  ..........................................................................................

 نكته.   
1. صفحة عمودمنصف پاره‌خط AB صفحه‌اي اســت كه از وسط 

پاره‌خط AB مي‌گذرد و بر خط AB عمود است )شكل 8(.
2. در اين مورد نيز بايد دو قضيه )كي قضيه و عكس آن( را ثابت كنيم.
الف( هر نقطه واقع در صفحة P، يعني صفحة عمودمنصف 

پاره‌خط AB، از دو نقطة A و B به كي فاصله است.

ب( هر نقطــه‌اي از فضاي R3 كه از دو نقطة A و B به كي 
فاصله باشد، روي صفحة عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد.

 اثبــات: الــف. صفحة 
عمودمنصــف پاره‌خط AB را 
 M مي‌ناميــم. نقطة دلخواه P
از ايــن صفحه را بــه دو نقطة 
ثابــت A و B وصل ميك‌نيم. 
كنيــم:  ثابــت  مي‌خواهيــم 

 .MA=MB

HA B

M

P

 شکل 9  ..........................................................................................

بــراي اثبــات از نقطة M به نقطة H وســط پاره‌خط AB وصل 
ميك‌نيم. MH عمود بر AB اســت؛ زيرا بنابر كي قضيه كه درستي 
آن را مي‌پذيريــم، هرگاه خطي بر كي صفحه عمود باشــد، بر تمام 
خط‌هاي آن صفحه عمود اســت. بنابرايــن خط AB بر خط MH از 
 MBH و MAH عمود اســت. از آنجا دو مثلث قائم‌الزاوية P صفحة
؛ در هر دو مشترك =MH؛  � �NHA NHB= = 090 هم‌نهشت‌اند. زيرا: 
و H( HA=HB وسط پاره‌خط AB است(. در نتيجه وترهاي اين دو 

مثلث مساوي‌اند، يعني MA=MB و حكم ثابت شد.

 اثبات: ب. نقطة دلخواه N در فضاي R3 را كه از دو نقطة ثابت A و 
B به كي فاصله است، در نظر مي‌گيريم. مي‌خواهيم ثابت كنيم كه اين 
نقطه روي صفحة P، يعني صفحة عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد. 
براي اثبات از نقطة N به نقطة H وسط پاره‌خط AB وصل ميك‌نيم. دو 
مثلث NAH و NBH به دليل تساوي سه ضلع نظيرشان هم‌نهشت‌اند؛ 
NH=NH  و  NA=NB  و  HA=HB

HA B

N

 شکل 10  ..........................................................................................
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از هم‌نهشت بودن اين دو مثلث نتيجه مي‌شود كه:

� � �NHA NHB AHB ( )= = = =0 01 1 180 90
2 2

بنابرايــن خط NH در نقطة H بر خط AB عمود اســت و چون 
 NH عمود است، در نتيجه خط AB بر خط H نيز در نقطة P صفحة
و از آنجا نقطة N در صفحة‌ P قرار دارد و حكم ثابت است؛ يعني هر 
نقطه‌اي از فضاي R3 كه از دو نقطة A و B به كي فاصله باشــد، در 

صفحة P قرار دارد.
پس مي‌توان گفت: »مكان هندسي نقطه‌هايي از فضاي R3 كه از 
دو نقطة ثابت A و B واقع در اين فضا به كي فاصله هســتند، صفحة‌ 

عمودمنصف پاره‌خط AB است«.

 نكته.   
1. در اثبات قســمت ب از اين ويژگي خط عمود بر صفحه استفاده 
شد كه اگر خط ∆ در نقطة H بر صفحة P عمود باشد، هر خطي 

كه از نقطة H بر خط ∆ عمود شود، در صفحة P قرار دارد.

H

P

D2

D1

∆

 شکل 11  ..........................................................................................

2. براي روشن‌تر شــدن مطالب مربوط به اين قضيه، وضع نسبي 
خط و صفحه در فضا را بررسي ميك‌نيم. 

خط ∆ و صفحة‌ P در فضا نسبت به هم سه حالت دارند:

P

∆

 شکل 12  ..........................................................................................

حالت اول: خط ∆ هيچ نقطة مشتركي با صفحة P ندارد. در اين 
صورت خط ∆ را موازي صفحة P مي‌نامند.

P

A
B ∆

 شکل 13  ..........................................................................................

حالت دوم: خط ∆ حداقل دو نقطة مشترك با صفحة P دارد. در 
اين صورت خط ∆ روي صفحة P است.

توجه: 1. همين مطلب كي تعريف براي صفحه است:
تعريف: صفحه سطحي است كه اگر دو نقطه از خط راستي در 
آن قرار گيرند، تمام نقطه‌هاي آن خط در آن صفحه قرار گيرند.

2. در برخي كتاب‌ها صفحه را جزء مفاهيم تعريف‌نشده در نظر 
مي‌گيرند؛ مثل نقطه، خط و ... .

حالت سوم: خط تنها كي نقطة مشترك با صفحه دارد. در اين 
حالت خط را متقاطع با صفحه مي‌نامند. اگر A نقطة مشترك خط ∆ 
و صفحة P باشد و از نقطة دلخواه M واقع بر خط ∆ عمود MH را بر 
صفحــة P فرود آوريم و از A به H وصل كنيم، زاوية MAH را زاوية 
خط ∆ با صفحة P مي‌نامند. اگر اين زاويه 90 درجه باشد، خط ∆ را 

عمود بر صفحة P مي‌نامند.
∆

H

A

A

P
α

 شکل 14  ..........................................................................................
∆

H

P

 شکل 15  ..........................................................................................

خط و صفحه و به‌خصوص خط و صفحة عمود بر هم ويژگي‌هاي 
فراواني دارند، اما در اينجا امكان بررسي همة آن‌ها نيست. كي نمونة 
آن تعيين مكان هندســي خط‌هايي است كه در كي نقطة آن صفحه 
را قطــع ميك‌نند و با آن صفحه زاوية ثابت α مي‌ســازند. اين مكان 

هندسي را خودتان بررسي كنيد.
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همان‌طور که می‌دانیم،‌ ریاضیات مملو از مسئله‌هایی است که هنوز بعد از گذشت سال‌ها بی‌پاسخ مانده‌اند، اما بعضی از این مسئله‌ها 
ظاهری بسیار ساده دارند و برای همة افراد قابل درک هستند. 

در ریاضیات به مسئله‌هایی که تاکنون اثبات یا رد نشــده‌اند، »مسئله‌های باز« گفته می‌شود. اغلب این مسئله‌ها در سطوح بالای 
ریاضی مطرح می‌‌شوند و دارای ظاهری مشکل هستند؛ مانند »مسئله‌های هزاره« که حل هر کدام از آن‌ها یک میلیون‌ دلار به جیب شما 
ســرازیر می‌کند؛ اما شاید اهمیت حل آن‌ها بیشتر از جایزه باشد؛ همان‌طور که گریگوری پرلمان وقتی در سال 2006 یکی از مسئله‌های 
هزاره را حل کرد، یک میلیون دلار را نپذیرفت. او گفت: »من همة‌ آنچه را که می‌خواهم در اختیار دارم. من می‌توانم هستی را کنترل کنم، 

پس به من بگویید چرا باید دنبال یک میلیون دلار باشم؟« 
یکی دیگر از همین مسئله‌ها که به »فرضیة ریمان« معروف است، از مشهورترین و مهم‌ترین مسئله‌های حل نشدة ریاضی به شمار 
می‌رود و نتایجی  را در ارتباط با توزیع عددهای اول در بردارد. این مسئله‌ نیز یکی از مسئله‌های حل‌نشدة هزاره و با جایزة یک میلیون 
دلاری است. اما فارغ از تمام موارد یاد شده، مسائلی وجود دارند که با وجود ظاهری ساده و قابل فهم، نه رد و نه اثبات شده‌اند و هنوز حل 

نشده باقی مانده‌اند؛ مسئله‌هایی که »هر کس با دانش دبیرستانی می‌تواند آن‌ها را درک و روی کاغذ امتحان کند«. 
در این مقاله به هفت نمونه از چنین مســئله‌هایی خواهیم پرداخت و از همه درخواست داریم که پس از درک مسئله‌ها، زمانی برای 

حل آن‌ها بگذارند. ممکن است حلال یکی از این مسئله‌ها خود شما باشید. 

مقدمه

هفت مسئله حل نشده ریاضی
 بـا ظاهـری 

ساده

محمدحسین سهیل نقشی

در جهان ریاضی
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  1.    حدس کولاتز 

لوتار کولاتز

یک عدد طبیعی انتخاب کنید. اگر زوج بود، آن را بر 
2 تقســیم کنید و اگر فرد بود، آن را 3 برابر و با 1 جمع 
کنید. برای عدد جدید به دســت آمده همین فرایند را 
 تکرار کنید. اگر این کار را ادامه دهید، در نهایت به عدد 1

خواهید رسید. برای مثال:

÷

÷

÷ ÷ ÷

÷ ÷ ÷

÷ ÷ ÷ ÷

→ × + = → →

× + = → → × + =

→ → → × + = →

→ → → × + =

→ → → →

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

7 7 3 1 22 11
11 3 1 34 17 17 3 1 52

26 13 13 3 1 4
2 1 5 5 3 1 16

8 4 2 1



 

فرد زوج فرد

زوجفرد

زوج

زوج

زوج زوج زوجزوج

زوج فرد

زوجفرد زوج

با این فرایند عدد نهایی همیشه یک است.

این موضوع در سال 1937 توسط »لوتار کولاتز« 
مطرح شــد و کماکان بعد از گذشت چندین دهه، حلی 
برای آن در دســترس نیست. درستی این حدس تا عدد 
260 توسط ابَرَ رایانه‌ها بررسی شده است، اما هنوز اثباتی 

برای آن وجود ندارد. 

  2.    عددهای اول دو قلو 
همان‌طور که می‌دانید، عدد اول عددی اســت که 

تنها بر 1 و خودش بخش‌پذیر اســت. عددهای اولی که 
بــا هم 2 واحد اختلاف دارنــد، »عددهای اول دو قلو«  
نامیده می‌شــوند؛ مانند: )5 و3( و )7 و 5( و )13و 11( 

و )19و 17( و ... 
یکی از بزرگ‌ترین عددهای دوقلوی کشــف شده 

چنین است: 

× ±1292996863 34895 2 1


این عدد در ســپتامبر 2016 کشــف شــد. تعداد 
جفت‌های عددهای دو قلو تا عدد 1018 برابر است با: 

808675888577436

 آیــا تعداد عددهــای اول دوقلو نامتناهی اســت؟
این پرسش تاکنون بی‌پاسخ مانده است. 

عددهای اول ســه قلو به سه عدد فرد متوالی گفته 
می‌شــود که هر سة آن‌ها اول باشند. تنها عددهای اول 

سه قلو )7،5،3( هستند؛ چرا؟ 

  3.    حدس گلدباخ  
یکــی از معروف‌ترین و قدیمی‌ترین مســئله‌های 
حل‌نشــده در ریاضیات، »حدس گلد‌باخ« است که با 
وجود صورت بسیار ساده‌ای که دارد، حدود 270 سال 
اســت که ذهن ریاضی‌دانان را به خود مشــغول کرده 
اســت. آرزوی هر ریاضی‌دانی این است که آن را حل 

کند. 
حدس گلد‌باخ بیان می‌کند که هر عدد صحیح زوج 
بزرگ‌تــر از 2 را می‌توان به صورت مجموع دو عدد اول 

نوشت: 
... و 5+3=8 ؛ 3+3=6 ؛ 2+2=4

ایــن حــدس در ســال 1742 میلادی توســط 
کریستین گلد‌باخ در نامه‌ای به لئونارد اویلر مطرح 
شد. تلاش‌های بســیاری برای اثبات این حدس انجام 
گرفته‌اند؛ تلاش‌هایی که به کشــف قضیه‌هایی بســیار 
مهم‌تر منجر شده‌اند. اما این حدس کماکان حل نشده 

باقی مانده است. 
در ســـال 1992، مـؤسسة انـتشـــاراتی مشـهور 
»Faber & Faber«،  کتــاب داســتان پرفــروش 
عنوان »عمو‌ پتروس و حدس گلد‌باخ« منتشــر کرد  با

یکی از معروف‌ترین 
و قدیمی‌ترین 

مسئله‌های حل نشده 
در ریاضیات، »حدس 

گلد‌باخ« است که 
با وجود صورت 
بسیار ساده‌ای که 
دارد، حدود 270 

سال است که ذهن 
ریاضی‌دانان را به 
خود مشغول کرده 

است 
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که در آن تاریخ ریاضیات در قالبی جذاب و داســتانی 
شرح داده شــده بود. بعد از چند سال انتشارات مزبور 
به‌منظور تبلیغ برای فروش بیشــتر، »جایزه‌ای یک 
میلیون دلاری« برای کســی تعیین کرد که از تاریخ 
20 مــارس 2000 )روز جهانی ریاضیات(، حداکثر به 
مدت دو هفته حدس گلد‌باخ را اثبات کند. اما تا پایان 
تاریخ مقرر و پس از آن، تاکنون هنوز هیچ ریاضی‌دانی 
 از پــس اثبات این حــدس به ظاهر آســان بر نیامده

 است. 
در سال 2014 توســط ابَرَ‌‌رایانه نشان داده شد که 
ایــن حدس برای عددهــای زوج کوچک‌تر از 1018* 4 
درســت اســت، اما هر قدر این بررسی جلو برود، کافی 
نخواهد بود و در پایان تنها چاره‌ای که باید اندیشــید، 

تلاش برای اثبات آن است. 

  4.    عددهای کامل 

دکارت

دکارت گفت: »عددهای کامل همچون انسان‌های 
کامل کمیاب هستند.« عدد کامل عددی است که برابر 
جمع مقسوم‌علیه‌های به غیر خودش باشد. برای مثال، 

مقسوم‌علیه‌های عدد 6 به غیر از خودش 6 است: 

1+2+3=6
چند عدد کامل ابتدایی از این قرارند: 

28 ,496 ,8128 ,33550336

در ژانویة ســال 2016، چهل و نهمین عدد کامل 
کشف شد. این عدد دارای 235، 677، 44 رقم است:

= چهل‌ونهمین عدد کامل ( )× −742 728 742 72812 2 1  

   
p= 74207281 )اول(

= چهل‌ونهمین عدد کامل p p
pN ( )−= −12 2 1

در واقع فرمول عددهای کامل چنین است: 
)p عدد اول است(

عدد کامل است( p p
pN ( )−= −12 2 1( p p

pN ( )−= −12 2 1
   

یکی از ویژگی‌های عددهای کامل این اســت که 
آن‌ها را می‌تــوان به‌صورت جمــع عددهای طبیعی 
متوالی یا جمع مکعب عددهای فرد متوالی نشان داد: 

p= 2 : 6=22-1)22-1( =1+2+3
p= 3 : 28=23-1)23-1( =13+33=1+2+3+4+5+6+7 
p= 5 : 496=25-1)25-1(=1+2+3+ ... +31
  = 13+33+53+73

p= 7 : 8128 = 27-1)27-1( =1+2+3+ ... +127
  = 13+23+33+ ... +153

به همین ترتیب: 

p=13 :33550336
     =212)213-1( =1+2+3+ ... +8191 =13+33+53+73...+1273‌‌‌  

همچنان این پرسش‌ها مطرح هستند و بی‌پاسخ مانده‌اند: 
 آیا عدد کامل فرد وجود دارد؟ 

 آیا تعداد عدد‌های کامل نامتناهی است؟ 
 پرسش از شــما:  به نظر شما آیا عددی وجود 
دارد که دو برابر جمع مقســوم‌علیه‌های به غیر از 
خودش باشد؟ نترسید! این پرسش حل شده است 
و پاسخ آن را به عهدة خودتان می‌گذاریم. به این 

نوع عددها، عدد کامل از مرتبة 3 گفته می‌شود. 

  5.    حدس لژاندر 
این حــدس بیان می‌کند: »بین مجذور هر دو عدد 
طبیعــی متوالی، حداقل یک عدد اول وجود دارد.« این 
مسئله در ســال 1912 توسط لژاندر بیان شد و حدود 
یک‌صد ســال است که برای آن اثباتی بیان نشده است. 
جالب است بدانید حل این حدس اگر چه به حل فرضیة 

دکارت گفت: 
»عددهای کامل 
 همچون
انسان‌های کامل 
 کمیاب هستند.«
 عدد کامل
 عددی است که
برابر جمع 
 مقسوم‌علیه‌های
به غیر خودش باشد
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ریمان منجر نمی‌شود، اما قوی‌تر از یکی از نتایج فرضیة 
ریمان است. برای مثال: 

 بیــن 22 و 32 یعنی 4و9، عددهــای اول 5 و 7 
واقع هستند. 

 بین 32 و 52، یعنــی 9 و 25، عددهای اول 11، 
13، 17، 19 و 23 واقع هستند. 

 بیــن 52 و 72 یعنی 25 و 49، عددهای اول 29، 
31، 37، 41، 43، 47 واقع هستند. 

و بــه همین ترتیب، آیا بین مجذور دو عدد طبیعی 
متوالی، حداقل یک عدد اول وجود دارد؟‌

لژاندر

  π‌e و π‌+e 6.    گنگ بودن  
همان‌‌طور که می‌دانید به عددی گنگ گفته می‌شود 
که نتوان آن را به صورت کســری نوشــت، یا به عبارت 
ساده‌تر، وقتی به صورت اعشاری نوشته شود، دارای الگوی 

مشــخصی نباشــد. اثبات گنگ بودن عددی مانند2
راحت است. اما در حالت کلی اثبات گنگ بودن یک عدد، 
مسئلة سختی به شمار می‌رود. مثلًا اثبات گنگ بودن عدد 
‌π)پی( در قرن 18 توســط لمبرت و بعد از اثبات گنگ 
بودن عدد e )عدد نپر( اتفاق افتاد. اما تاکنون اثبات نشده 
است که این دو عدد: π+e ,π.e گنگ هستند و یا گویا؟ 
نکتة بسیار جالب در مورد این موضوع آن است که 
ما می‌دانیم حداقل یکی از دو عبارت π+e یا π.e گنگ 

است؛ اما کدام‌یک؟ هنوز معلوم نشده است. 

  7.    حدس اردیش ـ استراوس 
این حدس در سال 1948 تـــوسط دو ریاضـی‌دان 

به‌همین نام ارائه شد. این حدس بیان می‌کند: 

»هر عــدد گویــا به‌‌صــورت 4 روی n را می‌توان 
به‌صورت جمع سه کسر به شکل زیر نوشت: 

n a b c
= + +

4 1 1 1

برای مثال: 

= + + = + +

= + +

4 1 1 1 1 1 1
5 2 4 2 2 5 1
4 1 1 1

18 1 451 295364 3249 4

 

  

درستی این حدس توسط ابَرَ‌رایانه‌ها تا عدد 1017 
تأیید شده است، اما کماکان اثباتی برای آن وجود ندارد. 
شاید صورت ســادة بعضی از این مسئله‌ها شما را 
به فکر حل آن‌ها با طرح‌ پرســش حل نشــده‌ای به نام 

خودتان انداخته باشد. 

تمرین

 نشــان دهید که حدس اردیش- استراوس 
برای وقتی که n زوج باشــد و یا n مضربی از 3 

باشد، اثبات شده است. 
n=2k
n=3k

با اطمینان می‌توان گفت روزی این مسئله‌ها حل 
خواهند شــد، حتی اگر یافتن راه‌حل، همچون قضیة 
آخر فرما )حکم بزرگ‌فرما(، 358 ســال طول بکشد. 
اما به هر حال همواره پرسش‌های حل‌نشده‌ای هستند 
که ذهن پرسشگر انسان را به چالش‌های بزرگ بکشند؛ 

پرسش‌هایی مانند: 
 آیا ممکن اســت دانش ریاضــی جدید ما کاملًا 

غلط باشد؟ 
 آیا رمز‌ زیبایی‌های طبیعت آشکار و رمز‌گشایی می‌شود؟ 
و دیگر پرســش‌های چالش برانگیزی که رســیدن به 
پاسخ آن‌ها ســال‌های متمادی نیاز دارد و ریاضی‌دانان، 
متفکران، اندیشــمندان و محققان بســیاری را طلب 
می‌کند تا از رازهای این جهان هستی رمز‌گشایی کنند.  

آیا ممکن است دانش 
ریاضی جدید ما 
کاملًا غلط باشد؟ 

آیا رمز‌ زیبایی‌های 
طبیعت آشکار و 

رمز‌گشایی می‌شود؟ 
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آموزشی
حسین عباسی ـ علی قانع‌صمدی ـ محمد داورزنی
مدرسة شهید بهشتی ناحیة یک شهرری )دوره دوم(

مرکز ثقل
مفهوم مرکز ثقل به‌رغم پیچیدگی، در جســم‌های 
متفاوت معنای یکســان دارد و آن نقطه‌ای است که در 
توازن جرمی جســم قرار دارد. این مفهوم در جسم‌های 
دوبعدی به این معنی است که اگر از آن نقطه جسم را 
آویزان کنیم، آن جسم به‌صورت افقی قرار می‌گیرد. در 
جسم‌های سه‌بعدی، این مفهوم کمی متفاوت است. در 
ادامه به بیان مفهوم مرکز ثقل پرداخته‌ و ســعی شده 
است که تمام نظریه‌ها اثبات شوند و شواهدی نیز برای 

آ‌ن‌ها بیان شود.

  1.   مرکز ثقل در شکل‌های ی‌کبعدی                           
در یک جسم به شکل پاره‌خط )یک میله(، اگر جرم 
به‌طور یکسان پخش شده باشد، مرکز ثقل دقیقاً وسط 

آن پاره‌خط واقع شده است )شکل1(.
A

BG

 شکل  1  ......................................................................

G (A B)= +1
2

پس:                                      

هر جسمی به جسم دیگر نیرو وارد می‌کند، اما در سطح زمین به خاطر گستردگی اشیا، برایند نیروها تقریباً صفر است، اما برایند 
نیروها در کهکشان هم صفر است؟ آیا جرم‌های فضایی نیز بر هم نیرو وارد می‌کنند؟ ماه و زمین چطور؟ در چه نقطه‌ای این نیروها با 
هم برابر می‌شوند؟ جواب مرکز ثقل است. این نقطه کجا قرار دارد؟ در این مقاله، مفهوم نظریة ثقل را از پایه بیان کرده و با اثبات مرکز 
ثقل در جسم‌های دو و سه‌بعدی، به سراغ مرکز ثقل در اجسام وزن‌دار رفته‌ و با بیان روش محاسبة مرکز ثقل در آن‌ها، به چند کاربرد 
مهم از مرکز ثقل اشاره کرده‌ایم؛ از جمله، نقش مرکز ثقل در جزر و مد، پرواز پرندگان و صنعت خودروسازی به تشریح بیان شده است.

مقدمه
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  2.   مرکز ثقل در جسم‌های دوبعدی                             
مرکز ثقل در جسم دوبعدی که جرم به‌طور یکنواخت 
در آن توزیع شــده، نقطه‌ای اســت که اگر از آن نقطه 
آویزان شــود، آن جسم به‌طور افقی قرار می‌گیرد. مرکز 
ثقل بسیاری از شکل‌های هندسی، مرکز آن‌هاست؛ مانند 
مربع، دایره، شش‌ضلعی منتظم و... . اگر شکل هندسی 
مثلث باشد، افقی قرار گرفتن آن پس از آویزان شدن از 
مرکز ثقل ) نقطة G در شکل2(، این ایده را می‌دهد که 
اگــر پاره‌خط‌هایی از مرکز ثقل به رأس‌های مثلث وصل 
شود، مثلث‌های ایجادشده، مساحت برابر دارند )چرا که 
جرم به طور یکنواخت پخش شــده اســت(. با توجه به 
اینکــه میانه در هر مثلث، آن مثلث را به دو قســمت با 
مساحت برابر تقسیم می‌کند، به نظر می‌آید که این نقطه 
روی برخورد میانه‌ها قرار دارد. این مطلب را در دو قضیة 

بعد اثبات می‌کنیم.

 قضية 1.   اگر میانه‌های مثلث را رســم کنیم، شــش 
مثلث با مساحت برابر پدید می‌آید. 

اثبات: فرض کنیم BM' ،AM و "CM میانه‌های 
مثلث باشند. در مثلث‌های GBM و GCM اندازة قاعده 
و ارتفاع برابر است، بنابراین: S1=S6. به‌طور مشابه داریم:

  S4=S5 ,  S2=S3                     		  )1(
از طرف دیگر، مثلث‌های ABM و ACM نیز ارتفاع 
و قاعدة برابر دارند، بنابراین مساحت آن‌ها نیز با یکدیگر 

برابر است. پس: 
S1+S2+S3=S4+S5+S6

و چــون: S1=S6، پس: S2+S3=S5+S6 و با توجه به 
رابطة )S2=S4 :)1. با این نتیجه، تساوی S1=S6 و رابطة 

)1(، داریم: 
S1=S2=S3=S4=S5=S6

B C

A

G
M

M

M

S2

S1S6

S4

S5

S3

 شکل  2  ......................................................................

قضیة زیر نشان می‌دهد که مرکز ثقل در یک مثلث، 
چه فاصله‌ای از رأس‌ها و ضلع‌های مثلث و همچنین چه 

ارتباطی با مختصات رأس‌ها دارد.

 ABC محل برخورد میانه‌های مثلث G قضية 2.   اگر 
در یک صفحه باشد، سپس: 

G (A B C)= + +1
3

اثبات: اگر بخواهیم از نقطة O )مبدأ مختصات( 
 ABC که محل برخــورد میانه‌های مثلث G بــه نقطة
است، برســیم، می‌توانیم مســیرهای متفاوتی را طی 
کنیــم که همة آن‌ها از لحاظ برداری با یکدیگر برابرند. 
b و  v(BM ')+
 

 ، a u(AM)+
 

از جملــه مســیرهای 
c کــه در آن v ،u و t عددهــای حقیقی  t(CM")+

 

مناسبی هستند. با توجه به برابری این بردارها داریم:
G a u(AM) b v(BM ')

a u(M A) b v(M ' B)

b c a ca u( a) b v( b)

u u v va( u) b c b( u) a c

v u vu ,

u v

= + = +

⇒ + − = + −

+ +⇒ + − = + −

⇒ − + + = − + +

⇒ − = =

⇒ = =

2 2

1 12 2 2 2

1 2 2 2
2
3

   

 

   
   

     

با لحاظ کردن این مقدارها داریم:

G a u(AM) a (M A)

b ca ( a) (a b c)

= + = + −

+= + − = + +

2
3

2 1
3 2 3

  

 
    

G و ایــن نتیجه اثبات  (A B C)= + +1
3

پــس: 
قضیــه را به‌ پایان می‌رســاند. همچنین با توجه به این 
قضیه، نسبت فاصلة مرکز ثقل از رأس به ضلع مقابل، 2 

به 1 است )شکل 3(.
A

B

O

C

M

M

GM

c

a

b


 شکل  3  ......................................................................

مرکز ثقل بسیاری از 
شکل‌های هندسی، 
مرکز آن‌هاست؛ 
مانند مربع، دایره، 
شش‌ضلعی منتظم 

و ...
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  3.   مرکز ثقل جسم‌های سه‌بعدی                               
مرکز ثقل در بســیاری از جسم‌های سه‌بعدی توپر 
که جرم به‌طور یکنواخت در آن‌ها توزیع شــده اســت، 
به راحتی مشــخص می‌شــود. مثلًا در کره، استوانه و 
شکل‌های دیگری که دارای مرکز تقارن هستند، مرکز 
ثقل همان مرکز تقارن اســت. در شــکل‌های هندسی 
دیگر، مرکز ثقل به حجم آن‌ها مربوط اســت. اگر شکل 
هندســی یک هرم با قاعدة مثلث باشــد، مرکز ثقل را 

به‌صورت تحلیلی به‌دست می‌آوریم.
اگر میانة یک وجه را بکشیم و یک صفحه به‌گونه‌ای 
رســم کنیم که از این میانه و رأس مقابل بگذرد، به آن 
»صفحة عمود منصف« می‌گوییم. در شکل DE ،4 میانة 
مثلث BDC و صفحة عمودمنصــف از رأس A و خط 

DE گذشته است )شکل 4(.
صفحة عمودمنصف این ویژگی‌ را دارد که حجم هرم را 
نصف می‌کند؛ زیرا مساحت قاعده‌ها و طول ارتفاع در هر دو 
بخشی که ایجاد کرده، برابر است. شبیه آنچه در قضیة 2 در 
جسم‌های دوبعدی اثبات شد، می‌توان مرکز ثقل را در این 
هرم، از برخورد صفحات عمود منصف به‌دست آورد. فاصلة 

این نقطه از رأس و صفحة مقابل در قضیة 3 آمده است.
A

E BC

D

 شکل  4  ......................................................................

 قضية 3.   اگر S محل برخورد صفحه‌های عمودمنصف 
در هرم چهاروجهی باشد، سپس:

S (A B C D)= + + +1
3

اثبات: نقطة برخورد صفحه‌های عمودمنصف، نقطة 
برخورد خط‌هایی است که یک رأس را به مرکز ثقل وجه 
مقابل وصل می‌کند. به همین خاطر، کافی است که محل 
برخورد این خط‌ها را به‌دســت آوریم. در شکل 5، فرض 
کنیــم M و 'M به ترتیب مرکز ثقل مثلث‌های BDC و 

ABD باشند. با توجه به قضیة 2 داریم:

M (B D C)= + +1
3  , M ' (A B D)= + +1

3
اگر S محل برخورد AM و 'CM باشــد، با انتخاب 

عددهای حقیقی مناسب u و v داریم:
S a u(AM) c v(CM ')= + = +

   

اکنون می‌توانیم u و v را به‌دست آوریم:

 
S a u(AM) c v(CM ')

a u(M A) c v(M ' C)

b d c a b da u( a) c v( c)

u u ua( u) b d c

v v vc( u) a b d

v u vu ,

u v

= + = +

⇒ + − = + −

+ + + +⇒ + − = + −

⇒ − + + + =

− + + +

⇒ − = =

⇒ = =

3 3

1 3 3 3

1 3 3 3

1 3 3 3
3
4

   

 

     
   

   

   

با لحاظ کردن این مقدارها داریم:
S a u(AM) a (M A)

b c da ( a) (a b c d)

= + = + −

+ += + − = + + +

3
4

3 1
4 3 4

  

  
     

S و این نتیجه اثبات  (A B C D)= + + +1
4 پس: 

قضیه را به پایان می‌رساند.
با توجه به قضیة بالا، نســبت فاصلة مرکز ثقل یک 
هرم چهار وجهی، از رأس به صفحة مقابل، 3 به 1 است.

A

BC

D

M

M

S

 شکل  5  ......................................................................

  4.   مرکز ثقل در جسم‌های پیچیده                            

بسیاری از جسم‌های سه‌بعدی پیچیده، ترکیبی از 
چند جســم هندسی کوچک‌تر هستند. شکل 6 از یک 
اســتوانه و یک مکعب توخالی تشکیل شده است. اگر 
S1 و S2 مرکز ثقل این دو جسم باشند، مرکز ثقل کل 

در کره، استوانه و 
شکل‌های دیگری که 
دارای مرکز تقارن 
هستند، مرکز ثقل 
همان مرکز تقارن 
است. در شکل‌های 
هندسی دیگر، مرکز 
ثقل به حجم آن‌ها 
مربوط است
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جســم، نقطه‌ای مانند S خواهد بود که بین آن‌ها قرار 
دارد. هرقدر جرم یک قسمت بیشتر باشد، مرکز ثقل به 

آن قسمت نزدیک‌تر است. )شکل 6(

S1

S

S2

 شکل  6  ......................................................................

در حالت کلی، اگر دو جســم با جرم‌های متفاوت، 
 L شــکل 7( روی یک میله به طول( ،M2 و M1 ماننــد
قرار داشته باشند، به‌طوری که: M2>M1، مرکز ثقل در 
نقطه‌ای بین آن‌ها که به جرم M2 نزدیک‌تر اســت، واقع 

شده است. با توجه به اصل توازن اهرم داریم:

M L M L
M L M (L L )
L (M M ) M L

M
L L

M M

× = ×

⇒ × = × −

⇒ + = ×

⇒ = ×
+

1 1 2 2

1 1 2 1

1 1 2 2

1
1

1 2

مرکز ثقل برای یک جسم پیچیده به‌صورت میانگین 
جرم نقطه‌ها در آن تعریف می‌شود. به‌طور دقیق‌تر، برای 
یک جسم سه‌بعدی، مرکز ثقل آن نقطة (x,y,z) است که:

i ix m
x

M
×

= ∑ i iy m
y

M
×

= ∑ i iz m
z

M
×

= ∑, ,

 (xi,yi,zi) جــرم کل جســم اســت و M ،و در آن
موقعیت هر نقطة جســم در فضا و mi نیز جرم آن نقطه 
اســت. در این حالت نیازی نیست که جرم جسم به‌طور 
یکنواخت در آن توزیع شده باشد. محاسبة مرکز ثقل به 
این روش کمی پیچیده اســت و به استفاده از ابزارهای 

ریاضی مانند »انتگرال« نیز نیاز دارد )شکل 7(.

M1

M2

L2

L1

 شکل  7  ......................................................................

کاربردهای مرکز ثقل
مرکز ثقــل در عالم خلقت نقــش مهمی در وقایع 
طبیعی دارد. بــرای مثال، جزر و مد نتیجة مســتقیم 
کشــش بین ماه و زمین اســت. همچنین تعیین مرکز 
ثقل در جسم‌های ساختة دست بشر، نقش بسیاری در 
نگهداری و استفاده از آن‌ها دارد. مثلًا مرکز ثقل در یک 
خودرو یا یک هواپیما نقطة بسیار مهمی برای استفاده از 
آن وسیله است. در حیوانات و به‌خصوص پرندگان، حفظ 
یک موقعیت خاص، به مرکز ثقل جرم آن حیوان بستگی 
دارد. این مطالب را به تفصیل در ادامه بررسی می‌کنیم.

  1.   جزر و مد                                                                           

ماه و زمین بر یکدیگر نیرو وارد می‌کنند، پس قاعدتاً 
مرکز ثقلی میان آن‌ها وجود دارد. اگر کره‌های زمین و 
مــاه را کره‌های توپر در نظــر بگیریم، با توجه به اینکه 
مرکز ثقل هرکدام، مرکز آن‌هاســت و جرم زمین بسیار 
بیشتر از ماه است. با توجه به »اصل توازن«، مرکز ثقل 
این دو کره، نقطه‌ای نزدیک مرکز کرة زمین خواهد بود.

کرة زمین

کرة ماه
G AB

 شکل  8  .....................................................................

می‌دانیم کــه فاصلة بین مــاه و زمین، 384000 
کیلومتر و جرم زمین 81 برابر جرم ماه است. بنابراین، 
با توجه به رابطه‌ای که در قسمت قبل به‌دست آوردیم، 

فاصلة مرکز ثقل از مرکز کرة زمین عبارت است از:

 

M
L L

M M
M

L
M M
M

L
M

/

= ×
+

= ×
+

= ×

= ×

=

2
2

1 2

2

1 1

2

1

81

81
81 38400082
4682 9

فاصلة بین 
ماه و زمین،

384000 کیلومتر 
و جرم زمین

81  برابر جرم ماه 
است
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.چون شعاع کرة زمین 6370 کیلومتر است، مرکز 
ثقل بین ماه و زمین، نقطه‌ای اســت درون کرة زمین. 
همیــن عامل باعث به وجود آمــدن جزر و مد دریاها 
روی کرة زمین می‌شود. در حقیقت، قسمتی از دریاها 
که نزدیک‌ خط واصل بین مراکز ماه و زمین هســتند، 
دچار بیشترین تلاطم می‌شوند و نقطه‌های دیگری که 
روی خــط عمود بر این خط قرار دارند، دچار کمترین 

مرکز ثقل بین ماه و 
زمین، نقطه‌ای است 
درون کرة زمین. 
 همین عامل باعث 
 به وجود آمدن
جزر و مد دریاها 
روی کرة زمین 
می‌شود

زمین

زمین

ماه

ماه در ی‌کچهارم اول ماه

ماه در ی‌کچهارم سوم ماه

 ماه
)زمانی که کامل است(

جزر و مد حاصل ازخورشید

جزر و مد حاصل ازخورشید

جزر و مد حاصل از ماه

جزر و مد حاصل از ماه

خورشید

خورشید

ماه

زمین

 شکل  9  ............................................................................................................................................................

 شکل  10  ............................................................................................................................................................

تلاطم هستند )شکل 9(.
تنها ماه نیست که بر جزر و مد زمین اثر می‌گذارد، 
خورشــید هم اثراتی بر این امــر دارد. البته با توجه به 
فاصلة زیاد خورشــید تا زمین، اثر این جزر و مد بسیار 
کمتر از اثر ماه اســت. در زمان‌هایی که ماه کامل است، 
به خاطر هم‌سو شــدن نیروهای ماه و خورشید، جزر و 

مد بیشتری روی کرة زمین اتفاق می‌افتد )شکل 10(.
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مریــم هاشــمی‌نیا و محمد 

موسوی‌بایگی.

  2.   تعادل در پرواز کردن                                              
مرکــز ثقــل در نحوة پــرواز و نحــوة قرارگیری 
پرندگان نقش بســیار مهمــی دارد؛ برای مثال، مرکز 
ثقل در یک »فلامینگو« که می‌خواهد به صورت شکل 
11 پرواز کند، نزدیک جناق این پرنده و روی محوری 
قرار دارد که از درون بــدن این پرنده می‌گذرد. برای 
قــرار گرفتن مرکز ثقل در این موقعیت، فلامینگو باید 
پاهای خود را به‌صورت مداوم، کشیده نگه دارد و اگر 
یک لحظه پاهای خود را جمع کند، مرکز ثقل جابه‌جا 
می‌شــود و پرنده به ســمت عقربه‌های ساعت خواهد 

چرخید )شکل 11(.

 شکل  11  ......................................................................

  3.   حفظ تعادل در رانندگی                                            
تعییـن مرکـز ثقـل در صنعـت خودروسـازی نیـز 
نقـش بسـیار مهمـی دارد. هرچـه مرکـز ثقـل پایین‌تـر 
باشـد، یعنـی بـه زمیـن نزدیک‌تـر باشـد، تعادل جسـم 
موردنظـر در چرخش‌هـا بیشـتر اسـت. به‌خاطـر همیـن 
موضـوع، مرکـز ثقـل خودروهـای مسـابقه‌ای را بسـیار 
پاییـن در نظـر می‌گیرنـد تـا هنـگام چرخـش‌ در پیچ‌ها 
بـه آسـانی دور بزنـد و از مسـیر موردنظـر خـارج نشـود. 
ایـن موضوع در خودروهای داخل کشـور نیـز وجود دارد. 
مثـال، مرکـز ثقل ماشـین تنـدر90 کمی بالاتـر از مرکز 
ثقـل ماشـین‌ پـژو206 اسـت و به همیـن خاطـر میزان 
انحـراف تنـدر در سـر پیچ‌هـا کمی بیشـتر از پژو اسـت. 
گرچـه می‌تـوان این موضـوع را با انتخاب لاسـتیک پهن 
 اسـتاندارد کـه ارتفاع کمتـری دارد، تا حـدی جبران کرد

)شکل 12(.

 شکل  12  ......................................................................

  4.   حرکت ساده‌تر با تشخیص مرکز ثقل                   
فرض کنید کــه می‌خواهید یک یخچال را جابه‌جا 
کنید. به کدام قســمت آن باید نیــرو وارد کنیم تا به 
سادگی یخچال جابه‌جا شود؟ به‌طور معمول، مرکز ثقل 
هر یخچال، نقطه‌ای وســط یخچال اســت که به زمین 
نزدیک‌ اســت. اگر نقطه‌ای که شما به یخچال نیرو وارد 
می‌کنید، از مرکــز ثقل دورتر باشــد، حرکت یخچال 

راحت‌تر انجام می‌شود. )شکل 13(

 شکل  13  ......................................................................
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ریاضی اندیشیدن
دکتر غلامرضا یاسی‌پور

بزرگی بی‌نهایت چقدر است؟ پاسخ کوتاه به این پرسش این 
است که ∞ )نماد بی‌نهایت( بسیار بزرگ است. خط مستقیمی را 
تصــور کنید با عددهای بزرگ‌تر و بزرگ‌تر واقع بر امتداد آن، در 
حالی که خط تا »بی‌نهایت« امتداد یافته اســت. در این مورد، به 
ازای هر عدد عظیمی که در نظر گرفته شود، مثلًا 101000، همواره 

عدد بزرگ‌تری، چون 1+ 101000، موجود است.
در مفهوم سنتی، بی‌نهایت؛ عددهایی هستند که تا ابد ادامه 
دارند. ریاضیات، بی‌نهایت را در همه‌جا به‌کار می‌برد، اما باید توجه 
داشــت که آن را مانند عددی معمولــی در نظر نگیریم، چرا که 

عددی معمولی نیست.

شمارش
از  ژرژ کانتور، ریاضی‌دان آلمانی، مفهــوم کاملًا متفاوتی 
بی‌نهایت به دستمان داده اســت. در این فرایند، وی دست تنها 
نظریه‌ای آفرید که بیشــترِ ریاضیات مدرن را به جلو رانده است. 
مفهومی که نظریة کانتور وابســته به آن است، با مفهوم ابتدایی 
شمارش سروکار دارد؛ یعنی ساده‌تر از آنچه در زندگی روزمره به 

کار می‌بریم.
کشاورزی را در نظر می‌گیریم که در مورد شمارش با عددها 
چیزی نمی‌داند. پس چگونه خواهد دانست چند گوسفند دارد؟ 
خیلی ســاده ـ هنگامی که گوســفندان را صبح به چرا می‌برد، 
می‌تواند عصر با جفت کردن هر گوســفند با سنگی از توده‌ای 
ســنگ که از صبــح در مدخل طویله موجود اســت، بگوید آیا 
همة گوسفندان برگشته‌اند یا خیر. چه اگر گوسفندی گم شده 
باشــد، ســنگی باقی می‌ماند. به این ترتیب، کشاورزمان، حتی 
بدون استفاده از عددها ریاضی‌ورز بوده است. چرا که وی مفهوم 
»تناظر یک به یک«2 را، بین گوسفندان و سنگ‌ها، به کار برده 
اســت. این مفهوم ابتدایی اســت، اما پیامدهای شگفت‌انگیزی 

دارد. 

هرچه آغاز ندارد
نپذیرد انجام1

لامکانی که در او نور خداست
ماضی و مستقبل و حال از کجاست؟

ماضی و مستقبلش نسبت به تو است
هر دو یک چیزند، پنداری که دو است

)مثنوی معنوی/ دفتر سوم/ 1151-2(
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نظریـة کانـتور با »مجموعه‌هـا«3 سر و کار دارد )مجمـوعه، 
به‌طور ساده، کلکسیونی از اشیاست(.

 برای مثال:
N={1,2,3,4,5,6,7,8,...}

به معنی مجموعة عددهای تمام )مثبت( اســت. هنگامی که 
مجموعه‌ای داشته باشــیم، می‌توانیم دربارة »زیرمجموعه‌ها«4یی 
که داخــل مجموعــة بزرگ‌ترند، صحبــت کنیــم. واضح‌ترین 
زیرمجموعه‌هایی که با مثال Nمــان مرتبط‌اند، زیرمجموعه‌های 
E={2,4,6,8,....} و O={1,3,5,7,....} هســتند که به ترتیب، 
مجموعه‌هــای »عددهای فرد«5 و »عددهای زوج«6اند. در اینجا، 
اگر این پرسش را مطرح کنیم که »آیا تعداد عددهای فرد با تعداد 

عددهای زوج برابر است؟« پاسخمان چیست؟
گرچــه این کار را نمی‌توان با شــمردن اعضایی که در هر 
مجموعه موجود اســت، و مقایســة جواب‌ها انجام داد، پاســخ 
مطمئناً »آری« اســت. اما این اطمینان بر چه مبنایی اســت؟ 
ـ شــاید بر چیزی شــبیه این: »نیمی از عددهای تمام، فرد و 
نیمی زوج‌اند.« کانتور با این پاســخ موافق اســت، اما استدلال 
متفاوتی به‌دست می‌دهد. وی چنین می‌گوید: هر بار که عددی 
فرد داریم، عــدد زوجی در کنارش، به‌عنوان »جفت«7 خواهیم 
داشــت. این ایده که هر دو مجموعــة O و E دارای اعضایی با 
تعداد یکسان‌اند، بر مبنای جفت کردن هر عدد فرد با یک عدد 

زوج قرار دارد:

...21191715131197531O :



...222018161412108642E :

اما در صورتی که این پرســش را مطرح کنیم که »آیا تعداد 
عددهای تمام برابر تعداد عددهای زوج است؟« پاسخ ممکن است 
»خیر« باشد، و استدلال اینکه »مجموعة N، به خودی خود، دو 

برابر مجموعة عددهای زوج عدد دارد.«
مفهوم »بیشتر«، زمانی که با مجموعه‌هایی با تعداد اعضای 
نامعین ســروکار داریم، مفهومی مبهم اســت. امــا این‌کار را 
می‌توانیم با مفهوم تناظر یک به یک بهتر انجام دهیم. تعجب‌آور 
 اســت که بین N و مجموعة عددهای زوج E نیز تناظری یک

به‌یک موجود است:

...1110987654321N :



...222018161412108642E :

 به این ترتیب، به این نتیجة مبهوت‌کننده می‌رســیم که به 
»همان تعداد« عددهای تمام، عــدد زوج داریم! نتیجه‌ای که با 
»مفهوم متعارف« اعلام‌شده توســط یونانیان باستان در تناقض 
اســت؛ چرا که آغاز کتاب »مقدمات« اقلیدس اسکندرانی بر این 

است که »کل بزرگ‌تر از جزء است.«

اصلیت8
تعداد اعضای یک مجموعه بــه »اصلیت« یا عدد اصلی آن 
موسوم است. در حالت مربوط به گوسفندان، عدد اصلی ثبت‌شده 
به حساب کشاورز 42 است. اصلیت مجموعة {a,b,c,d,e} برابر 

5 است که آن را به‌صورت زیر می‌نویسیم
card{a,b,c,d,e}=5

به این ترتیب، اصلیت، قدر یا »اندازة« یک مجموعه اســت. 
کانتور در مورد عددهای تمــام N، و هر مجموعة در تناظر یک 
به یک با N، از نماد 0אּ اســتفاده کرد. )אּ یا »الف از الفبای عبری 
است. نماد 0אּ به‌صورت »الف صفر«9 خوانده می‌شود.( بنابراین، به 

زبان ریاضی می‌توان نوشت:
card(N)=card(O)=card(E)= ּ0א

هر مجموعه که بتوانــد در تناظر یک به یک با N قرار گیرد، 
مجموعــة »بی‌نهایت‌ ـ شــمارا« یا »نامتناهی شــمارا«10 نامیده 
می‌شود. »بی‌نهایت ـ شمارا« بودن یک مجموعه به این معنی است 
که می‌توانیم اعضای آن مجموعه را در یک فهرســت قرار دهیم؛ 
برای مثال، فهرســت عددهای فرد، به‌طور ساده، عبارت است از: 

1، 3، 5، 7، 9، ... و می‌دانیم کدام عضو اول، کدام دوم، و ... است.
 پی‌نوشت‌ها....................................................................................

1. ماجرای من و معشوق مرا پایان نیست / هرچه آغاز ندارد نپذیرد انجام
2. one to one correspondence
3. sets
4. subsets
5. odd numbers
6. even numbers
7. mate
8. cardinality
9. aleph nought
10. countably infinite
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آموزشی
محمدتقی طاهری‌تنجانی

چه در حل معادلات و چه در حل نامعادلات، منظور پیدا کردن همة مقدارهای مجهول اســت که در ازای آن‌ها، معادله و یا نامعادلة 
موردنظر برقرار باشد. هر یک از این مقدارها که در معادله و یا نامعادله صدق کند، جواب آن معادله یا نامعادله نامیده می‌شود. واضح 

است که این جواب‌ها باید چنان باشند که در ازای آن‌ها مقدارهای دوطرف معادله یا نامعادله قابل محاسبه باشند.
مقدارهایی که در ازای آن ها دو طرف معادله یا نامعادله معنی پیدا می‌کنند، دامنة معادله یا نامعادله هســتند، جواب‌های معادله 

)نامعادله( جزء این دامنه‌اند و نه برعکس.
گاهی معــادلات )نامعادلات( را بدون توجه به خصوصیات و ویژگی‌های عبارت‌های آن‌ها و با اســتفاده از چند فرمول و یا راه‌حل 
مکانیکی حل می‌کنند که در نتیجه به جواب‌هایی می‌رسند که خالی از اشکال نیستند. در این نوشتار سعی بر آن است که با ذکر تعدادی 

از مثال‌ها به برخی از این ریزه‌کاری‌ها بپردازیم.

مقدمه

x را حل کنید. x+ =2  مثال 1.   معادلة 
حل:  ابتدا دامنة معادله را تعیین می‌کنیم. عبارت زیر رادیکال 
x . البته باید توجه داشــته باشیم که  باید نامنفی باشــد: پس: 2- ≤

طرف دوم معادله عبارتی نامنفی است.
پس: x ≥0 . حال طرفین معادله را به توان دو می‌رسانیم:

( x ) x

x x
x
x

+ =

+ =

= −
 =

2 2

2

2
2

1
2

غیرقابل قبول

قابل قبول

تذکر: البتــه در برخی از موارد می‌تــوان به حل مکانیکی 
معادله پرداخت و جواب‌های نهایی را کنترل کرد.

نکتة مهم در حل معادلة فوق این است:

f (x) , g(x)
f (x) g(x)

f (x) g(x)
≥ ≥

= ⇔  =

 

x را حل کنید. x+ + − =1 2  مثال 2.   معادلة 1

x است.  حل:  در یک نظر دامنه تعریف عبارت سمت چپ 2≤
حال اگر به حل مکانیکی مسئله بپردازیم، داریم:

x x+ = − −1 1 2

طرفین معادلة اخیر را به توان دو می‌رسانیم:

٭

x x x

x ( )

+ = + − − −

− = −

1 1 2 2 2
2 1

در
حلِ نکتهچند

معادلات
نامعادلات
معادلات

معادلات
و
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 حال طرفین معادله )٭( را به توان دو می‌رسانیم! داریم:
x-2=1⇒x=3
واضح اســت که x=3 در دامنه معادله است، ولی جواب معادله 
نیســت. این اشکال از آنجا درست شــد که وقتی می‌توانیم طرفین 
معادلــه را به ‌توان دو )یا عددی زوج( برســانیم که مطمئن باشــیم 
علامت طرفین مثبت اســت. مــا حق به ‌توان دو رســاندن طرفین 
 معادلة )٭( را نداشتیم! لذا جواب x=3 در معادله )٭( صدق نمی‌کند.

و مجموعة جواب‌ معادله تهی است.

 مثال 3.   معادلة مثلثاتی زیر و حل آن‌را که توســط دانش‌آموزی 
ارائه شده اســت، در نظر بگیرید. آیا اســتدلال حل معادله خالی از 

اشکال است؟
xSin( )
x
π

=
π+
2



حل: 
xSin( ) Sin
x

x k , k
x

π
=

π+
π

= π ∈
π+

2

2



�

اشکال استدلال فوق آن است که از طرفین معادله معلوم می‌شود 
π پس بین x و π نامســاوی واســطة حسابی و  x و چون 0< که 0≤

هندسی برقرار است؛ لذا:

x
x

x x

x x
x x

π
≥

π+

π +
≥ π

π π
≤ → ≤ ≤

π+ π+

2
2

2 21 1




≥0. که تنها حالت  kπ با توجه به سطر آخر حل مثال داریم: 1≥
k=0 و در نتیجــه x=0 می‌تواند برقرار باشــد؛ لذا معادله فوق فقط 

جواب x=0 را داراست.
همان‌طور که دیده شــد، اگر در تبدیلاتی که انجام می‌دهیم، از 
هم‌ارزی‌ها به‌درستی استفاده نکنیم، به نتایج مشکوک و بیشتر غلط 
می‌رسیم. اما اگر در حل مســائل و در تبدیلاتی که انجام می‌دهیم، 
مرحله به مرحله از هم‌ارزی‌ها به‌درستی استفاده کنیم، هرگز با جواب 

خارجی و با حذف جواب‌های مسئله مواجه نمی‌شویم.

x را حل کنید. x x− + ≥ −2 4 3 2  مثال 4.   نامعادلة 

حل:  اغلب دانش‌آموزان مسئله را چنین حل می‌کنند: 
طرفین نامعادله را به توان 2 می‌رسانند.

x2-4x+3≥4+x2-4x⇒3≥4  غیرممکن

پس نامعادله جواب ندارد.
واضح است که حل فوق غلط اســت؛ زیرا به ازای x=5 نامعادله 

جواب دارد.
پــس این نامعادله دارای جواب اســت. حال بــرای حل آن ابتدا 
مقدارهایی از x را تعیین می‌کنیم که عبارت x2-4x+3 نامنفی باشــد. 
[1,∞-) است. بنابراین دربارة  مجموعة جواب نامعادلة اخیر (∞+,3]
)1،3( جوابی برای نامعادله وجود ندارد. به‌علاوه x≥3 جواب مســئله 
اســت. ولی اگر: x≤1 ، باید: x>0-2 و به تناقض می‌رسیم؛ پس جواب 

نامعادله بازة )∞+،3[ است.

 مثال 5.   معادلة لگاریتمی log x3= log x را حل کنید.

حل:  برخی از دانش‌آموزان با حذف log از طرفین معادله چنین 
استدلال می‌کنند:

x
x x x(x )

x
=

= ⇒ − = ⇒  = ±
3 2 1

1




حال اگر آزمایش جواب‌ها را داشته باشیم درمی‌یابیم جواب‌های 
x = 0 و x = -1 مورد قبول نیستند.

دقت کنیم در معادلات لگاریتمی باید داشته باشیم:

f (x) g(x)
log f (x) log g(x)

f (x) , g(x)
=

= ⇔  > >  

 با توجه به هم‌ارزی فوق جواب معادلة x=1 مورد قبول است.
 x3=x عکس این مطلب نیز درســت است؛ یعنی اگر حل معادلة

موردنظر باشد، نمی‌توان از طرفین آن لگاریتم گرفت.
در ادامه چند تمرین آمده اســت. اگر به درســتی از هم‌ارز‌ی‌ها 
استفاده شــود، و همچنین جواب‌های به‌دســت‌آمده کنترل شوند، 

مطمئن باشید جواب‌های به‌دست‌آمده خالی از اشکال خواهند بود.

تمرین

x) را حل کنید. )(x x )− − + =2 4 2 1  1. معادلة 
log را به‌دســت  x− >1

2

2  2. مجموعــة جواب نامعادلة 
آورید.

x) را حل  ) x x x− − + − + =2 2 21 4 3 2  3. معادلة 
کنید.

4. معادله را حل کنید:
log x

log ( x )
=

−
2 2

2 15
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دكتر محمدعلي فريبرزي عراقي
عضو هيئت علمي دانشگاه آزاد اسلامي، واحد تهران مركزي
عليرضا سلماني انباردان
كارشناس ارشد رياضي مالي، دبير رياضي شهرستان قدس

)قسمت ششم(

در قســمت قبل چند فعاليت براي معرفي تابع و رسم نمودار 
توابع با اســتفاده از »جئوجبرا« ارائه شد. در اين قسمت به ادامة 
به‌كارگيري اين نرم‌افزار براي معرفي تابع وارون و تابع يك به يك 
و رسم انواع توابع نمايي و لگاريتمي مي‌پردازيم. در تمام فعاليت‌ها 
از مثال‌ها و تمرين‌هاي كتاب‌هاي دورة دوم متوسطه استفاده شده 

است.

مقدمه

فعاليت 1. رسم وارون يك تابع مفروض ..................................
براي رسم نمودار وارون كي تابع كافي است قرينة نمودار آن تابع 

را نسبت به نيم‌ساز ربع اول و سوم يا خط y = x رسم كنيم.
1. تابــع با ضابطــة f(x) = 5x-2 و وارون ايــن تابع را در كي صفحة 

مختصات رسم كنيد.
با استفاده از نقطهي‌ابي، دو نقطة A و B را با دستورهای زير روي 

صفحه مشخص ميك‌نيم:
A = (1,3)
B = (0,-2)
حالا با استفاده از دستور زير، خطي را كه از دو نقطة بالا مي‌گذرد 

رسم ميك‌نيم.
a:Line (A,B)

اكنون براي رســم نيم‌ساز ربع اول و سوم كافي است  دستور زير 
را وارد كنيم:

y = x

سپس براي مشخص كردن قرينة نقطه‌هاي A و B نسبت به خط 
نيم‌ساز ربع اول و سوم از دستورهاي زير استفاده ميك‌نيم:

Reflect (A,f)
Reflect (B,f)

آزمایشگاه
 ریاضی

معرفی نرم‌افزارهای ریاضی

حال خط گذرنده از دو نقطة 'A و 'B را با استفاده از دستور 
»Line« به‌صورت زير رسم ميك‌نيم )نمودار 1(:

Line (A',B')

نمودار 1

f و وارون اين تابع را در كي  (x) x= −
2 4
3

2. تابــع با ضابطــة 
صفحة مختصات رسم كنيد.

تمــام مرحله‌ها مانند مثال قبل به‌صــورت زير خواهد بود 
)نمودار 2(:

A = (0,-4)
B = (3,-2)
a:Line (A,B)
y = x
Reflect (A,f)
Reflect (B,f)
Line (A',B')

نمودار 2

فعاليت 2. تابع يك به يك .....................................................
در كي تابع كي به يــك، هر خط موازي با محور xها نمودار 

تابع را حداكثر در كي نقطه قطع ميك‌ند.
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2. آيا نيم‌دايرة نمودار 5 بيانگر كي تابع كي به كي اســت؟ نمودار 
ربع دايرة نمودار 6 چطور؟

براي رســم نيم‌دايره‌اي به شعاع 1 به مركز مبدأ از دستور زير 
استفاده ميك‌نيم:

CircularSector((0,0),(1,0),(-1,0))

سپس با استفاده از ابزار »Slider« كي نوار لغزنده با كمترين 
مقدار 0 و بيشترين مقدار 1 ايجاد ميك‌نيم و در نهايت دستورهاي 

زير را وارد ميك‌نيم )نمودار 5(:
y = a
Intersect(c,f)

نمودار 5

براي رسم ربع دايره از دستور زير استفاده ميك‌نيم:
CircularSector((0,0),(1,0),(0,1))

و ادامة كار همانند مرحلة قبل است )نمودار 6(.

نمودار 6

به اين ترتيب نيم‌دايره بيانگر كي تابع كي به كي نيست، ولي 
ربع دايره كي تابع كي به كي را نمايش مي‌دهد.

1. آيا تابع با ضابطة y = x2 با دامنة R كي به كي است؟ اگر دامنة 
] باشد، چطور؟ ),+∞0 تابع

براي رسم تابع y = x2 با دامنة R همان‌طوري كه در قسمت قبل 
نيز بيان شد، كافي است در قسمت »...Input« ضابطة تابع را وارد كنيم:
f:y = x˄2
ســپس با استفاده از ابزار نوار لغزنده )Slider( كي نوار لغزنده 
با كمترين مقدار 0 و بيشــترين مقــدار دلخواه )مثلًا 10( ايجاد و 

           g:y = a                                      :دستورهاي زير را وارد كنيد

Intersect(f,g)
 دســتور آخر نقطة محل برخورد نمودار و خط موازي با محور
xها را مشخص ميك‌ند. با تغيير مقدار نوار لغزنده خواهيم ديد كه 
 محل خط موازي با محور طول‌ها تغييــر خواهد كرد )نمودار 3(.

لذا اين تابع در دامنة R كي به كي نيست.

نمودار 3

براي رسم تابع در بازة تعيين‌شده از دستور زير استفاده ميك‌نيم:
If(x˃ 0,x˄2)

بقية مرحله‌ها همانند مرحلة قبل اســت )نمودار 4(. بنابراين 
] كي به كي است. ),+∞0 تابع فوق در دامنة 

نمودار 4
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فعاليت 3. تابع نمايي و رسم آن ...........................................
در اين فعاليت چند نمونه تابع نمايي كه ضابطة آن‌ها مفروض 

است، در محيط جئوجبرا رسم مي‌شوند.
1. رسم نمودار تابع با ضابطة f(x) = 2x و مقايسة آن با نمودار تابع 
درجــة دوم g(x) = x2 و يافتن تعــداد محل‌هاي تلافي اين دو 

. 72 نمودار. همچنين محاسبة تقريبي 0/4-2، 20/3 و 
 g(x) و براي تابع (a,2˄a) از f(x) به منظور نقطهي‌ابي براي تابع

از (b,b˄2) استفاده خواهيم كرد. براي نمونه خواهيم داشت:
A = (0,0˄2)
A' = (0,2˄0)
B = (1/2,(1/2)˄2)
B' = (1/2,2˄1/2)

به همين صورت نقطه‌هاي ديگــري را نيز مي‌توان وارد كرد. 

f(x) = 2˄x 
سپس توابع f(x) و g(x) را وارد ميك‌نيم:                

g(x) = x˄2
اكنون براي تعيين محل برخورد دو تابع از دستور زير استفاده 

Intersect(f,g)                                      :)7 ميك‌نيم )نمودار

كه كيي از نقطه‌هاي تلاقي، نقطة (0/77,0/59-) است. براي 
به دست آوردن مقدار تقريبي 20/3، عبارت 0/3˄2 را وارد ميك‌نيم 
كه مقدار تقريبــي 1/23 را نمايش مي‌دهد و با وارد كردن عبارت 
 2˄sqrt(7) 0/4-˄2 مقــدار تقريبي 0/76 و با وارد كــردن عبارت

مقدار تقريبي 6/26 نمايش داده خواهد شد.

نمودار 7

2. رسم نمودار تابع با ضابطة f(x) = 3x و مقايسة آن با نمودار تابع 
. 23 xg(x) و تقريب ( )=

1
3

با ضابطة 

 g(x) و براي نقطهي‌ابي تابع (a,3˄a) از f(x) براي نقطهي‌ابي تابع
از (b,(1/3)˄b) استفاده خواهيم كرد. براي نمونه خواهيم داشت:

A = (0,3˄0)

A' = (0,(1/3)˄0)
B = (1/2,3˄1/2)
B' = (1/2,(1/3)˄1/2)

سپس توابع f(x) و g(x) را به‌صورت زير وارد ميك‌نيم )نمودار 8(:
f(x) = 3˄x
g(x) = (1/3)˄x

23 كافي است عبارت  براي به دســت آوردن مقدار تقريبي 
sqrt(2)˄3 را وارد كنيم تا مقدار 4/73 نمايش داده شود.

نمودار 8

ملاحظه مي‌شود كه نمودار اين دو تابع نسبت به محور عمودي 
قرينه هستند.

فعاليت 4. رسم تابع لگاريتمي و مقايسة آن با تابع نمايي......
در اين فعاليت نمودار چند تابع لگاريتمي به‌عنوان وارون توابع 

نمايي در محيط جئوجبرا رسم و مقايسه مي‌شوند.
f(x) = log2 و مقايسة آن با نمودار تابع 

(x) 1. رسم نمودار با ضابطة
  .g(x) = 2x با ضابطة

براي نقطهي‌ابي تابع f(x) از (a,log2(a)) و براي نقطهي‌ابي تابع 
g(x) از (b,2˄b) استفاده خواهيم كرد. براي نمونه خواهيم داشت:
C = (2,log2(2)) 	
A' = (0,2˄0)
B = (1,log2(1))
B' = (1,2˄1)
(3,log2(3)) به همين شــكل مي‌توان ســاير نقطه‌ها چون 

) و (2,4) را وارد كرد. اكنون توابع f(x) و  , ), ( , ), ( , )− −
1 13 8 1 2
2 4

g(x) را به‌صورت زير وارد ميك‌نيم تا نمودار آن‌ها رسم شود )نمودار 9(:

f(x) = log2(x)
g(x) = 2˄x
براي رسم نيم‌ساز ربع اول و سوم عبارت y = x را وارد ميك‌نيم.
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نمودار 9

ملاحظه مي‌شــود با توجه به اينكه اين دو تابع وارون كيديگر 
هستند، نمودار آن‌ها نسبت به خط y = x قرينه هستند.

2. رسم نمودار با ضابطة f(x) = log3(x) و مقايسة آن با نمودار تابع 
 .g(x) = 3x با ضابطة

براي رســم ابتدا همانند حالت‌هاي قبــل نقطهي‌ابي را انجام 
مي‌دهيم و در هر دو تابع به جاي x عددهاي 0، 1، 2 و 0/3 را قرار 
 g(x) و براي تابع )a,log(3,a)) از عبارت f(x) مي‌دهيم. براي تابع

از عبارت (b,3˄b) استفاده خواهيم كرد. براي نمونه داريم:
C = (2,log(3,2))
A' = (0,3˄0)
B = (1,log(3,1))
B' = (1,3˄1)

اكنون توابع f(x) و g(x) را به‌صورت زير وارد ميك‌نيم تا نمودار 
آن‌ها رسم شود )نمودار 10(:

f(x) = log(3,x)
g(x) = 3˄x
براي رسم نيم‌ساز ربع اول و سوم عبارت y = x را وارد ميك‌نيم.

نمودار 10

3. رســم نمودار تابع ‌نمايــي با ضابطة y = 4x و مقايســه با تابع 
 .y = log4(x) لگاريتمي

براي رسم اين توابع همانند مسئله قبل عمل خواهيم كرد كه 
نتايج در نمودار 11 مشاهده مي‌شود.

نمودار 11

f(x) = log و مقايسه با نمودار  1
2
(x) 4. رسم نمودار تابع با ضابطة
 .g(x) = log2(x) تابع با ضابطة

 . log 1
2
همچنين محاسبة تقريبي (2/5)

براي رســم اين توابع ابتدا نقطه‌هايي از هر تابع را مشــخص 
ميك‌نيم. براي مثال، به جــاي x عددهاي 0/5، 1 و 2 را در توابع 
 g(x) و براي تابع (a,log(1/2,a)) از f(x) قرار مي‌دهيم. براي تابع

A = (0/5,log(1/2,0/5))  
از (b,log2(b)) استفاده ميك‌نيم:         

A' = (0/5,log2(0/5))
B = (1,log(1/2,1))
B' = (1,log2(1))
C = (2,log(1/2,2))
C' = (2,log2(2))
حالا دو تابع را به كمك دستورهاي زير رسم ميك‌نيم )نمودار 12(:
f(x) = log(1/2,x)
g(x) = log2(x)
log  عبارت  1

2
بــراي پيــدا كــردن مقــدار تقريبــي  (2/5)

log(1/2,2/5) را وارد ميك‌نيم. بعد از زدن »Enter« مقدار 1/32- 
نمايش داده مي‌شود.

نمودار 12
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فعاليت 5. رسم نمودار توابع نمايي يا لگاريتمي از طريق 
انتقال يا قرينهي‌ابي...............................................................

1. رسم نمودار تابع با ضابطة y = 3x-1 با استفاده از نمودار تابع نمايي 
. y = 3x با ضابطة

ابتدا عبارت f(x) = 3˄x را وارد ميك‌نيم تا تابع y = 3x رســم 
شــود؛ ســپس كي نوار لغزنده دلخواه به نام a با اســتفاده از ابزار 
Slider ايجاد و عبارت g(x) = 3˄(x+a) را وارد ميك‌نيم تا g رسم 
شــود. با تغيير مقدار نوار لغزنــده مي‌توانيم جابه‌جايي تابع دوم را 

بررسي كنيم )نمودار 13(.

نمودار 13

xy با استفاده از نمودار تابع  ( )= −
1
2

2. رسم نمودار تابع با ضابطة 
. xy ( )=

1
2

نمايي با ضابطة 
براي رسم توابع از دستورهاي زير استفاده ميك‌نيم )نمودار 14(:
f(x) = (1/2)˄x
g(x) = -(1/2)˄x

نمودار 14

3. رسم نمودار تابع با ضابطة y = -log2(x-1) از طريق نمودار تابع 
 .y = log2(x) با ضابطة

ابتدا با استفاده از ابزار Slider كي نوار لغزنده به اندازة دلخواه و 

به نام a ايجاد ميك‌نيم. براي رسم توابع از دستورهاي زير استفاده 
ميك‌نيم:

f(x) = log2(x)
g(x) = -log2(x+a)

بــا تغيير اندازة نــوار لغزنده وضعيت تابــع g(x) را مي‌توانيم 
بررسي كنيم )نمودار 15(:

نمودار 15

4. رســم نمودار تابع با ضابطة y = 2+log(x) از طريق نمودار تابع 
با ضابطة )y=log(x )مبني لگاريتم 10 است(.

ابتدا با استفاده از ابزار Slider  كي نوار لغزنده به اندازة دلخواه 
و نام a ايجاد ميك‌نيم. براي رســم توابع از دستورهاي زير استفاده 

ميك‌نيم:
f(x) = log10(x)
g(x) = a+log10(x)
بــا تغيير اندازة نــوار لغزنده وضعيت تابــع g(x) را مي‌توانيم 

بررسي كنيم )نمودار 16(.

نمودار 16

 . [ ],−2 2 5. رسم تابع با ضابطة y = 4x-1 در بازة 
براي رسم تابع فوق دستور زير را وارد ميك‌نيم )نمودار 17(:

If(-2< = x< = 2,(4˄x)-1)
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نمودار 17

فعاليت 6. حل معادلات نمايي يا لگاريتمي.........................
93x-3 = 27x+1 1. حل معادلة نمايي

 بــراي حــل معادلــه در جئوجبــرا معادلــه را در قســمت 
»...Input« به‌صــورت كامل وارد ميك‌نيم. در صورت وجود جواب 
به‌صورت خط x = x0 نشــان داده خواهد شــد كه x0 همان جواب 

معادله است.
معادله فوق را به‌صورت زير وارد ميك‌نيم:

9˄(3x-3) = 27˄(x+1)
كــه در اينجا به‌صورت خط x = 3 نمايش داده مي‌شــود و جواب 

معادله است )نمودار 18(.

نمودار 18

2. حل معادلة لگاريتمي
log5(x+1)+log5(x-1) = 1 )الف

براي حل معادلة فوق عبارت زير را وارد ميك‌نيم:
log(5,x+1)+log(5,x-1) = 1

كه جواب به‌صورت تقريبي برابر x = 2/44 است )نمودار 19(.

نمودار 19

log )ب (x )− = −2
1
1

21 2


براي حل معادلة فوق عبارت زير را وارد ميك‌نيم:
log(1/10,(x˄2)-21) = -2

كه جواب معادله x = 11 است )نمودار 20(.

نمودار 20

 منابع..............................................................................................
1. كتاب درسي رياضي 2، دورة دوم متوسطة علوم تجربي، 1397.

2. كتاب درسي رياضي 1، دورة دوم متوسطة علوم تجربي و رياضي فيزكي، 1397.
3. www.geogebra.org
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آموزشی
عنایت‌اله راستی‌زاده
کارشناس ارشد آموزش ریاضی و دبیر ریاضی شیراز

:x∈R مثال1.  ثابت کنید برای هر 
x12-x9+x4-x+1>0     

 0<x<1 و x≤0 :اثبات.   ســه حالت در نظر می‌گیریم 
x≥1 و

الف. x≤0 در این حالت:
x12≥0 , -x9≥0 ,  x4≥0 , -x≥0

پس:
x12-x9+x4-x+1>0

ب. x<1>0. در این حالت داریم:
x12-x9+x4-x+1=(1-x)+x4(1-x5)+x12

اما: x>0-1 و x5>0-1 بنابراین به‌وضوح حکم ثابت 
است.

اثبات
با درنظر گرفتن 
تمام حالت‌ها

A B

»اثبات« روندی اســت که با به‌کارگیری قواعد خاصی، به پذیرش درستی 
یک ادعا می‌انجامد. گاهی برای اثبات یک گزاره لازم است همة موارد ممکن 
در مورد مسئله را درنظر بگیریم. در این بین، دو نکته قابل توجه است: یکی 
اینکه با توجه به شرایط مسئله، حالت‌ها دربرگیرندة تمام موارد ممکن باشند، و 
دیگری اینکه نشان دهیم در تمام حالت‌ها، گزاره درست است. در این مقاله به 
روش اثبات اشباع می‌پردازیم و مثال‌های مختلفی را با این روش حل کرده‌ایم 

که در پی می‌آید.

مقدمه اشاره

ممکن اســت راه‌های زیادی برای تقســیم شرایط 
مســئله به چند حالت وجود داشته باشــد، اما در نظر 
گرفتن همة حالت‌ها وابســتگی زیــادی به موقعیت و 
شرایط مسئله دارد. برای نمونه، وقتی مسئله‌ای دربارة 
عدد حقیقی x باشد، شاید هر کدام از تقسیم‌بندی‌های 

زیر را بتوانید انتخاب کنید:
x < 0 و  x = 0 و  x >0 .1

(a≠0)      x > a و x ≤ a .2
x .3های گویا و xهای گنگ

(a < b);   x ≤ a,   a < x< b,  x ≥ b .4
به‌طور کلی، تا حد امکان باید تلاش کرد ضمن در 
نظر گرفتن تمام حالت‌‌ها، تعداد حالت‌های ممکن برای 
بررســی زیاد نشود. در ادامه سعی شده است مثال‌های 
متنوعی از مباحث گوناگون ریاضی انتخاب و بررســی 

شوند.
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ج. x≥1 . در این حالت داریم:
x12-x9+x4-x+1=x9(x3-1)+x(x3-1)+1≥1>0

). x3-1≥0 :پس ،x≥1 :توجه داریم که(

 مثال2.   ثابت کنید اگر عدد طبیعی n بر 3 بخش‌پذیر 
نباشد، آن‌گاه n2-1 مضرب 3 است.

 اثبات.    می‌دانیم هر n طبیعی را می‌توان به یکی از 
سه صورت زیر نمایش داد:

n=3k, n=3k+1, n=3k+2	 (K∈N)
چون n بر 3 بخش‌پذیر نیست، پس: n≠3k و لذا دو 

حالت زیر را داریم:

حالت اول: n=3k+1. در این صورت:
n2-1= (3k+1)2-1=9k2+6k+1-1  
      =9k2+6k =3(3k2+2k) =3t

که مضرب 3 است.

حالت دوم: n=3k+2. در این صورت:
n2-1=(3k+2)2-1=9k2+12k+4-1 
       =9k2+12K+3=3t'

که مضرب 3 است.
***

در ادامه به دو مثال از نامساوی‌های شامل قدرمطلق 
توجــه می‌کنیم و خواهیم دید کــه »اثبات به روش در 
نظر گرفتن همة حالت‌ها« چه دامنة وسیعی از مسائل را 

می‌تواند پوشش دهد.

 مثال3.   ثابت کنید برای هر x و y حقیقی داریم:
|x+y|≤|x|+|y|  )نامساوی مثلثی(

 اثبات.    قبل از اثبات این نامساوی کاربردی لازم است 
یادآوری کنیم که:

x (x )
| x |

x (x )
≥

= − <





حالــت اول: x ≥0 و y ≥0 . بنابراین طبق تعریف 
x|=x| و y|=y| و از آنجا که: x+y ≥0، لذا:

|x+y|=x+y=|x|+|y|

 . |y|=-y و |x|=-x :بنابراین .y<0 و x<0 :حالت دوم 

و چون: x+y<0، پس:
|x+y|=-(x+y)=-x+(-y)=|x|+|y|

حالت سوم: یکی از دو متغیر x و y مثبت و دیگری 
منفی باشــد. بدون از دســت دادن کلیت موضوع، 

فرض کنیم x مثبت و y منفی باشد. پس:
|x|=x و |y|=-y
حال لازم است تا مسئله را به دو زیرحالت تقسیم کنیم:

الف. x+y≥0. در این صورت:
|x+y|=x+y≤x+(-y)=|x|+|y|

ب. x+y<0. در این صورت:
|x+y|=-x+(-y)≤x+(-y)=|x|+|y|

:x∈R مثال4.   ثابت کنید برای هر 
-2≤|x-1|-|x+1|≤2

 اثبات.    در خصوص مســائل شامل قدرمطلق توجه 
داشته باشــید که ریشــه‌های هر کدام از قدرمطلق‌ها 
معمولاً برای تقســیم‌بندی حالت‌های ممکن کارسازند. 

توجه کنید که:
x : (x )

| x |
(x ) : (x )

− ≥
− = − − <

1 1
1

1 1

x : (x )
| x |

(x ) : (x )
+ ≥ −

+ = − + < −

1 1
1

1 1

بنابراین حالت‌های x≤1 ،x<-1≥1- و x ≥1 را در 
نظر می‌گیریم. )هر x حقیقی در یکی از این 3 بازه قرار 

می‌گیرد.(

:x<-1 :حالت اول
|x-1|-|x+1|=-(x-1)+(x+1)=2

:-1≤x≤+1 :حالت دوم
|x-1|-|x+1|=-(x-1)-(x+1)=-2x
-1≤x≤1⇒2≥-2x≥-2

:x>1 :حالت سوم
|x-1|-|x+1|=(x-1)-(x+1)=-2

بنابراین در تمام حالت‌ها داریم: 
-2≤|x-1|-|x+1|≤2

■ اینــک به مثالی متفاوت می‌پردازیم که در آن باید از 
قوانین منطق بهره‌ گرفت.
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 مثال5.   گزاره‌های زیر همگی درست‌اند:
1) P ⇒ (q ⇒ r)	 	  2) p∨s
3) t ⇒q	  		   4) ~s
⇒  t همواره درست است. r در این صورت نشان دهید

 اثبات.    دو حالت در نظر می‌گیریم: q درســت باشد 
یا q~ درست باشد.

حالت اول: q درست باشد.
بنا به فرض )s ،)4~ درســت است، پس s نادرست 
است. بنا به فرض )p ،)2 باید درست باشد و از درستی 
p و درســتی )q ⇒ r ،)1 باید درست باشد. چون فرض 
کرده‌ایم q درســت اســت، پس باید r درست باشد. از 

درستی r، درستی t ⇒ r نتیجه می‌شود.

حالت دوم: q نادرست باشد.
چون بنا به فرض )t ⇒ q )3 درســت است و فرض 
کرده‌ایم q نادرست باشد، پس لزوماً t باید نادرست باشد. 
از نادرســت بودن t، لزوماً درســتی گزارة t ⇒ r نتیجه 

می‌شود.
در ادامه با نمونه‌هایی از مثلثات و هندســه بحث را 

کامل می‌کنیم.

 مثالθ   .6 زاویه‌ای حاده بر حســب رادیـــان است. 
به‌سادگی می‌توان دید که sinθ < θ. نشان دهید: 

cosθ >1-θ

π و θ ≤ 1 >0 را در نظر 
< θ <1

2
 اثبات.    دو حالت 

می‌گیریم.
π )عدد 1 بر حســب رادیان 

< θ <1
2

الف( حالت 
است(:

cosπ
< θ < ⇒ θ >1

2
 1 و-θ <0⇒ cosθ >1- θ

:0< θ ≤ 1 ب( حالت
 ،cos θ ≤ 1- θ :از برهان خلف اســتفاده می‌کنیم. اگر

چون:
sin2θ+cos2θ=1 و: sinθ < θ داریم:

cos cos ( )

sin sin

sin cos ( )

θ ≤ − θ⇒ θ ≤ −θ 


θ < θ⇒ θ < θ 

⇒ θ+ θ < −θ + θ

2 2

2 2

2 2 2 2

1 1

1

بنابراین:
1<1-2θ+θ2+θ2

⇒θ<θ2

اما θ<θ2 با شــرط θ≤1>0 در تناقض اســت و این 
اثبات را کامل می‌کند.

 مثــال7.   اگر x اندازة وتر و y و z اندازة اضلاع قائمه 
مثلث قائم‌الزاویه‌ای باشــند و هر سه عددهای درستی 
باشند، با درنظر گرفتن همة حالات ممکن، صورت کلی 

آن‌ها را به‌دست آورید.

 c و b و a اکنون اگــر . x2=y2+z2 :پاســخ.   داریــم 
ریشــه‌های این معادله باشــند، آن‌گاه kb ،ka و kc نیز 

ریشه‌های آن هستند. 

x
y

z

پس لازم است سه عدد y، x و z را دو به دو نسبت 
به هم اول اختیار کنیم. با این شرط داریم:

حالت اول: y ،x و z هر ســه زوج باشند. این حالت 
امکان‌پذیر نیست، چون y ،x و z دو به دو نسبت به هم 

اول‌اند.

حالت دوم: y ،x و z هر ســه فرد باشند. این حالت 
نیــز ممکن نیســت؛ چون در این صورت ســمت چپ 
 معادله فرد و ســمت راســت آن زوج است که نشدنی

است.

حالت سوم: x زوج و y و z فرد باشند:
x=2a, y=2b+1,  z=2c+1
x2=y2+z2⇒ 4a2=(2b+1)2+(2c+1)2

⇒2a2=2b2+2c2+2b+2c+1
می‌بینیم که این حالت هم نشدنی است؛ زیرا سمت 

چپ معادله زوج و سمت راست آن فرد است.
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حالت چهارم: x فرد و از دو عدد y و z یکی فرد و 
دیگری زوج باشــد. )تنها این حالت شدنی است(؛ یعنی 
انــدازة وتر مثلث همواره عددی اســت فرد و از دو ضلع 
زاویة قائمه یکی فرد و دیگری زوج اســت که با انتخاب 
  (m,n∈N)  x=m2+n2 و  m>n

داریم:
y=m2-n2 و  z=2mn

xy

z

)(m2+n2)2=(m2-n2)2+4m2n2     :توجه کنید که(

 مثال8.   فرض کنید D نقطــه‌ای روی ضلع AC از 
مثلث ABC باشد، به‌طوری که: 

DBC=18º ،<ABD=90º> و CD=10. بــا فرض 

.BD=10 :ثابت کنید ، AC =1 5

 اثبات.    می‌دانیم: Sin36º=Cos54º بنابراین: 
2Sin18ºCos18º=4Cos318º-3Cos18º 

این نتیجه می‌دهد: 

Sin −
=

5 118
4



و می‌توان دید که:

Sin +
=

5 154
4



DB

A

C

سه حالت زیر را خواهیم داشت:

حالت اول: BD>10. در این صورت:
 BDˆABD : Sin A

AD ( )

Sin

∆ = >
−

+
= =

1
1 5 1

5 1 54
4







Â⇒ > 54

 . Ĉ >18 Ĉ� پــس:  DBC> از ســویی دیگــر: 
بنابراین:

∠A+∠B+∠C+54º+108º+18º=180º
و این تناقض است.

Â < 54 حالت دوم: اگر: BD<10، در این صورت:
. بنابراین:  Ĉ <18 و 

∠A+∠B+∠C<180º
و این هم تناقض است.

حالت ســوم: اگــر BD=10، در ایــن صورت: 
. ∠C=18º و ∠A=54º

این اثبات حکم را کامل می‌کند.

تمرین

:x∈R 1. نشان دهید برای هر
|x|+|x-3|≥3

 3n2+n+14 ،n 2. ثابت کنید برای هر عدد طبیعی
عددی است زوج.

3. گزاره‌های منطقی زیر همگی درست‌اند:
1. A⇒(B∧~D)    2. c⇒A      3. c∨~D

در این صــورت ثابت کنیــد D~ همواره 
درست است.

4. ثابت کنید اگر عدد طبیعی n بر 5 بخش‌پذیر 
نباشــد، آن‌گاه در تقسیم n2 بر 5 باقی‌مانده 

برابر 1 یا 4 می‌شود.

 پی‌نوشت .......................................................................
*. Coc3x=4Cos3x-3Cosx
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آموزشی
حمیدرضا امیری

آموزش ترجمة متـون

ریـاضـی
 ‌2‌.‌1. نظریه مجموعه‌ها: 

یک مجموعه گردایه‌ای اســت  از اشیای متمایز. این بدین معنی است که }1,2,3{ 
یک مجموعه است اما }1,1,3{ مجموعه نیست؛ زیرا 1، دو بار در گردایة دوم ظاهر شده است. 

گردایة دوم یک »چندمجموعه« نامیده می‌شود. مجموعه‌ها معمولاً با نماد آکولاد مشخص می‌شوند. 
مجموعة اعداد صحیح زوج به صورت }n یک عدد صحیح است: 2n{ نوشته می‌شود.

 تعریف 2‌.‌1: مجموعة تهی مجموعه‌ای است که شامل هیچ شیئی‌ نمی‌باشد. این مجموعه توسط دو آکولاد که 
داخل آن چیزی نیست }{ یا توسط نماد ∅ نوشته می‌شود.

 تعریف 2‌.‌2: نماد عضویت مجموعه (∋) برای اینکه بگوییم یک شیء‌ عضو یک مجموعه است، استفاده می‌شود. 
)نماد عضویت( یک نماد جفتی یا شریک دارد به‌صورت (∌) که برای بیان اینکه عضوی در یک مجموعه نیست، 

استفاده می‌شود.

 تعریف 2‌.‌3: می‌گوییم دو مجموعه مساوی‌اند هرگاه اعضای آن‌ها دقیقاً یکی باشند.
 مثال ‌2‌.‌1: اگر S={1,2,3} در این صورت S∋3 و S∌4. مجموعة T={2,3,1} با مجموعة S برابر اســت؛ زیرا 

اعضای مثل هم دارند: 2،1 و 3.

 تعریف ‌2‌.‌4: عدد اصلی یک مجموعه، اندازة آن مجموعه اســت. برای یک مجموعة متناهی، عدد اصلی، تعداد 
اعضایی اســت که در آن مجموعه قرار دارند. نماد سمبلیک برای اندازة مجموعه‌ای چون S به‌صورت |S| نوشته 

می‌شود. در آینده ما با ایدة عدد اصلیِ مجموعة نامتناهی سروکار خواهیم داشت.

 لغت‌ها و اصطلاحات مهم                                                                                                                                       

1.         Collection ........................................................................................................................................... گردایه، دسته
2.       Distinct ............................................................................................................................................................ متمایز
3.       Object ................................................................................................................................................................. شیء
4.     Appear .................................................................................................................................................... ظاهر شدن
5.   Multiset ............................................................................................................................................ چند مجموعه
6.                Curly brace ...................................................................................................................................................... آکولاد
7.   Empty set .......................................................................................................................................... مجموعة تهی
8.     Partner symbol ...................................................................................................................................... جفت نماد
9.        Equal ............................................................................................................................................................... مساوی
10. Exactly .............................................................................................................................................................. ًدقیقا
11. Cardinality ............................................................................................................................................ عدد اصلی
12. Finite ............................................................................................................................................................. متناهی
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        2.1 Set Theory: :

A set is a collection of distinct objects. This means that 
{1,2,3} is a set but {1,1,3} is not because 1 appears twice in the 
second collection. The second collection is called a multiset. Sets are 
often specified with curly brace notation. The set of even integers can be 
written:

{2n: n is an integer}

 Definition 2.1 The empty set is a set containing no objects. It is written as a pair of 
curly braces with nothing inside {} or by using the symbol ∅.

 Definition 2.2 The set membership symbol ∈ is used to say that an object is a mem-
ber of a set. It has a partner symbol ∉ which is used to say an object is not in a set.

 Definition 2.3 We say two sets are equal if they have exactly the same members.

 Example 2.1 If
S={1,2,3}

then 3∈S and 4∉S.
The set

T={2,3,1}
is equal to S beccause they have the same members: 1,2 and 3.

 Definition 2.4 The cardinality of a set is its size. For a finite set, the cardinality of a 
set is the number of members it contains. In symbolic notation the size of a set S is 
written |S|. We will deal with the idea of the cardinality of an infinite set later.

 برای ترجمة دانش‌آموزان                                                                                                                   
We now move on to a number of Operations on sets. 
You are already familiar with several operations on numbers such as addition, multiplica-

tion, and negation.
...............................................................................................................................................

...................................................................................................................................................

..The intersection of two sets S and T is the collection of all objects that are in both sets.
It is the written S∩T. Us ra curly brace notation. 

S∩T = {x :(x∈S) and (x∈T)}
...............................................................................................................................................

The symbol and in the above definication is an exxampel of  a Boolean or logical opera-
tion. It is only true when both the propositions it joins are also true.

It has a symbolic equivalent ^. This lets us write the formal definition of intersection more 
compactly:

S∩T = {x :(x∈S) ^ (x∈T)}
...............................................................................................................................................
...............................................................................................................................................
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آموزشی

 دانش‌آموز اول:  ......................
نامنفي  راديــكال  زير  بايد 

باشد؛ يعني:

x x+ ≥ ⇒ ≥ −1 0 1
بودن  بــا معني  براي  پس 

معادله بايد داشته باشيم:
[ )x ,∈ − +∞1           )1(

  معلم:   ................................................................... 
الان شما x=0 را در نظر بگيريد و در معادله جايگزين 

  معلم:  ....................... 
معادلة  مي‌خواهيم 

گنگ زير را حل كنيم:

x x+ = −1 1
با  شــرايط  ابتــدا 
معني بــودن معادله را 

بررسي ميك‌نيم.
آيـــا مـي‌تـوانيـــد بگوييد كه اين معادله با چه 

شرايطي با معني است؟

در اين شــمارة از دورهمي رياضي، دربارة علت ظهور ريشــة خارجي معادلة گنگ به بحث و 
گفت‌وگو نشســته‌ايم. ماجرا از جايي آغاز شــد كه پس از حل يك معادلة گنگ، دو ريشه به دست 
آمد: يكي در معادله صدق مي‌كرد و »ريشــة معادله« بود، و ديگري در معادله صدق نمي‌كرد و »ريشة 

خارجي« معادله بود.
يكي از دانش‌آموزان پرسيد: »در حل اين معادله چه اتفاقي مي‌افتد كه ريشة خارجي ظاهر مي‌شود؟«
به منظور روشن‌تر شدن هرچه بيشــتر اين موضوع براي دانش‌آموزان علاقه‌مند و مستعد، تصميم 
گرفتيم در يك دورهمي رياضي دربارة اين موضوع بحث و تبادل نظر داشــته باشيم كه مشروح آن در 

پي آمده است.

مقدمه

دورهمی  ریاضی

میرشهرام صدر
دبیر ریاضی منطقه 6 شهر تهران

)قسمت  ششم(

  ريشة خارجي 
     معادلة گنگ
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 دانش‌آموز چهارم:  ................
 x=0 :سؤال اصلي اين است
چطوري ســر و كله‌اش در حل 
 x=0 اين معادله پيدا شد؟ اينكه
 ريشة خارجي معادله است، قبول!

اما علت ظهور اين ريشه چيست؟

  معلم:   ..................................................................... 
قبل از پاسخ به سؤال پارسا جان، مي‌خواهم شما 
را مطمئن كنم كه فقط x=3 ريشة معادله است. به اين 
منظور از حل هندسي معادله كمك مي‌گيريم. دو تابع 

با ضابطه‌هاي زير را در نظر بگيريد:
f (x) x , g(x) x= + = −1 1

مي‌دانيم كه طول محل برخورد نمودارهاي اين دو 
تابع، ريشة معادلة زير مي‌شود:

x x+ = −1 1

x

y g (x) = x - 1

1

1-1

2

2 3

f  (x) =     x + 1

همان‌طور كه ملاحظه ميك‌نيد، نمودارهاي اين دو 
تابع فقط در نقطه‌اي به طــول x=3 تقاطع دارند. پس 

x=3 ريشة معادله است.
در ادامه، براي پاســخ به ســؤال پارســا، از ايشان 

مي‌خواهم كه معادلة زير را حل كند:
x x+ = −1 1

 دانش‌آموز چهارم:  ..................................................
براي با معني بودن معادله بايد داشته باشيم:

x x
x x
+ ≥ ⇒ ≥ −

 − ≥ ⇒ ≤

1 1
1 1





] با معني است. ]x ,∈ −1 1 بنابراين معادله براي 
اكنون براي حل معادله داريم:

**

( x ) ( x)

x x x
( )

+ = −

⇒ + = − +
⇒ − =

2 2

2

1 1
1 1 2

x2 3x

، اما معادله به ازاي  [ ),∈ − +∞0 1 كنيد، واضح است كه 
x=0 بي‌معني است، زيرا حاصل رادكيال منفي مي‌شود. 

مشكل كجاست؟

 دانش‌آموز دوم:  ...................

x همــواره نامنفي  +1 چون 
اســت، پس بايد داشته باشيم:

x x
x x
≤ + = − ⇒
− ≥ ⇒ ≥

1 1
1 1





در نتيجــه براي با معني بودن معادله بايد داشــته 
باشيم:

[ )x ,∈ +∞1        )2(

از اشتراك جواب‌هاي )1( و )2( نتيجه مي‌گيريم كه 
معادله براي:

[ )x ,∈ +∞1
با معني است.

  معلم:   ...................................................................... 

اكنــون براي حل معادلــه دو طرف را بــه توان 2 
مي‌رسانيم:

يا
*

x x x (x )

x x x

( )
x x

+ = − ⇒ + = −

⇒ + = − +

⇒
⇒ = =

2

2

1 1 1 1
1 2 1

3

x x2 3− = o

                                           

 دانش‌آموز سوم:  ...................
] و در معادله  )x ,= ∈ +∞3 1
صــدق ميك‌نــد، پس ريشــة 
داريــم:  امــا  اســت.  معادلــه 
] ، پس به ازاي  )x ,= ∉ +∞1

اين مقدار معادله بي‌معني مي‌شــود و نمي‌تواند ريشــة 
معادله باشد. از طرف ديگر، در معادله هم صدق نميك‌ند، 

پس ريشة خارجي معادله است.

  معلم:   ...................................................................... 
 x=0 درست است. اما توجه كنيد كه واقعاً نمي‌توان
را در معادله قرار داد. زيرا اين ريشه به اصطلاح در دامنة 

معادله نيست و حق ورود به معادله را ندارد.

پس از حل يك 
معادلة گنگ، دو 

ريشه به دست آمد: 
يكي در معادله 

صدق ميك‌رد و 
»ريشة معادله« بود، 
و ديگري در معادله 
صدق نميك‌رد و 
»ريشة خارجي« 

معادله بود
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  معلم:   ..................................................................... 

لطفــاً كمــي صبر كنيــد. جواب ســؤال شــما 
، هم در  x x− =2 3  همين‌جاست. معادلة درجه دوم 

اينجا ظاهر شد، و هم در حل معادلة گنگ قبلي.
يعني ايــن معادله درجة دوم هم‌زمــان دو معادلة 

گنگ زير را حل ميك‌ند:
x x ; x x+ = − + = −1 1 1 1

] كه  ]x ,= ∈ −1 1 در معادلة گنگ دومي داريم: 
در معادله صدق ميك‌ند و ريشة معادله است و داريم:

[ ]x ,= ∉ −3 1 1

كه در معادله هم صدق نميك‌ند و در اينجا ريشــة 
خارجي معادله است.

نمودار زير روش هندســي حل معادلة گنگ دومي 
است و نشان مي‌دهد كه ريشة اين معادله x=0 است.

x

y

g (x) = 1 - x

1

1-1

2

2 3

g (x) =     x + 1

اميــدوارم ايــن دورهمــي، مفيــد بوده باشــد. 
دانش‌آموزان عزيز، لطفاً مشــكلات خود را در مباحث 
درس رياضي براي ما بنويسيد تا در دورهمي‌هاي ديگر 

به آن‌ها بپردازيم.

ور
ی‌پ

اس
ا ی

رض
لام

غ

ریاضیات در چند دقیقه

معادلات و نمودارها

ور
ی‌پ

اس
ضا ی

مر
غلا

تر
 دک

م:
رج

مت

25

20

15

10

5

0 2-2-4 4

 خط راست 
حاصل ازمعادلة خطی

y=x2

محور ‌yها 

محور ‌xها 

 خط سهموی 
حاصل ازمعادلة

y=x+ 8

جواب

جواب

نويسنده: پال گلندینینگ

طرح كي معادله به‌صورت نمودار طريقي را نشــان مي‌دهد كه طبــق آن، مقدار كي متغير با تغيير مقدار 
متغير ديگري تغيير ميك‌ند. اين عمل از اين ايده استفاده ميك‌ند كه هر معادله‌اي كه دو متغير حقيقي را به هم 
مرتبط كند، مي‌تواند به‌صورت رابطه‌اي بين مختصات دوبعدي دكارتي، ‌x و y تصوير شــود. در اين صورت كي 
معادله مي‌تواند به‌صورت خمي تعبير شود كه مقادير متناظر x و y مشخص‌شده با آن معادله را نمايش مي‌دهند.

معادلة y=x2، چنانك‌ه نشــان داده شــده است خمي سهموي از نقاط را توليد ميك‌ند. معادلات پيچيده‌تر 
مي‌تواننــد خم‌هــاي پيچيده‌تري را به وجود آورند، هرچند به ازاي هــر x ممكن، هيچ مقدار يا مقادير متناظر 

بسياري از y موجود باشد.
هنگامی كه كي جفت دستگاه معادله 
بر محورهاي كيساني رسم شوند، تقاطع‌هاي 
آن‌هــا نقاطي را مشــخص ميك‌نند كه در 
آن‌ها x و y در هر دو معادله صدق ميك‌نند. 
به اين ترتيب، حل كي دســتگاه معادلات، 
به‌طور اساسي مســئلة تعيين نقاط تقاطع 
خم‌هاست؛ يعني محل تلاقي جبر و هندسه.

يافتن جواب‌هايي كه در آن‌ها متغيرها 
توسط كي جفت معادله تعريف شده‌اند، 
در اساس، همان مسئلة يافتن تقاطع‌هاي 

واقع در نمودار آن‌هاست.
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آموزشی
عليرضا الواني مرجاني 

دبير رياضي اروميه

در اين مقاله قضيه‌اي درخصوص رابطة بين طول‌هاي قطر و ضلع پنج‌ضلعي منتظم منتســب به هيپاســوس )رياضي‌دان و فيلسوف 
مكتب فيثاغورس( بررســي مي‌شــود. در آغاز، پس از معرفي قضيه و يادآوري طريقة رسم پنج‌ضلعي منتظم با رسم قطرهاي آن )يا با 
امتداد دادن اضلاع آن(، يك پنج‌پر منتظم مي‌كشيم. در ادامه قضيه را اثبات مي‌كنيم و پس از حل چند مثال مرتبط با آن، مقاله را با 

پرداختن به برخي ويژگي‌هاي پنج‌پر منتظم پايان مي‌دهيم.

اشاره

قضية هيپاسوس: در هر پنج‌ضلعي منتظم نسبت طول قطر به 
ضلع آن عددي گنگ است.

دو روش برای رسم پنج‌ضلعي منتظم
1. مي‌دانيم اندازة هــر زاوية دروني كي nضلعي منتظم از رابطة 
n) به‌دســت مي‌آيد. با جاگــذاري n=5 در اين رابطه،  )

n
− ×2 18 

درميي‌ابيــم كه اندازة هر زاوية درونــي در پنج‌ضلعي منتظم برابر با 
108 درجه است. براســاس اين مقدمه، مرحله‌هاي رسم پنج‌ضلعي 

منتظم در شكل‌هاي 1ـ الف و 1ـ ب نمايش داده شده‌اند.

A

B E

DC

108 0 108
0

 شکل‌1. الف  ...............................  شکل‌1. ب  ..................................

قـضيةهيپاسوس

D

C

E

A

B

360 (  تقسيم ميك‌نيم 
5

2. دايره را به پنج كمان 72 درجه‌اي )
 و پنج نقطة حاصل روي دايره را به هم وصل ميك‌نيم. شـكل‌هـــاي

‌2ـ الف و 2ـ ب اين مرحله‌ها را نشان مي‌دهند.

72 0

O
O

H

G

F

I

K

 شکل2. الف  ...............................  شکل2. ب  .................................

پنج‌پر منتظم
پنج‌پر منتظم كيي از زيباترين شكل‌هاي هندسي است كه آن را 
مي‌توان با رسم قطرهاي پنج‌ضلعي منتظم )شكل 3( يا با امتداد دادن 
ضلع‌هاي آن تا جايي كه كيديگر را قطع كنند )شــكل 4(، به‌دســت 
 DFK و CKI و BIH و AHG آورد. در شــكل‌هاي 3 و 4 پنج مثلث
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و EGF را پرهــاي پنج‌پر منتظم مي‌نامنــد. BE ،BD ،AD ،AC و 
CE ضلع‌هاي پنج‌پر منتظم هســتند. نقطه‌هاي D ،C ،B ،A و E را 

رأس‌هاي پنج‌پر منتظم مي‌نامند.

G
E

D

B

C

F

H

I

K

A

 شکل3.  ........................................................................................

E

DB

C

H

A

G

F

I K

 شکل4.  ........................................................................................

برهان قضية هيپاسوس
بــراي اثبــات قضيه، در شــكل ‌1ـ ب قطرهــای AD و BE از 
پنج‌ضلعي منتظم را رسم ميك‌نيم تا كيديگر را در نقطة F قطع كنند 

)شكل 5(. چون: AD=DE، پس مثلث ADE متساوي‌الساقين است. 

. با توجه به اينكه: E=108°، بنابراين: ˆ ˆA D=1 1 در نتيجه: 

 

همچنين: AE=DE. پس مثلث ABE متساوي‌الساقين است و 

، پس:  Â =1 8 ˆ با توجه به اينكه:  ˆB E=1 1 داريم: 

ˆ ⇒ )2( و )1( ˆA B=1 1

E

A

C

B

F

D

1

1

1
1

 شکل5.  ........................................................................................
 AEF و ABE در دو مثلث E1 مورد سوم مشــترك بودن زاوية
است كه به تشابه دو مثلث بنا به حالت برابري سه زاويه منجر مي‌شود. 

نسبت اضلاع متناظر را در دو مثلث متشابه مي‌نويسيم:
از طرفی دو مثلث ABE و AEF در رأس E1 مشترک هستند، 
پس زاویة ســوم این دو مثلث نیز برابرند، لذا بنا به حالت برابری سه 

زاویه متشابه هستند. نسبت اضلاع متناظر را می‌نویسیم:
BE AB AE
AE AF EF

= = )٭(        

حال اگر فرض كنيم طول‌هــاي قطر و ضلع پنج‌ضلع منتظم به 

ترتيب برابر d و a باشند، خواهيم داشت:
d a
a AF
= )٭ ٭(         

ˆ و  ˆB D= =2 2 72  ، ˆ ˆF F= =1 2 1 8 به ســادگي تســاوي‌هاي 
Ĉ قابل دســترس هســتند. حال با تمركز روي چهارضلعي  =108

BCDF مي‌توانيم لوزي بودن آن را دريابيم )زاويه‌هاي روبه‌رو برابرند و 

، AF=AD-DF:از طرف ديگر . BF=DF=BC=CD=a :پس .)BC=CD 

d در مي‌آيد. a
a d a
=

−
پس تساوي )٭٭( به‌صورت 

معادلة درجه دومي برحسب d تشيكل مي‌دهيم و آن را حل ميك‌نيم:

d(d a) a d ad a

a a a( )d

− = ⇒ − − =

±
⇒ = =

2 2 2

25 1 5
2 2





، که عددي گنگ است. d
a

+
=

5 1
2

5+ به نسبت طلايي موسوم است  1
2

 نسبت طلايي.    عدد گنگ 

كه با حرف يوناني φ نشان داده مي‌شود. مقدار تقريبي اين عدد تا 10 
رقم اعشار به‌صورت زير است:

φ =1/6180339887
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با اين توضيح مي‌توانيم قضية هيپاسوس را به‌صورت زير بازنويسي كنيم:

 قضية هيپاسوس.  در هر پنج‌ضلعي منتظم نسبت طول قطر به 
طول ضلع برابر نسبت طلايي است.

a را در كي پنج‌ضلعي منتظم به ضلع a و قطر 
d

 نوبت شما.  نسبت 
d به دست آوريد.

نتيجة قضية هيپاسوس: اگر در شكل 5، قطر CE را رسم كنيم 
 . DG

GF
= ϕ :قطع كند، نشان مي‌دهيم كه G را در نقطة AD تا قطر

 برهان: مثلث‌هاي EDF و EGF با هم متشابه‌اند )چرا؟(

نسبت ضلع‌هاي متناظر را مي‌نويسيم:
ED EF DF
EG GF EF

= =

از تساوي‌هاي اخير مي‌توان نتيجه گرفت:
EF DF
GF EF

=

E

A

C

B

F

G

D

 شکل6.  ........................................................................................

واضح است كه: EF=DG )هم‌نهشــتي‌هاي مثلث‌هاي EDG و 
EAF(. با توجه به اينكه: DF=DG+GF خواهيم داشت:

DG DG GF
GF DG

+
=

 DG با اعمال طرفين و وســطين معادلة درجة دومي برحســب
تشيكل مي‌دهيم و آن را حل ميك‌نيم؛ همانند آنچه در اثبات قضية 

هيپاپوس انجام شد.

 مسئلة 1. طول قطر كي پنج‌ضلعي منتظم عددي گوياست. طول 
ضلع آن كدام گزينه مي‌تواند باشد؟

−5 2 ب.  		 +5 1 الف. 

+2 2 د.  		 −2 2 ج. 

d . به عبارت 
a

+
=

5 1
2

پاسخ: بنابــر قضية هيپاسوس داريم: 
5− را داشــته باشد.  1 . پس a بايد عامل  d a+

= ×
5 1
2

ديگر: 

گزينة )ج( چنين عاملي را داراست.
( )− = − = −2 2 2 5 2 2 5 1

 مســئلة 2. در شــكل 6، اگر طول قطر پنج‌ضلعي منتظم برابر 
2− باشد، طول پاره‌خط‌هاي AF و GF را بيابيد. 2

پاســخ: طول قطــر را d فــرض ميك‌نيــم. همچنين طول 
پاره‌خط‌هــاي AF و GF را به ترتيــب x و y در نظر مي‌گيريم. بنابر 

قضيه بايد داشته باشيم:
d +

=
−

5 1
22 2

از تساوي اخير d=4 به‌دست مي‌آيد. بنابر نتيجة قضيه بايد داشته 
باشيم:

AF
GF

+
=

5 1
2

. 2y+x=4 :از طرف ديگر . y
x

+
=

5 1
2

و يا: 
 y ( )= −2 3 5 x و  ( )= −4 5 2 از حــل دو معادلــة اخير 

به‌دست مي‌آيند.

برخي ويژگي‌هاي ستارة پنج‌پر

 نوبت شما.  با تمركز روي شكل‌هاي 3 يا 4 احكام زير را ثابت كنيد:
1.  پرها، مثلث‌های متساوي‌الساقين هستند.

2.  پرها، مثلث‌های هم‌نهشت هستند.
 3. دايــره‌اي رســم كنيــد و درون آن پنج‌ضلعــي منتظــم
HGFKI را بســازيد. با امتداد دادن ضلع‌هاي اين پنج‌ضلعي 
 منتظم، پنج‌پر منتظم را به‌دســت آوريــد و رأس‌هاي آن را

D ،C ،B ،A و E بناميــد. حال درســتي حكم‌هاي زير را در 
شكل به‌دست‌آمده بررسي كنيد:

الف( نقطه‌هاي D ،C ،B ،A و E روي دايرة واحدي به مركز 
 )HGFKI مركز دايــرة محيطي پنج‌ضلعي منتظم( O

واقع‌اند. پس از اثبات دايرة مورد نظر را رسم كنيد.
ب(   پنج‌ضلعي ABCDE منتظم است.

پ(   نســبت طول ضلع پنج پر منتظــم به طول پنج‌ضلعي 
منتظمي كه محاط اســت در دايرة گذرا از روي ستاره 

)پنج‌ضلعي ABCDE(، برابر نسبت طلايي است.
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آموزشی
عباس قلعه‌پور اقدم
 دبیر ریاضی ارومیه 

عددهای مثلثی
نظریة عددها یکی از قدیمی‌ترین شاخه‌های ریاضیات است که به ویژگی‌های عددهای صحیح، و به‌طور اخص به عددهای صحیح مثبت 1، 
2، 3، ... )که به عددهای طبیعی نیز معروف‌اند( می‌پردازد و هر فرد علاقه‌مندی، با کاوش و جست‌وجو می‌تواند دریابد که ریشه‌های این نظریه 
به روزگار فوق‌العاده دوری بازمی‌گردد. هرچند احتمال آن می‌رود که یونانیان برخی از مهم‌ترین اطلاعات خود را دربارة ویژگی‌های عددهای 
طبیعی از بابلی‌ها و مصری‌های باســتان گرفته باشند، لیکن نخستین اصول یک نظریة واقعی دربارة عددها به فیثاغورس و شاگردان او که 

یونانی‌الاصل بودند، نسبت داده می‌شود.
فیثاغورسیان معتقد بودند که کلید اسرار جهان در عدد نهفته است. در واقع آنان اعتقادی افراطی به رمزآمیز بودن عددها داشتند و به هر 
چیز مادی یا معنوی عدد معینی را نسبت می‌دادند. عدد 1 را نمایندة دلیل و برهان می‌دانستند؛ 2 به مرد و 3 به زن نسبت داده شده بود؛ 4 
مظهر فیثاغورسی برای عدالت بود؛ زیرا نخستین عددی که حاصل‌ضرب دو عدد برابر است؛ 5 با »ازدواج« یکی گرفته می‌شد؛ زیرا از اجتماع 

2 و 3 به‌دست می‌آید، و بسیاری نمونه‌های دیگر.
آنان همچنین برخی عددها را که ویژگی خاصی داشــتند، تحت ‌عناوین بامسمّایی نام‌گذاری کرده بودند؛ برای مثال، اینکه عدد 6 برابر با 
مجموع مقسوم‌علیه‌های مثبت خود به‌جز 6 است، نکته‌ای قابل توجه برای آنان بود. عدد 28 اولین عدد بعد از 6 است که همان ویژگی‌ را دارد. 
فیثاغورسیان چنین عددهایی را »تام« می‌نامیدند. جفت عددهایی مانند »284 و 220« را که هر یک برابر با مجموع همة مقسوم‌علیه‌های مثبت 
عدد دیگر، به‌جز خود آن عدد، است، »عددهای متحاب« یا »عددهای دوست‌دار هم« می‌نامیدند. »متحاب« یعنی هر کدام در دل دیگری است 
و اجزای هر یک قادر به تولید آن یکی است. همچنین، سه‌گانه‌هایی چون )5 و 4 و 3(، )13 و 12 و 5( و )37 و 35 و 12( که مربع مؤلفة سوم 

در آن‌ها برابر مجموع مربعات دوم مؤلفة نخست است، سه‌گانه‌های فیثاغورسی نام گرفته‌اند.
اما آنچه در این مقاله قصد پرداختن به آن را داریم، »عددهای مثلثی« هستند که نام‌گذاری و کار روی آن‌ها نیز منسوب به فیثاغورسیان 

است. پس از تعریف، چند حکم را که هر کدام خاصیتی از عددهای مثلثی را بیان می‌کند، اثبات خواهیم کرد.

اشاره

❈ تعريف: هر یک از عددهای:
4+3+2+1=10 و 3+2+1=6 و 2+1=3 و 1=1
   ... و 5+4+3+2+1=15 و
تعداد نقطه‌هایی را نشان می‌دهند که می‌توان آن‌ها را به‌صورتی که در 
روبرو نمایش داده شده است، با فاصله‌های مساوی چید و مثلث‌هایی 

متساوی‌الاضلاع ساخت:

10

6

3

1
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این امر موجب شــد که یونانیان باستان عددی را مثلثی بنامند 
هرگاه مجموع چند عدد طبیعی متوالی باشــد که از 1 آغاز شــوند. 
اولین عدد مثلثی 1 اســت. دومین عدد از این مجموعه 3 است که 
مجموع دو عدد طبیعی نخســتین اســت. مجموع سه عدد طبیعی 
آغازین برابر 6 می‌شود که سومین عدد مثلثی است. در واقع nامین 
عدد مثلثی مجموع n عدد طبیعی نخستین است که آن را با tn نشان 
خواهیم داد )t حرف اول واژة لاتین Triangle به معنی ســه‌گوش یا 

مثلث است(.
tn=1 +2 + 3 + 4 + ... + n

***   
حال برای آشنایی بیشتر با این عددها چند حکم را در خصوص 

آن‌ها بیان و اثبات می‌کنیم. 

 1.  یک عدد مثلثی اســت اگر و تنها اگــر به ازای n≥1 ای به‌صورت 
n(n باشد. )+1

2

 اثبات.    
فرض کنیم a یک عدد مثلثی باشــد. در این صورت به‌وضوح عددی 
طبیعی چــون m موجود اســت، به‌طوری کــه: a=tmئ)a،اm امین 
عدد مثلثــی اســت(. لــذا: a=1+2+3+...+m، و می‌دانیم مجموع 
m+...+3+2+1 همان مجموع m جملة نخســتین دنبالة عددهای 

طبیعی است که با نوشــتن آن به فرم m+(m-1)+(m-2)+...+1 و 
جمع بستن این دو مجموع یکسان که اختلاف آن‌ها فقط در ترتیب 
m(m خواهیم  )a +

=
1

2
عامل‌هاست، به تســاوی 2a=m(m+1) یا 

رسید.
بــر عکس فرض کنیم عددی طبیعی چون n موجود باشــد، به 
n(n یا به‌طور معــادل: 2a=n(n+1) خواهیم  )a +

=
1

2
طــوری که: 

داشت: 
2a=(n+1)+(n+1)+(n+1)+...+(n+1)+(n+1)+(n+1) (عامل n)
⇒2a=[n+1]+[(n-1)+2]+[(n-2)+3]+...+[3+(n-2)] 

+[2+(n-1)]+[1+n]

⇒2a=[n+(n-1)+(n-2)+....+3+2+1]+[1+2+3+...+

(n-2)+(n-1)+n]

⇒a=1+2+3+...+n

یعنی a برابر مجموع n عدد طبیعی نخستین است. پس n ،a امین 
عدد مثلثی است.

 2.  عدد طبیعی n یک عدد مثلثی است اگر و تنها اگر 8n+1 مربع 
کامل باشد.

 اثبات.   
فــرض کنیم n یک عدد مثلثی باشــد. بنا بــه حکم اول عددی 
 . m(m )n +

=
1

2
 طبیعی چــون m موجود اســت بــه طوری‌که: 

حال 8n+1 برابــر 4m(m+1) +1 یا 4m2+4m+1 خواهد بود که با 
تجزیة چندجمله‌ای اخیر به 2(2m+1) می‌رسیم. یعنی 8n+1، مربع 

کامل است.
برعکــس فرض کنیــم 8n+1 مربع کامل باشــد؛ یعنی عددی 
طبیعی چون m موجود باشــد، به‌طوری کــه: 8n+1=m2. حال باید 
نشــان دهیم که n مثلثی است یا به‌طور معادل عددی طبیعی چون 
. به این منظور از تساوی  p(p )n +

=
1

2
p موجود است، به‌طوری که 

n ،8n+1=m2 را محاسبه می‌کنیم و به‌صورت زیر یک سلسله عملیات 

جبری انجام می‌دهیم:

m m m( )( )mn

m m m m( )( ) ( )( )

− − +
−

= = =

− − + − −
+

= =

2
2

1 1 1
1 4 2 2

8 2 2
1 1 2 1 1 1

2 2 2 2
2 2

m m m( )( )mn

m m m m( )( ) ( )( )

− − +
−

= = =

− − + − −
+

= =

2
2

1 1 1
1 4 2 2

8 2 2
1 1 2 1 1 1

2 2 2 2
2 2

، به مقصود رســیده‌ایم، به شرط آنکه نشان  mp −
=

1
2

با فرض
عددی طبیعی یا به‌طور معادل، m-1 عدد طبیعی زوجی  m −1

2
دهیم

 m هم به شــرط آنکه m-1 طبیعی اســت، پس m اســت. می‌دانیم
مخالف یک باشــد، طبیعی اســت. m هم نمی‌تواند 1 باشد. هر چند 
8n+1 مربع کامل و عدد 1 هم مربع کامل است، ولی m=1 به دنبال 
خــود از n =0 ،8n+1=12 را خواهد آورد که بــا طبیعی بودن n در 
تضاد است. پس معلوم شــد که m -1 عددی طبیعی است. از طرف 
دیگر، از 8n +1=m2 فرد بودن m2 نتیجه می‌شود. حکمی به‌صورت 
»اگر a زوج باشد، آن‌گاه a2 زوج است« را در بخش پی‌نوشت‌ها اثبات 
می‌کنیم که اینجا از عکس نقیض آن، یعنی »اگر a2 فرد باشد، آن‌گاه 
a فرد است« بهره‌ می‌گیریم. چون m2 فرد است، پس m فرد است و 

لذا m-1 زوج است.
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 3.  اگــر n عددی مثلثی باشــد، آن‌گاه عددهای 25n+3 ،9n+1 و 
49n+6 نیز مثلثی هستند.

 اثبات.    
 m مثلثی اســت، پس وجــود دارد عددی طبیعی چون n چون
. برای مثلثی بودن 9n+1 باید عددی  m(m )n +

=
1

2
به‌طوری کــه:

 9n+1 حال . p(p )n +
+ =

19 1
2

طبیعی چون p بیابیم به‌طوری که: 
را بر حسب m محاسبه می‌کنیم. داریم:

m(m ) m mn

( m )( m )

+ + +
+ = + =

+ +
=

29 1 9 9 29 1 1
2 2

3 1 3 2
2

با فرض p=3m+1 اثبات تمام است. حال به محاسبة 25n+3 و 
49n+6 می‌پردازیم:

m(m ) m mn

( m )( m )

+ + +
+ = + =

+ +
=

225 1 25 25 625 3 3
2 2

5 2 5 3
2

m(m ) m mn

( m )( m )

+ + +
+ = + =

+ +
=

249 1 49 49 1249 6 6
2 2

7 3 7 4
2

که با فرض مقادیر 5m+2 و 7m+3 برای p، مثلثی بودن دو مورد 
بعدی هم اثبات می‌شود. 

 4.   اگــر tn،رn امین عدد مثلثی باشــد، ثابت کنید که بر حســب 
ضریب‌های بسط دوجمله‌ای n(a+b) داریم: 
n≥1 و n

n
t

+ 
=  
 

1
2

 اثبات.    
می‌دانیم که بسط دوجمله‌ای n(a+b) به ازای n≥1 به این صورت 

است:
n n n n

n n

n n n
(a b) a a b a b

n n
.... ab b

n n

− −

−

     
+ = + +     

     
   

+ + +   −   

1 2 2

1

0 1 2

1

و یا به‌طور اختصار:
 n

n n k k

k

n
(a b) a b

k
−

=

 
+ =  

 
∑

0

.n!=1×2×3×...×n :و n n!
k k!(n k)!
 

=  − 
که در آن داریم:             

بنابراین:

n

n (n )! (n )!n(n )
!(n )! !(n )!

n(n ) t

+  + − +
= =  − − 
+

= =

1 1 1 1
2 2 1 2 1

1
2

n در بسط n(a+b)، ضریب 
k
 
 
 

حال به این نکته توجه می‌کنیم که 
k+1 امین جمله از بسط است.

n یا همان n امین عدد مثلثی در واقع ضریب سومین  + 
 
 

1
2

پس 

جمله از بســط n+1(a+b) اســت. این یعنی اولین عدد مثلثی ضریب 
سومین جمله از بسط 2(a+b)، دومین عدد مثلثی برابر ضریب سومین 
جمله از بســط 3(a+b) است. و در حالت کلی، با فرض n≥1، عددهای 
مثلثی در مثلث خیام ـ پاسکال که حاوی ضرایب بسط n(a+b) هستند، 
از ســطر دوم به بعد حضور خود را در ســومین عضو هر ســطر نشان 

می‌دهند. در زیر مثلث خیام ـ پاسکال و عددهای مثلثی مشخص‌اند.

11

121

1331

14641

15101051

1615201561

172135352171

18285670562881

. . .

 5.  مجموع هر دو عدد مثلثی متوالی یک مربع کامل است.

 اثبات.    
فرض کنیم tn-1 و tn دو عدد مثلثی متوالی باشند. پس:

n
(n )nt −
−

=1
1

2
n و 

n(n )t +
=

1
2

 n n
(n )n n(n )t t

n n n n n

−
− + +

⇒ + =

− + +
= =

1

2 2
2

1 1
2

2



43  رشد برهان دورۀ متوسطه2 | دورۀ بیست و  نهم |  شمارۀ 3 |  بهار 1399

 6.   فرمول زیر را که مجموع n عدد مثلثی است، ثابت کنید:

n≥1 و n
n(n )(n )t t t ..... t + +

+ + + + =1 2 3
1 2
6

 اثبات.    
با توجه به اتحاد tk-1+tk=k2 )نتیجة حکم 5(، جمله‌های ســمت 
چپ را دو به دو دسته‌بندی می‌کنیم. البته به اجبار باید دو حالت زوج 

و فرد برای n در نظر بگیریم:

حالت اول: n زوج. چــون: t5+t6=62 ،t3+t4=42 ،t1+t2=22، .... و 
tn-1+tn=n2. لذا حکم به صورت زیر درمی‌آید:

n(n )(n ).... n + +
+ + + + =2 2 2 2 1 22 4 6

6
                     )1(

برای اثبات رابطة )1( به دو فرمول زیر که برای هر n ≥1 صادق‌اند 
و درســتی آن‌ها را به دلیل محدودیت حجم مقاله به‌عنوان تمرین به 

خوانندة گرامی وا می‌گذاریم، نیاز داریم:

n(n )( n ).... n + +
+ + + + =2 2 2 2 1 2 11 2 3

6
                     )2(

n( n )... ( n ) −
+ + + + − =

2
2 2 2 2 4 11 3 5 2 1

3
                   )3(

در فرمــول )n ،)2 را به 2n-1 تغییــر می‌دهیم. نتیجه چنین 
می‌شود:

     )4(
 

... n (n ) ... ( n ) ( n )
( n )( n)( n )
+ + + + + + + + − + −

− −
=

2 2 2 2 2 2 21 2 3 1 2 2 2 1
2 1 2 4 1

6

حال تفاضل فرمول‌های )3( و )4( را به‌دست می‌آوریم:

( ) ( ) ... n ... ( n )

( n )( n)( n ) n( n )

n n n n n n

− ⇒ + + + + + + −

− − −
= −

− + − +
= =

2 2 2 2 2

2

3 2 3 2

4 3 2 4 6 2 2
2 1 2 4 1 4 1

6 3
8 12 4 4 6 2

6 3

( ) ( ) ... n ... ( n )

( n )( n)( n ) n( n )

n n n n n n

− ⇒ + + + + + + −

− − −
= −

− + − +
= =

2 2 2 2 2

2

3 2 3 2

4 3 2 4 6 2 2
2 1 2 4 1 4 1

6 3
8 12 4 4 6 2

6 3

پس ثابت شد که برای هر n زوج:

n n n... ( n ) − +
+ + + + − =

3 2
2 2 2 2 4 6 22 4 6 2 2

3

حال در فرمــول اخیر قرار می‌دهیــم: 2n-2=m که در نتیجه: 

 . mn +
=

2
2

خواهیم داشت:
... m

(m ) (m ) (m )

(m ) (m ) (m )

[(m )(m )m]

+ + + +

+ − + + +
=

+ − + + +
=

= + +

2 2 2 2

3 2

3 2

2 4 6
4 2 12 2 8 2

24
2 3 2 2 2

6
1 2 1
6

m(m )(m )... m + +
⇒ + + + + =2 2 2 2 1 22 4 6

6

حالت دوم: n فرد. اگر دوبه‌دو دسته‌بندی کنیم، حکم به‌صورت 
زیر در می‌آید: 

n
n(n )(n )... (n ) t + +

+ + + + − + =2 2 2 2 1 22 4 6 1
6

              )5(
.tn-2+tn-1=(n-1)2 :توجه داریم که

از فرد بودن n، زوج بودن n-1 نتیجه می‌شود. پس می‌توان حکم 
مســئله را که برای حالت زوج اثبات کرده‌ایم، برای n-1 اعمال کنیم. 

نتیجه چنین می‌شود: 
(n )(n)(n )... (n ) − +

+ + + + − =2 2 2 2 1 12 4 6 1
6

n را در سمت چپ )5( اعمال 
n(n )t +

=
1

2
که اگر نتیجة اخیر و 

کنیم، خواهیم داشت:
(n )n(n ) n(n )

n(n )[n ] n(n )(n )

− + +
= +

+ − + + +
= =

1 1 1
6 2

1 1 3 1 2
6 6

 سمت چپ )5(

تمرین

نشــان دهید که تفاضل مربع‌های دو عدد مثلثی متوالی 
همیشه مکعب است.

 منبع...................................................................................................
برتن، دیوید ام )1389(. نظریة مقدماتی اعداد. ترجمة محمدصادق منتخب. مرکز نشر دانشگاهی. 

تهران. چاپ دوم.
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آموزشی
عبدالرحمن شهیدزاده
مدرس دانشگاه سلمان فارسی  کازرون
مرضیه سعید
مدرس دانشگاه فرهنگیان کازرون

از آنجا که مفاهیم مرتبة ریشــه و نقطه‌‌های اکسترمم و عطف توابع از مفاهیم 
پایه‌ای و چالش‌پذیر حسابان هستند، در بخش اول این مقاله با توجه به رویکرد 
»آموزش تجســم‌محور«، برای تقویت درک شــهودی و مفهومی دانش‌آموزان، 
به معرفی مرتبة ریشــة توابع و رفتار تابع در اطراف انواع ریشــه پرداخته‌ایم. 
ســپس توابع چندجمله‌ای درجة دو و ســه را با توجه به مرتبة ریشه‌های آن‌ها 
دسته‌بندی و نمودارشان را براســاس نوع ریشه‌هایشان رسم کرده‌ایم. در ادامه 
انواع ریشــه‌های توابع مثلثاتی را از نظر مرتبه مورد بحث قرار داده و ریشه‌های 
ساده و مضاعف را در این‌گونه توابع به کمک نمودارشان مشخص کرده‌ایم. سپس 
به نوع برخورد دو تابع از نظر هندســی و ارتباط آن با مرتبة ریشــه و ذکر یک 
مثال پرداخته‌ایم. چون تشــخیص نوع ریشه می‌تواند در تعیین ضابطة یک تابع 
و رسم نمودار آن به ما کمک کند )و برعکس(، به منظور رشد توانایی مدل‌سازی 
و پیشــگویی دانش‌آموزان، به مثال‌هایی در این زمینه پرداخته و در نهایت بیان 
کرده‌ایم که چگونه می‌توان به کمک مرتبة ریشــة یک تابع و مشتق‌های اول و 
دوم آن، اکســترمم‌های نسبی و نقاط عطف تابع را تعیین و نمودار تقریبی آن را 

رسم کرد.

چکیده

معرفی انواع ریشه‌های توابع
یکــی از مهم‌ترین مباحث و چالش‌ها در 
آموزش ریاضیات دورة متوسطه 2، رسم نمودار 
توابع برای استفاده از آن‌ها در تعیین علامت، 
حل معادلات و نامعادلات، تعیین اکسترمم‌ها 
و نقطه‌های عطف تابع و حتی تشخیص ضابطة 
یک تابع به کمک نمودار آن اســت. گاه حتی 
رســم تقریبی نمودار توابــع می‌تواند ما را به 
هدف برساند. بنابراین شناختن انواع ریشه‌ها 
و نوع رفتار تابع در اطراف آن ریشه‌ها در این 
زمینه می‌تواند بسیار راهگشا باشد. همچنین 
در بحث نقطه‌های برخــورد توابع با یکدیگر، 
مرتبة ریشــه می‌تواند در تشخیص مماس یا 
متقاطع بــودن نمودارها در محل تلاقی به ما 
کمک کند. در کتاب‌های درســی دبیرستان 
به‌منظور تعیین اکسترمم‌های نسبی از آزمون 
مشــتق اول و تعیین علامــت آن، یا آزمون 
مشــتق دوم، و برای تعیین نقطه‌های عطف 
از تعیین علامت مشتق دوم استفاده می‌شود. 
عموماً تعیین علامت توابع چندجمله‌ای درجة 
بالاتر از 3 و مثلثاتی پرزحمت و زمان‌بر است. 
استفاده از مرتبة ریشه می‌تواند در تشخیص 
نوع نقطه‌های بحرانی و عطف، بدون استفاده از 
تعیین علامت، به ما کمک کند. از آنجا که در 
کتاب‌های درسی دبیرستان این موارد به‌طور 
کامل مطرح نشده‌اند و عموماً دانش‌آموزان در 
حل مسئله‌های مربوطه دچار مشکل می‌شوند، 
در اینجا سعی شده اســت مطالب مورد نیاز 
معرفی، دسته‌بندی و تشریح شوند و به چند 

مورد نیز پرداخته شود.

 1.  مرتبة ریشة توابع
❈ تعريف:  اگر داشته باشیم:

f(x)=(x-c)mg(x)
 x=c باشــد، در این صورت g(c)≠0که در آن‌
را ریشــة مرتبة m تابع f می‌نامیم. بنابر این 
 x=c تعریف می‌توان نتیجه گرفــت که اگر

ریشة مرتبه m تابع f باشد، داریم:

f(c)=f '(c)= ... =f (m-1)(c)=0,                
f (m)(c)=m!g(c).

درک مفهومی
نقاط اکسترمم نسبی 

و عطف تابع 
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انواع ریشــه‌ چندجمله‌ای‌ها و نمودار 
آن‌ها براساس مرتبة تکرار:

1. ریشة ساده )مرتبة اول(

 نمودار 1.  ....................................................

 نمودار 2.  ...................................................

2. ریشة مضاعف )مرتبة دوم(

 نمودار 3.  ...................................................

3. ریشة مکرر )مرتبة سوم و بالاتر(

مرتبة فرد

 نمودار 4.  ...................................................

مرتبة زوج
 نمودار 5.  ...................................................

مطابــق نمودارهــای 1 تا 5 مشــاهده 
می‌شود که تابع در ریشه‌های ساده محورها 
را قطع می‌کند بدون آنکه بر آن مماس شود. 
اما ریشه‌های مضاعف و مکرر مرتبة زوج تابع 
بر محورها مماس می‌شــوند و برمی‌گردند و 
نهایتاً در ریشه‌های مکرر مرتبة فرد، تابع بر 
محورها مماس می‌شود و از آن عبور می‌کند. 
به سادگی دیده می‌شــود که همواره ریشة 

یک معادله درجة اول از نوع ساده است.

 مثــال1.   مقدار a را طـــوری بیابیـــد 
 کـــه x=1 یــک ریشــة مضاعــف معادلة

x3+2ax2-ax-a-1=0 باشد.
حــل:  چــون x=1 ریشــة مضاعف 
معادلة داده‌شــده است، x=1 یک ریشة تابع 
f(x)=x3+2ax2-ax-ax-a-1 و مشتق آن 

است. پس:
 

xx ax ax a
a a a

=+ − − − = →
+ − − − = → =

13 22 1
1 2 1



  

xx ax a a
a

=+ − = → + =
→ = −

123 4 3 3
1

 

 مثال2.   مقدار a و b را طوری بیابید 
کــه x=2 یک ریشــة مضاعــف معادلة 

x3+4x2+4x+a+b=0 باشد.
حل:  

xx bx x a b
a b

=+ + + + = →
+ + =

23 24 4
17 16





با مشتق‌گیری از معادلة داده‌شده داریم:

x

b

x bx b
b

a b a

=

=−

+ + = → + =
→ = −

+ + = → =

22

1

3 8 4 16 16
1

17 16 1

 



 قضیة 1.   هر معادلة درجــة n با ضرایب 
حقیقی، دقیقاً n ریشه )حقیقی و غیرحقیقی( 

دارد.
حال با توجه به قضیة 1، به بررسی تعداد 
و نوع ریشــه‌های معادله‌هــای درجة 2 و 3 

می‌پردازیم.

 2.  حالات متفاوت ریشة یک معادلة 
p(x)=ax2+bx+c درجة دوم

x1 و x2 1. دو ریشة سادة

x2x1

 نمودار 6.  ...................................................

x2

 a > 0

x1

 نمودار 7.  ...................................................
p(x) = a(x-x1)(x-x2)

x1= x2 2. یک ریشة مضاعف

 a < 0

  x1 = x2

 نمودار 8.  ...................................................
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 a > 0

  x1 = x2

 نمودار 9.  ...................................................
p(x)=a(x-x1)

2

3. فاقد ریشة حقیقی

 a < 0

 نمودار 10.  ..................................................

 a > 0

 نمودار 11.  ..................................................
p(x)=ax2+bx+c         (غیرقابل تجزیه)  

در حالــت اول معادلة درجــة دو قابل 
تجزیه به فرم اتحادهای جملة مشــترک یا 
مــزدوج و در حالت دوم بــه فرم اتحاد مربع 

دوجمله‌ای است.

 3.  حالات متفاوت ریشة یک معادله 
p(x)=ax3+bx2+cx+d درجة سوم

یک معادلــة درجة ســه از نظر تعداد 
 و نوع ریشــه‌ها یکــی از چهــار حالت را 

داراست:

 a < 0

  x1 = x2

 نمودار 16.  .................................................

 a > 0

  x1 = x2

 نمودار 17.  .................................................
p(x)=a(x-x2)

2(x-x3)

 تنها یک ریشة ساده:

 a < 0

 x1

 نمودار 18.  .................................................

 a > 0

 x1

 نمودار 19.  .................................................
p(x) a(x x )(x b 'x c ')= − + +2

1 
غیرقابل تجزیه

 سه ریشة ساده:

 a < 0

x1 x2 x30

 نمودار 12.  ..................................................

 a > 0

x1 x2 x30

-1

-1

1

1

 نمودار 13.  .................................................
p(x)=a(x-x1)(x-x2)(x-x3)

 یک ریشة مضاعف و یک ریشة ساده:

0
  x1 = x2

 نمودار 14.  .................................................

 a > 0

  x1 = x2

 نمودار 15.  .................................................
p(x)=a(x-x1)(x-x2)

2

a < 0
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 یک ریشة مکرر مرتبة سه:

 a < 0

 x1

 نمودار 20.  .................................................

 a > 0

 x1

 نمودار 21.  .................................................
p(x)=a(x-x1)

3

 قضیة 2.   اگـــر z یـک ریشة غیرحقیقی 
نیز یک  z معادلــة p(x)=0 باشــد، آن‌گاه 

ریشة آن معادله است.
نتیجة 1. تعداد ریشــه‌های غیرحقیقی 

یک معادله همواره عددی زوج است.
نتیجة 2. هرچندجملــه‌ای درجه فرد، 

حداقل یک ریشة حقیقی دارد.
با توجه به نمودارهای رسم‌شده در قبل 
می‌توان نتیجه گرفت که هر تابع همواره در 
ریشــه‌های مرتبة فرد تغییر علامت می‌دهد 
)از مثبــت به منفــی یا برعکــس(. ولی در 
 ریشه‌های مرتبة زوج تغییر علامت نمی‌دهد؛
بنابراین ریشــه‌های مرتبــة زوج هر تابع 
همواره نقطه‌های مینیمم یا ماکزیمم نسبی 

تابع هستند.

 مثال3.   با توجه به نمودار 22، ضابطه‌ای 
مناسب بنویسید.

2

2 31

-1

1

-2

A B

 نمودار 22.  .................................................
 x=0 جواب:  با توجه به نمودار، تابع در
یک ریشــة مکرر زوج و در x=3 یک ریشــة 
مکرر فرد دارد؛ همچنین با توجه به رفتار تابع 
در بی‌نهایت می‌تــوان نتیجه‌ گرفت ضریب 
جملة پیشــرو )جمله بــا بزرگ‌ترین درجه( 
عددی مثبت اســت؛ بنابراین می‌توان چنین 
y=x2(x-2)3           :ضابطه‌ای برای آن نوشت

نقاط برخورد دو تابع ـ تعیین نقطه‌های 
اکسترمم و عطف

 1.  حالت‌هــای متفــاوت نقطه‌های 
g و f برخورد دو تابع

اگــر معادله‌ای به فرم h(x)=0 داشــته 
باشــیم، می‌توانیم با محاسبه‌های جبری آن 
را به فرم f(x)=g(x) بنویســیم که در این 
 f صورت محــل برخورد احتمالی نمودارهای
و g همان ریشه‌های معادله h(x)=0 است. با 
رسم نمودارهای توابع f و g در یک دستگاه، 

سه حالت زیر رخ می‌دهند:
 در محل برخورد یکدیگر را قطع می‌کنند، 
بدون اینکه بر یکدیگر مماس شوند )ریشة 

ساده h، نمودار 23(.

 نمودار 23.  .................................................
 در نقطة تماس بر یکدیگر مماس‌اند، ولی 
از یکدیگر عبور نمی‌کنند )ریشة مضاعف یا 

مکرر زوج h، نمودار 24(.

 نمودار 24.  .................................................

 در نقطــة تماس بر یکدیگــر مماس‌اند و 
 ،h از هم عبور می‌کنند )ریشــة مکرر فرد

نمودار 25(.

 نمودار 25.  .................................................

 ،k مثال4.   بــه ازای چــه مقدارهایی از 
 خط y=2x+1 در محــل برخورد با منحنی

y=x2-kx+3 مماس است؟
حل:

x2-kx+3=2x+1 → x2-(k+2)x+2=0 
∆=0→ (k+2)2-4(2)=0→ (k+2)=8→ 
k+2= ±2 2 ⇒ k=-2 ±2 2

 x+cos مثال5.   تعداد و نوع ریشة معادلة 
x=0 را به روش هندسی تعیین کنید.

حل: ابتــدا معدلة داده‌شــده را به فرم 
f(x)=g(x) می‌نویســیم: x=-cos x محــل 
برخورد این دو تابع که تقریباً x=-0/7 است، 
ریشة سادة معادلة داده‌ شده محسوب می‌شود.

2
1

1 2 3 4 5 6
0 0

-2
-3
-4
-5

3
4
5

-2-3-4-5

 نمودار 26.  .................................................
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 2.  حالات مختلف ریشه معادلات مثلثاتی
:cos x-a=0 یا sin x-a=0 معادلات به شکل 

برای حل این نوع معادلات ابتدا آن‌ها را به 
شکل sin x=a یا cos x=a می‌نویسیم. سپس 
نمودار توابــع y=sin x یا y=cos x را با خط 
y=a در یک دســتگاه رسم و محل برخوردها 
را بررسی می‌کنیم. این معادلات را بر حسب 

مقدار a به 3 دسته می‌توان تقسیم کرد:

 اگر a|<1| باشد، همواره این معادلات ریشة 
ساده دارند؛ زیرا با توجه به نمودارهای 27 
 y=a و 28 محــل برخورد آن توابع با خط
از نوع ریشة ساده است. بنابراین بی‌شمار 

جواب از نوع ساده داریم.

2

-2 0 2 4 6-4-6

y=a

y=cos x

 نمودار 27.  .................................................

2

-2 0 2 4 6-4-6
y=sin x

-6

y=a

 نمودار 28.  ................................................

 اگر a|=1| باشــد، همــواره این معادلات 
بی‌شمار ریشة مضاعف دارند؛ زیرا:

2

-2 0 6-4-6

y=1

y=cos x
42

 نمودار 29.  .................................................

2

-2 0 2 4 6-4-6

y=1

y=sin x

 نمودار 30.  ................................................

با توجه به نمودارهای 29 و 30 مشاهده 
 y=sin x می‌شــود که محل برخورد توابــع
و y=cos x بــا خطوط y=±1 از نوع ریشــة 

مضاعف )مماس( است.

k ,a

f (x) sin x a f '(x) cos x

f (x) f '(x) (f "(x) )
π

π+ =

= − → =

→ = = ≠
1

2 0 0

حالات دیگر نیز مشابه این حالت هستند.

 اگر a|>1| باشــد، مطابق نمودارهای 31 
و 32، محل برخــوردی وجود ندارد و در 

نتیجه ریشة حقیقی موجود نیست.

-2 0 2 4 6-4-6

y=cos x
-6

y=a

 نمودار 31.  .................................................

-2 0 2 4 6-4-6

y=sin x
-6

y=a

 نمودار 32.  ................................................

  معــادلات بــه شــکل tan x=a یا
:cot x=a

ایــن معادلات با توجه بــه نمودار آن‌ها 
 a نمودارهــای 33 و 34(، به ازای هر مقدار(

دارای بی‌شمار جواب از نوع ساده هستند.

2

4

-2

-2

-4

2 4 6-4-6

y=a

y=cos x

0

 نمودار 33.  ................................................

2

4

-2

-2

-4

2 4 6-4-6

y=a

y=tan x

0

 نمودار 34.  ................................................

 3.  تعیین اکســترمم‌های نســبی و 
نقطه‌های عطف توابع با استفاده از 

نوع ریشه‌های آن‌ها
می‌دانیم که اگر x=c ریشــة مرتبة mامُ 
(m-1) ریشة مرتبة x=c باشد، آن گاه f تابع

f خواهد بود؛ زیرا: امُ تابع '
g(c)m

m m

m

f (x) (x c) g(x)

f '(x) m(x c) g(x) (x c) g '(x)

(x c) [mg(x) (x c)g '(x)]

≠

−

−

= − →

= − + −

= − + −

0

1

1

 mg(x)+(x-c)g'(x)=h(x) با قرار دادن
داریم: 

f'(x)=(x-c)m-1h(x)   ,   h(c)=mg(c)≠0
بنابرایــن با توجه به مطالب بیان‌شــده 

می‌توان نتیجه گرفت:
اگر x=c ریشة مرتبة زوج تابع f باشد، در 
f است.  این صورت یک ریشة مرتبة فرد تابع '
بنابراین قطعاً یک مینیمم یا ماکزیمم نسبی 
تابع f خواهد بود؛ زیرا مشتق اول در آن نقطه 

تغییر علامت می‌دهد.
اگر x=c یک ریشــة مکــرر مرتبة فرد 
تابع f باشــد، در این صورت یک ریشة مکرر 
f و یک ریشــة مرتبة فرد  مرتبــة زوج تابع '
تابع "f  خواهد بود و بنابراین x=c یک نقطة 
عطف تابع f خواهد بود. اما از آنجا که ممکن 
 f" یا f است x=c ریشة f نباشد، ولی ریشة '
f را نیز بررسی  باشد، بنابراین نوع ریشه‌های '

می‌کنیم.

 y= - 1

 y= - 1
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 f اگر  x = c  یک ریشــة مرتبة زوج تابع '
باشد، یک ریشــة مرتبة فرد تابع "f است و 
بنابراین قطعاً یک نقطة عطف تابع f اســت 

)زیرا "f تغییر علامت می‌دهد(.
اگر x = c یک ریشــة ساده یا مرتبة فرد 
f باشــد، در این صورت x = c قطعاً یک  تابع '
اکسترمم نسبی f خواهد بود. تمام ریشه‌های 
ســاده و مرتبة فرد مشــتق دوم تابع به خاطر 
 f در آن‌ها، یک نقطة عطف f" تغییر علامــت

هستند.

 مثال6.   اکسترمم‌های نسبی توابع زیر را به 
کمک مرتبة ریشه‌ها تعیین و نمودار تقریبی 

آن‌ها را رسم کنید.
f(x)=x2e-x   (الف

حل:  
f(x)=x2e-x=0 → x=0

از آنجا که صفر یک ریشــة مضاعف تابع 
f است، بنابراین یک ریشة سادة مشتق اول و 
در نتیجه یک اکسترمم )مینیمم( نسبی است. 
اما ممکن است تابع مشتق ریشة ساده دیگری 

داشته باشد که ریشة تابع f نباشد. بنابراین: 

f '(x)=2xe-x-x2e-x=xe-x(2-x)=0
x=2 نیز یک ریشة ســاده مشتق اول و 

اکسترمم )ماکزیمم( نسبی است.

 نمودار 35.  ................................................

g(x)=sin x-cos x  (ب
حل: 

g(x)=sin x- cos x=0 → sin x=cos x → 
tan x=1 → x k π

= π+
4

 

ساده‌اند.  به‌دســت‌آمده  ریشه‌های  تمام 
پــس هیچ‌کدام ریشــه‌های تابع مشــتق و 

اکسترمم نسبی نیستند. بنابراین:
g'(x)=sin x+cos x=0 → sin x=-cos x 

→ tan x=-1 → x k π
= π−

4
از آنجا که تمام ریشــه‌های به‌دست‌آمده 
ساده‌اند، همگی نقاط اکسترمم نسبی تابع‌اند.

 نمودار 36.  ................................................

 مثال7.   اکسترمم‌های نسبی و نقطه‌های 
عطف تابع f(x)=x4-4x2 را بیابید و نمودار 

تقریبی آن را رسم کنید.

حل:  
f(x)=x4-4x2=0 → x2(x2-4) =0 → x=0 
, x= ±2

x=0 یک ریشــة مضاعف تابــع f و در 
نتیجه یک ریشة سادة تابع مشتق و اکسترمم 
نسبی اســت. در حالی که x= ±2 ریشه‌های 
سادة تابع‌اند و ریشة مشتق تابع و اکسترمم 

نسبی نیستند.
f '(x)=4x3-8x=0‌→‌4x(x2-2)=0‌→ x=0 , 
x = ± 2

هر ســه ریشة سادة تابع مشتق هستند، 
بنابراین اکسترمم نسبی تابع‌اند و نقاط عطف 

محسوب نمی‌شوند.
f "(x) x x

x

= − = → =

→ = ±

2 2 212 8
3

2
3


f "(x) x x

x

= − = → =

→ = ±

2 2 212 8
3

2
3



هر دو ریشــه‌های ســادة مشــتق دوم، 
نقطه‌های عطف تابع هستند.

 نمودار 37.  ................................................

 مثــال8.   بــا رســم نمــودار تقریبی، 
 نـــوع نقطه‌هــای x=1،2،3 را بــرای تابــع
f(x)=x(x-1)2(x-2)3(x-3)4 مشخص کنید.

 f",f ریشــة مرتبة فرد تابع x=2 :حل
است. پس نقطة عطف تابع است. نقطه‌های 
x=3 و x=1 ریشــه‌های مرتبة زوج f و مرتبة 
f هســتند، پس یک اکســترمم نسبی  فرد '
تابع‌اند. با توجه به مثبت بودن ضریب جمله 
پیشرو مرتبة ریشــه‌ها، نمودار تقریبی تابع 

به‌صورت نمودار 38 رسم می‌شود.

0

 ماکزیمم
نسبی

 می‌نیمم
نسبی

 می‌نیمم
نسبی

x

y

 نمودار 38.  ................................................

نتیجه‌گیری
رســم نمودار یک تابع با ضابطة معین یا 
تشخیص ضابطة یک تابع براساس نمودار آن، 
غالباً برای دانش‌آموزان کار ســاده‌ای نیست؛ 
زیرا به اطلاعات زیادی از جمله مشتقات تابع و 
تعیین علامت آن‌ها، شناخت مجانب‌ها و موارد 
دیگر نیاز دارند. در بســیاری از توابع از جمله 
توابع چندجملــه‌ای، مثلثاتی، نمایی و با دقت 
بیشتری توابع گویا، استفاده از مرتبة ریشة توابع 
و مشتقات آن‌ها می‌تواند در حل مسائل راهگشا 

باشد.
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آموزشی

 طرح و حل 
دو مسئلة جالب در

حميدرضا اميري

در اين مقاله مسئله‌اي را در مبحث احتمال بررسي ميك‌نيم كه ممكن 
اســت در نگاه اول تا حدي عجيب و شايد ناممكن ظاهر شود، اما در كل 
مي‌توان به آن حكم كلي بخشيد و حتي در حل بعضي مسئله‌ها از اين نگاه 
استفاده كرد. البته در ادامه كاربرد آن را در حل يك مسئله خواهيد ديد.

اشاره

 مسـئلة 1.   اگـر از جعبـه‌اي كه تعـدادي مهره‌هاي 
رنگـي در آن وجـود دارد، مهـره يـا مهره‌هايـي را بـه 
تصـادف برداريـم و بـدون نـگاه كـردن بـه رنگشـان، 
آن‌هـا را كنـار بگذاريـم و سـپس مهـره‌اي ديگـر از 
جعبـه خـارج كنيـم، برداشـت مهره‌هـاي قبلي هيچ 
تأثيـري در احتمـال برداشـت مهـرة بعـدي نـدارد. 
يعنـي بـراي برداشـت مهـرة بعـدي فضـاي نمونـه 
تغييـر نميك‌نـد و مهره‌هـاي رنگـي تعداد‌شـان كـم 

نمي‌شـود.
بـراي مثـال، اگـر بخواهيـم از جعبـه‌اي كـه 3 
مهـرة قرمـز و 4 مهـرة آبـي در آن وجـود دارد، يـك 
مهـره برداريـم و بـدون نگاه كـردن به رنگـش، آن را 
كنـار بگذاريم و سـپس مهرة ديگـري از جعبه خارج 
كنيـم، احتمـال اينكـه مهـرة دوم آبـي باشـد، برابـر 
يعني بـا احتمال آبـي بودن مهـره‌اي از 

 .
 4
7 اسـت بـا

جعبـه، قبـل از كنار گذاشـتن مهرة اول، برابر اسـت.
حـال ايـن مسـئله را در حالـت كلـي بررسـي 

ميك‌نيـم: فـرض كنيـم در جعبـه‌اي m مهـر‌ة آبي و 
n مهـرة قرمـز وجـود دارد. كي مهره را بـه تصادف از 
ايـن جعبـه خـارج ميك‌نيم و بـدون نگاه كـردن، آن 
را كنـار مي‌گذاريـم. سـپس مهـرة ديگـري از جعبـه 
خـارج ميك‌نيـم. چقدر احتمـال دارد مهـرة دوم آبي 

باشد؟

حل: براي حل دو حالت در نظر مي‌گيريم: در 
حالت اول، مهرة خارج شــده آبي بوده است و آن را 
كنار گذاشته‌ايم. در حالت دوم مهرة اولي قرمز بوده 

است و آن را كنار گذاشته‌ايم. بنابراين داريم:

p)آبي بودن مهرة دوم( =

 

  m m n m
(m n) (m n ) (m n) (m n )

(m m) mn m(m n ) m
(m n)(m n ) (m n)(m n ) m n

−
× + × =

+ + − + + −

− + + −
= =

+ + − + + − +

2

1
1 1

1
1 1

m دقيقــاً با احتمال 
m n+

m
m n+

و عــدد حاصل يعني
اينكــه از اين جعبه 1 مهره خــارج كنيم و احتمال 
آبي بودن مهره را محاسبه كنيم، برابر است. در واقع 
برداشت مهرة اول از جعبه و كنار گذاشتن آن، بدون 
نگاه كردن به رنگ آن، هيچ تأثيري در احتمال آبي 

بودن مهرة بعدي ندارد.
جالب اينجاســت كه اگر از اين جعبه دو مهره يا 
بيشــتر )تا )m+n-1( مهره( نيز خارج كنيم و بدون 
نــگاه كردن به رنگ مهره‌هاي خارج شــده، آن‌ها را 
كنار بگذاريم و ســپس مهرة ديگــري را از جعبه به 
تصادف خــارج كنيم، احتمال آبي بودن مهرة بعدي 

m خواهد بود.
m n+

m
m n+

همان 
براي برداشت دو مهره در مثال قبل )جعبة داراي 
7 مهره(، شما با در نظر گرفتن 3 حالت )هر دو قرمز 
يا هر دو آبي يا كيــي قرمز و كي آبي( احتمال آبي 
بودنِ مهرة بعدي را محاسبه كنيد. مطمئن باشيد به 

4 خواهيد رسيد!
7 همان عدد 

بــراي اينكه ذهن شــما تا حدي بــه قبول اين 
مســئله نزدكي شــود و اين تحليل راحت‌تر انجام‌ 

احتمالاحتمالاحتمالاحتمال
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پذيرد كه چرا برداشــت مهره به شرط نگاه نكردن به 
آن و كنار گذاشتن آن، تأثيري بر برداشت‌هاي بعدي 

ندارد، به مطلب زير توجه كنيد:
فرض كنيد فردي در كي اتاق استوانه‌اي شكل و 
روي مركز كف اين اتاق ايستاده است و دورتا دور او، 
8 دريچة پرتاب توپ به شكلي متقارن قرار گرفته‌اند. 
قرار است از كيي از اين دريچه‌ها كي توپ به سمت 
اين فرد به تصادف پرتاب شــود. اگــر آن فرد بتواند 
مســير توپ را تشــخيص دهد و توپ به او برخورد 
نكند، به كي جايزة خيلي ارزشــمند و نفيس دست 
يافته اســت. )واضح اســت كه اين شخص بايد همة 
حواس خود را جمع كند و چون حداكثر 4 دريچه را 
مي‌تواند ببيند، بايد از حس شنوايي خودش نيز بهره 
ببرد تا اگر دريچه‌هاي پشــت سرش باز شوند، به آن 
سمت برگردد و خودش را از مسير توپ خارج كند.(
حــال اگــر در اين بين به فرد اطــاع دهند كه 
مثلًا كي يا حتي 4 دريچه )تا 7 دريچه( از دريچه‌ها 
مطمئناً باز نمي‌شوند، ولي اين اطلاع را نداشته باشد 
كه كدام دريچه يا دريچه‌ها باز نمي‌شــوند، چه فرقي 
به حــال او ميك‌ند؟ آيا اگر قبلًا براي باز شــدن هر 
1 وجود داشته باشد، در اين حالت 

8 دريچه احتمال  
)حالتــي كه چند دريچه باز نمي‌شــوند( و براي اين 
1 است 

8 شخص احتمال باز شدن هر دريچه باز هم 
يا كمتر شده است؟ 

درست فكر كرده‌ايد. براي ايشان )چون نمي‌داند 
كــدام دريچه قفل شــده و باز نمي‌شــود( همچنان 

1 است!
8 احتمال باز شدن هر دريچه 

 مسئلة 2.   در جعبــه‌اي 2 مهرة قرمز، 3 مهرة آبي 
و 4 مهرة ســبز وجود دارد. ســه مهره از اين جعبه 
به تصــادف و پي‌درپي و بدون جاي‌گــذاري خارج 
ميك‌نيــم. چقدر احتمال دارد مهرة اول قرمز و مهرة 

سوم سبز باشد؟

حل: 
روش اول: بــراي مهرة دوم مي‌توان دو حالت 
در نظر گرفت: يا مهرة دوم ســبز بوده و يا مهرة دوم 

غيرسبز بوده است. بنابراين داريم:

P(A) ( ) ( )

P(A)

= × × + × × =

+ = ⇒ =

2 4 3 2 4 4
9 8 7 9 8 7

1 4 7 1
21 63 63 9

روش دوم: مي‌توانيم مهرة دوم را بدون نگاه 
كردن به رنگ آن كنار بگذاريم و بنابراين روي مهرة 
ســوم تأثيري ندارد. در واقع مهرة ســوم همان مهرة 
دوم خواهد بود پس بايد احتمال‌ آن را حساب كنيم 
كه مهرة اول قرمز و مهرة دوم سبز باشد كه خواهيم 

داشت:

P(A) = × =
2 4 1
9 8 9

 شما به هر دو روش، احتمال آن را حساب كنيد 
كه مهرة دوم قرمز و مهرة سوم سبز باشد.

)راهنمايي: در روش اول براي مهرة اول بايد سه 
حالت در نظر بگيريد و در روش دوم مهرة اول را 
مهره‌اي فرض كنيد كه بدون نگاه كردن به آن، 
آن را كنار گذاشته‌ايد. بنابراين مهره‌هاي دوم و 
ســوم در حكم مهره‌هاي اول و دوم به حســاب 

مي‌آيند.(
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آموزشی

رياضي 1
)پاية دهم رشتة رياضي و تجربي(

فرخ فرشیان

1. اگر x+y=5 باشد، بيشترين مقدار !x!+y   را به‌دست آوريد.

2. به چند طریق مي‌توان سه عدد از بين عددهاي 1000 و ... و 2 و1 
انتخاب كرد كه تشيكل كي دنبالة حسابي بدهند؟

3. چند عدد فرد بين 2000 و 7000 بدون تكرار ارقام وجود دارد؟

,P(n را به دست آوريد.  n ) p(n,n )
c(n, n ) (n )!

− − −
− × −
2 3
3 3

4. حاصل 

5. بــا رقم‌هاي متمايز،1، 2، 3،... و 7 به چند طريق مي‌توان كي عدد 
چهار رقمي ســاخت؛ به طوري كه فقط كيــي از رقم‌هاي آن زوج 

باشد؟ 

6. تمام عددهاي ســه رقمي )بــدون تكرار ارقــام( را كه مي‌توان با 
رقم‌هاي 1،0، 2، 3، 4، 5 ساخت، روي كارت‌هاي مشابه مي‌نويسيم 
و در كي يكســه قرار مي‌دهيم؛ سپس كيي از كارت‌ها را به تصادف  
خارج ميك‌نيم. احتمال آنكه عدد روي كارت زوج و بزرگ‌تر از 300 

باشد، چقدر است؟ 

7. از بين پنج كتاب رياضي متمايز و چهار كتاب شــيمي متمايز، به 
تصادف ســه كتاب برمي‌داريم. با كدام احتمــال دو كتاب انتخابي 

رياضي است؟ 

 8. كيــي از زيـرمـجمـوعـه‌هـــاي ســه عـــضوي، مـجمـوعـــة
}A=  }1,2,3,4,...,10 را به تصادف انتخاب ميك‌نيم. احتمال آنكه 
در ايــن زيرمجموعه، حداقل كيي از عددهاي 2 يا 3 وجود داشــته 

باشد. چقدر است؟

هندسة  1
)پاية دهم ریاضی(

حسين كريمي

 M هستند. از نقطة C و B نیم‌ساز زاویه‌های CM و BM 1 1. در شکل
پاره‌خط EF را موازی BC رسم کرده‌ایم. ثابت کنید:

EF BE CF= +

1
2 1

2
21

B C

A

E FM

 شکل 1 

d و مساحت مثلث 8cm2 ، ABC است. اگر  || d′ :2. در شــکل 2 داریم
BD =6 cm باشد، فاصلة نقطه C از BD را به‌دست آورید.

CB

A

H

Dd

d  شکل 2 
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. EM=NF :ثابت کنید . AB EF DC 3. در شکل 3 داریم:

CD

E M N F

A B

 شکل 3 

4. در ذوزنقه متساوی‌الســاقینی به طــول قاعده‌های 4 و 12، طول 
ارتفاع 4 اســت. وســط‌های اضلاع را به هم وصل می‌کنیم. نسبت 

محیط چهار ضلعی به‌دست‌آمده به محیط ذوزنقه چقدر است؟

1 مجذور وتر آن است. اندازة زاویة 
8 5. مساحت مثلث قائم‌الزاویه‌ای
متوسطه مثلث را به‌دست آورید.

 6. در چهارضلعــی BCDE زاویه‌هــای روبــه‌رو مکمــل هم‌انــد. 
اگــر: BC= 20 و DE =12، آن‌گاه مســاحت چهارضلعی چند برابر 

مساحت مثلث ABC است؟
A

B C

D

E

 شکل 4 

7. در شکل 5، نقطة M وسط ضلع مستطیل است. اندازة OP چه کسری 
از قطر مستطیل است؟

A

D

B

C

M

OP

H

33  شکل 5 

8. در ذوزنقة ABCD قاعدة AB دو برابر قاعدة CD و M محل برخورد 
 MC برابر 11 باشد، آن‌گاه اندازة پاره‌خط AC قطرهاســت. اگر قطر

چقدر است؟
C

BA

D

M

 شکل 6

رياضي  2
)پایه یازدهم تجربی (

هادی شهیدی

1. بخشــي از نمــودار تابــع f بــه شــكل نمــودار1 اســت. مقدار 

 را بيابيد. 
x
lim f (x | x |)

−→
−2

0

-2

1

→x 0

2. نمودار تابعf به‌صورت نمودار2 اســت. حاصــل حدهاي زير را 
بيابيد. 

-2-3-4-5 -1 1 2 3 5
4

1

2
3

-1
-2
-3

[ ] [ ] [ ]
xx ( ) x

lim fof (x) lim f (x) lim f (x)
− +→→ − →

− +
41 2

الف( 

[ ] [ ]
x ( ) x ( ) x

lim f (x) lim fof (x) lim f (x)
− + −→ − → − →

 + −   3 3 2
2 ب(

3. حد زير را حساب كنيد؟ 

x

( Cosx)lim
tan x sin x→

−
−

3

3 3
1

4. حد زير را محاسبه كنيد؟ 

x

x xlim
( x)( x)→

+ −
− −

3

31

1 2 3
6 1 1

3
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x پيوســته باشــد، مقادير a و b را  π
=

4
5. اگر تابع مقابل در نقطة 

بيابيد؟ 

[ ]a tan x x x

f (x) a x
x

xbCos x

 π
+ <


 π = + =   
 π  >   

4
1

4

2 4

p(B  حاصل | A)′ =
5
7

p(A و  | B )′ = 3
5

6. اگر داشــته باشــيم: 

P(A ‌را بيابيد؟  )
P(B)

′−
−

1
1

باشد، P(B)  را  P(A B) P(A ) P(B ) P(A B)
′ ′∪

= = = ∩
4 2 3

7. اگر ‌

بيابيد؟ 

8. اگــر واريانس مقادير a,1,2,3,4.5 برابر 2 باشــد، آن‌گاه واريانس 

را بيابيد. , , , , , a− −
1 1 3 11 1
2 2 2 2

 مقادير ‌

حسابان  1
)پاية یازدهم ریاضی(

محمدتقي طاهري تنجاني

1. ثابت کنید:
 4Sinx Sin(60º-x)Sin(60º+x)=Sin3x

)Sin3x=3Sinx-4Sin3x :تذکر: می‌دانیم(

2. اتحادهای زیر را ثابت کنید:

Sin (الف x Cos x Sin x+ = −4 4 211 22

Sin (ب x Cos x Sin x+ = −6 6 231 24

3. در هر مثلث دلخواه ABC ثابت کنید:
� � �Sin(A B) Sin C+ =

Sin را به‌دســت  CosA
tan cot

° °

° °
−=
−

2 3 4 15
3 225 3 33

  


4. حاصــل عبارت 

آورید.

 x=0 را در نقطه | x | xf (x)
x | x |

+=
+2

5. حد راســت و حد چپ تابع 

محاسبه و حد تابع f در نقطة x=0 را بررسی کنید.

6. اگر تابع f:R→R در نقطة x=0 پیوســته باشد و برای هر دو عدد 
حقیقی a و b داشته باشیم: f(a+b)=f(a).f(b)، ثابت کنید f(x) در 

R پیوسته است.

7. حدود زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: 

 (الف
x

Cos xSin x tan xlim
x Sin x→

−
20

 (ب
x
lim

Cos x→ π

 
  3

3

، مقادیر a و b را به‌دست آورید.
x

ax bxlim
x→

+ − =
−

3

2

2 92 8. اگر 

9. اگر نمودار تابع f(x) به شکل زیر باشد و داشته باشیم:

f (x) f (x) ; x
h(x)

f (x) f (x) x

 + ≥= 
− <

2




در مورد حد تابع h در نقطة x=0 چه می‌توان گفت؟

1-1-2

-2

-3 2 3
4

y

x
3
2
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هندسة  2
)پاية یازدهم ریاضی (

اسحق اسفندیار

1. در مثلث ABC، رابطــة Sin2A=Sin2B+Sin2C بین زاویه‌های آن 
برقرار است. ثابت کنید مثلث در رأس A قائم‌الزاویه است.

۲. در مثلث ABC، رابطة b3+a2c=c3+a2b بین اضلاع برقرار اســت. 
نشان دهید زاویة A برابر ۱۲۰ درجه است.

۳. در مثلث ABC، مســاحت ۱۶ واحد مربع است. اگر داشته باشیم: 
AC=8 و AB=5، طول ضلع BC کدام است؟

۴. در مثلث AC=7 ،AB=5 ، ABC و BC=6 مفروض اســت. فاصلة 
پای ارتفاع AH از وسط ضلع BC را به‌دست آورید.

۵. در مثلثــی به ضلع‌های ۳، ۵ و ۶ واحد، نیم‌ســاز کوچک‌ترین زاویة 
 D' و D آن، بزرگ‌ترین ضلع مثلــث را قطع می‌کند. اگر A خارجــی
 AD2+AD'2 و امتداد آن باشند، حاصل BC پای نیم‌ســاز روی ضلع

کدام است؟

۶. طول ضلع‌های یک مثلث ۳، ۵ و ۶ است. مجموع سه ارتفاع مثلث 
را بیابید.

۷. مثلثی به ضلع‌های ۵، ۶ و ۷، مجموع مربعات سه میانه کدام است؟

18 و قطر دایرة محیطی مثلث  3 ۸. درمثلــث ABC، محیط مثلث 
۱۲ است. حاصل SinA+SinB+SinC را به‌دست آورید.

آمار و احتمال
)پاية یازدهم ریاضی(

محمود داورزنی

1.  نمــودار ميلــه‌اي براي موجودي محصــولات C ،B ،A و D در كي 
فروشگاه به‌صورت مقابل است. اگر فراواني نسبي محصول B در اين 

فروشگاه 30% باشد، چند محصول B در اين فروشگاه وجود دارد؟

A B C D

2x
5+x
3+x

2

2. در داده‌هــاي آماري x ،7 ،9 ،4 ،6 ،1، 9، 7 و 4، اگر مُد فقط عدد 
9 باشد، ميانة داده‌ها را به دست آوريد.

3. ميانگين چهار درس يــك دانش‌آموز هركدام با ضريب 1، برابر با 
15/5 اســت. نمرة درس پنجم وي كه ضريب 2 دارد، چه عددي 

بايد باشد تا ميانگين پنج درس او برابر 16/5 شود؟

4. 15 دادة آمــاري با واريانس 12 را با 10 دادة ديگر با واريانس 7/6 
تريكب ميك‌نيم. اگر ميانگين هر دو گروه كيســان باشد، انحراف 

معيار 25 دادة حاصل كدام است؟

5. امتياز دو ورزشــكار A و B در پنج مســابقة متوالي به اين صورت 
است:

A : , , , ,
B : , , , ,




22 23 24 27 29
21 24 25 27 28

دقت كدام ورزشكار بيشتر است؟

6. در نمــودار جعبه‌اي 31 دادة آمــاري، ميانگين داده‌ها براي دنبالة 
ســمت چپ 10 و براي دنبالة سمت راست 18 است. اگر ميانگين 
داده‌هاي داخل و روي جعبه 15 باشد، ميانگين كل اين داده‌ها را 

تعيين كنيد.

7. جاهاي خالي را با عبارت مناسب پر كنيد:

     در كي جامعه، به رغم اينكه پارامتر .............. )مقدار ثابت ـ مقدار 

متغير( دارد، اين مقدار .......... )معين ـ مجهول( اســت و به همين 

دليل از ................... )آماره‌ها ـ نمونه‌گيري( براي تخمين پارامترها 

استفاده ميك‌نيم.

8. براي برآورد كردن ميانگين ساعت‌هاي خواب افراد كي جامعه در 
كي شبانه‌روز، كي نمونة 100 نفري انتخاب ميك‌نيم. اگر انحراف 

معيار اين جامعه 1/5 ساعت باشد:

الف( انحراف معيار ميانگين را چقدر برآورد ميك‌نيد.

ب(   اگــر نمونة خود را پنج برابــر كنيد، انحراف معيار ميانگين 
برآوردشده چه تغييري ميك‌ند؟

9. در انتخابــات رياســت‌جمهوري، از 2000 نفــر از رأي‌دهندگان 
نظرسنجي شــده اســت. بيشــترين مقدار خطاي اين نمونه، با 

اطمينان 95 درصد چقدر است؟

10. محققي مايل اســت با احتمــال 95 درصد و با اختلاف 3 درصد 
از نسبت پشــه‌هايي كه ناقل كي ويروس خاص هستند، تحقيقي را 
انجــام دهــد. نمونــة او حداقــل شــامل چنــد پشــه اســت؟ 
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حسابان  2
)پاية دوازدهم ریاضی(

محمدتقي طاهري تنجاني

] را در نقطه‌هاي x=1 و  ]f (x) (x ) x= −2 1 1. مشــتق‌پذيري تابــع 
x=2 بررسي كنيد.

2. نمودار مشتق تابعي كه در R پيوسته است، مانند شكل زير است. 
نقطه‌هاي عطف تابع را مشخص كنيد.

x

y

a b C d

f را پيدا كنيد و ســپس  (x) | x |= −2 1 3. نقطه‌هاي بحراني تابع 
نوع نقاط را از نظر ماكزيمم يا مينيمم مشخص كنيد.

 T باشد، آن‌گاه f كي دورة تناوب تابع مشتق‌پذير T 4. ثابت كنيد اگر
f است. آيا اگر تابعي متناوب نباشد، مشتق‌  '(x) نيز كي دورة تناوب

آن نيز متناوب نيست؟

5. از نقطه‌اي روي تابع y=x2+4x-1 مماس با شيب مثبت بر آن رسم 
كرده‌ايم. طول نقطه را چنان بيابيد كه مساحت سطح محصور بين 

خط مماس و محورهاي مختصات كمترين مقدار ممكن باشد.

6. آيا امكان دارد تابعي در كي نقطه مينيمم نسبي باشد، ولي در آن 
نقطه پيوسته نباشد؟

7. آيا امكان دارد تابعي در كي نقطه ماكزيمم نسبي باشد، ولي در دو 
طرف آن نقطه تابع نزولي باشد؟

 f(x0)=g(x0)=0 :چنان هستند كه g(x) و f(x) 8. تابع‌هاي مشتق‌پذير
و g'(x0) ≠ 0 . ثابت كنيد:

x x

f (x )f (x)lim
g(x) g (x )→

′
=

′





تابــع  منحنــي  بــر  ممــاس  نيم‌خط‌هــاي  بيــن  زاويــة   .9

x در مبدأ مختصات چند درجه است؟ , x
f (x)

x x , x

 ≥= 
+ <

4

45




ریاضیات گسسته
)پاية دوازدهم ریاضی(

حمیدرضا امیری

 1. با رقم‌هاي 0، 1، 2، 3، 4 و 5 چند عدد 4 رقمي و بزرگ‌تر از 2983 
مي‌توان ساخت؟

2. از بين چهار دانش‌آمــوز كلاس يازدهمي و پنج دانش‌آموز كلاس 
دوازدهمي به چند طريق مي‌توان شش نفر انتخاب كرد، به شرط 

آنكه حداقل سه نفر آن‌ها دوازدهمي باشند؟

(x1+x2) چند جواب طبيعي دارد؟
2+x3+x4=15 3. معادلة

4. در صورتي كه جدول زير كي مربع لاتين مرتبة 4 باشد، چه عددي 
بايد به جاي x قرار بگيرد؟

12

214

42

x4

5. چند مربع لاتين 3*3 مي‌توان تشــيكل داد، به شرط آنكه ستون 
دوم آن‌ها مطابق جدول زير باشد؟

2

3

1

6. ثابت كنيد هر زيرمجموعــه از مجموعة A={1,2,...,9} كه داراي 
شش عضو باشد، حداقل دو عضو دارد كه مجموع آن دو عضو برابر 

با 10 است.

7. بــا رقم‌هاي 0، 1، 2، 3 و 4 چند عدد پنج‌رقمي مي‌توان نوشــت، 
به‌طوري كه در همگي آن‌ها هريـك از رقم‌هاي 0، 1 و 2 حـداقل 

‌كيبار ظاهر شده باشد؟
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هندسه 3
)پاية دوازدهم ریاضی(

حسین کریمی

 a+2b+3c حاصل ،
c

A
b

 
=  

+ 

2
2

7 2
15 6

a و 
A

b
 

=  
 

2
3

1. با فرض 

را به دست آوريد.

m وارون‌پذير 
A

m
 

=  − 

2
3 1

2. مقدار m را طوري بيابيد كه ماتريس 

نباشد.

x را بنويسيد.
y

≤ ≤
 ≤ ≤

2
1 3
 3. معادلة دايرة محيطي مربع 

x مفروض اســت. از نقطة H به طول  y
+ =

2 2
1

1 75 
4. بيضي به معادلة 

2 واقع بر محور كانوني، عمودي بر قطر كانوني رسم ميك‌نيم  13

MFF' قطع كنــد. محيط و مســاحت مثلث M تا بيضــي را در 
 ABC كانون‌هاي بيضي هستند( را با محيط و مساحت مثلث F' و F(
به اضلاع 5، 12 و 13 مقايسه كنيد. آيا دو مثلث هم‌نهشت هستند؟

فقــط   y=ax2+bx+c معادلــة  بــه  ســهمي  منحنــي   .5 
] زير خط y=1 است و مي‌دانيم سهمي از نقطة  ]x ,∈ −2 4 به ازاي 

A(5,22) مي‌گذرد. مطلوب است معادلة سهمي.

، تصويــر قائــم بــردار  b ( , , )= −4 11


a و  ( , , )= 1 2 3


6. بــا فــرض 
b به دست آوريد.


c را بر امتداد  a b= +2

  

 a ( , , m)= 11


، b ( , , )= − −2 2 2


m .7 را چنان تعيين كنيد كه سه بردار 
c واقــع بر كي صفحه باشــند. اگــر بدانيم نقطة  ( , , )= −3 1 3


و 

)A روي صفحه واقع است، معادلة صفحه را هم بنويسيد. , , )−1 1 2

8. مساحت مثلث بناشده روي دو بردار به طول‌هاي 4 و 6 را به‌دست 
a .b =12
 

آوريد؛‌ در صورتي كه بدانيم: 

معادلة يك خط راست
هر خط راست واقع در صفحه را مي‌توان به‌صورت x=a، كه در آن a ثابت است )اين حالت خاصي از خطي قائم 
است(، يا به‌صورت استاندارد y = mx+c نوشت. در معادلة اخير m و c ثابت‌اند. ثابت m شيب خط و c مقدار yي را 

نمايش مي‌دهد كه در آن، خط با محور y برخورد ميك‌ند.
»شــيب« يا »گراديان« كي خط با بررســي هر دو نقطة واقع بر خط محاسبه مي‌شــود. اين مقدار برابر تغيير 
ارتفــاع بين نقطه‌هاي مزبور، تقســيم بر تغيير در مكان افقي بين نقطه‌هاســت، و از لحــاظ رياضي، با معلوم بودن 

،(y2، x2) و (y1، x1) هــر دو نقطة متمايــز 
y) اســت. به اين  y )

m
(x x )

−
=

−
2 1

2 1
به‌صــورت 

ترتيب، شيب نمودار شكل رو‌به‌رو 45  است.

هــر دو معادلــة x=a و y=mx+c را 
مي‌توان به‌صورت عمومي‌تر rx+sy=t، به 
t و s ، r ازاي انتخــاب مناســب ثابت‌هاي 

نوشــت؛ زيرا غالباً به اين شــكل است كه 
معادلات  در دســتگاه‌هاي  معادلة خــط 

خطي ظاهر مي‌شود.

ریاضیات در چند دقیقه

ور
ی‌پ

اس
ضا ی

مر
غلا

تر
 دک

م:
رج

مت

نويسنده: پال گلندینینگ

0
0

1

2

3

4

5

1 2 3 4 5 6 7

y

A
C

B

x

m شیب‌گرادیان

x تغییر در

y تغییر در

θ
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پاسخ  مسائل  

  راهنمای 
حل‌مسائل

رياضي 1

1. اگر x+y=5 باشد، جواب‌های x و y به‌صورت‌های

x هستند. برای محاسبة 
y
=

 =

3
2

x با 
y
=

 =

1
4
 ،  x

y
=

 = 5


بیشــترین مقدار !x!+y جواب هر حالت را به‌دست 

می‌آوریم و از بین آن‌ها بیشــترین مقدار را انتخاب 

x برابر 121=!5+!0 ،
y
=

 = 5
 می‌کنیم. در این صورت 

x برابر 8=!2+!3 
y
=

 =

3
2

برابــر 25=!4+!1 و  x
y
=

 =

1
4

است که بیشترین مقدار برابر 121 می‌شود.

2. اگر سه عدد b ،a و c تشکیل یک دنبالة حسابی 
بدهنــد، رابطة 2b = a+c برقرار اســت؛ یعنی جمع 
دو عــدد c و a باید عددی زوج )2b( باشــد. در این 
مورد دو حالت داریم: هر دو عدد زوج باشــد )مثلًا 
6=2+4(، و یا هر دو عدد فرد باشد )مثلًا 8=5+3(.

در این صــورت از بین 100 و ... و 2 و1، پنجاه 

عدد زوج هســتند و ما دو عدد می‌خواهیم انتخاب 

. همچنین 50 عدد فرد داریم   
 
 

5
2
 کنیم؛ بنابراین: 

 .  
 
 

5
2
 و دو عــدد می‌خواهیم انتخاب کنیم؛ یعنی: 

طبق اصل جمع که جمع دو عدد زوج می‌شود زوج، 
یا جمع دو عدد فرد می‌شود زوج، خواهیم داشت: 
      ×

+ = = × = × =     
     

5 5 5 5 492 2 5 49 245
2 2 2 2
   

 

3. بیــن دو عــدد 2000 و 7000 بایــد یک عدد 
چهاررقمی بیابیم که رقم یکان آن فرد باشد؛ یعنی 
عددهــای 1، 3، 5، 7 و 9. در این صورت دو حالت 
برای رقم هزارگان پیش می‌آید: یا عدد زوج یا عدد 
فرد که از میان عددهای 2، 3، 4، 5 و 6 باید انتخاب 
شــود. )چون رقم یکان فرد است، یک عدد فرد کم 
می‌شــود که در هزارگان قرار گیرد(. در نتیجه دو 

حالت داریم: 

حالت اول: رقم هزارگان زوج باشد:
= 8403 * 8 7 * 5*

که دو رقم دهگان و صدگان از بین عددهای 9، 
...، 1 و 0 انتخاب می‌شــوند و دو عدد آن در جایگاه 
یکان و هزارگان هســتند و 8 حالت باقی می‌ماند. 

پس: 840=5*7*8*3.
حالت دوم: رقم هزارگان فرد باشد. در این صورت 
یک رقم فرد از یکان کم می‌شود و رقم یکان چهار 
حالت خواهد داشت و در رقم هزارگان عددهای 3 و 

5 قرار می‌گیرند. در نتیجه:
= 4482 * 8 7 * 4*

پس طبق اصل جمع خواهیم دانست:
840+448=1288 

4. ابتدا صورت کسر را به‌دست می‌آوریم؛ یعنی:
n! n!p(n,n ) p(n,n )

(n n )! (n n )!
n! n! n! n! n! n!

! ! !

− − − = −
− + − +

−
= − = = =

× × ×

2 3
2 3

3 2
2 3 3 2 3 2 1 3

مخرج کسر را نیز ساده می‌کنیم:
n! n!c(n, n ) (n )! (n )!

(n )! (n n )! !
− × − = × − =

− × − +
3 3 3

3 3 3n! n!c(n, n ) (n )! (n )!
(n )! (n n )! !

− × − = × − =
− × − +

3 3 3
3 3 3

در نتیجه خواهیم داشت:
n!

! n!
n! n!

!

× × ×
= = =

×
3 3 2 13 2
3 3

3

5. در بیــن عددهای 1، 2، ... و 7، ســه عدد زوج 
وجود دارند که عبارت‌اند از: 6 و 4 و 2. می‌خواهیم 
. سه   

= 
 

3
3

1
یک رقم از 4 رقم زوج باشد؛ بنابراین: 

رقــم باقی‌مانده از عددهای فرد از بين 1، 3، 5 و 7 
انتخاب می‌شــوند: یعنی از بین 4 عدد فرد متمایز 3 
. از طرف دیگر، تعداد   

= 
 

4
4

3
عدد انتخاب می‌شوند: 

جایگشت‌های این 4 رقم متمایز برابر 24= !4 است. 
پس طبق اصل ضرب داریم:

!   
× × = × × =   

   

3 4
4 3 4 24 288

1 3

6. تمام عددهای سه‌رقمی با رقم‌های 0، 1، 2، 3، 4، 
5 مشخص‌کنندة فضای نمونه است که برابر است با: 
n(S) =5*5*4 =100. پیشامد آنکه عدد روی کارت 
زوج و بزرگ‌تر از 300 باشد، آن است که رقم یکان 
آن عددهای زوج 0، 2 و 4 باشد. اگر رقم یکان صفر 

باشد، در این صورت داریم:

3 * =
)3, 4, 5( 0

* 124 1

یا اینکه رقم یکان 2 باشد و در این صورت داریم:

3 * =
)3, 4, 5( 2

* 124 1

یا اینکه رقم یکان 4 باشد و در این صورت داریم:
 

2 * =
)3, 5( 4

* 84 1

 طبــق اصــل جمــع داریــم: 32=12+12+8. 

. n(A)p(A) /
n(S)

= = =
32 32
1


 

در نتیجه: 

7.  از میان 9 کتاب، 3 کتاب به تصادف بر می‌داریمیعنی 

. !
! !

 
= =  × 

9 9 84
3 3 6

 فضای نمونه‌ای برابر اســت با: 

از طرف دیگر، پیشــامد آن‌که از 3 کتاب انتخابی، 

  
= 

 

5
1

2
 2 کتاب ریاضی باشــد، عبارت است از: 

و یک کتاب باقی‌مانده از کتاب‌های شــیمی است. 

 .  
= 

 

4
4

1
یعنی: 

. درنتیجه: n(A)    
= × =   
   

5 4
4

2 1


طبق اصل ضرب داریم:

n(A)P(A)
n(S)

   
×   

   = = = =
 
 
 

5 4
2 1 4 1

9 84 21
3

 

8. تعــداد کل زیرمجموعه‌هــای ســه عضوی این 

. !n(S)
! !

 
= = =  × 

1 1 12
3 3 7
 

 مجموعه برابر است با: 
تعــداد زیرمجموعه‌های فاقد عددهای 2 و 3 در 
 { }, , ,...,1 4 5 1 واقع تعداد زیرمجموعه‌های مجموعة 
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. بنابراین تعداد   
= 

 

8
56

3
اســت که برابر اســت با: 

زیرمجموعه‌های سه عضوی که در آن‌ها حداقل یکی 

از عددهای 2 و 3 وجود داشته باشند، برابر است با: 

. در نتیجه: n(A)    
= − = − =   
   

1 8
12 56 64

3 3




n(A)p(A)
n(S)

= = =
64 8
12 15

هندسة  1 )دهم ریاضی(
.1

1
2 1

2
21

B C

A

E FM

نیمساز

نیمساز BM B B
B M EM BE I

EM BC M B

CM C C
C M MF FC II

MF BC M C

I, II EF BE CF

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧
∧ ∧

∧ ∧


⇒ = ⇒ = ⇒ =

⇒ = 


⇒ = ⇒ = ⇒ =
⇒ = 

⇒ = +

1 2
1 1

21

2 1
22

2 1

.2ABC BCDd d S S BD CH

CH

′ ⇒ = ⇒ = ×

⇒ = =

18
2

16 8
6 3

.3
AE BFAB EF DC I
AD BC

AE ENACD : II
AD CD
BF MFBCD : III
BC CD

I, II, III EN MF EN MN
MF MN EM NF

⇒ =

=

=

⇒ = ⇒ −
= − ⇒ =

�

�

.4
A M B

NQ

D H P

O

H C

MNPQ  محیط

Mp h MO

QN OQ

MQ

= = ⇒ =
+

= = ⇒ =

⇒ = + =

= × =

= + + +

= +

2 2

4 2
4 12 8 4

2
2 4 2 5

4 2 5 8 5
4 4 2 12 4 2
16 8 2

محیط ذوزنقه

 

 نسبت محیط چهارضلعی
به‌دست‌آمده به محیط ذوزنقه

( )

= =
+ +

−
=

8 5 5
16 8 2 2 2

5 2 2
2( )

= =
+ +

−
=

8 5 5
16 8 2 2 2

5 2 2
2

  .5
                       

�

S a AH a a

AH a c B

∆ = ⇒ × =

⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 21 1
8 8

1 15 75
4

 

B

A C

H
a

.6
A

B C

D

E

12

20
11

2

2
1

1

ABC  مساحت

نسبت تشابه

نسبت مساحت‌ها

مساحت چهارضلعی

D D
B D

B D

E E
E C

C E
AED ABC

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧
∧ ∧

∧∧


+ = ⇒ =


+ = 


+ = ⇒ =

+ = 
⇒

⇒ = =

 ⇒ = = 
 

=

1 2
1 1

1 2

1 2
1 1

1 2

2

18

18

18

18

12 3
2 5

3 9
5 25

16
25



















� � �

D D
B D

B D

E E
E C

C E
AED ABC

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧
∧ ∧

∧∧


+ = ⇒ =


+ = 


+ = ⇒ =

+ = 
⇒

⇒ = =

 ⇒ = = 
 

=

1 2
1 1

1 2

1 2
1 1

1 2

2

18

18

18

18

12 3
2 5

3 9
5 25

16
25



















� � �

D D
B D

B D

E E
E C

C E
AED ABC

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧

∧ ∧
∧ ∧

∧∧


+ = ⇒ =


+ = 


+ = ⇒ =

+ = 
⇒

⇒ = =

 ⇒ = = 
 

=

1 2
1 1

1 2

1 2
1 1

1 2

2

18

18

18

18

12 3
2 5

3 9
5 25

16
25



















� � �

 
OP OMMPO OHC
OH OC

⇒ =� � �                     
 .7

OP

( )

OP

OP
AC

⇒ =
+

⇒ =

⇒ = =

2 2

3
2

3 1 3 3 3
2 2

3
4
3

14
6 8

.8
MCMCD ABM
AM

MC
MC AM
MC
AC

MC

MC

≈ ⇒ =

⇒ =
+ +

⇒ =

⇒ =

⇒ = =

1
2

1
1 2

1
3
1

11 3
11 22
3 3

� �

ریاضی  2  )تجربی(

  .1
x x

x

lim f (x x ) lim f (x x)

lim f (u)
− −

−

→ →

→

− = + =

= −

2 2
0 0

0
2

x

+-+x2 + x

-1 0

.2
[ ] [ ] [ ]

[ ]

xx ( ) x
lim f (f (x)) lim f (x) lim f (x)

f ( ) ( )

( )

− +→→ − →

+ + −

− + =

     − − + =     
− − + = + + =

41 2

1 3

2 1 2 2 1 2 5



 )الف

)ب

[ ]( ) f ( )+ − +     − + − = − + − = −     2 2 3 2 2 2 2 4

.3

x x

x

x x

( cos x) ( cos x) cos xlim lim
sin( cos x)( cos x)sin ( )

cos x
cos ( cos x)lim

sin x( cos x)( cos x cos x)

cos x cos xlim lim
sin x ( cos x)( cos x cos x)

→ →

→

→ →

− −
=

− −−

−
=

+ + +

−
= ×

+ + +

= × =

3 3 3

2 33

3

2

3

2

1 1
1 1 11

1
1 1

1
1 1

1
6

 



 

 

.4
x t

x t x t
x t

 =
= ⇒ =
 → ⇒ →

23

36

1 1
t t

(t )t tlim lim
( t )( t )→ →

−+ −
=

− −

3 2

3 21 1

11 2 3
6 1 1

( t )

(t )

+

−

2 2 1

6 1 (t t )(t )+ + +

= =
× ×

2 2 1 1
3 1

6 3 2 12

 .5
حد چپ [ ]



x ( )
lim a tan x x a

−

−
π

→

π π = + = + = 
4

1
4 4



حد راست
x ( )

xlim bcos bcos bcos b
+

+

π
→

 π = = = =      4

0
2 8
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b
f ( ) a a

a

π
=

π  = + = + ⇒  ππ  = −

4 41
4 1

4

.6
P(A B )P(A B )P(A | B )

P(B )
P(B A)P(B | A)

P(A)

′′
′ = =

′
⇒

′
′ = =

3
5
5
7





P(B )
P(B A)

′
′

P(A)
P(A) P(A )
P(B ) P(B)

′−
= ⇒ = ⇒ =

′ −
21 21 1 21
25 25 1 25

P(A B) t= 7. اگر: 

P(A B) P(A B) t

P(A B) t

p(A ) P(A) P(A B) t

P(A) t

p(B ) P(B) P(A B) t

P(B) t

P(A B) P(A) P(B) P(A B)
t t t t

t t

P(B) t

4
4

1
2 2

1 2

1
3 3

1 3

4 1 2 1 3
11 2
5
3 21 3 1
5 5

= =

→ =

′ −
= = =

→ = −

′ −
= = =

→ = −

= + −
= − + − −

→ = → =

= − = − =












 

1
4, , , , , a S⇒ =21 2 3 4 5 2 S ( )= =2 1 12

4 2

واریانس در 

ضرب می‌شود

حسابان 1  8.
1. سمت چپ عبارت

Sin x( Cos x Sin x)( Cos x Sin x)

Sin x( Cos x Sin x)

Sin x( Cos x Sin x)

Sin x( Sin x Sin x)

Sin x Sin x

= − +

= −

= −

= − −

= −

2 2

2 2

2 2

3

3 1 3 14 2 2 2 2
3 14 4 4

3
3 3

3 4

2. الف( 
Sin x Cos x (Sin x Cos x) Sin x Cos x

(Sin x Cos)

( Sin x)

Sin x

+ = + −

= −

= −

= −

4 4 2 2 2 2 2

2

2

2

2
1 2

11 2 22
11 22

     ب( 
Sin x Cos x

(Sin x Cos x) Sin x Cos x(Sin x Cos x)

( Sin x)

Sin x

+

= + − +

= − ×

= −

6 6

2 2 3 2 2 2 2

2

2

3
11 3 2 12

31 24
3. در هــر مثلث مجموع زاویه‌ها 180º اســت، پس: 
 A+B و C در نتیجــه زاویه‌هــای . � � �A B C °+ + =18 
مکمل‌اند. دو زاویه مکمل سینوسشان برابر است، پس

� � �Sin(A B) Sin C+ =

تذکر: می‌توانیم چنین استدلال کنیم: 
� � � �Sin(A B) Sin( C) Sin C°+ = − =180

.4
Sin Sin( )

Sin

Cos Cos( )

Cos

tan tan( )

tan

Cot Cot( )

Cot

( ) ( )
A

( ) ( )

3 36 6
36 2

15 18 3
33 2

225 180 45
45 1

33 36 3
3 3

3 32 4 32 2
63 1 3 3

° ° °

°

° ° °

°

° ° °

°

° ° °

°

= −

= − = −

= −

= − = −

= +

= =

= −

= − = −

− − −
= =

− −

   



  



  



 .5

x x

x x

| x | x x xlim lim
x | x | x x

xlim lim
x(x ) x

+ +

+ +

→ →

→ →

+ +=
+ +

= = =
+ +

2 2

2 2 21 1

 

 

x x

x

| x | x x xlim lim
x | x | x x

lim
x x

− −

−

→ →

→

+ − +=
+ −

= =
−

2 2

2

 






چون حد چپ و حد راست تابع در نقطه x=0 برابر 
نشدند، پس تابع f در این نقطه حد ندارد.

6. فرض کنیم x0 نقطه‌ای حقیقی و دلخواه باشد.
،x-x0= u :اگر

 .x = x0+ u :آن‌گاه
،x→x0 :و اگر
u→0 :آن‌گاه

x x u x

u

lim f (x) lim f (x u) lim f (x )f (u)

f (x ) lim f (u)

f (x )f ( )
f (x )
f (x )

→ → →

→

= + =

=

= →
= +
=


 

 














چون f در صفر پیوسته است

پس f در هر نقطة حقیقی مانند x0 پیوسته است و 
لذا f در R پیوسته است.

7. الف(

x x

x x

Cos xSin x tan x Cos xSin x Sin xlim lim
x Sin x x Sin x Cos x

Sin x Sin xlim lim x
x Cos xx Sin x Cos x

→ →

→ →

− −
=

−  = −  
 

= − × = −

2

2 2

23

2
1

1 1 1

 

 

ب( چون در همسایگی x=3π داریم:
Cos x>-1

 x=3π ؛ لذا در همسایگی
Cos x

< −
3 3 پس: 

.
x
lim

Cos x→ π

  = −  3

3 4 داریم: 

8. چون حد مخرج در x=2 صفر اســت، باید حد 
تبدیل شود و  صورت نیز در x=2 صفر باشد تا به00
پس از رفع ابهام حد آن 9 شود؛ لذا صورت به ازای 
x=2 برابر صفر است؛ یعنی: 8a+2b -2=0. از آنجا 

نتیجه می‌شود: b =1-4a. حال داریم:

x x

x

x

ax bx ax axlim lim
x x

ax(x )(x ) (x )lim
x

lim ax(x ) a

a , b

→ →

→

→

+ − − −
= =

− −
− + + −

=
−

+ + = + =

⇒ = = −

3 3

2 2

2

2

2 4 2
2 2
2 2 2

2
2 1 8 1 9

1 3

9. با توجه به نمودار، وقتی f(x) ≤0 ، x ≥ 0. پس: 
2h(x) = f(x)-f(x) = 0؛ یعنــی: h(x) = 0. وقتی 
x<0، چنانچــه: f(x)<0، داریم: 2h(x) = 2f(x)؛ 
یعنــی: h(x) = f(x). و اگر: h(x) =0 ،f(x) ≥ =0؛ 

پس نمودار تابع h به شکل زیر است.

 x=0 در h با توجه به شــکل حد راست تابع
برابر صفر و حد چــپ تابع در این نقطه برابر 2- 

است؛ پس h(x) در x=0 دارای حد نیست.

-2

-2

-3 4

y

x
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هندسه 2 

a b c R
Sin A Sin B Sin C

a b cSin A ,Sin B , Sin C
R R R

= = =

→ = = =

2

2 2 2

         .1

با جای‌گذاری در رابطه داریم:
a b c a b c
R R R

= + ⇒ = +
2 2 2

2 2 2
2 2 24 4 4

 A بنابر عکس قضیــة فیثاغورس، مثلث در رأس
قائم‌الزاویه است.

.2
b cb c a (b c)

b c bc a

a b c bcCos A

≠− = − →

 + + =


= + −

3 3 2

2 2 2

2 2 2 2

Cos A A= − ⇒ =
1 12
2




.3
ABCS AB AC Sin A

Sin A Cos A

= × × ×

×
⇒ = = → = ±

×

1
2

2 16 4 3
5 8 5 5

BC AB AC AB AC Cos A

( )( )

= + − × ×

= + − × ± = ±

2 2 2 2
325 64 2 5 8 89 48
5

BC

BC

 =


=

41
137

.4
HM BM BH BH

BHABH : Cos B BH Cos A
AB

∆

= − = −



= ⇒ =

3

5

بنابر قضیة کسینوس در مثلث داریم:

AC2=AB2+BC2-2AB×BC×CosB
Cos B Cos B= + − → =

149 25 36 6
5



BH=5CosA=1⇒HM=3-BH=2

H M CB

A

5

6

7

5. مثلث 'AOD قائم‌الزاویه است.

C

A

DB

5

6

3

D

AD2+AD'2=DD'2

BD AB x x
DC AC x

D'B AB y y
D 'C AC y

DD' ( ) ( )2 2 2

3 9
6 5 4

3 9
6 5

9 45 2 259
4 4 16

= → = ⇒ =
−

= → = ⇒ =
+

= + = =


.6
p + +
= =

3 5 6 7
2

 

S ( )( )( )= =7 1 2 4 2 14

a
sh
a

= =
2 4 14

3
 

bh =
4 14

5

ch =
4 14

6
 

a b ch h h+ + =14 14

.7

a

b

c

a b c

am (b c ) ( )

( )m

( )m

m m m


= + − = + − = 


+ − 

= = 


+ − 
= = 



⇒ + + =

2
2 2 2

2

2

2 2 2

1 1 25 14549 36
2 4 2 4 4
2 49 25 36 112

4 4
2 25 36 49 73

4 4
165
2

.8
a b c R

Sin A Sin B Sin C
= = = 2

a b c
Sin A Sin B Sin C

Sin A Sin B Sin C

+ +
+ +

⇒ + + = =
18 3 3
12 2

آمار و احتمال
  .1

B

B

xf / /
( x) ( x) x

x x f
x

+′ = ⇒ =
+ + + + +

+
⇒ = ⇒ = ⇒ = + =

+

53 3
2 5 3 2

5 3 1 5 1 15
1 4 1

 

 
 

2. چون مُد برابر 9 است، پس x=9 و با اين مقدار، 
ميانه برابر 9 مي‌شود.

 .3

w

/ xx /

x /

4 15 5 1 1 2 16 5
1 1 1 2

18 5

× × + × ×
= =

+ + +
⇒ =

 .4
i i

i i

i i
i i

i i

(x x) (x x)

/ (y x) / (y x)

( (x x) (y x) ) ( )

/

= =

= =

σ = ⇒ − = ⇒ − =

σ = ⇒ − = ⇒ − =

σ = ∑ − +∑ − = +

= ⇒ = =

∑ ∑

∑ ∑

15 15
2 2 2
1

1 1
1 1

2 2 2
2

1 1

2 2 2

112 12 18
15

17 6 7 6 76
1

1 1 18 76
25 25

256 16 3 2
25 5

 







. پس دقت ورزشكار  Bσ =2 6 A و  /σ =2 6 8  .5
B بيشتر است.

x

/

× + × + ×
=

+ +
= = =

7 1 17 15 7 18
31

7 255 126 451 14 54
31 31





              .6

7. مقدار ثابت ـ مجهول ـ آماره‌ها

x
/ /

n
σ

σ = = =
1 5 15
1


 

8. الف(                 

ب(    

x

x

n /

n

σ
′σ
= = =

σσ
15 44
5

                

 .9
/

n
± = ± =

1 1 2
2

 
  

.10
/ n / n

n
= ⇒ = ⇒ ≅

1 3 33 33 1111 

حسابان  2
1. تابع f در x=2 پيوسته نيست، ولي در x=1 پيوسته 

است. )چرا؟(
پس در x=2 مشــتق‌پذير نيســت و شــرط لازم 
بــراي مشــتق‌پذيري در نقطــة x=1 برقرار اســت. 
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 مشــتق‌هاي چپ و راست تابع را در اين نقطه بررسي 
ميك‌نيم:

[ ]

[ ]

x

x

x

x

(x ) x
f ( ) lim

x
(x )(x )lim

x
lim (x )

(x ) x
f ( ) lim

x

2

1

1

1
2

1

1
1

1
1 1 1

1
1 2

1
1

1

+

+

+

−

+
→

→

→

−
→

−
′ =

−
+ − ×

=
−

= + =

−
′ = =

−


توجه كنيد در همايگي چــپ نقطة x=1، صورت 
كسر فوق صفر است، ولي مخرج كسر صفر نيست. چون 
مشتق‌هاي چپ و راســت در نقطة x=1 برابر نيستند، 

تابع در اين نقطه مشتق‌پذير نيست.

2. نقطه‌هاي b و d نقطه‌هاي عطف تابع هســتند؛ زيرا 
'y ســمت چپ اين نقطه‌ها صعودي و در سمت راست 
آن‌ها نزولي اســت. پس ''y در اين نقطه‌ها تغيير جهت 
مي‌دهد و چون 'y در اين نقطه‌ها وجود دارد، پس تابع 

در آن‌ها داراي مماس است.

3. دامنة تابع R است. از طرف ديگر:

x(x )
x(x )| x |f (x)

| x | | x | | x |

−
−−′ = =

− − −

2

22

2 2 2

2 1
11

2 1 1 1
تابع در x= ±1 مشــتق متناهي نــدارد، پس اين 

نقطه‌ها بحراني‌اند. ريشة مشتق x=0 است.
پس مجموعــة نقطه‌هاي بحراني تابــع {1,0,1-} 
اســت. علامت مشــتق تنها به‌صورت آن بستگي دارد. 
جدول تغييرات تابع نشــان مي‌دهــد كه نقطه‌هاي به 
طول x=1 و x= -1 مينيمم نسبي )و مطلق( و نقطة به 

طول صفر نيز ماكزيمم نسبي است.

∞-x

+-+-yˊ

∞+y

-1 10

0 0
1

→

∞+

∞+→ →
→ →

4. اگــر T يــك دورة تناوب تابــع f باشــد، آن‌گاه: 
f(x+T)=f(x) . اينــك از دو طــرف ايــن رابطه طبق 

قضيه مشــتق تابع مركــب، مشــتق مي‌گيريم. پس: 
f و ' f نيــز متناوب اســت و T كي دورة  '(x+T)=f '(x)

تناوب آن است. اگر f متناوب نباشد، نمي‌توان حكمي 
 f(x)=x2 ارائه داد؛ زيرا مثلًا f قطعي در مورد مشتق تابع
f نيز  '(x)=2x متناوب نيســت و تابع مشتق آن، يعني

 f(x)=x+cosx متناوب نيســت. از طرف ديگر، تابــع
 f '(x)=1-sinx متناوب نيست، ولي مشــتق آن يعني

متناوب است.

5. اگــر طول نقطة تماس را x0 در نظر بگيريم، آن‌گاه 
T(x0,x0 است. از آنجا 

2+4x0-1) مختصات نقطة تماس
مماسm      = 2x0+4>0، در نتيجه معادلة  كه y'=2x+4، پس: 

 y-x0
2-4x0+1=(2x0+4)(x-x0) به‌صورت  مماس  خط 

x و 
A( , )

x
+
+

2 1
2 4




 اســت. نقطه‌هاي برخورد با محورها 

،S | OA | | OB |= ×
1
2

)B هستند. چون:  , (x ))− +2 1

x) كه در آن x0>-2 . از طرف ديگر،  )
S

(x )
+

=
+

2 21
4 2





پس: 

 S' و تنها ريشه ( x x )(x )
S

(x )
+ − +′ =

+

2 2

2
2 8 1 1

4 2


   داريم: 

x قرار دارد. −
=

19 4
3

در محدودة مورد نظر 

6. بله امكان دارد. شــكل زير چنين تابعي را نشــان 
.)C مي‌دهد )نقطة

y

x
C

 7. بلــه امــكان دارد. نمونــة آن شــكل زير اســت
.)C نقطة(

y

x
CC

8. چــون x-x0، پس: x≠x0 و مجاز هســتيم صورت و 
مخرج را بر x-x0 تقسيم كنيم.

x x x

f (x) f (x )
x x f (x )f (x)lim lim

g(x) g(x )g(x) g (x )
x x

→ →

−
′−

= =
− ′
−





 

 





9. بــا توجه به نمــودار تابع در نقطة x=0 مشــاهده 
مي‌شود كه اين زاويه 135 درجه است.

x , xf (x)
x , x

f ( ) , f ( )+ −


 >′ = 
 + <

′ ′= +∞ =

1
4 3

3

4
2 1

1



 

 

x , xf (x)
x , x

f ( ) , f ( )+ −


 >′ = 
 + <

′ ′= +∞ =

1
4 3

3

4
2 1

1



 

 

ریاضیات گسسته
1.  بیــن 2983 تا 3000، دقیقاً 16 عدد وجود دارد و 
بعد از آن باید تعداد عددهای چهاررقمی و بزرگ‌تر از 

3000 را محاسبه و با 16 جمع کنیم:

   3     6     6    6 → 3×6×6×6 =648
4 یا 5

648+16=664 

 .2
           

× + × + ×           
           

5 4 5 4 5 4
3 3 4 2 5 1
  

سه دوازدهمی
و سه یازدهمی

پنج دوازدهمی
و یک یازدهمی

چهار دوازدهمی
و دو یازدهمی

3. چون جواب‌های طبیعی را خواســته اســت، پس: 
xi≥1 . حال به (x1+x2) عدد می‌دهیم:

I) x1+x2=2 ⇒ 22+x3+x4=15 ⇒ x3+x4=11

− = تعداد جواب‌های طبیعی   
= =   −   

11 1 1
1

2 1 1




II) x1+x2=3 ⇒ 32+x3+x4=15 ⇒ x3+x4=6

− = تعداد جواب‌های طبیعی   
= =   −   

6 1 5
5

2 1 1

 ،x2=2 و x1=1 دو حالت x1+x2=3 و چــون بــرای
یــا x1=2 و x2=1 وجود دارد؛ لــذا در حالت (II) تعداد 

جواب‌ها 10=2×5 است و در کل: 
20=10+10= تعداد جواب‌ها

4. با قرار دادن عددها در ســتون اول ســطر ســوم، 
 x=2 ستون دوم و آخرین عدد در ستون چهارم، مقدار

به‌دست می‌آید.





12

2143

4321

1x34

x=2
5. برای سطر اول دو حالت وجود دارد:

1 2 3
3

1

3 2 1
3

1

و

1 2 3
2 3 1
3 1 2

3 2 1
1 3 2
2 1 3

و

کــه برای هر کدام از ایــن حالت‌ها به یک طریق 
می‌توان مربع لاتین ساخت.

6. اگــر اعضای A را به پنج دســته یــا مجموعة دو 
عضوی  و یک‌عضوی به‌صورت زیر تقســیم کنیم، در 
این صورت برای انتخاب شش عضو ناچاریم حداقل از 
یکی از مجموعه‌هــا دو عضو برداریم که مجموع آن‌ها 

10 خواهد بود:

A1={1,9}

A2={2,8}

A3={3,7}

A4={4,6}

A5={5}

7. 43×3= پنج‌رقمی‌های فاقد 1،
45= پنج‌رقمی‌های فاقد صفر،

54×4= تعداد کل پنج‌رقمی‌ها،

35= پنج‌رقمی‌های فاقد صفر و 2،

35= پنج‌رقمی‌های فاقد صفر و 1،

43×3= پنج‌رقمی‌های فاقد 2،

25= پنج‌رقمی‌های فاقد صفر، 1 و 2،

و 34×2= پنج‌رقمی‌های فاقد 1 و 2

- )43×3×2+45([ -54×4 = تعداد خواسته‌شده

)35+35+2×34(+25[=556

هندسه 3 
 .1

a (a b)
A A A

(a b) b

c

b

a
a b c

a , b , c
a , b , c

a b c
a b c

 + +
= × =  

+ +  
 

=  
+ 

 + =⇒ 
+ = =
= = =

⇒  = − = =
+ + =

⇒  + + =

2
2

2

2

2

6 2
3 6
7 2
15 6

6 7
5

1 4 5
1 6 5

2 3 24
2 3 26

.2

m
m

m(m )

m m

| A |
 =−


=

⇒ − − =

⇒ − − = ⇒

=
22
3

1 6

6

 



x

y

( 1 و 0 ) ( 1 و 2 )

( 3 و 0 ) ( 3 و 2 )

.3
R R

O( , )

C : (x ) (y )

C : x y x y

= ⇒ =

− + − =

+ − − + =
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محيط و مســاحت هر دو مثلث بــا هم برابرند، اما 
آن‌ها هم‌نهشت نيستند. مثلث′MFF داراي ضلعي به 
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