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از حساب به جبر      مربع هاي لاتين 
چگونه آموزش رياضي را مسئله محور كنيم؟

از حساب به جبر      مربع هاي لاتين 
تا کی شود قرين حقيقت مجاز من
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کتاب «المختصر فی الحساب الجبر و المقابله» يکی از شاهکارهای محمدبن موسی 
خوارزمی (درگذشتة حدود ۲۳۲ ق) در زمينة رياضيات است که همچون نگينی در 

ميراث علمی ۱۲۰۰ سالة او می درخشد.

بابی از ميراث ١٢٠٠ سالة خوارزمی



اللهم صلي علي محمد و آل محمد
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 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و در صورت امکان تایپ شود. شکل قرار گرفتن جدول ها، نمودارها و تصاویر، پیوست و در حاشیة مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، روان و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و در انتخاب واژه های علمی و فنی دقت شود. برای ترجمة مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، به همراه ترجمة یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال 
شود تا مورد بررسی هیئت تحریریه قرار گیرد و پس از تصویب مقاله و ترجمة ارائه شده، سفارش ترجمه به فرستندة مقاله داده خواهد شد.  در غیر این صورت، مجله می تواند سفارش ترجمة مقاله را به مترجم دیگری 
بدهد. در متن های ارسالی تا حد امکان از معادل های فارسی واژه ها و اصطلاحات استفاده شود. پی نوشت ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شمارة صفحة مورد 

استفاده باشد. چکیده ای از اثر و مقالة ارسال شده در حداکثر 250 کلمه، همراه مطلب ارسال شود.
 در مقاله های تحقیقی یا توصیفی، واژه های کلیدی در انتهای چکیده، ذکر شود. هم چنین: مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله های رسیده مجاز است. مطالب مندرج در مجله، الزاماً مبین نظر دفتر 

انتشارات و فناوري آموزشی نیست و مسئولیت پاسخ گویی به پرسش های خوانندگان، با خود نویسنده یا  مترجم است. مقاله های دریافتی در صورت پذیرش یا رد، بازگشت داده نمی شود.
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مجلة رشد آموزش ریاضی، نوشته ها و گزارش تحقیقات پژوهشگران و متخصصان تعلیم و تربیت، به ویژه معلمان دوره های تحصیلی مختلف را در صورتی که در نشریات عمومی 
درج نشده و مرتبط با موضوع مجله باشد، می پذیرد. لازم است در مطالب ارسالی موارد زیر رعایت شود:

وزارت آموزش و پرورش
سازمان پژوهش و برنامه ريزي آموزشي

دفتر  انتشارات و فناوری آموزشی 

مدیر مسئول: محمدابراهيم محمدي
سردبیر:  رضا حيدری قزلجه 

مدیر داخلی: حسين نامی ساعی
هیئت تحریریه )به ترتیب حروف الفبــا(: روح الله جهانی پور، مجيد 
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معلمان  و همچنين درس كارورزی دانشــجو ـ
رشــتة آموزش ریاضی این دانشگاه، با بيش از 
معلم پراكنده در  ۴۰ مهارت آموز و دانشــجو ـ
اســتان های مختلف كشــور، در ارتباط مداوم 
بودم و به طور هفتگی گزارش آن ها را از كلاس 
درس خودشان یا كلاس معلمان راهنمایشان 
دریافت می كردم. براساس مشاهدات این تجربة 
ميدانــی محدود، اكثر معلمان این كلاس ها نه 
تدریس برخط )آنلاین(، بلکه تدریس برون خط 
)آفلاین( داشتند. به این معنا كه محتوایی را از 
قبل آماده می كنند كه ممکن است ویدیو، فایل 
صوتی یا توضيحاتــی روی »پی دی اف« كتاب 
یا اسلایدهایی مرتبط با موضوع مورد تدریس 
باشد كه آن را از قبل در اختيار دانش آموزان قرار 
می دهند تا ببينند. سپس، در ساعات آموزش 
 غيرحضوری، به سؤالات آن ها جواب می دهند و 
به اصطلاح، »رفع اشــکال« می كنند. غالباً هم 
تلاشی برای ایجاد ارتباط قوی تر با دانش آموزان 
صورت نمی گيرد. به عبارت دیگر، تعامل دوسویه 
رفت و برگشتی و خصوصاً ایجاد تعاملات گروهی 
و كلاسی بين دانش آموزان دیده نمی شود. در 
واقع مهم ترین مشکل تدریس برون خط همين 
فقدان یا نقصان تعامل بين معلم و دانش آموز و 
نيز بين خود دانش آموزان است. این نوع تدریس 

شباهتی به كلاس درس واقعی نخواهد داشت.
از مشــکلات عمدة آموزش های مجازی 
فعلی، بمباران اطلاعاتی دانش آموزان توســط 
منابــع مختلف مثل معلم، تلویزیون، شــبکة 
شاد و ســایت ها و برنامه های جانبی و ... است 
كه باعث سردرگمی و ایجاد اضطراب در آن ها 

می شود. مشکل دیگر آن است كه گویا این نوع 
آموزش ها از جانب دانش آموزان چندان جدی 
گرفته نمی شوند. شــاید لازم باشد كه اوليا و 
دست اندركاران مدرسه با تأكيد بيشتری، جدی 
بودن فضای آموزش هــای غيرحضوری را به 

دانش آموزان گوشزد كنند. 
 از طرف دیگركندی پيام رسان ها یا  اینترنت 
و قطعی مداوم ارتباط، گاهی ساعت ها به طول 
می انجامد و باعث كاهش تمركز دانش آموزان 
 می شــود. علاوه بــر این هــا،  بی توجهی و یا 
به اصطــلاح عاميانــه، بازیگوشــی برخی از 
دانش آموزان كــه در زمان حضور فيزیکی در 
مدارس هم وجود داشت و نيازمند مدیریت از 
سوی معلمان بود، با آموزش غيرحضوری بيشتر 
شــده است، به صورتی كه برخی از آن ها هيچ 

توجهی به كلاس و درس مجازی ندارند. 
حتی اگر فرض كنيم كه محتوای آموزشی 
با كيفيت بالا در بســتر آموزش های مجازی 
وجود دارد، می توان گفت دانش آموزان در این 
شــکل از آموزش ها به سه دسته كلی تقسيم 

می شوند: 
 گروه اول كسانی هستند كه تجهيزات 
لازم و اینترنت قابل قبولی در دســترس دارند 
و همچنين از مســئوليت پذیری و انگيزة لازم 
برای دنبال كردن مباحث درسی در این بستر 
)هرچند به كمک خانواده( نيــز برخوردارند. 
انتظار می رود این گروه، آموزش های لازم را تا 

حدود قابل قبولی فرا بگيرند. 
 دستة دوم دانش آموزاني هستند كه به 
دليل دسترسی نداشتن به سخت افزار، نرم افزار یا 
اینترنت مناسب، نمی توانند آموزش های مجازی 
را تعقيب كنند و طبيعتاً  حل این معضل برای 
نزدیک شــدن به مســاوات آموزشی و كاهش 

»شکاف دیجيتالی« ضروری است. 
 اما در ميانة دو طيف فوق، دسته سومی 
از دانش آموزان هســتند كه هرچند ابزارهای 
لازم مانند لپ تاپ، تبلت و یا گوشی هوشمند و 
همچنين اینترنت مورد قبول برای برخورداری 
از این گونــه آموزش ها را در اختيــار دارند، اما 
انگيزة لازم و یا مســئوليت پذیری كافی برای 
تعقيب این آموزش ها را ندارند. حتی با فرض 
حضور والدین در خانه، چه بسا آنان نيز واجد 
فرصت، توان یا انگيزة كافی براي كمک به آن ها  

نيستند. 
به هر حال در مورد آموزش های از راه دور 
نباید این مطلب را فراموش كنيم كه پيش از 

تعطيل     شــدن مدارس در ایــام همه گيری جهانی 
)پاندمی( »كووید-19«، احتمالاً اندكی از نگرانی والدین 
در مورد سلامتی فرزندان شان كم كرده باشد، اما نگرانی ها 
 بابت كيفيت آموزش های غيرحضوری را   افزایش داده است. 
در واقع، نشاندن دانش آموزان پای لپ تاپ، تبلت یا تلفن 
همراه برای شــركت در كلاس و یا انجام تکاليف درسی 
توسط آن ها به یکی از دغدغه های مهم خانواده ها تبدیل 
شده است. »صندوق كودكان سازمان ملل متحد« اعلام 
كرده است كه در پی شــيوع كرونا و تعطيلی مدارس، 
یک سوم دانش آموزان جهان از امکان دسترسی به آموزش 
از راه دور مناسب محروم هستند. ازهمين رو دربسياری 
ازكشورها، آخرین مراكزی كه براثرشيوع پاندمی تعطيلی 

می شود مدارس آن ها هستند.
شگفت آنکه تا چندی پيش ورود هر نوع گوشی تلفن 
همراه به مدارس ما ممنوع بود. اما امروزه دسترسی تمام 
1۴/5 ميليون جمعيت دانش آموزی كشور به این وسيله 
آن هم از نوع هوشــمند، اجباری تلقی می شود؛ چرا كه 
این ابزار، در دسترس ترین وسيله برای انجام آموزش های 
الکترونيکیِ هم زمان یا ناهم زمان محسوب می شود. اكنون 
سؤال این است كه: »آیا حضور دانش آموزان در شبکه های 
پيام رسان برای دسترسی به آموزش های مجازی می تواند 
خلأ حضور آنان در مدرســه را پــر كند و ضامن خلق 
فرصت های یادگيری اثربخش برایشان باشد؟« صرف نظر 
از موضوعات مهمی مانند رشد عاطفی و هيجانی كودكان 
و همچنين پرورش مهارت های ارتباطی و اجتماعی آن ها 
كه در جای خود باید بررســی شود، لازم است روش ها، 
فرایندها و استانداردهای آموزش و یادگيری و تعاملات 

كلاسی نيز مورد توجه قرار گيرد.
در ســال تحصيلی جاری به واسطة داشتن درس 
كارآموزی مهارت آموزان دبيری ریاضی دانشگاه فرهنگيان، 
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شــيوع جهانی كووید-19، دانشگاه ها و سایر 
نهادهای آموزشی، این گونه آموزش ها را برای 
داوطلبان و افراد علاقه مند و غالباً بزرگســال 
طراحی كرده بودند. اكنون كه این شــکل از 
آموزش ها در ســطح همگانی و برای كودكان 
هم مورد اســتفاده قرار می گيــرد، حتماً لازم 
است برای ایجاد علاقه و انگيزه در فراگيرندگان 
فکر كرد و برنامه داشــت. سؤال این است كه: 
»به عنوان یک معلم چه كارهایی می توانيم انجام 
دهيم تا آموزش مجازی ما اثرگذارتر شــود؟« 
البته كه معلمان ما برای این شــرایط آموزش 
مناسب ندیده اند. بنا بر گزارش هاي بين المللي، 
بيش از دوسوم معلمان دنيا با این چالش مواجه 
هستند كه از سال 2۰2۰ برای اولين بار درگير 

آموزش های الکترونيکی شده اند. 
در فضای مجــازی برای دســت یابی به 
آمــوزش و یادگيری با كيفيــت، تنها فراهم 
ساختن دسترسی به متون درسی و محتوای 
علمی كافی نيست. یک آموزش مجازی موفق 
نيازمند فعاليت پویا و كارآمــد دانش آموزان، 
نظارت و همراهی خانواده ها، و البته نوآوری های 

معلمان و سازمان های آموزشی است. 
در مــورد آموزش های الکترونيکی گاهی 
این باور غلط وجود دارد كه ســاخت محتوای 
الکترونيکی پایان كار تدریس است و می شود 
یک محتوای الکترونيکی توليد شــده را بارها 
و بارها اســتفاده كرد. البته كه در نگاه اول این 
كار، از نظــر اقتصادی مقرون بــه صرفه و به 
نوعی نيز صرفه جویی در زمان است. اما بيشتر 
و پيش تــر از آن، در آموزش های غيرحضوری 
و الکترونيکی، پایــش فراگيرندگان و در واقع 
ردیابی و رصدكــردن دانش آموزان و بازخورد 
گرفتن از آن ها و نيز بازخورد دادن به ایشــان 
اهميت ویژه اي دارد. همچنان كه در كلاس های 
حضوری »همة دانش آموزان« باید »به حساب 
بيایند« و صدایشــان شنيده شود، این مطلب 
حتمــاً در آموزش هــای غيرحضوری اهميت 

دوچندان پيدا می كند. 
كــه  كلانــی  امکانــات  از  صرف نظــر 
پيشرفت های فناوری از جمله هوش مصنوعی 
در اختيارگذاشــته، ما معلمان نيز می توانيم 
از تمام امکانــات ســخت افزاری و نرم افزاری 
موجود و شــيوه های ممکن كمک بگيریم تا 
تدریس ما با كلاس واقعی و حضوری شباهت 
و تطابق بيشتری داشته باشد. برای مثال، اگر 
دانش آمــوزان تصویر ما را ببيننــد، اثرگذاری 
تدریس، بيشتر از آن است كه تنها صدایمان را 

بشنوند و اگر به تناوب بتوانيم صدا یا تصویری 
از آن ها دریافت و بررسی كنيم، حتماً تدریس 
ما موفقيت آميزتر خواهد بود. در جریان تدریس، 
حتماً لازم است پرســــش های متوالی برای 
دانش آموزان طرح شــود و پاسخ آن ها، از افراد 
داوطلب و بقيه، خواسته شود، به طوری كه طرح 
پرسش از اكثر دانش آموزان با مخاطب قرار دادن 
تک تک آنان به اسم، صورت پذیرد. كار گروهي 
دانش آمــوزان  نيز باید بخش مهمي از فرایند 
تدریس باشد. شاید بهتر باشد، گاهی كلاس را 
به دانش آموزان  واگذار كنيم، تا با هم در مورد 
موضوع مورد تدریس بحث كنند و ما هدایتگر 

بحث یا حتی فقط نظاره گر باشيم. 
پرداختــن به مســائل و مشــکلات بالا، 
البتــه در حوزة آموزش ریاضی كــه در آن با 
فرایندهای مهمی مثل حل مسئله و استدلال 
مواجه هستيم، اهميت دوچندان پيدا می كند. 
در سراســر جهان، ریاضيات نقش مهمی در 
دســت یابی به آرمان های آموزشــی و توسعة 
جوامع دارد. ریاضيات مدرسه ای باید به بستری 
بــرای پيونــد دادن مطالب مــورد تدریس با 
مهارت های حل مسئله در زندگی واقعی تبدیل 
شود و در نگاه كلان، فراهم كنندة  زمينة رشد 
و بالندگی همه جانبة كودكان باشد. تلاش برای 
آموزش ریاضی به شکل مناسب و مؤثر با هدف 
ایجاد خلاقيــت و افزایش توانایی به كارگيری 
آموخته ها از جانب فراگيرندگان، چالشی مداوم 
برای اكثر كشورهاست. اكنون نيز درک عميق تر 
چگونگــی فرایند یادگيری ریاضيات توســط 
دانش آموزان در بستر آموزش های الکترونيکی، 
همراه با كاربردهای مؤثر ریاضيات، می تواند به 

یادگيری معنادار این درس منجر شود.
از انتهای ســال تحصيلی قبل و با وجود 
غيرمترقبه بودن حادثه و فقدان تجربة قبلی، 
وزارت آموزش وپــرورش كشــورمان كارهایی 
را در ایــن زمينه انجام داد كــه از آن جمله، 
اســتفادة گسترده از پيام رســان شاد )شبکة 
اجتماعی دانش آموز( بود. البته لازم است بين 
»پيام رسان« و »سامانة یادگيری الکترونيکی« 
)LMS( تمایز قائل شد. از پيام رسان نمی توان 
انتظــار خيلی زیادی داشــت. محدودیت ها و 
كاركردهای آن مشــخص اســت و اصولاً كار 

پيام رسان »آموزش الکترونيکی«  نيست. 
الکترونيکــی،  یادگيــری  ســامانه های 
تعاملی تر ند و بــرای مثال، تکاليف ارســالی 
دانش آموزان به شکلی طبقه بندی شده در آن ها 
ذخيره می شود و معلم راحت تر می تواند پيگير 

كار شاگردان خود باشد. یا اینکه امکان گروه بندی دانش آموزان 
در آن فراهم اســت. ولی در پيام رسان ها این موارد به خوبی 
مقدور نيســت. ابزارها و ســامانه های یادگيری الکترونيکی 
داخلی متعددند و همچنين نمونه های خارجی آن موجودند. 
بيشتر دانشگاه ها نيز از این دست سامانه ها استفاده می كنند 
و هر كدام می كوشند با خلاقيت هایشان، بر كيفيت تعاملی 
آموزش های الکترونيکی بيفزایند؛ آن هم در سطح دانشجویان 
كه نسبت به دانش آموزان احتمالاً مسئوليت پذیرتر و البته با 

تجربه ترند.
در این مدت، معلمان و مدیران مراكز آموزشــی نيز به 
فراخور انگيــزه، دانش و ذوق خود كارهای پراكنده ای در این 
حوزه انجام داده اند كه لازم است چنين تجربياتی مدون شود و 
داده های حاصل، در قالب پژوهش های  اصيل تجزیه و تحليل 
شوند و نتایج آن در كنار یافته های سایر پژوهش های جهانی و 
بومی در این زمينه مورد استفاده قرار گيرند. به این ترتيب،  از 

آزمون ـ خطاهای بعدی بی نياز خواهيم شد. 
اكنون تغييرات مرتبط با این نوع آموزش، تأثيرات خود 
را بر تمام ابعاد نظام آموزشــی و ذی نفعان گذاشته است و در 
آینده نيز خواهد گذاشت؛ از دانش آموزان كه به نظر می رسد 
مشکلات كمتری در استفاده از ابزارهای نوین داشته باشند، اما 
مسئوليت پذیریشان جای تردید دارد، تا معلمان كه باید بيش از 
پيش خود را با شرایط جدید تطبيق دهند، و توسعه دهندگان 
برنامه هــای درســی و همچنين انواع روش هــای تدریس و 
ارزشيابی.  حتی به نظر می رسد باید در تعاریفی كه از یادگيری 
در ذهــن خود داریم نيز تجدیدنظر كنيم. در عصر دیجيتال، 
نظریه های یادگيری ریاضي، ضمن باز تعریف مفاهيم قبلی باید 

نگاه نوینی به فرایند یادگيری این علم داشته باشند.
همان گونه كه در برخورد بــا دوران ریاضيات جدید در 
دهة 6۰ ميلادی، واكنش های متفاوتی از جانب كشــورهای 
مختلف در زمينة تدوین برنامة درســی ریاضيات مدرسه ای 
هر كشور صورت گرفت، اكنون نيز شاهدیم كه مواجهة اوليه 
نظام های آموزشی مختلف با همه گيری های  اخير از تنوعی 
چشم گير برخوردار است. البته این مسئلة نوپدید باعث شده 
اســت، آموزش های الکترونيکی به طور جدی در كانون توجه 
متوليان آموزش قرار گيرد. تهدیدهای همه گيری جهانی كرونا 
برای كيفيت آموزش زیاد بوده، اما فرصت هایی هم پدید آورده 
است. چالش های كرونا در آموزش وپرورش می تواند به بيداری 

و بهره گيری از فرصت های نو منجر شود. 
اميدواریم كه معلمان و آموزشگران عزیز ریاضی سراسر 
كشــور، تجربيات خود را از تدریس های كارآمدشان در این 
دوران مستندكرده و برای مجله ارسال كنند. اشتراک گذاری 
این تجربيات می تواند موجی از هم افزایی و یادگيری بيشتر از  

یکدیگر را به دنبال داشته باشد.
نقشی بر آب می زنم از گریه حاليا

تا كی شود قرین حقيقت مجاز من
                                               )حافظ(

رضا حیدری قزلجه

3 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 2 / زمستان 1399



برنامة ریاضيات مدرســه ای ســاختاری طبيعی دارد: از مفاهيم ســاده، به پيچيده و از مفاهيم ملموس به مفاهيم مجرد و 
مصنوع رشد می  كند. غير از این نمی تواند باشد؛ چون مهم ترین كاركردش این است كه دانش آموزان را كمک و هدایت كند تا 
اولين گام هایشــان را برای یادگيری ریاضی بردارند. فراموش نکنيم كه دانش ریاضی هم، در طول تاریخش از ساده به پيچيده 

رشد كرده است. 
متأســفانه در روند تکامل ریاضیات مدرسه ای2، گسست های نالازمی وجود دارند كه یادگیری دانش آموزان را 
مختل می كنند. یک نتیجة این گسســت، ترس و دلهره ای ست كه دانش آ موزان از یادگیری جبر دارند. موضوع این 
نوشته، گسستی است كه در عبور از موضوع حساب به جبر در ریاضيات مدرسه وجود دارد. در اینجا منظور از »حساب« مباحثی 
اســت كه به عددهای صحيح، اعشاری های با بسط متناهی و عددهای كسری مربوط می شود و »جبر« همان جبر مقدماتی ای 
است كه در ریاضيات مدرسه ای وجود دارد و موضوعاتی را مانند عددهای گنگ، استفادة گسترده از نمادهای ریاضی، معادلات 
خطی یک یا دو متغيره و معادلة درجة دوم، شامل می شود. در اینجا به مفاهيم پيچيده تر جبری مانند توابع نمایی و لگاریتمی، 
یا عمليات جبری روی چندجمله ای ها ]اشــميد و وو )2۰۰8(، وو )2۰16b( و وو )در دســت انتشار( را ببينيد[ كاری نداریم؛ 
در عوض به دو شاخصة مهم ریاضيات مدرسه ای، یعنی تعميم و تجرید می پردازیم. اجازه دهيد به جای اینکه وقتمان را صرف 

تعریف دقيق مفاهيم اخير كنيم، بحث را ادامه دهيم. مفهوم دقيق این واژه ها در مسير بحث، آشکار خواهد شد. 
پيام اصلی این نوشــته آن است كه جبر مدرسه ای در واقع، همان حسابِ تعميم یافته است. احتمالاً در این لحظه خواننده 
برداشت خودش را از عبارت حسابِ تعميم یافته دارد. در ادامة متن، تا حد امکان توضيح می دهم، منظور از حسابِ تعميم یافته 
چيســت. حساب با محاسبات دقيق روی عددهای مشخص و معلوم ســروكار دارد. به طور معمول، ریاضيات مدرسه ای طوری 
تدریس می شود كه دغدغة اصلی دانش آموزان در ریاضی، انجام دادن تمرین هاست. به این معنی كه به دست آوردن جواب درست 
+ برایشان راضی كننده است و به دنبال چيزی ورای جواب نيستند. اما جبر، اولین برخورد دانش آموزان با 

5 3
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67-151 یا 
ریاضیات به معنی واقعی كلمه است و تازه اینجاست كه شمایی از »تصویر اصلی« ]ریاضیات[ را می بینند. 

در جبر از دانش آ موزان خواسته می شود كه بعد از انجام هر محاسبه، به این فکر كنند كه: آیا این محاسبه، حالت خاصی از 
یک قانون عمومی است یا نه؟ یا اینکه آیا می شود این محاسبه را در زمينه ای گسترده تر دید تا شاید ویژگی های آن بهتر درک 
شود؟ حالا دانش آ موزی كه در حوزة حساب به خوبی كارش را انجام می داد و از نتيجه راضی بود، باید توجيه شود كه چرا باید 

خودش را برای حساب تعميم یافته آماده كند. در واقع چرا باید به این دردسر بيفتد. 

جبر، حساب تعمیم یافته است1
چگونه حساب را بهتر درس دهیم؟

 هانگ هسي وو

مترجمان : 
امیرحسین اصغری؛ دانشيار دانشگاه جان مورس ليورپول انگليس 

نازنین حسن نیا؛ دبير ریاضی تهران
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هر برنامة درســی كه بخواهد گذار دانش آ موزان را از )حوزه( حســاب به جبر هموار كند، باید جوابی برای این 
سؤال داشته باشد. اما چه جوابی می توان به این سؤال داد؟

برای پاســخ به این سؤال، دو مسئلة جبری را بررسی می   كنيم: یکی مسئلة حاصل جمع متناهی جمله از یک 
سری هندسی و دیگری حل یک معادله از درجة یک. اميدواریم كه در خلال این بحث، ماهيت حساب تعميم یافته 
هم مشخص تر شود. پيشاپيش می گویم بحث پيش رو مقداری محاسبات دقيق ریاضی دربردارد، با اینکه در مقالاتی 
از این دســت مرسوم نيست؛ البته این مقدار ریاضی برای پيشــبرد بحث ضروری است. همچنين نمی توان از این 

واقعيت فرار كرد كه قلب بحث های آموزش ریاضی، ماهيت ریاضی دارد. 
فرض كنيد از یک كلاس هشتمی خواسته ایم حاصل عبارت زیر را به دست آورد )استفاده از ماشين حساب مجاز است(. 
1+3+32+...+31۰

حســاب به ما می گوید حاصل این جمع 88573 اســت و تمام. ولی آیا این مســئله یک مسئلة خيلی خاص 
محاســباتی است؟ یا اینکه مثلًا گروهی مسئلة شــبيه به آن وجود دارد؟ آیا می توان راه حل این مسئله را جزئی از 
یک قانون عمومی به حساب آورد؟ هشتمی ها ابتدا باید متوجه الگو یا ساختار موجود در این جمع شوند: توان های 
متوالی عدد 3 با هم جمع شده اند. )فرض كنيم آن ها می دانند كه  3۰=1و 31=3(. اولين چيزی كه به ذهن می رسد 
این اســت كه می توان حاصل جمع توان های عدد 3 را نه تنها تا 1۰، بلکه تا هر توان طبيعی دیگری حســاب كرد. 
بعد، چرا توان های عدد3؟ چرا توان های عددهای دیگر نه؟ همين كه این ســؤالات به ذهن می رسند، یعنی حساب 
را پشــت سر گذاشــته ایم. می خواهيم حاصل جمع توان های متوالی عددی را كه نمی دانيم چند است، تا توانی كه 
نمی دانيم چند اســت، حساب كنيم. حســاب و كتاب با عددهای مشخص هيچ كمکی به ما نمی كند. حتی قبل از 
اینکه شروع به حل كنيم، با مسئله ای مهم تر روبه رو می شویم: عبارتی كه این قدر كلی است )حاصل جمع توان های 
متوالی عددی كه نمی دانيم چند اســت، تا توانی كه نمی دانيم چند اســت( را چطور به شکلی خلاصه تر و در عين 

حال دقيق بيان كنيم؟ 
اینجا می توانيم به كلاس هشتمی ها بگویيم كه ریاضی دانان قدیم بيش از هزار سال درگير این موضوع بودند كه 
چطور چنين مسئلة كلی ای را بيان كنند. تا اینکه حدود 16۰۰ ميلادی، بالاخره روشی كارا پيدا كردند تا به كمک 
نمادها، این گونه عبارت ها را بيان كنند. با این دستاورد  ریاضی، مسئله را به این شکل مطرح می كنيم: حاصل جمع 
( باشند. با صرف نظر كردن از كار با عددهای  n∈� r+r2+...+rn-1+rn+1 را بيابيم، وقتی كه r وn عددهای دلخواه )

معلوم و مشــخص، تنها ابزاری كه برای حل این مسئله داریم، خاصيت شركت پذیری و جابه جایی دو عمل جمع و 
ضرب و نيز خاصيت توزیع پذیری ضرب نســبت به جمع اســت كه می دانيم برای همة عددها درست است، و فرقی 
نمی كند كه آن عددها معلوم اند یا مجهول. این مسئله به كلاس هشتمی ها كمک می كند تا شاید برای اولين بار به 

اهميت قوانين عملگرهای جمع و ضرب پی ببرند. 
به جای اینکه مدتی طولانی را صرف این مســئلة كلی كنيم، شــاید بهتر باشد كه مرحله به مرحله پيش برویم 
و ابتدا حاصل جمع32۴+...+32+3+1 را حســاب كنيم. این عبارت، حاصل جمع 25 عدد مشخص و معلوم است و 
بنابراین شبيه یک مسئلة حساب متداول است. اما از آنجا كه انجام این محاسبات با دست خالی، به صبر و حوصله ای 
بيش از توانِ كلاس هشــتمی ها نياز دارد، پس به چيزی بيش از مهارت های متداولِ حساب نياز داریم تا آن را حل 
كنيم. یک راه  پرداختن به این مسئله آن است كه كل این عبارت را به صورت یک عدد ببينيم؛ نمی دانيم این عدد 
دقيقاً چند است، با این حال نام آن را S می گذاریم. بی درنگ از مزایای این نماد گذاری بهره مند می شویم. این یک 
قدم بســيار مهم اســت، چون با این كار، ما دیگر درگير محاسبات قدیمی نيستيم كه می باید جواب هر عمليات را 
به صورت عددی مشــخص محاســبه می كردیم و قدم به قدم پيش می رفتيم. حالا محاسباتمان را با S به عنوان یک 
عدد پيش می بریم. از آنجا كه S جمع توان های متوالی عدد 3 است، انگار بد نيست 3 را درS ضرب كنيم. به كمک 

خاصيت توزیع پذیری )ضرب نسبت به جمع( می بينيم كه عبارتی خيلی شبيه به خود S به دست می  آید. داریم: 
S ...

...

( ... ) (S )

= × + × + × + + × + ×

= + + + + +

= + + + + − + = − +

2 23 24

2 3 24 25

2 24 25 25

3 3 1 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
1 3 3 3 1 3 1 3

بنابراین: 
S S= + −253 3 1                                 )1(

»حساب« مباحثی 
است كه به عددهای 
صحیح، اعشاری های 

با بسط متناهی و 
عددهای كسری 
مربوط می شود و 

»جبر« همان جبر 
مقدماتی ای است 

كه در ریاضیات 
مدرسه ای وجود 

دارد و موضوعاتی را 
مانند عددهای گنگ، 

استفادة گسترده 
از نمادهای ریاضی، 
معادلات خطی یک 

یا دو متغیره و معادلة 
درجة دوم، شامل 

می شود
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باز هم بدون اینکه بدانيم مقدار S دقيقاً چند است، قرینة آن )S-( را به دو طرف تساوی اضافه می كنيم و داریم: 
( S) S ( S) S− + = − + + −253 3 1

در سمت چپ تساوی از خاصيت پخشی )توزیع پذیری( استفاده می كنيم: 
( S) S ( )S S− + = − + =3 1 3 2

به این ترتيب: 
)2(S ( )= −251 3 1

2

. باید به كلاس هشتمی ها یادآور  S , , ,= 423 644 304 721 و به كمک ماشين حســاب حاصل را به دســت می آ وریم: 
شویم كه این جواب بدون سختی زیاد به دست آمد. 

این اولين ثمرة تفکر مجرد بود: جوابی كه به جای انجام محاسبات كوركورانه روی عددهای مشخص، با افزودن 
استدلال و به رسميت شناختن الگوهای انتزاعی در انجام محاسبه با عددها در حالت كلی به دست آمده است. برای 
مثــال، ایدة ضرب كردن 3 در S كه معادلة )1( را نتيجه داد، به اندازة جواب نهایی، مهم و پرفایده بود. ایده از آنجا 
نشئت گرفت كه حاصل جمع توان های متوالی عدد3 اساساً بعد از این ضرب تغيير چندانی نمی كند و اكثر جملات، 
عيناً تکرار می شوند. به یک معنا، كاری كه برای حل مسئله انجام دادیم، مطلقاً حساب است. چون كاری به جز انجام 
عمليات حسابی روی عددها )و تنها عددها( انجام نداده ایم. در عين حال، به كمک قوانين جمع و ضرب، این عمليات 

را روی عددهای نامعلوم انجام داده ایم. پس در واقع ما حساب تعميم یافته انجام داده ایم. 
این مثال نشــان می دهد كــه اگر قدم را از محاسبه با عددهای مشخص فراتر بگذاریم و برای شناخت 
الگوهای كلی تر ســعی كنیم، حتی در مسئله های معمولی محاسباتی، نتایج بیشتری به دست خواهیم 
به دست آوریم. اگر  (n )∈� را برای r وn دلخواه n nr r ... r r−+ + + + +2 11 آورد. به مسئلة اصلی برگردیم و حاصل
r است. اگر استدلال  ≠ r=1 باشد، حاصل عبارت n+1 است و مسئله جذابيتی ندارد. پس از این به بعد فرض كنيم 1
قبل را با دقت مرور كنيم، دیده می شــود كه اگر عدد 3 را با r و توان 2۴ را با n جایگزین كنيم، همة اســتدلال  

عددی دلخواه و n عددی دلخواه و طبيعی باشد:  r ≠ جمله  به جمله درست خواهد بود. پس هرگاه 1

   

n
n n rr r ... r r

r

+
− −

+ + + + + =
−

1
2 1 11

1
                                                                                    )3(

این همان رابطه ای اســت كه برای محاسبة حاصل جمع متناهی جمله از یک دنبالة هندسی داریم. رابطة )2( 
حالت خاصی از فرمول )3( است، وقتی كه r =3 و n =2۴ باشد. برای اینکه طعم این تعميم را بهتر بچشيم، بيایيد 

جمع زیر را به دست آوریم:

...+ + + + +2 27 28
1 1 1 11
2 2 2 2

. بنابراین: n = 28 r و  = 1
2

این حاصل جمع، سمت چپ تساوی )3( است، وقتی كه: 

.
( )

... ( )

+ −
+ + + + + = = −

−

28 1
28

2 27 28

1 11 1 1 1 121 212 22 2 2 1
2

حالا دربارة تساوی )3( می توانيم از خودمان بپرسيم كه: آیا این تساوی بخشی از یک قانون عمومی تر در ریاضی 
اســت یا نه؟ آیا می توانيم آن را در یک زمينة وســيع تر ببينيم تا آن را بهتر درک كنيم؟ به راستی كه چنين است، 
به شــرطی كه برای به دست آوردن این »زمينة وســيع تر« از تور بزرگ تری استفاده كنيم. كلاس هشتمی ها اتحاد 

 آنچه در عددهای 
طبیعی یاد 
می گیرند، به آن ها 
كمک خواهد كرد 
كه كسرها را یاد 
بگیرند؛ چرا كه این 
موضوع ها شبیه به 
هم هستند
مدتی باور بر این 
بود كه »كسرها، 
عددهایی بسیار 
متفاوت از 
عددهای طبیعی 
هستند«. این باورِ 
نادرست مانعی 
برای یادگیری 
كسرهاست
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را می شناسند كه برای هر مقدار x و y درست است. می توان از آن ها خواست كه  (x y)(x y) x y− − = −2 2 مشهور
به عنوان تمرین خاصيت توزیع پذیری، نشان دهند تساوی زیر برای هر مقدار طبيعیn و هر عدد x و y درست است. 

n n n n n n n(x y)(x x y x y ... xy y ) x y ( )− − − + +− + + + + + = −1 2 2 1 1 1 4

، حالــت خاصی از تســاوی )۴( اســت وقتــی كه قــرار می دهيم:  (x y)(x y) x y− + = −2 2 حالا تســاوی
. r ≠ x=r ، y و 1   n=1 . حتی تســاوی )3( هم حالت خاصی از تســاوی )۴( اســت؛ كافی اســت قرار دهيم: 1=
 بــه این ترتيــب رابطة )3( كه مجموع متناهی جملة دنبالة هندســی را به دســت می دهد. با تســاوی آشــنای

, را در نظر بگيرید. سخت  , ,64 339 280 x2-y2=(x+y)(x-y) ارتباط پيدا می كند و این تازه اول داستان است. عدد491

بتوان گفت عددی به این بزرگی اول اســت یا نه )عدد اول عددی است كه فقط بر خودش و یک بخش پذیر است(. 
این عدد برابر است با  ۴7-357و این یعنی می توانيم تساوی )۴( را برای آن استفاده كنيم:

, , , ( ... )= − = × + × + + × +7 7 6 5 5 664 339 280 491 35 4 31 35 35 4 35 4 4

 y و x یعنی عدد ما بر 31 بخش پذیر اســت و در نتيجه اول نيست! به همين ترتيب، می توان نشان داد كه اگر
n هيچ گاه اول نيست. توجه كنيد كه ما همچنان  nx y− عدد  n ، برای1≤ x y− عددهای صحيح مثبت باشند و: 1<
درگير حساب هستيم؛ ولی با استفاده از نمادها به جای عددها و درک، پذیرش و انجام تعميم در هنگام محاسبات. 
جمع تعدادی جمله از یک دنبالة هندسی، به كمک  تساوی )۴(، به مسئلة تعيين اول یا مركب بودن عددها مربوط 

می شود. باید چنين مثال هایی را از قدرت تعميم، در كلاس هشتم مورد توجه قرار داد. 
موضوع دیگری كه در برنامة درســی جبر مهم به شــمار می آید، حل معادله اســت. موضوعی كه در تاریخ جبر 
را در نظر بگيرید. معمولاً در جبر  x x+ = −4 1 2 3 هم نقش مهمی در پيشــبرد این علم داشته است. معادلة خطی

مدرسه ای، x را متغير در نظر می گيریم و با انجام كارهای زیر، معادله را حل می كنيم: 
( x) x ( x) x− + + = − + −2 4 1 2 2 3 مرحلة اول: 

x + = −2 1 3 مرحلة دوم: 
x ( ) ( )+ + − = − + −2 1 1 3 1 مرحلة سوم: 

x = −2 4 مرحلة چهارم: 
x = −2 مرحلة پنجم: 

جواب 2-، جواب درســتی اســت، اما با كمی دقت  مشخص می شــود كه این پنج  مرحله هيچ معنایی ندارند. 
برای مثال، مرحلة اول را در نظر بگيرید. از آنجا كه x مقداری است كه تغيير می كند، چگونه می توانيم بگویيم دو 
x كه هر كدام با تغيير x تغيير می كنند، با هم برابرند3؟ و چطور می توانيم بگویيم كه این دو  −2 3 و  x +4 مقدار 1
)چيزی كه خودش مقداری متغير است( به هر كدام، همچنان با هم برابر می مانند؟  x−2 مقدار پس از اضافه كردن
در واقع برای عبور از مرحلة 1 به مرحلة 2، در هر دو طرف تســاوی از خاصيت شــركت پذیری جمع و نيز خاصيت 
توزیع پذیری ضرب نســبت به جمع اســتفاده كردیم. در هر طرف تساوی جملات شــامل x را با هم جمع كردیم. 
دانش آموزان این قوانين را در حساب خوانده اند، اما آنجا این قوانين برای عددها درست بود. كجا برای آن  ها توضيح 
داده شده است كه می توان از این قوانين برای مقدارهای متغير هم استفاده كرد؟ این تغییر ناگهانی از محاسبه 
با عددهای مشخص، به محاسبه با عددهای نامعلوم، ممکن است در درک دانش آ موزان ناسازگاری ایجاد 
كند. ریاضيات قرار است طریقة استدلال كردن را به دانش آموزان بياموزد، یا از بر كردن و تکرار آنچه را كه می بينند؟ 
این مورد، یکی از مثال های بســياری است كه نشــان می دهد، ریاضيات مدرسه ای چطور در گذر دانش آ موز از 
حســاب به جبر گسســت ایجاد می كند. در اینجا مقصر اصلی رویکردی در آموزش جبر است كه پای »متغيرها« 
را وســط می آ ورد. این رویکرد برای ادامة كار، ناگزیر به سوء اســتفاده از خاصيت هایی می شود كه در حساب كاربرد 

داشتند. این گسست توجيه ناپذیر را می توان به كمک ایدة حساب تعميم یافته، به صورت زیر اصلاح كرد.
اول باید مشــخص كنيم كه یک »معادله« چيســت. معادلة ۴x+1=2x-3 به این معناست كه سؤالی داریم: آیا 

ما بر این باوریم 
كه راه  حل ساده تر 
این است كه روی 

آموزش حساب 
سالم متمركز  

شویم، به جای 
اینکه سعی كنیم 
آنچه را كه هست 
دست كاری كنیم. 
باور ما این نیست 

كه آموزش حساب 
سالم، هدف نهایی 

است )هر چند هیچ 
شکی در اهمیت 
آن وجود ندارد(. 

سودمندی  حساب 
سالم در این است 

كه سکویی برای 
شروع جبر خواهد 

شد
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عــددی چون x وجود دارد كه ۴x+1=2x-3؟ چنين عددی را جواب معادلة ۴x+1=2x-3 می ناميم. دقت كنيد كه 
هيچ حرفی از »متغير« به ميان نيامده اســت و تنها با عددها ســروكار داریم.  برای حل معادله، فرض كنيم چنين 
را بررسی  x +4 x و 1 −2 3 عددی وجود دارد. تأكيد می كنم كه x اینجا یک عدد است. پس داریم تساوی دو عدد 
می كنيم و مراحل 1 تا 5، گزاره های پی درپی در مورد عددها هستند و هر كدام نتيجه ای منطقی از مرحلة قبل. در 
آخر به این نتيجه می رســيم: اگر معادلة ۴x+1=2x-3 جوابی داشــته باشد، این جواب2- است. اما این جواب به ما 
نمی گوید 2- جواب معادله است،  بلکه برای اثبات این موضوع باید در معادله x را با 2- جایگزین كنيم و ببينيم كه 
واقعاً دو طرف تســاوی با هم برابر هستند یا خير. به این ترتيب، تمام مراحل 1 تا 5 به عنوان عمليات حسابی روی 
عددهای معلوم یا نامعلوم قابل توضيح اند؛  عملياتی كه از درستی آن ها اطمينان داریم. پس حل معادله )همان طور 

كه مشخص شد هر نوع معادله ای( بخشی از حساب تعميم یافته است. 
باز هم تأكيد می كنم كه در این راه حل، »متغيری۴« وجود ندارد )برای توضيح بيشــتر در این موضوع بخش 1 

،3 و )b 2۰16( را ببينيد(. 
اميدوارم توضيحات قبل مشــخص كرده باشــد كه چرا می گویم جبر مدرسه ای همان حساب تعميم یافته است:  این جبر 
همان حســاب است در ســطحی مجردتر. برنامة درسی باید هرجا كه امکانش هســت، فرایند تجرید را در حساب 
مدرسه ای بگنجاند تا فاصلة میان حساب و جبر كم شود. استفاده از نمادها هرجا كه موقعیتش فراهم باشد، یکی 
از گام های تجرید اســت. از همه مهم تر این نکته است كه استنتاج به كاری جاری و روزمره در حساب بدل شود، 
چرا كه ساختار ریاضیات )در هر سطحی( بر پایة استنتاج بنا شده است. شکست برنامة درسی معمول آمریکا5 در بر 
آورده كردن این پيش نيازها، علت به وجود آمدن گسســت بين حساب و جبر مدرسه ای است و این گسست به یادگيری جبر 

آسيب  می رساند. در ادامه، به این امر خواهيم پرداخت كه حساب را چگونه بهتر درس دهيم.

é چگونه حساب را بهتر درس دهيم؟
 اشاره كردیم كه تاكنون تمركز اصلی حساب در برنامة درسی ریاضيات مدرسه ای بر انجام محاسبه های دقيق 
با عددهای معلوم بوده اســت. از طرف دیگر، در مدرسه تمركز جبر مقدماتی نيز بر محاسبات است، ولی محاسبات 
با عددهای معلوم و نامعلوم و با تکيه بر قوانين جابجایی، شركت پذیری جمع و ضرب و توزیع پذیری. علاوه بر این، 
جبر شروع توجه به الگوهای كلی است كه در مورد همة عددهای درست اند. اكنون، به مشکل دانش آموزان در گذر 

از حساب به جبر می پردازیم.
برنامة معمول ریاضيات مدرسه ای چندان توجهی به این مشکل ندارد. بعضی از آموزشگران، با آگاهی از سختی 
این گذر، پيشنهاد كرده اند كه »تفکر جبری« در سال های اوليه آموزش مدرسه ای مورد توجه قرار گيرد )برای مثال: 
بلانتون، 2۰18؛ كاپوت، 2۰۰8؛ و كایرن، 2۰۰۴(. نمی توان در نيت خوب آن ها شک كرد، ولی همچون همة موارد 
دیگر در آموزش ریاضی، نيت خوب كافی نيست. چرا كه كيفيت چگونگی انجام آن در جزئيات نهفته است. با توجه 
به اینکه برنامة آموزش مدرســه ای جبر در آمریکا اساساً نادرست است )به وو، b 2۰16 به خصوص بخش های1.1 ، 
1.2 ، 3.۴، 1.5، 2.7 ،8.۴ و ۴.1۰ نــگاه كنيــد(6، اولين قدم ما این خواهد بود كه دریابيم معنی »تفکر جبری« در 
زمينة چنين برنامة نادرستی چه می تواند باشد، چرا كه »چگونگی درک ما از جبر، چگونگی جبرورزی ما  را تعيين 
خواهد كرد.« )كاپوت، 2۰۰8، ص. 8( علاوه بر این، توصيه های مرســوم برای تشــویق به تفکر جبری در مدرسه، 
معمولاً با اضافه كردن عناصر جدید به برنامة جاری حســاب )برای مثال، مســئله های مرسوم به فکری( همراه اند و 

آنچه معيوب است، همان گونه كه بود، دست نخورده باقی می ماند. 
ما بر این باوریم كه راه  حل ســاده تر این است كه روی آموزش حساب سالم متمركز شویم، به جای اینکه سعی 
كنيم آنچه را كه هســت دست كاری كنيم. باور ما این نيست كه آموزش حساب سالم، هدف نهایی است )هر چند 

 برنامة درسی باید هرجا كه امکانش هست، فرایند تجرید را در حساب 
مدرسه ای بگنجاند تا فاصلة میان حساب و جبر كم شود. استفاده از نمادها 
هرجا كه موقعیتش فراهم باشد، یکی از گام های تجرید است. از همه مهم تر 
این نکته است كه استنتاج به كاری جاری و روزمره در حساب بدل شود، چرا 
كه ساختار ریاضیات )در هر سطحی( بر پایة استنتاج بنا شده است
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هيچ شکی در اهميت آن وجود ندارد(. سودمندی حساب سالم در این است كه سکویی برای شروع جبر خواهد شد 
)هفت توصيه زیر با هدف روشن كردن این نگاه نوشته شده اند(. علاوه بر این، قابليت یادگرفته شدن حساب سالم 
بيشتر از حساب معيوب است و نياز به یادآوری این امر نيست كه دانش آموزانی كه حساب را به درستی یادگرفته اند، 

آمادگی بيشتری برای یادگيری جبر دارند. 
در ادامه تلاش خواهم كرد كه از كلی گویی در مورد برنامة درســی حســاب بپرهيزم و فقط به موارد اساسی ای 
اشــاره كنم كه باید در آموزش حســاب تغيير كنند. به همين دليل ناگزیرم كه به شش كتابی7 كه با هدف چنين 
تغييری نوشــته شده اند، به طور پی درپی اشاره كنم )وو، b 2۰16 ،a 2۰16 ،2۰11، در دست انتشار(. در واقع، این 
كتاب ها با هدف ایجاد تغييرات كلی و همه جانبه در محتوای ریاضیِ ریاضيات مدرسه ای نوشته شده اند8. اما تمركز 
نوشتة حاضر فقط روی تغييراتی9 است كه باید در آموزش حساب ایجاد شوند تا مسير آشنایی دانش آموزان با جبر 

هموار شود. 
1. باید برای الگوریتم های استاندارد حساب )علاوه بر تصویر ها و قياس ها( توضيحات ریاضی متناسب با هر پایة 
تحصيلی ارائه شود. به طور خاص باید بر اهميت قوانين جابه جایی و شركت پذیری جمع در الگوریتم های استاندارد 
جمــع و تفریق )وو2۰11، ص. 68؛ وو2۰۰۰،ص.۴6 و ص.۴9( و همچنين بر نقش اساســی قانون توزیع پذیری در 
الگوریتم های اســتاندارد ضرب و تقســيم طولانی )وو2۰11، ص.85؛ وو 2۰۰۰، ص.62، و ص.82( تأكيد كرد. پس 
از آشــنایی با چرایی درســتی الگوریتم ها، دانش آموزان درک بهتری از آن ها و چگونگی عملکرد آن ها پيدا خواهند 
كــرد. )وو، 2۰11، فصــل2؛ وو2۰۰۰، فصل2(. در حال حاضر، یکی از دلایلی كه معلم ها و دانش آموزان این قوانين 
را جدی نمی گيرند، این است كه برنامة حساب هيچ استفادة ریاضی جدی از آن ها نمی كند. در نتيجه تنها خاصيت 

این قوانين آن است كه برای كسب نمرة خوب در آزمون های سراسری حفظ شوند. 
2. حتی در حســاب، دانش آموزان باید تجربه ای از تجرید و ســاختار كسب كنند.  در واقع،  پیغام 
اصلی چهار الگوریتم استاندارد این است كه اگر یاد بگیریم چگونه با عددهای تک رقمی محاسبه كنیم، 
قادر خواهیم بود هر محاسبه ای را با دیگر عددهای طبیعی، هر چقدر هم كه بزرگ باشند، انجام دهیم 
)وو، 2۰11، فصــل3 و در سراســر فصل های ۴ تــا 7؛ وو2۰۰۰، صص.38-۴۰(. اگر این پيغــام را به دانش آ موزان 
یادآوری و در موقعيت های مختلف به آن اشاره كنيم، آن گاه آن ها نه تنها متوجه ارزش یادگيری الگوریتم ها خواهند 
شــد، بلکه تجربه ای از تفکر مجرد به دســت خواهند آورد و وقتی به جبر می رســند كمتر شوكه خواهند شد )در 
واقع، اگر معلم ها مجبور بودند كه پيغام اصلی را به طور مکرر در تدریس خود یادآوری كنند، شــاید در قانع كردن 

دانش آ موزان برای حفظ كردن جدول ضرب موفق تر بودند(. 
،2۰16 a 3. به همين ترتيب باید برای دانش آ موزان، بر اهميت معنای برابری كسرها )وو،2۰11، فصل 13؛ وو 

 بخــش 1.3، وو 2۰۰1، بخش 3( تأكيد و نقش آن را در همة آنچه به كســرها مربوط اســت، پررنگ كنيم: نقش 
 ،2۰16 a 2۰16، صص. 31-35؛ وو 2۰۰1، بخش5(، جمع و تفریق كسرها )وو a صریح آن در مقایسة كسرها )وو 
بخش1.۴؛ وو 2۰۰1، بخش6( و ضرب و تقسيم كسرها )وو a 2۰16، بخش های 1.5 و 1.6؛ وو a 2۰1۰، صص. 33-

37 و ص. 72(. بدون درک نقش محوری مفهوم مجرد برابری كســرها، محاسبه های مربوط به كسرها مهارت هایی 
جدا از هم  خواهد بود و دانش آ موزان می پندارند كه تنها استفاده از قضيه برابری كسرها، در ساده كردن كسرهاست. 
۴. اعشــاری های متناهی باید به عنوان دستة خاصی از كسرها )كسرهای اعشاری( تعریف و آموزش داده شوند 
)وو 2۰11، بخش 12.3؛ وو 2۰1۰a، صص. 2۰-22(. این روش هم از لحاظ تاریخی و هم از لحاظ آموزشی صحيح 
اســت؛ فقط از این نقطه نظر كه چهار عمل اصلی روی اعشــاری ها و به خصوص ضرب اعشاری، واضح خواهد شد و 
البته كه وضوح، شــرط لازم برای قابل یادگيری بودن است )وو 2۰11، بخش1۴.2، ص.256، ص.269؛ وو2۰11، 
بخش 18.۴؛ وو a 2۰1۰ صص. ۴8-۴9، 56-66 و 76-79(. درک اینکه دو دســتة به نظر متفاوت از عددها، 
اساساً یک چیز هستند، فرصت دیگری را برای دانش آ موزان فراهم می كند كه اهمیت تجرید و ساختار 

را تجربه كنند. 
5. باید تأكید شود، اعمال مربوط به كسرها در راستای اعمال مربوط به عددهای طبیعی قرار دارند 
)وو، 2۰11، صــص. 173-221،17۴، 262 و 28۴-286؛ وو 2۰۰1، صــص. ۴6-63، 81-82(. اینکــه درک این 
هم راستایی، قابليت یادگيری كسرها را افزایش خواهد داد، چنان آشکار است كه به هيچ توضيحی نياز نيست. آنچه 

حتی در حساب، 
دانش آموزان 

باید تجربه ای از 
تجرید و ساختار 
كسب كنند.  در 

واقع،  پیغام اصلی 
چهار الگوریتم 
استاندارد این 

است كه اگر یاد 
بگیریم چگونه با 

عددهای تک رقمی 
محاسبه كنیم، 

قادر خواهیم بود 
هر محاسبه ای را 
با دیگر عددهای 

طبیعی، هر چقدر 
هم كه بزرگ 

باشند، انجام دهیم
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به همان اندازه اهميت دارد ولی كمتر آشــکار است، این موضوع اســت كه این هم راستایی، تجربة دیگری از درک 
تجرید و ساختار را برای دانش آموزان فراهم می كند:  آنچه در عددهای طبيعی یاد می گيرند، به آن ها كمک خواهد 
كرد كه كسرها را یاد بگيرند؛ چرا كه این موضوع ها شبيه به هم هستند. مدتی باور بر این بود كه »كسرها، عددهایی 
بسيار متفاوت از عددهای طبيعی هســتند«. این باورِ نادرست مانعی برای یادگيری كسرهاست )در سال های اخير 

تلاش هایی برای كم رنگ كردن این باور انجام گرفته است؛ به Common Core، 2010 نگاه كنيد(.
6. آموزش كســرها باید به روشی متناســب با پایه تحصيلی به تجرید و عموميت موضوع وفادار باشد. هم اكنون 
تقریباً باور عمومی بر این است )برای مثال  Common Core،  2010( كه از لحاظ آموزشی، مؤثرتر است كه كسرها 
به طور مشخصی تعریف شوند. مثلًا به عنوان نقطه ای روی محور عددها ) جنسن، 2۰۰3؛ وو، 2۰۰1( به جای اینکه 
به دانش آموزان بباورانيم كه یک كســر، هم یک قطعه پيتزاست، هم تقسيم است، و هم نسبت. اگر تلاش كنيم كه 
واقعيت های متفاوت مربوط به كســرها را به  طور موجز و دقيق ارائه دهيم، دانش آموزان به طور طبيعی )و به تدریج( 
با عموميت و استفاده از نمادها آشنا خواهند شد. می توان با ریاضياتی سالم كسرها را این چنين ارائه داد1۰ )جنسن، 
m و 

n
2۰۰3؛ وو 2۰11، قسمت2(. برای مثال، قضية تساوی كسرها، گزاره ای است كه بيان می كند، برای هر كسر 

برای هر عدد طبيعی c، داریم:

m cm
n cn
=

به همين ترتيب »ضرب ضربدری« صورت و مخرج دو طرف یک تســاوی را )كه یکی از مهم ترین مهارت ها در 
هم ارز است با  m k

n l
= ، رابطة  k

l
m و 

n
كار با كسرهاســت(، می توان به این شــکل بيان كرد كه برای هر دو كسر، 

ml=kn  )و همچنين، در فرایند یادگيری این مهارت اســت كه دانش آموزان معنای »هم ارز اســت« را یاد خواهند 
گرفت(. فرمول جمع دو كسر دلخواه به شکل زیر است: 

m k (ml kn)
n l nl

+
= =

و بــه همين ترتيب برای فرمول های دیگر. دانش آموزانی كه در معرض چنين بيان نمادینی از كليت قرار دارند، 
مسير هموارتری را به سمت جبر طی خواهند كرد. 

7. بالاخره، ما باید همة تلاش  خود را به این امر معطوف كنيم كه برای هر ادعایی در حساب، دليلی ارائه دهيم. 
در حساب می توان با حفظ و تمرین كردن مهارت ها، محاسبات را به درستی انجام داد. اما به سختی می توان جبر را 
با حفظ كردن یاد گرفت. جبر حساب تعميم یافته است و موضوع كليدی آن بيان گزاره های كلی دربارة عددهاست 
)بيشــتر  اوقات همة عددها(. استدلال تنها وسيله برای پيمودن قلمرو جبر است و بنابراین ما ناچاریم از همان روز 

 .)2۰16 b ،2۰16 a ،2۰11 اول دانش آموزان را در معرض استدلال  قرار دهيم )وو
در این نوشــتة كوتاه، ما تلاش كردیم كه معنای جبر را به عنوان حســاب تعميم یافته روشن كنيم و برای بهبود 
برنامة درسی حساب پيشنهاد هایی ارائه دهيم كه عبور دانش آموزان را از حساب به جبر هموار می كند. نباید تظاهر 
كنيم كه انجام چنين اصلاحاتی آسان است، چرا كه نيازمند توسعة حرفه  ای و پایدار معلمان و خلق كتاب های درسی 

خوب برای دانش آموزان است؛ اما باید تلاش كرد. 

یک موضوع روشــن است. راهبرد حذف تجرید از حســاب، با این هدف طراحی شده است كه به 
دانش آموزان القا كند می تو انند در نبرد با محاسبات پیروز شوند، بدون اینکه به انجام تفکر انتزاعی نیاز 
داشته باشند. متأسفانه این راهبرد باعث می شود دانش آ موزان در مواجه با نمادها، تجرید و تعمیم دچار 
شوک شوند. این  راهبرد باعث شکست دانش آموزان در مواجه با جبر می شود. اگر ما برنامة درسی حساب 

را اصلاح نکنيم، ما هم در همان مواجه شکست می خوریم. 
تذكر: مقاله حاضر از »ویکی نوشــت آموزش ریاضی«، شــماره 9 و 10 آن، اقتباس شــده اســت. 

ما باید همة تلاش  
خود را به این امر 
معطوف كنیم كه 
برای هر ادعایی در 
حساب، دلیلی ارائه 
دهیم. در حساب 
می توان با حفظ 
و تمرین كردن 
مهارت ها، محاسبات 
را به درستی انجام 
داد. اما به سختی 
می توان جبر را با 
حفظ كردن یاد 
گرفت
جبر حساب 
تعمیم یافته است و 
موضوع كلیدی آن 
بیان گزاره های كلی 
دربارة عددهاست 
)بیشتر  اوقات همة 
عددها(. استدلال 
تنها وسیله برای 
پیمودن قلمرو جبر 
است و بنابراین ما 
ناچاریم از همان روز 
اول دانش آموزان را 
در معرض استدلال  
قرار دهیم
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پی نوشت ها
٭ مایلم از لری فرانســيس به خاطر بحث ها و تصحيح ها و از اميرحســين 

اصغری برای پيشنهادهای ارزشمندش تشکر كنم. 
1. وو، هانگ )دی ماه 1397(، از حساب به جبر، قسمت اول: جبر، حساب 

تعميم یافته است، ویکی نوشت شمارة 9.
2. باید تأكيد كنيم كه اشارة ما به گسست برنامة درسی ریاضيات مدرسه ای 

در آمریکا مربوط است، نه به خود ریاضيات.
3. برای مثــال، چون x تغيير می كند، می تواند مثلًا صفر باشــد؛ در این 

و در نتيجه:3- =1 !!! x − = −2 3 3 x و  + =4 1 صورت: 1
۴. تأكيد می كنم كه متغير یک مفهوم ریاضی نيســت، نقطه،  سرخط! اگر 
دانش آموزان به گونه ای آموزش داده شــوند كه با نماد ها درست كار كنند، 
 ،2۰16 b نيازی نخواهند داشت نگران این باشند كه »متغير« چيست )وو

بخش 1و 1(.
5. تلاش كرده اند از ســال 2۰18، بيشــتر مدارس آمریکا تلاش خواهند 
كرد كه از برنامة درسی مشتركی (Common Core) استفاده كنند. اینکه 

نتيجة این تصميم چه خواهد بود، هنوز معلوم نيست.
6. هميــن حرف را می توان دربارة كليت برنامة درســی كنونی ریاضی در 
آمریکا گفت  )وو، 2۰18، بخش 3. 2. و پيوست2(. اگر چه به نظر نمی رسد 
آمریکا تنها كشوری باشد كه دارای چنين مشکلاتی در برنامة درسی است. 
7. نسخه های اولية این كتاب ها به طور رایگان در فضای مجازی در دسترس 

.)2۰1۰ b 2۰1۰؛ a است )وو، 2۰۰۰؛ 2۰۰1؛
8. هدف این است كه آنچه من ریاضيات كتاب درسی مدرسه )وو 2۰18، 
بخش 3. 2 و پيوســت2( می نامم، به طور كلی از تمام دوره های تحصيلی 
حذف شود. شــش كتاب مورد اشاره با این هدف نوشته شده اند كه نشان 
بدهند می توان ریاضيات كتاب درســی را با ریاضيات سالم و در عين حال 

متناسب با دورة تحصيلی مورد نظر جایگزین كرد. 
9.  چون این مقاله كوتاه اســت، به ناچار، بعضی از مفاهيم مهم در برنامة 
حســاب مدرسه، به خصوص مفاهيم سرعت ثابت )b 2۰16، بخش 2.7( و 

شيب )b 2۰16، بخش ۴. 3(. در اینجا مورد بحث قرار نمی گيرند. 
1۰. روش معرفی كســرها در وو )a 2۰16( اندكی پيچيده تر اســت. ولی 
ناچار بودم آن را ذكر كنم، چون همان روش، مورد استفادة استاندارد های 

برنامه درسی قرار گرفت.
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توسط دكتر امیرحسین اصغری ایجاد شد. این وبگاه، ویکی نوشته ها را تركیبی غنی از تجربه و تحقیق 
توصیف كرده است كه برای اولین بار منتشر شده اند. این سایت امکان تبادل نظر دربارة این نوشته ها 

را نیز فراهم كرده است.
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تمرین:
1. خانه های خالی شکل 1 را چنان پر كنيد كه این مربع 

به یک مربع لاتين تبدیل شود.
شکل 1

5۴321
۴3215
3215۴

شکل 2
1

2

3

شکل 3

12
۴3
3

1

شکل ۴
1

1
1

1
شکل 25

۴
۴3

3

شکل 6
1۴1127
118132
51۰316
۴1569

2. در صورت امکان مربع های شکل های 2 تا 5 را به یک 
مربع لاتين تبدیل كنيد.

مربع های جادویی و مربع های لاتين متعامد1

تعریف: یــک مربع جادویی از مرتبــة n<1، یک مربع 
 S عدد متمایز از مجموعة  n2 از  ijA (a ), n n= × )ماتریس(
هستند. و چنان مرتب شده اند كه مجموع عددهای هر سطر، 

هر ستون و هر دو قطر برابر باشند. 

در شــکل 6 یک مربع جادویی از مرتبة ۴ دیده می شــود 
كه شــامل 16 عدد متمایز16. ۰۰۰. 3 . 2 . 1 اســت. مجموع 
عددهای هر سطر، هر ستون و هر یک از دو قطر برابر 3۴ است.

محمود نصیري
مؤلف كتاب های درسی

اشاره
مبحــث مربع هاي لاتين یکي از بخش هاي جدید در ریاضيات گسســته پایه دوازدهم رشــته ریاضي فيزیک 
اســت. در این مقاله كه از دو قسمت تشکيل شده است، در قسمت قبل سعي كردیم مفهوم هاي اساسي در مورد 
مربع هاي لاتين و كاربردهایي از آن را بيان كنيم. سپس مربع هاي لاتين متعامد و روش هاي ساختن آن ها را همراه 
با كاربرد آن بررسي كردیم، سعي شده بود علاوه بر روش كتاب  درسي روش هاي دیگري نيز بيان شوند. همچنين 
به مســئله هاي كتاب نيز اشاره اي شد. در قســمت دوم، كاربردي از مربع هاي لاتين را در مورد ساختن مربع هاي 

جادویي بيان مي كنيم.

کليدواژه ها: مربع های لاتين، اویلر، جدول كيلی، مربع های لاتين متعامد

هر گاه یک مربع جادویی شامل عددهای از 1 تا n2 باشد، 
.(n<1( می ناميم n آن را مربع جادویی نرمال از مرتبة

با توجــه به این تعریف در مربع جادویی نرمال می توانيم 
S، مجموع عددهای هر سطر یا هر ستون یا قطرها را محاسبه 
كنيم. كافی اســت مجموع عددهای از 1 تا n2 را بر n تقسيم 

قسمت دوم

رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 2/ زمستان 121399



تذكر: منظور از ضرب یک عــدد در یک مربع لاتين یا 
جمع دو یا چند مربع لاتين هم مرتبه، مشــابه همان است كه 

در ماتریس ها تعریف می كنيم.

αβγ
B= βγα

γαβ

cba
A= acb

bac

321
B1= 213

132

63۰
A1= ۰63

3۰6

951
M=A1+B1 = 276

۴38

111

I3 = 111
111

21۰
L1 = ۰21

1۰2

21۰
L2 = 1۰2

۰21

951
M

1
 = 276

۴38

321۰

L1=
23۰1
1۰32
۰123

321۰

L2=
1۰32
۰123
23۰1

1111

I۴=
1111
1111
1111

كنيم؛ چرا؟

n n (n ) n(n )S
n n

+ + + + +
= = =

2 2 2 21 2 000 1 1
2 2

از فرمول مجموع دنبالة حسابی استفاده كرده ایم.

هر گاه در یک مربع جادویی مجموع عددهای هر ســطر 
و هر ســتون برابر باشــند، آن را مربع نيمه جادویی یا شبه 

جادویی می نامند.

در ادامــه خواهيم دیــد كه چگونه به كمــک مربع های 
دوبه دو متعامد می توان مربع های جادویی ساخت.

ساختن مربع های جادویی
ساختن مربع های جادویی به ویژه نيمه جادویی به كمک 

مربع های لاتين متعامد امکان پذیر است.
اولين روش آن توسط اویلر بيان شده است.

فرض كنيم A و B دو مربع لاتين از مرتبة سه به صورت 
شکل 7 باشند.

161161

M=
1۰13۴7
521512
3891۴

دو مربع لاتين متعامد L1 و L2  را در شــکل 11 در نظر 
می گيریم.

مشــابه مثــال قبلــی، M = ۴L1 + L2 + I۴  را تشــکيل 
می دهيم.

اگــر b=3 ، a=۰ و c= 6 ، همچنين β=2 ،α=3 و γ=1 را 
اختيار كنيم، به دو مربع لاتين زیر می رسيم )شکل 8(.

اكنون A1+B1 یعنــی جمع معمولی درایه های متناظر را 
می نویســيم. حاصل این یک مربع نيمه جادویی نرمال است 

)شکل 9(.

اگر دو مربع لاتين L1 و L2 را مطابق شکل 1۰ در نظر بگيرید 
و M1 = 3L1 + L2 + I3 را محاســبه كنيــد، به همان مربع نيمه 
جادویی نرمال M می رسيم. اگر L1 +3 L1 + I3 را تشکيل دهيد، 
چه تفاوتی با M و M1  دارد؟ اكنون حالت n=۴ را بررسی می كنيم.

M یک مربع نيمه جادویی نرمال است.
اگر M1 = L1 +۴ L2 + I۴ را تشکيل دهيد، چه ارتباطی با 

M مشاهده می كنيد؟
در تمــام این مثال ها، I3  یا I۴ و یــا كلًا In نقش اضافه 
 3 L1 + L2 كــردن یک واحد به هر درایــه را دارند. یعنی اگر
یا  L1 + L2 ۴ را تشکيل دهيم و به هر درایه یک واحد اضافه 
كنيم، به همان نتيجه می رســيم. بــه همين روش می توانيم 
مربع های نيمه جادویی نرمال از مرتبة n بسازیم؛ یعنی قضية 

زیر را داریم:

قضیه: فرض كنيم L1 و L2  دو مربع لاتين متعامد و متمایز 
{ }S , , , ... , n= −01 2 1 از مرتبة n باشــد كه روی مجموعة 

تعریــف می شــوند و In یــک ماتریسn×n باشــد كه همه 
nM nL L I= + +1 2 درایه های آن یک باشند. در این صورت

.) n≤2( یک مربع نيمة جادویی نرمال است

نيمه جادویی  مربع های  در ســاختن  دیگری  روش 
نرمال

شکل 1۰

شکل 11 شکل 7

شکل 8

شکل 9
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می توانيم روش دیگری را نيز برای ساختن مربع های نيمه 
جادویــی نرمال بيان كنيم. آن را بــرای حالت n=۴ در ادامه 
مشاهده می كنيد. دو مربع لاتين A و B به  صورت مربع های 

شکل 12 هستند.
این دو مربع لاتين متعامدند. زیرا در مربع AB )شــکل 
13( هيچ دو درایه یکســان نيستند. در واقع AB به فرم یک 

مربع »گریگو« لاتين است.

شکل 13
۴۴332211

AB=
32۴11۴23
2112۴33۴
132۴31۴2

شکل 1۴
۰۰332211
32۰11۰23
2112۰33۰
132۰31۰2

شکل 15
۰151۰5
1۴1۴11
96312
78132

شکل 16
116116
152512
1۰7۴13
891۴3

در ســاختار جدول شکل13 مجموع عددهای هر سطر و 
مجموع عددهای هر ســتون برابر و برابر11۰ است. این یک 
مربع نيمه جادویی است، زیرا درایه ها 16 عدد اوليه نيستند. 
اما چنانچه مشاهده می كنيم، به سادگی شرایط تبدیل به یک 
مربع جادویی را دارد. اگر ارقام را به پيمانة ۴ محاسبه كنيم، 
به مربع شبه جادویی شکل 1۴ می رسيم كه همة رقم های آن 

۰، 1، 2 یا 3 هستند.

ساختن مربع های جادویی نرمال
اكنون مسئلة مهم تر آن است كه: آیا می توانيم به همين 
روش مربع هــای جادویی نرمال بســازیم؟ یا به عبارت دیگر، 
مربع های لاتين متعامد انتخاب شده دارای چه ویژگی  باشند 
تا به جای مربع های نيمــه جادویی نرمال، خود به مربع های 
جادویی نرمال تبدیل شــوند. ابتدا بــرای حالت های n=3 و 

n=۴، آن را بررسی می كنيم.

۴321

A=
3۴12
21۴3
123۴

۴321

B=
21۴3
123۴
3۴12

حال اگر این اعداد را در مبنای ۴ در نظر گرفته و معادل 
آن ها را در مبنای 1۰ بنویســيم به مربع شکل 15 می رسيم؛ 

مثلاً :
( ) ( )= × + =4 1033 3 4 3 15
( ) ( )= × + =4 1032 3 4 2 14

قبل از بررســی به یک قرارداد نيــاز داریم: در یک مربع 
)شــکل 17( كــه خود شــامل مربع های كوچک تر اســت، 
مربع هایی را كه یک قطر آن ها روی قطر AB از مربع اصلی 
اســت، مربع های روی قطر اصلی می ناميم و مربع هایی را كه 
یک قطر آن ها روی قطر CD از مربع اصلی است، مربع های 

روی قطر فرعی می ناميم.
دو مربــع لاتين دوبه دو متعامــد L1 و L2 از مرتبة 3 را 

روی مجموعة }2و1و۰{ در نظر می گيریم )شکل 18(. 

نزدیک  مربع جادویی  به یک  كه  داریم  در شکل 15مربعی 
است، اما عددهای از ۰ تا 15 در آن به كار رفته اند. كافی است 
به هر كدام از عددها یک واحد اضافه كنيم تا به یک مربع 

نيمه جادویی نرمال از مرتبة ۴ برسيم )شکل 16(.

هر گاه یک مربع جادویی شامل عددهای 
از 1 تا n2 باشد، آن را مربع جادویی نرمال 
)n<1( می نامیم n از مرتبة

شکل 17

شکل 12
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ایــن دو مربع لاتين به غيــر از متعامد بودن چه ویژگی 
دیگری دارند؟ در L1 درایه ها یا عددهای مربع های روی قطر 
فرعی و در L2  درایه ها یا عددهای مربع های روی قطر فرعی 

دارای چه ویژگی  هستند؟
را  M L L I= + +1 2 33 اكنــون مانند مثال هــای قبلی، 
تشکيل می دهيم. مشاهده می كنيم كه M یک مربع جادویی 
نرمال 3×3 اســت )شــکل 19(. تمام عددهای 1، 2، ... و 9  
در آن به كار رفته اند و مجموع عددهای روی هر ســطر، هر 

ستون و هر دو قطر برابر 15 است.

−n در تشکيل مربع جادویی  −
= =

3 1 11
2 2

در اینجا عدد
نرمال نقــش اساســی دارد. اكنون حالت n=۴ را بررســی 
می كنيــم.  در شــکل L1  ،2۰ و L2 دو مربع لاتين دوبه دو 

متعامد روی مجموعة }۰.1.2.3{ هستند.

به مربع های لاتين دوبه دو متعامدL1 و L2 در شــکل 9۴ 
توجــه كنيد. آیا ویژگی  را كه در حالت n=3 داشــتيم، اینجا 
وجود دارد؟ مشــاهده می كنيم كه در حالت n=۴  ویژگی  را 
كه در حالت n=3 وجود داشــت، نداریم. اما اگر به قطرهای 
اصلی و فرعی توجه كنيد. مشاهده می كنيد كه تمام عددها 
روی این قطرها عددهای مجموعة }۰.1.2.3{ هســتند. با 
ادامة این روند مشاهده خواهيم كرد كه وقتی n<2 فرد باشد، 
مســاوی بودن عددهای روی قطرهای اصلی از یکی و فرعی 
n است. واضح است كه در هر  −1

2
از دیگری برابر عدد ثابت 

دوی L1 و L2  عددهای روی هر دو قطر نمی توانند مســاوی 
باشند؛ چرا؟ 

و در حالــت دیگر، وقتــی مربع لاتيــن روی مجموعة 
S={۰,1,....,n-1} تعریف می شــود، عددهای روی هر دوی 
قطرهای اصلــی و فرعی مربع همه عضوهایــی از نمادها یا 

همان عددهای S هستند.
بــا توجه به مثال های فوق و قضية قبلی می توانيم قضية 
زیر را در مورد ساختن مربع های جادویی نرمال ثابت كنيم:

قضیه: فرض كنيــم L1 و L2  دو مربع لاتين دو به دو 
متعامد باشند كه روی S={۰,1,....,n-1} تعریف می شوند و 
In ماتریســی n×n باشد كه همة درایه های آن یک هستند. 

nM یک مربع جادویی نرمال  nL L I= + +1 2 در این صورت 
است، اگر: 

 L1 عددی فرد باشد و دو قطر اصلی و فرعی یکی از n .1
باشند. یا:  n −1

2
و دیگری از L2 ثابت و برابر عدد 

2. در هــر دوی L1 و L2 عددهای روی قطرهای اصلی و 
فرعی شامل تمام عددهای S باشند.

پی نوشت 
1. Magic square and Latin square orthogonal

M را تشــکيل  L L I= + +1 2 44 مانند مثال های قبلی، 
می دهيم، مشاهده می كنيم كه M یک مربع جادویی نرمال 
۴×۴ است )شــکل 21(. مجموع عددهای روی هر سطر، هر 
ستون و هر دو قطر مربع اصلی 3۴ است و عددهای 1، 2، 3، 

.... و 16 در آن به كار رفته اند.

12۰
L1= ۰12

2۰1

2۰1
L2= ۰12

12۰

هر گاه در یک مربع جادویی مجموع عددهای هر سطر و هر ستون برابر باشند، آن را مربع 
نیمه جادویی یا شبه جادویی می نامند

تذكر: منظور از ضرب یک عدد در یک مربع لاتین یا جمع دو یا چند مربع لاتین هم مرتبه، 
مشابه همان است كه در ماتریس ها تعریف می كنیم

شکل 2۰

شکل 18

672
159
83۴

شکل 19

M=

321۰
۰123
23۰1
1۰32

L1=

321۰
1۰32
۰123
23۰1

L2=

161161
251215
91۴38
7۴131۰

M=

شکل 21
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بهره گیری از محیط اطراف خود به عنوان

هــدف اصلی ایــن مقاله كــه در ادامة مقالــه ای با عنوان 
»راهبردهایی برای استفاده از رویکرد آموزش ریاضی واقعيت مدار 
در كلاس درس« آمده اســت، بهره گيری از مسائل مدل سازی و 
كاربردها در شــرایط موجود كلاس های درس ریاضی است. در 
این مقاله، مثال های بيشتری برای رویکرد اول، یعنی »بهره گيری 
از محيط اطراف خود«، در قالب فعاليت ارائه می شود. اغلب این 
فعاليت ها، قبلاً در پژوهش ها و كارگاه های مرتبط با مدل سازی و 
كاربرد، توســط نگارنده مورد استفاده قرار گرفته اند. فعاليت های 
اول و دوم مرتبط با انتخاب هایی هســتند كه معمولاً در زندگی 
روزمره با آن ها مواجه هستيم. فعاليت های سوم و چهارم برگرفته 
از تجارب روزانه و خبرهایی هستند كه در رسانه ها منتشر شده اند. 
فعاليت های پنجم و ششــم در ادامة فعاليت چهارم و مرتبط با 
آن هســتند. این فعاليت ها به خوبی نشان می دهند كه یکی از 
روش های مفيد برای طراحی فعاليت های مدل ســازی و كاربرد، 

توجه به محيط پيرامونی است. 
فعالیت 1. مسئلة انتخاب بهترین سرویس اینترنت: 
با گسترش ویروس كرونا و همه گيری آن در جهان، آموزش در 
همة ســطوح به صورت مجازی و بستر اینترنت ارائه می شود. 
همــة خانواده ها به دنبــال یافتن بهترین انتخــاب )پرداخت 
كمترین هزینه- دریافت بهترین خدمات( از سرویس دهنده های 
اینترنتی هســتند. برای ساخت یک مثال واقعی در هر منطقة 
شهری یا روستایی می توان فهرستی از شركت های ارائه دهنده 
اینترنت تهيه كرد و براساس آن مسئلة مدل سازی و كاربرد را 
طراحی كرد. این گونــه مثال ها برای اغلب خانواده های ایرانی 

معنا دارند، چرا كــه همة آن ها  به نوعی با این انتخاب درگير 
هستند. برای مشاهدة مثال مشابه این مسئله با جزئيات بيشتر، 
می توانيــد به مقاله های احمدی و رفيع پــور )1392و 1393( 

مراجعه كنيد. 
فعالیت 2. مســئلة خرید خودرو: خانــواده ای بودجة 
مشخص و محدودی را برای خرید خودرو كنار گذاشته است. 
بــا توجه به امکانــات، ایمنی، زیبایی و ســایر عوامل مؤثر در 
خرید یک خودرو، این خانواده را در انتخاب خودروی مناسب، 
راهنمایی كنيد. پاسخ شما باید مستدل باشد. )نمونه ای از این 
مسئله در كتابچة سومين جشنوارة خانة ریاضيات كرمان، در 

سال 139۰ چاپ شده است.( 
فعالیت 3. مسئلة واردات زباله برای تولید برق: نقطة 
شروع برای طراحی این مسئله، خبر رادیو در مورد واردات زباله 
برای توليد برق در كشــور سوئد بود. در ادامه با جست وجوی 
واژة توليد برق از زباله، متن كامل خبر به شرح زیر یافت شد1. 
كشور سوئد از روش سوزاندن زباله برای توليد برق مصرفی 
خانوارها اســتفاده می كند. در این كشور به دليل كمبود زباله، 
از كشورهای همســایه زباله وارد می شود. در حالی كه زباله از 
ســال ها پيش به یکی از مشــکلات كشورهای صنعتی تبدیل 
شده،  سوئد به علت كمبود توليد زباله مجبور به واردكردن آن 
از كشورهای همسایه است. در سوئد تنها یک درصد زباله های 
خانگی قابل بازیافت نيســتند. در این كشور 36 درصد زباله ها 
بازیافت،  1۴ درصد تبدیل به كود و ۴9 درصد سوزانده می شوند. 
سوئد با استفاده از دستگاه های بسيار پيشرفتة سوزاندن زباله، 

ابوالفضل رفیع پور 
عضو هيئت علمی بخش آموزش ریاضی، دانشکدة ریاضی و 
كامپيوتر، دانشگاه شهيد باهنر كرمان

           Email: Drafiepour@gmail.com & Rafiepour@uk.ac.ir
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2۰ درصد از برق مورد نياز دســتگاه های گرمازای كشــور و 
نيز ذخيرة برق بــرای 25۰ هزار خانــوار از ۴6۰۰۰۰۰ هزار 
خانوار را تأمين می كند. مشــکل كنونی سوئد ظرفيت بالای 
دستگاه های سوزانندة زباله است كه بيش از ميزان توليد زبالة 
داخلی )دو ميليون تن در سال( است. دولت سوئد برای رونق 
این صنعت و پيشــگيری از زیان دهی آن، به تازگی شروع به 
واردات زباله از كشــورهای اروپایی كرده اســت. بر این اساس 

سوئد سالانه 8۰۰ هزار تن زباله از نروژ وارد می كند. 

با اســتفاده از اطلاعات داده شــده می توان سؤالات زیر را 
مطرح كرد2 : 

é چنــد درصــد خانوارهای ســوئدی از بــرق حاصل از 
ســوزاندن زباله استفاده می كنند؟ اگر خانواده های سوئدی به 
طور متوســط 1/95 نفر باشند، چه تعداد از جمعيت سوئد از 

برق حاصل از سوزاندن زباله ها استفاده می كنند؟ 
é اگر شــما در كشور ســوئد زندگی می كردید، دوست 
داشتيد از كدام نوع برق استفاده كنيد؟ برق حاصل از زباله ها، 
برق حاصل از نيروگاه های ســوخت فســيلی، برق حاصل از 

سدها؛ چرا؟ 
é فرض كنيد شما یکی از دولت مردان كشور سوئد هستيد. با 
توجه به كمبود سوخت های فسيلی، آیا این مقرون به صرفه است 
كه تمام برق مصرفی كشور را از راه سوزاندن زباله ها توليد كنيد؟ 

برای این كار چه ميزان زباله نياز دارید؟ بحث كنيد. 
é آیا واردات زباله از كشــورهای آسيایی می تواند راه حل 
خوبی برای تأمين زباله برای سوخت و توليد برق باشد؟ به طور 

ریاضی وار  بحث كنيد. 

فعالیت 4. آتش سوزی ساختمان پلاسکو در 
تهران:

اطلاعات پیش زمینه ای: ساختمان پلاسکو، ساختمانی 
تجاری در ضلع شمال شرقی چهارراه استانبول تهران بود و از 
آن به عنوان اولين آسمان خراش و ساختمان مدرن خاورميانه 
یاد می شد. این ساختمان 17 طبقه با اسکلتِ فلزی كه در سال 
13۴1 افتتاح شده بود، یکی از مهم ترین مراكز توليد و فروش 
پوشاک در تهران بود. ســاختمان پلاسکو در كنار ساختمان 
آلومينيوم از اولين آســمان خراش های تهران شمرده می شد. 
این ساختمان نماد تهران جدید و معماری مدرن در پایتخت و 
به عنوان یک نماد شاخص شهری محسوب می شد. ساختمان 
پلاسکو )تصویر 1( با ارتفاع ۴2 متر، در زمان اتمام ساخت در 

سال 13۴1 بلندترین ساختمان تهران بود.
 

ساختمان پلاســکو روز پنج شــنبه 3۰ دی 1395، پس 

از گذشــت 5۴ سال از زمان ســاخت، بر اثر آتش سوزی فرو 
ریخت و 56۰ واحد تجاری آن نابود شدند. تصویر2، ساختمان 
پلاسکو را در حال سوختن در آتش نشان می دهد. این حادثه تا 
مدت ها سرتيتر خبرها بود و مردم اخبار آن را دنبال می كردند. 
ساختمان پلاسکو در حالی  بعد از حدود چهار ساعت سوختن 
فرو ریخت كه هنوز تعداد زیادی آتش نشان در حال مهار آتش 

در بيرون و داخل ساختمان بودند.
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 نگارندة مقاله، در همين روز در ساختمان »انجمن ریاضی 
ایران« جلسه داشت و از نزدیکی محل حادثه عبور كرد تا خود 
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را به جلسه برساند. من همواره به این فکر می كردم كه از این 
حادثة تلخ، چگونه می توان فعاليت های مدل سازی ای طراحی 
كرد كه راه گشــای نســل آینده باشــد. لازم به ذكر است كه 
استفاده از تجارب مرتبط با حوادث طبيعی، همچون سونامی، 
برای طراحی فعاليت های مدل سازی در ادبيات پژوهشی حوزة 
مدل سازی و كاربرد، پيش بينی شده است )برای مثال: آیسودا، 

 .)2۰12
در بهمن ماه ســال 1395، نگارندة مقاله حاضر برای ارائة  
مقاله در »دهمين كنگرة بين المللی آموزش ریاضی اروپا«، به 
دوبلين )پایتخت كشور ایرلند( سفر كرد. محل برگزاری كنگره 
در ورزشگاه شهر دوبلين بود و اولين چيزی كه در روز افتتاحيه 
به حضار ارائه شد، نحوة خروج از ساختمان در زمان حادثه بود! 
این تجربه نشان داد كه در بسياری از موارد با اتخاذ تدابير لازم 
می توان مانع بروز حوادث تلخ شــد و راه اصلی برای اتخاذ این 

تدابير، آموزش است. 
طرح ســؤال برای تخلیــة ســاختمان در زمان 
آتش سوزی: برنامه ای مستدل و شفاف برای تخلية ساختمان 
پلاســکو ارائه كنيد. برنامة شــما باید با محاسبه و بحث های 
تحليلی همراه باشد. استدلالتان باید شفاف و مبتنی بر واقعيت 

باشد، و كلی گویی و مبهم نباشد.  
فعالیت 5. نگرانی در مورد ســاختمان آلومینیوم و 
سایر ساختمان های مشابه: ساختمان آلومينيوم در تهران 
قــرار دارد. ارتفــاع این برج  13طبقة اداری ۴2 متر اســت و 
قدمت آن به سال 13۴1 می رسد. 6۰۰ نفر در این ساختمان 
مشغول به كار هستند. تعدادی آسانسور در ساختمان موجود 
است و یک دستگاه راه پله نيز در آن وجود دارد. در حالتی كه 
بر اثر بروز سانحه نياز به تخلية ساختمان باشد، همة كاركنان 
باید از مسير راه پله فرار كنند. زیرا آسانسور ممکن است در راه 
از كار بيفتد. واحد حوادث، اطلاعات زیر را در خصوص شرایط 

بروز حادثه ارائه كرده است: 
é در هــر طبقه فقط یک نفر در یک لحظه می تواند از در 

راه پله عبور كند. 
é در هر طبقه جریان ثابتی از حركت افراد وجود دارد: در 

هر ثانيه تعدادی به در راه پله می رسند. 
é هر نفر 15 ثانيه طول می كشد تا از یک طبقه به طبقه 

دیگر برسد. 
é راه پله بسيار باریک است، طوری كه حداكثر دو نفر شانه 

به شانه هم می توانند در راه پله حركت كنند. 
é زمانی كه یک نفر در راه پله قرار می گيرد، حركتش را تا 

رسيدن به طبقة هم كف ادامه می دهد. 
é موقعی كه یک نفر به طبقة هم كف می رســد، مســيری 
مشخص برای بيرون رفتن وجود دارد كه پنج  ثانيه طول می كشد. 

مسئلة اصلی: شما )دانش آموزان به عنوان ریاضی دانان 
كوچک در آتش نشــانی( باید برنامه ای برای تخلية ساختمان 
)با این فرض كه آسانسور كار نمی كند( طراحی و ارائه كنيد. 

مسئلة ســاده تر: دانش آموزان می تواننــد ابتدا به یک 
مســئلة ســاده تر فکر كنند. مثلًا  فقط طبقة پنجم را در نظر 
بگيرند و فرض كنند بقية ساختمان خالی است. در این حالت، 
چقدر طول می كشــد تا افراد حاضر در طبقة پنجم ساختمان 

آلومينيوم ساختمان را ترک كنند؟ 

فعالیت 6. ارائة پیشــنهادی برای حفاظت از یک 
ساختمان: پيشــنهادی بــرای مدیران ســاختمان های بلند 
بنویسيد كه در آن ها حداقل یک برنامة مؤثر و كارا برای تخلية 
ساختمان مطرح شده باشد. نوشــتة شما باید با محاسبات و 
بحث های مســتدل به منظور تأیيد كارا بودن راه حلتان همراه 
باشد. برای این تعریف شما به معيارهایی نياز دارید؛ معيارهایی 
همچون زمان كلی تخليه، زمان كل انتظار افراد، زمان ميانگين 
و حداكثر انتظار افراد، تعداد افراد منتظر در لحظات متفاوت، 
و ... البته از معيارهای دیگری نيز ممکن اســت استفاده شود. 
همة این معيارها می توانند برای كل ســاختمان یا در یکی از 

طبقات محاسبه شوند. 

پی نوشت ها
1.http://www.khabaronline.ir/detail/245937/
others/other  

 2. لازم به ذكر اســت كه نســخة كامل تری از این مســئله در 
پایان نامة كارشناسی ارشد خانم سميرا مهرآیين )1391، تحت 

راهنمایی نگارنده( مورد استفاده قرار گرفته است.
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بابی از میراث 1200 سالة خوارزمی
عباس قلعه پوراقدم
دبیر ریاضی ارومیه

چکیده
در این مقاله، به باب مســاحت از كتــاب »جبر و مقابله« 
خوارزمی می پردازیم. خوارزمی در این باب، پس از تعریف واحد 
ســطح، اندازه گيری مساحت شکل هایی چون مربع، مستطيل، 
مثلث، لوزی و دایره را شــرح می دهد. درخصوص دایره، تقریب 
22 را برای عدد پی به كار می بندد و پس از توضيح نظر هندیان 

در مورد نحوة محاسبة محيط و مساحت دایره، نظر خود را بيان 7
می دارد و چند حکم را در این مورد مطرح می كند. در مقالةحاضر 
برای دو مورد از این احکام، به زبان امروزی برهان ارائه می كنيم. 
خوارزمی در پایان این باب، مسئله ای را مطرح و حل می كند كه 
حل آن را به همراه صورت امــروزی آن و نيز اثباتی دیگر بر آن 

ارائه می دهيم.

كلیدواژه ها: محمدبن موســی خوارزمی، جبر و مقابله، 
باب مساحت

كتاب »المختصر فی الحســاب الجبــر و المقابله« یکی از 
شــاهکارهای محمدبن موسی خوارزمی )درگذشتة حدود 232 
ق( در زمينــة ریاضيات اســت كه همچون نگينــی در ميراث 
علمی 12۰۰ ســالة او می درخشــد. اینکه اكنــون در ایران به 
ترجمة فارسی این كتاب ارزنده دسترسی داریم، مرهون تشویق 
ریاضی دان فرزانه، زنده یاد پرویز شهریاری، و همت عالی ادیب 
وارسته، شادروان حسین خدیوجم است. كتاب، حاوی باب های 
متفاوتی همچون تعریف جبر و مقابله، تقسيم معادلات درجة اول 
و دوم به انواع شــش گانه، ضرب و تقسيم عبارت های رادیکالی، 
مسئله های مربوط به معاملات، وصيت و مقاسمه )تقسيم اموال 

مشترک( است.
فصل نهم كتاب »باب مســاحت« نام دارد كه در این مقاله 
قصد دارم به اختصار بــه آن بپردازم. خوارزمی در آغاز این باب، 

واحد سطح را چنين تعریف می كند:
»بدان كه معنی یک ضرب در یک تعيين مساحت است 
و مفهوم آن یک ذراع ضرب در یک ذراع اســت. پس هر سطح 
متســاوی الاضلاع و الزوایا را كه ضلع آن از هر طرف واحد باشد، 

واحد می گویند.«

نکتة 1: »ذراع« واحدی قدیمی برای اندازه گيری طول است.
نکتة 2: مقصود خوارزمی از »ســطح متســاوی الاضلاع و 

الزوایا«، همان شکلی است كه آن را با نام »مربع« می شناسيم.
خوارزمی، شرح محاســبة مساحت مربع را این چنين ادامه 

می دهد:

باب مساحت از کتاب
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»اگر هر ضلع در سطحی دو ذراع و آن سطح متساوی الاضلاع 
و الزوایا باشــد، تمام ســطح آن چهار برابر سطحی است كه هر 
ضلعش یک ذراع باشد. همچنين است سه ضرب در سه یا بيشتر 
از آن یا كمتر، نيز چنين است »نصف ضرب در نصف« كه می شود 

یک چهارم و دیگر كسرها بر همين نحو است.«
نکتة 3: اگر طول ضلع مربعی را k برابر كنيم، مساحت آن 

k2 برابر می شود.

وی در ادامه پس از تعریف مساحت مثلث متساوی الاضلاع و 
لوزی محيط دایره را شرح می دهد:

»هــرگاه، قطر مُدَوّرئ را در »ســه و یک هفتم« ضرب كنی، 
حاصل ضرب عبارت است از دَور كه بر آن دایره محيط است و این 
اصطلاحی است كه در ميان مردم، بدون چون و چرا، رایج است.«

نکتة 4: واژه های »مُدَوّرئ« و »دَور« به ترتيب به معنای دایره 
و محيط )پيرامون( هستند. در محاسبة محيط یا پيرامون دایره 
كه برابر قطر ضرب در عدد پی )π( اســت، در دوره های متفاوت، 
 ، 62832

20000
 ،3/1۴16 ، 10 مقدار تقریبی π عددهایی همچون 

22 و ... گرفته شده است. خوارزمی در حاشية متن، نظر خود را 
7

درخصوص تقریب مناسب برای عدد پی این گونه بيان می دارد:
»مقدار آن تقریبی اســت نه تحقيقی، و جز خدا هيچ كس 
بر حقيقت آن آگاه نيست. كســی مقدار دقيق پيرامون دایره را 
نمی شناسد، زیرا این خط مستقيم نيست كه بتوان اندازة دقيق 
آن را دریافت، بلکه این عدد تقریبی است. همچنان كه مقدار جذر 
اصم تقریبی اســت نه تحقيقی، زیرا جذر اصم را جز خدا كسی 
نمی دانــد. بهتر از تمام این اقوال آن اســت كه قطر را در سه و 

یک هفتم ضرب كنی كه این شيوه نيکوتر است.«

=
1 223
7 7

نکتة 5: 
سپس عقاید هندیان را در مورد نحوة محاسبة محيط دایره 

چنين شرح می دهد:
»اهــل هند در این مورد دو عقيده اظهار كرده اند: یکی آنکه 
هرگاه قطر در مانند خودش ضرب شود و حاصل آن در ده ضرب 
گردد، آن گاه جذر حاصل ضــرب را بگيرند، مقدار این جذر برابر 

است با دور یا پيرامون دایره.«

r r r× × = ×2 2 10 2 10 نکتة 6: 
10 را برای عدد پی  مقصود آن است كه اهل هند تقریب 

به كار می بستند.
»عقيدة دیگر از منجمان هند است. این گروه می گویند: باید 
قطر را در شصت و دو هزار و هشتصد و سی و دو ضرب كنی. 
سپس بر بیست هزار تقسيم نمایی كه خارج قسمت هرچه باشد، 

مقدار دور یا پيرامون دایره اســت. تمام این روش ها به یکدیگر 
نزدیک است.«

/=
62832 3 1416
20000

نکتة 7: 

پس از بيان نظر هندیان، به صورت زیر عدد »سه و یک هفتم« 
22 را تقریب مناسب تری برای پی می داند:

7
یا  

»هــرگاه دور یا پيرامون دایره را بر سه  و یک هفتم تقسيم 
كنی، مقدار قطر به دست می آید. مساحت هر دایره عبارت است از 

حاصل ضرب نصف قطر ضرب در نصف دور.«
r r rπ
× = π 22 2

2 2 نکتة 8: 

22 بــرای عدد پی، 
7

وی در ادامــه بــا فرض مقدار تقریبی 
مساحت دایره را طی حکمی چنين تعریف می كند:

»اگر در هر دایره قطــر را در مانند خودش ضرب كنند و از 
حاصل ضرب یک هفتم و نصف یک هفتم همين حاصل ضرب را 
كم كنند، مســاحت دایره به دست می آید و این شيوه با باب اول 

موافق است.«

نکتة 9:
  

»سهم قوس« اصطلاحی است كه خوارزمی در ادامة مبحث 
دایره به آن اشاره می كند:

»هر قطعه از دایره با قوسی متناظر است. پس آن قطعه یا به 
اندازة نصف دایره است، یا كمتر از نصف دایره، یا بيشتر از نصف 

قطر× قطر r r r , ( )

r ( r ) r

= × = + =

− =

2

2 2 2

1 1 1 32 2 4
7 2 7 14

3 224 4
14 7

H

M

N

Hʹ

O
.

N

M

H

Hʹ

.

H H HN MN′ < ⇒ < π

H H HN MN′ = ⇒ = π

شکل  1

شکل  2
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دایره. دليل بر درســتی این موضوع مقدار سهم قوس است. اگر 
ســهم قوس با نصف وتر برابر باشد، مقدار قوس درست نيمی از 
دایره است. اگر از نصف وتر كمتر باشد، مقدار قوس از نصف دایره 
كمتر است. اگر سهم از نصف وتر بيشتر باشد، مقدار قوس از نصف 

دایره بيشتر است.«
نکتة 10: امروزه غالباً به جای واژة قوس، از »كمان« استفاده 
می كنيم. ســهم قوس، طول عمودی است كه از نقطة منتصف 
)وســط( قوس بر وتر وارد می شود. شکل های 1 تا 3، سه حالتی 
را كه خوارزمی به آن ها اشــاره می كند، نشان می دهند. در این 

شکل ها، طول 'HH همان سهم قوس است.

بحث با حکم زیر ادامه می یابد:
»اگر بخواهی بدانی كه قوسی از كدام دایره است، نصف وتر را 
در مانند خودش ضرب و حاصل ضرب را بر سهم تقسيم می كنی 
و سپس خارج قسمت را بر سهم می افزایی كه حاصل جمع عبارت 

است از قطر دایره ای كه این قوس جزئی از آن است.«

نکتة 11: در این حکم به نحوة محاســبة مقدار عددی قطر 
دایره ای كه كمانی از آن به همراه وتر نظيرش داده شــده است، 
اشاره می شــود. اجازه دهيد آن را به صورت امروزی طی حکمی 

اثبات كنيم:

به عبارت دیگر به قول خوارزمی:

H N H N HH OH
HH
′ ′× ′+ =

′
2

اثبات: 'HH سهم كمان MN است. N را به O )مركز دایره( 
وصل می كنيم. با دو بار استفاده از قضية فیثاغورس داریم:

HN HH H N ( )

ON OH H N ( )

( ) ( ) HN HH ON OH

HH ON (ON HH )

HH ON ON

HH ON.HH
ON.HH

′ ′= +

′ ′= +

′ ′⇒ = + −

′ ′= + − −

′= + −

′ ′− +
′=

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

1
2

2 1

2
2

و

. به عبارت  HH H N ON
HH
′ ′+

=
′

2 2
2 HN یا  ON

HH
=

′

2
2 پس 

دیگر می توان نوشت:
H N HH ON
HH
′

′+ = =
′

2
2 قطر دایره

باب مساحت با بحث در مورد نحوة محاسبة حجم مخروط 
و تعریــف انواع مثلث ادامه می یابد. خوارزمی در پایان این فصل 
مسئله ای جالب را مطرح می كند كه این قسمت از مقاله را با آن 
زینت می دهم و ســپس صورت امروزی راه حل وی را به همراه 
اثباتــی دیگر كه ماهيت مثلثاتــی دارد، ارائه می كنم. خوارزمی 
مســئله را این گونه طرح و حل می كند: »اگر گفته شود: زمينی 
مثلث شکل داریم كه هر یک از دو ضلع جانبی آن ده ذراع و قاعدة 
آن دوازده ذراع است. در ميان این مثلث زمينی است چهارگوشه، 

طول هر ضلع این چهارگوشه چقدر است؟ )شکل 5(.

در دایــرة به مركز O، وتر نظير كمان MN را در نظر بگيرید 
)شــکل ۴(. نشان دهيد، قطر دایره برابر است با مجموع مربعات 
نصف وتر MN و سهم كمان MN تقسيم بر سهم كمان MN؛ یا 

.
NM

Hʹ

H

O

N

O

H

M

.

H H HN MN′ > ⇒ > π

10 10

6 6

راه حل آن چنين است: اول باید ارتفاع مثلث را به دست آوریم. 
یعنی نصف قاعده را كه عبارت اســت از شش، در مانند خودش 
ضرب می كنی، می شود: سی وشش. این عدد را از مجذور یکی از 
دو ضلع كوتاه تر، كه عبارت است از صد، كم می كنی، شصت وچهار 

شکل  3

شکل  5شکل  ۴

H'
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باقی می ماند. جذر آن را می گيری، می شــود: هشت. این است 
ارتفاع مثلث و مســاحت آن چهل وهشت ذراع است كه از ضرب 
كردن عمود در نصف قاعده، یعنی از شش، به دست می آید. آن گاه 
یکی از اضلاع این چهارضلعی را شــی ء فــرض می كنی و آن را 
در مانند خودش ضرب می كنی، می شــود: مال. این مال را كنار 

می گذاری.
می دانيم كه از تمام زمين دو مثلث در دو پهلو و یک مثلث 
در بالا باقی  مانده است. دو مثلثی كه در دو پهلوی چهارضلعی 
واقع شــده، با هم برابرند و ارتفاع آن دو یکی اســت و هر دو 
قائم الزاویه هستند. پس برای تعيين مساحت آن ها شی ء را در 
شش منهای نصف شی ء ضرب می كنی، حاصل ضرب می شود: 
شــش شیء منهای نصف مال كه برابر است با مساحت آن دو 

مثلثی كه در دو پهلوی چهارضلعی واقع شده است.
اما برای تعيين مســاحت مثلث بالایی باید هشت منهای 
شــیء را كه عبارت است از ارتفاع، در نصف شیء ضرب كنی. 
حاصل ضرب می شــود: چهار شــیء منهای نصــف مال. پس 
مســاحت چهارضلعی به اضافة مســاحت مثلث های سه گانه 
می شــود ده شیء و این ده شیء برابر است با چهل و هشت كه 
عبارت است از مساحت مثلث بزرگ. پس یک شیء از آن برابر 
اســت با چهار ذراع و چهارپنجم ذراع، و آن اندازة هر ضلع از 

مربع است.«
بــا این توضيح كــه مقصود جناب خوارزمــی از واژه های 
»شــی ء« و »مال« به ترتيب x )مجهول و در اینجا طول ضلع 
مربع( و x2 )مربع مجهول و در اینجا مســاحت مربع( اســت، 
مســئله را به صورت امروزی می نویســم و راه حل خوارزمی را 

بازنویسی می كنم:

مربــع MNPQ محاط اســت درون مثلــث ABC با ابعاد 
AB=AC=1۰ و BC=12. طول ضلع مربع را بيابيد )شکل 6(.

راه حل: ارتفاع نظير رأس A را رسم می كنيم تا ضلع BC را 
در نقطــة H و ضلع MN از مربــع را در E قطع كند. طول ضلع 

مربع را x می گيریم.

 .BH=HC=6 :نيز هســت. پــس داریــم BC وارد بــر ضلــع
 از طــرف دیگــر، با اســتفاده از قضيــة فيثاغــورس داریم:

نتيجــه:  در   .AH2=1۰۰-36=6۴ یــا:   .AH2=AC2-HC2  
AH=8. دو مثلــث BMQ و NPC بنا به حالت برابری )زض ز( 

. xQH HP= =
2

 با هم هم نهشت هستند، پس: BQ=PC. لذا: 
. همچنين، از هم نهشــتی دو  xBQ PC= = −6

2
 در نتيجه: 

مثلث برابر بودن مساحت آن ها نتيجه می شود. چون مساحت 
x است، پس مجموع مساحت های  x( )−6

2 2
مثلث NPC برابر

xx خواهد  −
2

6
2

)xx یا  )−6
2

دو مثلث NPC و BMQ برابر 
شــد. حال به محاســبة مثلث بالایــی (ΔAMN) می پردازم. 

مساحت این مثلث عبارت است از حاصل ضرب نصف AE در 

 ABC مساحت مثلث . xx −
2

4
2

، و یا:  ( x) x−
×

8
2

MN؛ یا: 

8× یا ۴8 است. پس می توان نوشت: 12
2

هم برابر با 
x x( x ) ( x ) x

x

x

− + − + =

⇒ =

⇒ = =

2 2
26 4 48

2 2
10 48

8 44 4
10 5

راه حلی دیگر از نویسندة مقاله: چون MN با BC موازی است، 
∠C و AE=y، در دو مثلث  = α . با فرض  ANE C∠ = ∠ پس: 

AEN و NPC داریم:
AE y yAEN : tan ( )

xEN x

NP x xNPC : tan ( )
xPC x

( ) ( ) y( x) x ( )

∆ α = = =

∆ α = = =
−−

= ⇒ − = 2

2 1

2
2 2

126
2

1 2 2 12 2 3

از طرف دیگــر: x+y=8 با جاگذاری y=8-x در )3( خواهيم 
داشت:

( x)( x) x

x

− − =

⇒ = =

22 8 12 2
192 44
40 5

مثلــث ABC متساوی الســاقين اســت،  لــذا AH ميانة 

A

B C

NM

PHQ

شکل  6

منبع
1. خدیوجم، حسين )1363(. ترجمة 

جبر و مقابلة خوارزمی. انتشارات 

اطلاعات. تهران. چاپ سوم.
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اشاره
به زعم نویسنده، مراد از »ریاضی شاد«1 مجموعه ای از انواع 
مطالب اســت كه هدف از طرح آن هــا، جذاب تركردن مباحث 
ریاضی برای دانش آموزان و سایر افراد است. بدیهی است كه از این 
طریق به عمومی كردن ریاضيات هم كمک می شود. از بخش هایی 
از این مباحث می توان  مستقيماً در آموزش ریاضی استفاده كرد 
كه عمدة آن ها به بحث »معماهای ریاضی«2 مربوط می شوند و 
بســياری از ریاضی دانان معتقدند، آموزش ریاضی بهتر است از 

طریق آن ها دنبال شود.
اما بخش هایــی دیگر، مانند سفســطه ها و پارادوكس های 
ریاضــی، در عين جذابيــت و مفرح  بودن، دقــت ریاضی را در 
دانش آمــوزان تقویت می كننــد. همچنين بازی هــای ریاضی 
می توانند به تقویت توانایی های محاسباتی و شهود ریاضی كمک 
شایانی كنند. از نقش بی بدیل »لطيفه های ریاضی«3 و فکاهيات، 
طنز و كاریکاتورهای با موضوع ریاضيات هم نباید غافل شد كه اگر 
خوب و هوشمندانه طراحی شوند، می توانند  به تعميق اطلاعات 
ریاضی دانش آموزان منجر شــوند. روایت های تاریخی از زندگی 
ریاضی دانــان  و به خصوص برخی طنزپردازی ها از كارهای آن ها 
هم می توانند باعث علاقه مندی دانش آموزان به شــركت در این 

مباحث شوند. 
اهميت وافر این مجموعه مباحــث زیبا از مدت ها پيش بر 
آموزشگران و دســت اندركاران ترویج ریاضيات در مغرب زمين و 
كشورهای توسعه یافته آشکار شــده بود و آن ها را در نشریات و 
كتاب هایی مستقل قویاً دنبال می كردند، تا اینکه آن ها را به برنامة 
رسمی آموزش ریاضی خود هم وارد كردند. متأسفانه، این مباحث 
جذاب كه می توانند آموزش ریاضی مدرسه ای ما را به معنی واقعی 
متحول و دگرگون سازند، در كشور ما به دست فراموشی سپرده 
شده اند و از چنين منبع سرشاری، بيشتر به دليل محافظه كاری و 

ترس از نتایج پيش بينی نشده، به آسانی می گذریم. 
هدف مقالة حاضر این است كه ضمن ارائة تاریخچه ای از این 

مباحث در كشورهای جهان و ایران، بخش های متفاوت آن و تأثير 
آن ها را در آموزش بهتر مباحث ریاضی )با ارائة مثال های گوناگون( 
نشان دهد و از این رهگذر شاید باعث تشویق و ترغيب مسئولان 
آموزش وپرورش به توجه بيشتر به این مباحث و گنجاندن آن ها 
در سرفصل ها و برنامه های آموزشی و نيز تشویق معلمان ریاضی 
به استفاده از این مباحث برای آموزش بهتر ریاضيات و علاقه مند 

كردن دانش آموزان بشود. 
در این مقاله كه بنا داریم آن را در دو قسمت و در دو شمارة 
امسال مجله ارائه دهيم، می خواهيم ابعاد گوناگون مباحث ریاضی 
شــاد را به تفصيل بيان كنيم و خوانندگان را با محتوای مطالب 
آن به روشنی آشنا ســازیم. در این شماره به تاریخچة تفصيلی 
ریاضی شــاد در ایران و كشورهای دیگر می پردازیم، پيشگامان 
این رشته را معرفی می كنيم و از كارهایشان سخن می گویيم. در 
شمارة آینده ان شاءالله به بخش اصلی ریاضی شاد، یعنی معماهای 
گوناگون و تأثير بســزای آن ها در آموزش ریاضيات می پردازیم 
و با ارائة نمونه های متعــدد از معماها، نقش بی بدیل آن ها را در 
تفهيم مباحث گوناگون ریاضی آشکار می سازیم. در قسمت آخر 
به بخش های دیگر ریاضيات شــاد، از جمله لطيفه های ریاضی، 
پارادوكس هــا  و ... و تأثير مثبت آن ها در جذب دانش آموزان به 

ریاضيات می پردازیم. 

كلیدواژه ها: ریاضی شــاد، معماهــای ریاضی، لطيفه های 
ریاضی، پارادوكس، سفســطه، بازی های ریاضی، تفریح اندیشه، 

معماهای منطقی

الف. تاریخچه
در كشور ما و در كارهای متقدمان، متأسفانه چندان اهتمامی 
به مباحث ریاضی شــاد به چشــم نمی خورد. در عوض ادبيات 
فارســی كهن مملو از چيستان های متنوع است كه جای خالی 

 ادبیات فارسی 
كهن مملو از 

چیستان های 
متنوع است 

كه جای خالی 
معماهای علمی 
و ریاضی را پر 

می كرده اند
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هوشنگ شرقی
معلم ریاضی
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معماهای علمی و ریاضی را پر می كرده اند. تنها اندک كارهایی از 
شیخ بهایی در »كشکول« او دیده می شود كه آن هم در حد 
بررسی برخی ویژگی ها و نظم های موجود در عددهاست و شکل 
معمایی هم ندارند و به صورت گزاره ای بيان شده اند. شاید هدف از 
طرح آن ها توجه  دادن خواننده به شگفتی های عددها بوده است 
كه شــاید بتوان آن را با اغماض به تفریحات ریاضی ارتباط داد؛ 
مانند این نمونه به نقل از كشکول شيخ بهایی: حاصل ضرب هر 
عدد در خودش، یک واحد بيشــتر از حاصل ضرب دو عدد بالا و 

پایين آن است. مثلاً:
 1۰ × 1۰ = 11 × 9 +1                    

كه البته چيزی بيشتر از اتحاد مزدوج در حالت خاص
 آن نيست :

 x2–1=(x-1)(x+1)

در یک قرن اخير اما، در پی گسترش مطبوعات، در مجله های 
عمومی و به خصوص نشریات علمی، معماهای ریاضی و منطقی 
به شکل های متفاوت منتشر شده اند كه البته بيشتر آن ها ترجمه 
از منابــع خارجــی بوده اند. اكثر مجله هــا از دیرباز صفحه ای با 
عنوان»تفریح اندیشه« یا عنوان های مشابه داشته اندكه در ميان 
مطالب آن ها، معماهای گاه چالش برانگيز هم به چشم می خوردند، 
اما از لطيفه ها و طنز ریاضی كمتر چيزی مشــاهده می شود. در 
واقع می توان گفت كه شروع بحث ریاضی شاد در ایران، هم زمان 
با انتشــار نخســتين مجله های ریاضی در كشــورمان است. با 
تحقيق در مورد تاریخچة انتشار مجله های ریاضی در كشورمان، 
می توانيم نخستين آثار در این زمينه را بازیابی كنيم. زنده یاد دكتر 

غلامحسین مصاحب را می توان پيشگام این امر دانست.

علاقة وافری به ریاضيات داشت، به طوری كه نخستين كتابش را 
با عنوان »علوم تفریحی« در ســال 13۰8 )در 19 ســالگی( به 
چاپ رســاند كه به احتمال زیاد اولين كتاب »ریاضی شاد« در 
ایران است! مرحوم مصاحب همچنين اولين نشریة مدون ریاضی 
را در كشــورمان در سال 13۰9 و در 2۰ سالگی منتشر كرد. نام 
این نشــریه »واحد« و عنوان فرعی آن »مجلة  ریاضيات عالی و 
مقدماتی« بود و به طور مرتب هر 15روز یک بار منتشر می شد. 
وی ســپس در فاصله ســال های 131۰ تا 1317 بيش از هفت 
عنوان كتاب در زمينه های گوناگون ریاضيات، فيزیک و مکانيک 

به رشتة تحریر در آورد.
زنده یاد مصاحب در كشــورهای  انگلســتان و فرانسه ادامة 
تحصيل داد و در ســال 1327 موفق به اخذ درجة دكترا شد. او 
در سال های بعد در گسترة وسيعی به نشر علم و فرهنگ مشغول 
شــد و آثار بسيار ارزشمندی از خود به جا گذاشت كه از جملة 
آن ها می توان به چندین دایرئالمعارف و فرهنگ، و نيز دو كتاب 
بسيار مشهور »آناليز ریاضی« و »تئوری مقدماتی اعداد« اشاره 
كرد. به جز آن، ایشان ضمن استادی در دانشگاه تهران، »مؤسسة 
ریاضيات دانشــگاه تربيت معلم« )خوارزمی فعلی( را هم بنيان  
گذاشت و در آنجا ده ها تن از استادان فعلی ریاضيات كشورمان 

را تربيت كرد. 
همان گونه كه گفتيم، مجلة ریاضی او نخستين مجلة منظم 
و مدون ریاضی ایران به شــمار مــی رود. پيش از آن مجله ای با 
عنوان »حل المسائل ریاضی« با مدیریت مرحوم ناصر هورفر در 
ســال 13۰6 منتشر شده است. ولی اولاً همان گونه كه از نام آن 
برمی آید، بيشتر به مجموعه مسائل و راه حل ها شباهت داشته و 
هر شمارة آن فقط هشت صفحه بوده است. ثانياً در انتشار تداوم 
و نظم نداشت. در حالی كه مجلة ریاضی مصاحب دارای سبک و 
سياق یک مجلة علمی بود و  بخش های گوناگون و متنوعی هم 
داشــت كه به راستی ذوق و استعداد خارق العادة یک جوان 2۰ 
ساله را آن هم در آن دورة زمانی نشان می داد. یکی از بخش های 
مجله، معماها و مســئله های تفریحی بود كه مورد توجه خاص 
مرحوم مصاحب قرار داشت. در اینجا به دو  نمونه از آن ها كه در 
منابع گوناگون و در فرهنگ ها  و ميان ملل مختلف به شکل های 

متفاوت دیده می شوند، اشاره می كنيم: 

معمای اول: زیرزمین علی بابا! 
شــربت فروش كوری موسوم به علی بابا در زیرزمين منزل 
خود، 9 جعبه به طریقی گذاشــته بود كه در شکل 1 می بينيد. 
جعبة وســط را برای شيشه های خالی معين كرده و در هر یک 
از چهار جعبة گوشه ها سه شيشــه و در چهار جعبة دیگر، 1۰ 
شيشة شربت گذاشته بود. روزی نوكر علی بابا خانه را خالی یافت و 
چهار شيشه شربت از جعبه های مذكور دزدید. یکی از همسایگان 

غلامحسين مصاحب در سال 1289 در خانواده ای فاضل و 
اهل علم و ادب به دنيا آمد. در ســن 17 سالگی، با كسب رتبة 
نخست در شهر تهران، دیپلم خود را اخذ كرد. او از همان دوران 
نوجوانی )آن هم در آن فضای اجتماعی و فرهنگی یک قرن پيش( 

سفسطه ها و 
پارادوكس های 
ریاضی، در 
عین جذابیت 
و مفرح  
بودن، دقت 
ریاضی را در 
دانش آموزان 
تقویت 
می كنند. 
همچنین 
بازی های 
ریاضی 
می توانند 
به تقویت 
توانایی های 
محاسباتی و 
شهود ریاضی 
كمک شایانی 
كنند
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خود به كلبه آوردند. در شب سوم چهار نفر مهمان به اتفاق شش علی بابا كه موضوع را ملتفت شده بود، وی را آگاه ساخت.
شواليه به روستا رفتند، و ... در همة  این شب ها شاه متوجه تغيير 

تعداد افراد نشد! آن ها چگونه این كار را انجام می دادند؟ 
حتماً متوجه شــباهت این معما و معمــای مجلة زنده یاد 
مصاحب شــده اید. اما اینکه مرحوم مصاحب این معما را به این 
صورت در مجله اش مطرح كرده اســت، نشان از احاطة كم نظير 
او بــر منابع مختلف، آن هم در آن دوره از تاریخ ریاضی و دانش 
كشورمان دارد كه دسترسی به این منابع، آن هم برای یک جوان 

تازه به عرصه آمده، بسيار دشوار بوده است. 

معمای دوم: از كتاب خلاصه الحساب شیخ بهاءالدین 
عاملی )شیخ بهایی(

این معما از كتاب »خلاصه الحساب« شيخ بهایی، حکيم قرن 
یازدهم قمری نقل شــده است: چند نفر داخل باغی شدند. اولی 
یک انار چيد، دومی دو انار، سومی سه انار و هکذا )یعنی به همين 
ترتيب(. بعد همة  انارها را بالســویه )یعنی به تساوی( بين خود 
تقســيم كردند و به هر یک 6 انار رسيد. مطلوب است عدة آنان. 

)آن ها چند نفرند؟(
 در ســال های  بعد، به نام های  بيشتری از كوشندگان در راه 
ترویج فرهنگ ریاضی شاد و تفریحی برخورد می كنيم كه از ميان 
معاصران، زنده یادان عبدالحسین مصحفی و پرویز شهریاری 
در این ميان سهم زیادی داشته اند و با ترجمه و نشر مطالب مرتبط با 
ریاضی شاد در »مجلة ریاضی یکان« و نيز ترجمه و انتشار كتاب های 

گوناگون، به ترویج این فرهنگ كمک بسياری كردند.

علی بابــا به زیرزمين سركشــی كرد و مشــاهده نمود كه 
شيشــه های اطراف تغيير نکرده اند. بدین معنی كه در هر طرف 
همان 16 شيشــة شربت موجود است. لذا خيال كرد به نوكرش 
تهمت زده اند. نوكر از ســادگی ارباب و این اتفاق استفاده كرد و 
سه دفعة دیگر دزدی خود را تکرار كرد. هر دفعه هم كه علی بابا 
به جعبه ها سركشی كرد، موافق حساب خود نقصی در جعبه ها 
نمی دید. حال بگویيد نوكر علی بابا چه حيله ای به كار برده و چگونه 

مکان شيشه ها را تغيير داده است. 
این معمای زیبا بسيار شــبيه معمای مشابهی است كه در 
منابع اروپایی مربوط به دســت كم هشــت قرن پيش تاكنون، 
به صورت های گوناگون طرح شــده اســت. دربارة آرتورشاه و 
شواليه های او در كشور انگلستان، داستان های واقعی و افسانه ای 
بســياری طی قرن ها ســاخته و پرداخته شــده اند. یکی از این 
داستان ها كه به شکل معمایی فولکلوریک در كشورهای اروپایی 
سينه به ســينه نقل شده، ماجرای به شــکار رفتن آرتورشاه و 
شــواليه هایش و اقامت آن ها در یک كلبة جنگلی است. در این 
كلبه شــاه در اتاق مركزی می خوابيد و 2۴ شوالية نگهبان او در 
هشــت اتاق دورادور شاه طوری اقامت می كردند كه در هر ضلع 

كلبه  9 نفر نگهبان به ترتيب شکل 2 مستقر بودند:

شــواليه ها از شــاه خواســتند كه در صورت تمایل بتوانند 
به اتاق های یکدیگر بروند و شــاه موافقت كرد؛ البته به شرطی 
كه هميشــه 9 شواليه در هر ضلع كلبه حضور داشته باشند. اما 
شواليه ها طی چند شب اقامت در كلبة جنگلی توانستند شاه را 
فریب بدهند و در شب اول، چهار نفر از آن ها به روستای نزدیک 
رفتند. در شب دوم چهار نفر از روستایيان را در لباس شواليه، با 

شکل 1

شکل2

 در سال های  
بعد، به نام های  

بیشتری از 
كوشندگان 

در راه ترویج 
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و تفریحی 

برخورد 
می كنیم 

كه از میان 
معاصران، 
زنده یادان 

عبدالحسین 
مصحفی 

و پرویز 
شهریاری 

در این میان 
سهم زیادی 

داشته اند و با 
ترجمه و نشر 
مطالب مرتبط 
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در »مجلة 
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و نیز ترجمه 
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یاكوب اسییدرویچ پرلمان



مصحفی فصل های متفاوت كتاب »معماهای ریاضی«، نوشتة 
جی. گاموف و ام . استرن را در سال های  دهة 13۴۰، از زبان 
فرانســه به فارسی ترجمه و آن ها را در مجلة ریاضی »یکان« به 
تدریج منتشر كرد.  در سال 1377 نيز آن ها را گردآوری كرد و در 
قالب كتابی با عنوان »داستان واره های ریاضی« توسط »انتشارات 
مدرسه« به چاپ رساند. همچنين مترجمان مجله، برای نخستين 
بار در همان سال ها، كارهای معمایی پازليست های معروف دنيا،  
از جمله ســام لوید را )كه دربارة او و كارهایش در ادامه بيشتر 
خواهيم گفت( به فارســی ترجمه و منتشر كردند كه بسياری از 
معماهای معروف در فرهنگ عامه از همين منابع نشئت گرفته اند؛ 
از جمله بســياری از معماهای مربوط به وزن كردن، ســکه های  

تقلبی و معماهای چوب كبریت ها. 
همچنين، پرویز شــهریاری با ترجمــة كتاب های معروف 
و  ریاضــی«  »ســرگرمی های   هندســه«،  »ســرگرمی های 
»سرگرمی های جبر«، از یاكوب ایسیدرویچ پرلمان، خدمت 
شایسته ای به گسترش ریاضی شاد در ایران كرد. همچنين برادر 
وی، مهنــدس هرمز شهریاری هم دو كتاب از پازليست نام دار 
معاصر، مارتین گاردنر )كه دربارة او هم بيشتر خواهيم گفت( به 
فارسی برگرداند و كارهای زیادی از او را هم در نشریات به چاپ 
رســاند. در مورد كارهای زنده یاد  شــهریاری و نقش ویژة او در 

همگانی كردن و ترویج ریاضيات در ميان عامة مردم، بسيار می توان 
نوشت. ایشــان در مجله های »آشتی با ریاضيات« و »آشنایی با 
ریاضيات«، مطالب بسيار متنوعی اعم از معما، سرگرمی ، تفریح 
اندیشه، و نيز كاریکاتور و لطيفة ریاضی منتشر كرد و باعث گرایش 

صدها تن از جوانان این سرزمين به رشتة ریاضی شد. 
همچنيــن جا دارد كــه به یکی از همکاران ایشــان كه در 
مجله های متفاوت قلم می زد نيز اشــاره ای هر چند گذرا داشته 
باشيم. غلامرضا یاســی پور كه كارهایش در ریاضيات برای 
نخســتين بار در دهه های 13۴۰ و 135۰ در مجلة یکان معرفی 
شدند و ســپس در مجله های »آشتی با ریاضيات«، »آشنایی با 
ریاضيات«، و »دانش و مردم« )به ســردبيری زنده یاد شهریاری( 
قلم می زد. او همواره در كارهایش نگاهی به ریاضيات شاد داشت. 
از جمله كارهای ایشــان، ترجمة چند كتاب در زمينة معماهای 
ریاضی و منطقی، همچون »1۰۰ سرگرمی منطقی«، از مارتین 
گاردنر، »معماهای نه چندان ساده«، از گرابارچوک و »معماهای 

ممتاز ریاضی«، نوشتة هوراد پی است. 
در ميان معاصران نيز باید از كاظم فائقی یاد كنيم كه ده ها 
كتــاب در زمينة انواع ســرگرمی ها و تفریحات علمی و ریاضی 
ترجمه و منتشــر كرده است. در ســال های اخير، نویسندة این 
مقاله هم تلاش هایی برای گســترش این فرهنگ كرده اســت 
كه شــامل ترجمة كارهایی از دیگر پازليست آمریکایی معاصر، 
ریموند اسمالین، تأليف كتابی دو جلدی با عنوان »ریاضی شاد« 
)انتشارات مدرسه، 1398( و نيز مقالاتی در زمينة سرگرمی های 
ریاضی در نشریات گوناگون می شود.                                                                                                         
اما التفات به ســرگرمی ها، معماها، تفریحات و شوخی های 
ریاضی در مغرب زمين پيشينه ای بس دیرینه دارد و به خصوص 
در یک قرن اخير بسيار مورد توجه قرار گرفته است. شاید اغراق 
نباشد اگر بگویيم ده ها هزار عنوان كتاب در این زمينه ها منتشر 
شــده اند. سابقة طرح معما در اروپا به صورت غيررسمی به بيش 
از هزار سال پيش برمی گردد. از جملة آن ها مجموعه ای از چند 
معمای به جا مانده از قرن هفتم ميلادی به نام معماهای »اسقف 
كانتربری« اســت كه به آلکوین )ا. آليبنوس( از »یوركشــایر« 
انگلستان منسوب است. او در ســال های 735 تا 8۰۴ ميلادی 

می زیست. یکی از معروف ترین این معماها چنين است:
»1۰۰ بوشل )پيمانه ای تقریباً معادل 36/۴ ليتر( ذرت بين 
1۰۰نفر از مردم تقسيم شد؛ به طوری كه به هر مرد سه بوشل و به 
هر زن دو بوشل و به هر بچه نيم بوشل رسيد. همچنين می دانيم، 
عدة زنان پنج برابر عدة  مردان است. عدة بچه ها چند نفر است؟« 
مجموعة این معماهــا، همراه با تعــدادی معمای تاریخی 
دیگر، توســط هنری ارنست دیودونه، پازليست انگليسی )از 
او هم بيشــتر خواهيم گفت( در سال 19۰7 در كتابی با عنوان 
»معماهای كانتربری«  آمده است. در قرن های بعد، در كشورهای 
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مارتین گاردنر

شروع بحث ریاضی 
شاد در ایران، هم زمان 
است با انتشار نخستین 
مجله های ریاضی در 
كشورمان. با تحقیق در 
مورد تاریخچة انتشار 
مجله های ریاضی در 
كشورمان، می توانیم 
نخستین آثار در این 
زمینه را بازیابی كنیم. 
زنده یاد دكتر غلامحسین 
مصاحب را می توان 
پیشگام این امر دانست



متفاوت به منابعی از این دست معماها برمی خوریم. از جمله در 
ســال 1612، باشه دو مزیریاک۴ )1638-1581(، ریاضی دان، 
زبان شــناس و شاعر فرانســوی كه تحقيقات وسيعی در زمينة 
شــعبده بازی، تفریحات ریاضی و نيز مربع های جادویی داشت، 
كتابی با عنوان »مسائل مطبوع و لذت بخش« نوشت كه 1۰سال 
بعد، خودش نســخة كامل تری از آن را منتشر كرد و طی چهار 
قرن، مسائل آن در كتاب های بسيار دیگر  بازنشر شدند. شاید این 
مجموعه یکی از نخستين كارهایی است كه به معنی واقعی، به 
همان چيزی كه امروزه ریاضی شاد می ناميم، نزدیک است. این 
كتاب مجموعة ارزشمندی از ده ها معما و تفریحات و سرگرمی ها 
با محتوای ریاضی اســت. یکی از مشهورترین شعبده بازی های 
مطرح شده در آن، شعبده بازی با ساعت عقربه ای است كه به آن 
اشاره خواهيم كرد. یکی دیگر از بازی های جالب آن  چنين است:

»به A بگویيد كه پنهانی تعدادی مهره به دلخواه و بيش از 5 
تا،  از بين تعداد زیادی مهره بردارد. به B بگویيد كه سه برابر آن را 
بردارد. سپس از A بخواهيد كه 5 مهره به B بدهد و از B بخواهيد 
كه سه برابر تعداد مهره هایی كه برای A باقی مانده اند، به A بدهد. 

اكنون می توانيد به B بگویيد كه 2۰ مهره دارد!«
در همان ســال ها، فيزیک دان، منجــم و ریاضی دان  دیگر 
فرانسوی، جین لورشــون5 )167۰-1591(،  كتابی با عنوان 
»تفریحات ریاضی عامه پســند« منتشر كرد. این روند همچنان 
ادامه داشــت تا در ســال های آغازین قرن بيســتم، به نام های 
معروف دیگری در اروپا و آمریکا بر می خوریم كه تنها به دو تن از 

مشهورترین آن ها اشاره ای گذرا خواهيم داشت: 
1. ســام لوید6 )1911-1841( در ســی ام ژانویة 18۴1 در 
فيلادلفيای آمریکا متولد شد و تحصيلاتش را در نيویورک به پایان 
رساند. وی از كودكی دارای استعدادی شگرف در بازی های فکری و 
به خصوص شطرنج بود و در سراسر عمرش شطرنج بازی  چيره دست 
به شمار می رفت. او كه به مباحث و معماهای فکری علاقه مند بود، 
به تدریج هزاران معما در زمينه های متفاوت )و از جمله شطرنج( 
طراحی كرد و آن ها را در نشــریات به چاپ رســاند. شــهرت او 

چنان است كه در زمينة معماهای فکری شاخه ای مستقل به نام 
»معماهای سام لوید« شناخته می شود! او پيش از مرگ مجموعة 
بی نظيری از حــدود 5۰۰۰ معمای متفاوت به نام »دایرئالمعارف 
معماها« گردآوری كرد كه در سال 191۴، پس از مرگش، توسط 
پسرش به چاپ رسيد. این معماها در فرهنگ ها و ملت های گوناگون 

به شکل های متفاوت تا به امروز بارها  مطرح شده اند. 
سام لوید همچنين مخترع ده ها بازی فکری با ابزارهای ساده 
بوده است. یکی از مشهورترین اسباب بازی های فکری دست ساختة 
او، بازی معروف »1۴ـ 15« است كه سال ها دست ابزار كودكان و 
نوجوانان كشورهای جهان و از جمله ایران بود و نویسنده تجربة 
كار با آن را به خاطر می آورد. این ابزار ســاده ابتدا به صورت قابی 
چوبی شامل 15 مهرة مربع شکل بود كه درون ریل های ثابت افقی 
و عمودی می توانستند جابه جا شوند. روی مهره ها عددهای 1 تا 
15 نوشته شده بودند و همه به ترتيب دنبال هم بودند؛ به  جز دو 

عدد 1۴ و 15 كه عامدانه جابه جا گذاشته شده بودند.
هدف بازی جابه جا كردن این دو مهره و بردن آن ها به جای 

باشه دو مزیریاک
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سام لوید



اصلی شان بود. البته امکان استفاده از جابه جایی مهره های دیگر 
در همة ردیف های افقی و عمودی وجود داشت. خيلی زود صدها 
هزار عدد از این اسباب بازی مفرح در سراسر آمریکا به فروش رفت 
و مردم از پير و جوان مشغول تلاش برای انجام این كار نشدنی 
شــدند! خود ســام لوید هم در آن زمان یک جایزة هزار دلاری 
برای كســی كه موفق به این كار شود، تعيين كرده بود. سال ها 
بعد، ریاضی دانان ثابت كردند كه این كار شدنی نيست، اما همين 

اسباب بازی با تغييراتی، سال ها در كشورهای دنيا رایج بود.
یکی دیگر از دســت ابزارهای جالب ساخت او، بازی »دو خر 
و دو ســواركار« بود كه مدت ها باعث سرگرمی عوام بود. در این 
بازی، روی یک تکه مقوا سه تصویر چاپی وجود داشت. این مقوا 
باید از روی نقطه چين ها به سه قطعة مستطيل شکل بریده  می شد 
و با چسباندن دوبارة آن ها به هم، تصویری دیگر شکل می گرفت. 
علاقه مندان برای كســب اطلاعات بيشــتر می توانند به منابع 
اینترنتی در این باره مراجعه كنند. تأثير ســام لوید بر گسترش 
فرهنگ معماها در كشور آمریکا چنان بود كه در سال 1898یک 
مجلة ماهانة آمریکایی به نــام »The Strand Magazine«، او را 
شاهزاده طراحان معما لقب داد. پازليست معاصر، مارتين گاردنر 
هم او را بزرگ ترین طراح معما در آمریکا خواند. در ایران تنها یکی 
از كتاب های او با عنوان »معماها و سرگرمی های ریاضی« توسط 

كاظم فائقی در سال 136۴ ترجمه و به چاپ رسيد. 

2. هنری ارنست دیودونه7  )1930-1857(: انگليسی و 
از معاصران سام لوید بود و اتفاقاً با او مکاتباتی هم در این زمينه ها 
داشــت. او به طور خاص در زمينة بازی های ریاضی و معماهای 

منطقی كارهای چشم گيری انجام داد، وی البته در همة زمينه ها 
معماهای بســياری را طرح كرد كه مجموعه ای از آن ها  سال ها 
بعد از مرگش، در ســال 1967، با ویراستاری مارتين گاردنر، در 
كتابی با عنوان »536 معما«  به چاپ رسيد. البته در زمان حيات، 
خودش هم كتاب هایی در زمينة معماها، به نام های »معماهای 
كانتربری« )19۰7(،  »سرگرمی های ریاضی« )1917(، »بهترین 
معماهــای جهان« )1925( و  »معماهای جدید« )1926( را به 
چاپ رساند. همچنين در سال 189۰، یک مجموعه معماها را به 
اتفاق سام لوید در نشریات انگلستان منتشر كرد. سبک كار وی 
علمی تر از سام لوید بود و به تئوری های ریاضی پشت پردة معماها 
توجه ویژه ای داشت؛ كاری كه نسل بعدی پازليست های آمریکا 
به آن اهتمام ویژه ای داشتند و در ادامه به دو تن از مشهورترین 

آن ها اشاره ای می كنيم: 

پازلیست های معاصر
1. مارتین گاردنر8 )2010-1914(: از نوابغ ریاضی، منطق 
و طراحی معما، و شــاید مشــهورترین آن ها در دنيا باشد و این 
به دليل پشــتکار فراوان و كار گســتردة او در طول بيش از نيم 
 قرن بود. او كه ابتدا به تحصيل در رشــتة فلســفه پرداخته بود 
و به عنوان روزنامه نگار و ویراســتار با نشــریات همکاری داشت، 
از نيمة دهة 195۰ به معماها، ســرگرمی ها و بازی های فکری 
و ریاضی به شــدت علاقه مند شد و فقط یکی از فعاليت هایش، 
 داشــتن ســتون بازی های ریاضی، به مدت 25 سال در مجلة

»Sceintific American« بود. 
علاوه بر آن، ده ها كتاب در زمينة ســرگرمی ها و تفریحات 
ریاضی و شــعبده بازی و تردستی نوشــت و در همگانی كردن 
ریاضيات در آمریکا نقشــی غيرقابل تردید داشت. البته این غير 
از داســتان ها و رمان هایی بود كه نوشــت و یکی از آن ها به نام 
»تفسير آليس« كه با الهام از كتاب های لوئیس كارول )آليس 
در ســرزمين عجایب و آليس از ميان آینه( نوشته شده بود، در 
سال 196۰، با بيش از یک ميليون نسخه فروش، پرفروش ترین 
كار اوست. دو كتاب او به نام های »تفریحات ریاضی« و »ریاضيات 
و سرگرمی ها« توسط مهندس هرمز شهریاری به فارسی ترجمه 
و منتشر شده اند و كتاب  »معماهای ابوالهول« از او هم، با ترجمة 
حسن نصيرنيا، توسط »مركز نشر دانشگاهی« منتشر شده است. 

اما بسياری دیگر از كتاب های او هنوز ترجمه نشده اند. 
مارتين گاردنــر روی ترویج فرهنگ ریاضی شــاد و نقش 
آن در آموزش موفق ریاضيات تأكيد بســيار داشــت و به  این 
منظور تلاش های بسياری كرد. جمله ای از او در این باره گویای 
همين روحية اوست: »ریاضيات تفریحی و شاد، ریاضياتی است 
كه آميخته به شــوخی و مطالب ســرگرم كننده باشد؛ آن طور 
كــه مردم عادی هــم بتوانند چيــزی از آن درک كنند و مورد 
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اســتقبال قرار گيرد. ریاضيات تفریحی شامل مسئله های سادة 
ابتدایی با راه حل های ممتاز و در عين حال شــگفت انگيز است. 
ریاضيات تفریحی، پارادوكس ها، بازی های زیركانه، حقه بازی ها، 
شيرین كاری ها، نکته های انحرافی، و شگفتی های توپولوژی را در 

بر می گيرد. 
مدت ۴۰ سال، بيشــترین تلاش من به این منظور بود كه 
دست اندركاران آموزش وپرورش را به این حقيقت آگاهی دهم كه 
شایسته است، از ریاضيات شاد به عنوان یک كار كمک درسی در 
دوران تحصيل بهره بگيرند. برای دل بسته نگه  داشتن دانش آموزان 
به شگفتی های ریاضی، همواره باید در راه ریاضيات شاد حركت 
كرد. ولی افسوس كه تاكنون حركت در این راستا بسيار به كندی 
انجام گرفته است. من بارها به داستانی كه از دوران دبيرستان به 
خاطر دارم، اشــاره كرده ام. این خاطره وضع نابسامان آن سال ها 
را به خوبی مجســم می كند. یک روز سر كلاس ریاضی، پس از 
آنکه  تکليف هميشــگی خود را انجام دادم، برگة كاغذ سفيدی 
برداشــتم و كوشيدم تا مســئله ای را حل كنم كه خيلی مرا به 
وسوسه انداخته بود؛ مسئله ای كه برد و باخت یک بازی را معين 
می كرد. وقتی دبير مرا در این حال دید، برگة كاغذ را از دســتم 
ربود و گفت: »آقای گاردنر، وقتی كه در كلاس من هستيد، انتظار 

دارم روی ریاضيات كار كنيد، نه چيزی دیگر!« 

2. ریموند مریل اسمالین9 )2017-1919(: به راستی از 
نوابغ و نوادر روزگار بود. او كه دانشنامه اش را از دانشگاه شيکاگو 
اخذ كــرده و درجة پروفســوری منطق ریاضی را از دانشــگاه 
پرینســتون گرفته بود، در زمينه های گوناگونی چون فلســفه، 
منطق، ریاضيات، موسيقی، شطرنج، شعبده بازی، طنزنویسی و 
طراحــی جدول و معما صاحب نظر بود و تا آخرین روزهای عمر 
در كار تدریس، سخنرانی و تأليف فعال بود و آخرین كتابش را با 
عنوان »راهنمای پسامقدماتی برای منطق ریاضی« در سن 97 

سالگی نوشت! 
اســمالين نيز همچون گاردنر، بيــش از نيم قرن به ترویج 
فرهنگ ریاضيات شــاد پرداخت و ده ها مقالــه و كتاب در این 
زمينه نوشت. اما شهرتش بيشتر بابت تأليف كتاب های متعدد 
)چهــارده جلد( در زمينة معماها، با محوریت معماهای منطقی 
اســت. كورت گودل1۰، ریاضی دان و فيلسوف اتریشی )1978ـ 
19۰6( شــخصيت محبوب او بود و برای تبيين قضية اصلی او 
موســوم به »قضية ناتماميت گودل«11، سلســله معماهایی را 
طراحی كرد تا بتواند به زبانی ساده و عامه فهم این قضية پيچيدة 
فلسفی ـ ریاضی را فراگير كند. به همين دليل در اغلب كتاب های 
معمایی اش اشــاره ای هر چند گذرا به این قضيه می كند. او به 

پارادوكس ها نيز علاقة مفرط داشت. 
كتاب هــای معمایی او غالباً تم داســتانی دارند و به همين 

دليل بسيار جذاب هستند و می توانند باعث جذب عامة جوانان 
و نوجوانان به مباحث جدی ریاضی شوند. كتاب هایی همچون: 
آليس در ســرزمين معما، بانو یا ببر؟ معماهای شطرنج شرلوک 
هلمز، معماهای شــهرزاد، نام این كتاب چيست؟ تقليد از مرغ 
مقلد، شــيطان ـ كانتور و بی نهایت، آرتورشاه در جست وجوی 
ســگش، باغ جادویی جورج بی، و ... از ميان كتاب های معمایی 
اســمالين، كتاب بانو یا ببر؟  با عنــوان »معماهایی در منطق 
ریاضی« توسط محمد شریف زاده به فارسی ترجمه و منتشر 
شده است. كتاب های آليس در سرزمين معما و معماهای شهرزاد 
نيز، توسط نویسندة مقالة حاضر به فارسی ترجمه و منتشر شده 
اســت )كتاب »نام این كتاب چيست؟« را هم به تازگی ترجمه 

كرده ام كه در دست انتشار است(. 
اسمالين علاقه ای خاص به ترویج معماهای منطقی داشت. 
این علاقه را در بخشی از مقدمة كتاب بانو یا ببر؟ می توان به عينه 
مشاهده كرد: »بسياری افراد را دیده ام كه می گفتند از ریاضيات 
متنفرند، اما وقتی یک مســئلة منطق یا ریاضی را در قالب یک 
معما به آن ها می دادم، مشتاقانه به آن می پرداختند. شاید عجيب 
نباشد اگر یک كتاب معمای خوب را به عنوان بهترین درمان برای 
بيماری عدم اشتیاق به ریاضی تجویز كنيم. علاوه بر آن، هر 
رســالة ریاضی می تواند در قالب یک كتاب معما نگاشته شود! 
من گاهی شگفت زده می شوم، وقتی می اندیشم: چه می شد اگر 
اقلیدس كتاب اصول خود را در چنين قالبی می نوشت! برای 
مثال، اگر به جای اینکه قضيــة برابری زوایای جانبی در مثلث 
متساوی الساقين را ابتدا مطرح و سپس اثبات كند، آن را این گونه 
معرفی می كرد: مســئله: مثلثی با دو ضلع برابر داده شده است. 
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اسمالین علاقه ای 
خاص به ترویج 

معماهای منطقی 
داشت. این علاقه را 
در بخشی از مقدمة 

كتاب بانو یا ببر؟ 
می توان به عینه 

مشاهده كرد



آیــا دو تا از زاویه های مثلث لزوماً برابرند؟ آری یا نه؟ برای دیدن 
راه حل به صفحة ... مراجعه كنيد. به همين ترتيب می توانســت 
در مورد سایر قضایا عمل كند. چنين كتابی می توانست یکی از 

عامه پسندترین كتاب های معمایی تاریخ شود!« 

پازلیست های ژاپنی
كشور ژاپن مهد ســرگرمی، معما و انواع بازی های فکری، 
نه تنها در آســيای دور، بلکه در سراسر جهان محسوب می شود. 
ژاپنی ها از دیرباز شيفتة سرگرمی ها و بازی های متکی به خلاقيت 
بوده اند و از این حيث به راستی كم نظيرند. آنان مبتکر صدها نوع 
بازی فکری و معما، از قرن ها پيش تاكنون بوده اند. شطرنج ژاپنی 
یا »شوگی«12 از نخستين ابداعات آن هاست كه سابقة آن به اوایل 
هزارة پيشــين بر می گردد و یک بازی فکری تمام عيار است كه 

معماهای بسياری هم پيرامون آن شکل گرفته اند. 
»اریگامــی«13 )كاغذ و تا( هم كه شــهرتی جهانی دارد، از 
ابداعات ژاپنی هاســت كه سابقة آن به حدود سال های آخر قرن 
هفدهم برمی گردد. اریگامی، ســاختن اسباب بازی های كاغذی 
بدون اســتفاده از برش و فقط به كمک تا زدن اســت و مبانی 
ریاضی بســياری ورای ظاهر ســاده اش دارد. در دهه های اخير، 
ژاپنی ها دست به توسعة دانش اریگامی زده اند و اولاً نوع خاصی 

از آن را كه با برش زدن همراه اســت، اختــراع كرده اند، و ثانياً  
»اریگامی فنی« را به وجود آورده اند كه روش های دقيق ریاضی 
برای ســاخت انواع ابزارها به كمک كاغذ و تا را فرموله می كند و 
حتی از برنامه های دقيق رایانه ای در این راه كمک می گيرد. در 
ژاپن هر ساله جشنواره ها و مسابقه های سراسری اریگامی برگزار 
می شود كه تأثير بسزایی در پرورش خلاقيت نوجوانان ژاپنی دارد. 
جدول های ژاپنی هم شــهرتی جهانی دارنــد كه نيازمند 
توضيح بيشتر نيستند و اكثر خوانندگان با آن ها آشنایی دارند؛ 
جدول هایی همچون »كاكورو« و »ســودوكو« كه در نشــریات 
كشورمان بسيار مورد استفاده قرار می گيرند. علاوه بر آن ها، یک 
جدول طراحی پازلی، موسوم به »نانوگرام«1۴ وجود دارد كه كمتر 
شناخته شده است و توسط نان ایشیدا در سال 1987 اختراع 
شــد و جلوة زیبایی از خلاقيت ژاپنی ها را به نمایش می گذارد. 
در این جدول ها، به كمک عددهای نوشــته شــده در سطرها و 
ســتون های جدول می توان تعداد بسته هایی را كه در هر سطر 
)یا ستون( باید سياه شوند و نيز تعداد خانه های سياه هر بسته را 
فهميد و از آنجا با رهيافتی منطقی )با مقایسة عددهای ستون ها 
و سطرها( مشخص كرد كه كدام خانه ها باید سياه شوند و به این 
ترتيب در نهایت یک تابلوی زیبا نقاشی می شود!  نمونة حل شده 

یکی از این جدول ها را در شکل زیر می بينيد :

گفته می شود كه در دهه  های 198۰ و 199۰، در اكثر قطارها 
و اتوبوس هــای ژاپن، افراد زیادی در حال پركردن خانه های این 
جدول ها مشاهده می شدند! در چنين فضایی طبيعتاً كتاب ها، 
مجله ها و نشریات زیادی دربارة معماها و بازی های ریاضی منتشر 
شده اند و متخصصان زیادی هم به توليد محتوا برای این رسانه ها 
مشغول بوده اند. به دو تن از این افراد و كارهایشان اشاره ای گذرا 

می كنيم:
1. كوزابورو فوجیمورا15 )تولد 1903(: موســوم به كوبون 
فوجيمورا، بعد از فارغ التحصيل شــدن از كالج، در مغازة پدرش 
كه فروشگاه لوازم ســرگرمی بود، مشغول به كار شد و از همين 
رهگذر به بازی های فکری خلاقانه علاقه مند شــد و شــروع به 
طراحی برخی معماهای ســاده كرد. وی در سال 1926 نامه ای 
بــرای هنری ارنست دیودونه كه در آن زمان شهرتی جهانی 

ژاپنی ها از دیرباز شیفتة 
سرگرمی ها و بازی های متکی به 
خلاقیت بوده اند و از این حیث به 
راستی كم نظیرند
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داشت، فرستاد و تشویق های دیودونه باعث علاقه مندی بيشتر 
او به تحصيل در رشــتة ریاضی و در نهایــت ورودش به جرگة 
پازليســت های بين المللی شد. به علاوه ارتباط مستمری بين او 
و دیودونه برقرار شــد كه به ترجمة اغلب آثار دیودونه توســط 

فوجيمورا به ژاپنی انجاميد.
فوجيمورا خود به طراحی معماهای بسيار و تأليف كتاب هایی 
در این زمينه پرداخت كه از جمله می توان به »معماهای ریاضی 
نویــن« )1938(، »1۰۰ معمــای جدید ریاضــی« )19۴۰(، 
»مطالعه ای بر معماهای ریاضی« )19۴3(، معماهای استدلالی 
)1956(، معماهای جدید )1957(، معماها و مسئله ها )1969(، 
»منشأ معماها« )1975( و »معماهای توكيو« )1978( اشاره كرد 
كه این آخری معروف ترین اثر اوست و توسط نگارنده به فارسی 
ترجمه شده است. او ســال ها مجری برنامه ای تلویزیونی به نام 

»پازل شو« بود كه از تلویزیون سراسری ژاپن پخش می شد. 

2. نابایاكی یوشــیگاهارا16 )2004ـ1936(: پازليستی 
معروف اســت كه ابتدا به تحصيل در رشــتة شيمی پرداخت و 
ســپس به دليل علاقة وافر به معماها، به ریاضيات گرایش پيدا 
كرد. یوشيگاهارا مبتکر ده ها معمای اختصاصی با زمينة ریاضی 
بود و از این حيث شــهرتی جهانی یافــت. به طوری كه به دليل 
اختراعات و ابتکاراتش در ساخت سرگرمی های فکری، در سال 
2۰۰3 از ســوی »انجمن طراحان بــازی و معما« جایزة لوید را 
گرفت. وی عــلاوه بر تأليف كتاب های معمایی، همچون »1۰1 
معمای چالش برانگيز« و نوشتن مطالبی در این زمينه و اجرای 
برنامه های تلویزیونی، اقدامات جالبی هم برای گسترش فرهنگ 
ریاضــی و معما در كشــورش انجام داد. از جملــة این اقدامات 
برگزاری مسابقه های معما به شکل های گوناگون در مدرسه ها و 
حتی برای عموم، از طریق نصب پوستر در ایستگاه های مترو بود! 
یکی از چالش برانگيزترین معماهای وی كه در متروی »اوزاكا« 

نصب شده بود و مایة توجه بسياری از مردم شد، این بود: 
1۰ جای خالی در تساوی زیر را با ارقام مناسب )تکرار مجاز 

است( طوری پر كنيد كه تساوی برقرار باشد:
ΟΟΟΟΟ × ΟΟΟΟΟ =123۴56789

در سال های  اخير نویسندگان و پازليست های جوان بسياری 
به صحنه آمده اند و مشــاهده می كنيم كه در اكثر كشــورهای 

توسعه یافته و در حال توسعه، با سرعت شگفت آوری كتاب های 
معمایی گوناگون در حال چاپ و نشــر هستند و در این زمينه 
تبادل فرهنگی صورت می گيرد. به علاوه، انجمن های تخصصی 
متعددی برای ترویج معماها، بازی ها و تفریحات ریاضی تأسيس 
شده اند و سالانه صدها جلد كتاب در این زمينه منتشر می شوند. 
نشــریات تخصصی متعددی هم به كار در این زمينه مشــغول 
هســتند. برنامه های كاربردی متعدد و متنوعــی هم برای این 
منظور طراحی شــده اند و بازی هایی بــا محتوای ریاضی تحت 
ویندوز یا اندروید )برای تلفن های همراه( همه روزه در حال توليد 
و طراحی اند. این ها به جز دست ابزارها و بازی های فيزیکی مرتبط 
با خلاقيت، هوش و تفریح اندیشه هستند. اما متأسفانه سهم ما از 
این مجموعه بسيار اندک و غيرقابل بيان است. در شمارة بعد به 
توضيحاتی پيرامون بخش های گوناگون ریاضی شاد و نقش آن ها 

در آموزش بهتر ریاضيات اشاره می كنيم. 

اسمالین: »بسیاری افراد را دیده ام كه 
می گفتند از ریاضیات متنفرند، اما وقتی یک 
مسئلة منطق یا ریاضی را در قالب یک معما به 
آن ها می دادم، مشتاقانه به آن می پرداختند. 
شاید عجیب نباشد اگر یک كتاب معمای خوب 
را به عنوان بهترین درمان برای بیماری عدم 
اشتیاق به ریاضی تجویز كنیم
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در سال های  اخیر 
نویسندگان و 

پازلیست های جوان 
بسیاری به صحنه 

آمده اند و مشاهده 
می كنیم كه در اكثر 

كشورهای توسعه یافته 
و در حال توسعه، با 

سرعت شگفت آوری 
كتاب های معمایی 

گوناگون در حال چاپ 
و نشر هستند و در این 

زمینه تبادل فرهنگی 
صورت می گیرد
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حل مسئله در دهة 198۰ مورد توجه چشمگيری قرار گرفت. 
در حالی كه به همتای ضروری آن، طرح مســئله توجه چندانی 
نشد؛ اگرچه در این مورد برخی از استثناهای قابل ذكر، از جمله آثار 
براون و والتر )1983(، كلامکین )1986(، و البته پولیا )1973( 

وجود دارند.
در این مقاله از یک قضية معمولی هندسه استفاده شده است 
و مسائلی در مورد كاربرد آن مطرح شده اند. شيوه های ارائه شده در 
این مقاله به خوبی برای طرح مســائل امتحانات هندسه، مسابقات 
هندسه و مسائل روزمره )مورد نياز در كلاس درس( برای یک معلم 
ریاضيــات، مفيد خواهد بود. اگرچه این روش هــا را در درجة اول 
برای معلمان مدرسه های دورة متوســطه در نظر گرفته اند، با این 
حال دانش آموزان خلاق در هندسه می توانند از آن ها برای ساخت 

یافته های ریاضی خود استفاده كنند.
ابتدا فرض كنيد كه ما مطالعة یک واحد درســی در دایره ها را 
به پایان رسانده ایم. در ادامه می خواهيم درک دانش آموزان خود را 

از قضية زیر بيازمایيم:

قضیه: اگر دو مماس از نقطه ای خارج از یک دایره بر آن 
دایره رسم شوند، دو قطعة مماس هم نهشت هستند.

یک اثبــات معمول این قضيه كه در شــکل 1 می بينيم، این 
PAO یک اثبات دیگر این است  POB

∆ ∆
≅ اســت كه ثابت كنيم: 

كه نشان دهيم:
 

�m PAB m(AB) m PBA∠ = = ∠1 1
2

)M به مفهوم اندازه است( 
.PA=PB :متساوی الساقين است. بنابراین APB

∆
پس 

مطمئناً می توانيم انواعی از تمرینات محاسباتی را برای ارزیابی 
درک دانش آموزان از این قضيه ارائه دهيم )و البته استفاده از برخی 
از آن ها خوب اســت(. اما ما مســائلی را ترجيح می دهيم كه بيشتر 
هندسی باشند تا حسابی. به عبارت دیگر، ما می خواهيم دانش آموزان 

از قضيه برای اثبات نتایج مرتبط استفاده كنند.
یک روش برای به دست آوردن »نتایج مرتبط« افزودن 
كمی پیچیدگی به شکل است. برای مثال، فرض كنيد، مماس 
دیگری برای دایره، مانند آنچه در شــکل 2 نمایش داده شده است، 
رســم كرده ایم. سپس مسئله ای را ارائه می دهيم كه می تواند در دو 
سطح متفاوت از دشواری بيان شود كه هریک از آن ها برای حل، به 

استفاده های یکسان از قضيه نياز دارند.

PA مماس هایی بر  PB و   ، CD مســئلة 1. فرض كنيــد 
دایره اند؛ همانند آنچه در شکل 2 نشان داده شده است.

نشان دهيد:
PA+PB=PD+DC+CP

PA=PB شکل 1. اثبات

A

B

P

O

لری هوهن٭
مترجمان: ابراهيم ریحانی
دانشیاردانشگاهتربیتدبیرشهیدرجایی
مهدیه اجدادی
مدرسریاضیودانشجویکارشناسیارشدآموزشریاضیدانشگاهتربیتدبیرشهیدرجایی
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PA مماس هایی بر دایره اند و  PB و  مسئلة 2. فــرض كنيد 
Q یک نقطة دلخواه روی كمان AB است. اگر CD مماسی بر دایره 

PCD ثابت است.
∆

در نقطة Q باشد، آن گاه محيط 
راه دوم برای افزایش پيچيدگی شــکل 1، افزودن یک مماس 
دیگــر ولی در یک موقعيت متفاوت اســت؛ مانند آنچه در شــکل 
3 می بينيــد. دو پيشــنهاد، اما دوباره در ســطوح كاملًا متفاوت از 

پيچيدگی، به سرعت به ذهن می رسد.

 QR و RP ،PQ نقاط تماس اضلاع C و B، A مسئلة 3.  اگر
از مثلث PQR بر دایره باشند، آن گاه:

PA+QC+RB=AQ+CR+PB

محيط مثلث های QFE ،RHG و PDI خواهد داشــت. اثبات آن با 
سه بار به كار بردن مسئلة 1 حاصل می شود.

 PQR را روی اضلاع مثلث دلخواه Z و Y ،X مسئلة 4. نقاط
در نظر بگيرید )شکل ۴(، به طوری كه:

PX=PZ، QX=QY، RY=RZ
راه حل این است كه دایره ای در مثلث PQR محاط كنيد. شکل 
۴ راه دیگری برای طرح مســئله پيشنهاد می دهد. شکل را ساده تر 
كنيد. این ساده ســازی، حل كنندة مسئله را وادار می كند كه نقاط 

ناپيدا را پيدا كند.

راه سوم برای خلق یک مسئله، تركیب دو یا چند نتیجه 
است. اینجا ما می خواهيم شکل 2 و شکل 3 را برای به دست آوردن 

مسئله های زیر تركيب كنيم:

 مســئلة 5. فــرض كنيــد مثلــث PQR و شــش ضلعی 
DEFGHI بر یک دایره محيط شــده اند؛ مانند آنچه در شــکل 5 
نشــان داده شده اســت. آن گاه مثلث PQR، محيطی برابر تركيب 

روش چهارم برای طرح مسائل ریاضی تعمیم نتایج قبلی 
اســت. برای مثال، برای تعميم مسئلة 3، با تغيير مثلث محيط بر 
دایره به چهارضلعی محيطی دایره شروع می كنيم. بدین ترتيب در 

شکل 6 می بينيم كه:
PW+QX+RY+SZ=WQ+XR+YS+ZP

در ادامــه برای به دســت آوردن نتایج قابل مقایســه، عبارت 
را بــه »nضلعی محيط بر دایره« تغيير می دهيــم. با این توصيف، 

چهارضلعی به طور خاص مورد توجه است؛ چون از تساوی های:

PW+QX+RY+SZ=PW+WQ+RY+YS=PQ+RS
و 

WQ+XR+YS+ZP=QX+XR+SZ+ZP=QR+SP
نتيجه می شود:

PQ+RS=QR+SP
این نتيجه به صورت جالبی مسئلة دیگری را طرح می كند:

مسئلة 6. اگــر یک چهارضلعی بر دایره ای محيط شود، آن گاه 
مجموع طول های هر جفت از اضلاع مقابل با هم برابرند.

در تعميم مسائل برخی مشــکلات پيش می آیند. فرض كنيد 
می خواهيم مسئلة ۴ را برای چهارضلعی ها تعميم دهيم.

مســئلة 7. نقطه هــای Z ،Y ،X و W را روی ضلع هــای 
چهارضلعی دلخواه PQRS چنان تعيين كنيد كه:

PZ=PW، QW=QX، RX=RY، SY=SZ

PA+PB=PD+DC+CP شکل 2. اثبات

PA+QC+RB=AQ+CR+PB شکل 3. اثبات

PX=PZ، QX=QY ، RY=RZبه طوری كه Z و Y، X شکل ۴. تعيين

PQR برابر است با 
∆

شکل 5. محيط 

 PDI
∆

 ، QFE
∆

، RHG
∆

مجموع محيط های 

PQ+RS=QR+SP شکل 6. اثبات
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شکل7. تعيين Z.Y.X.W به طوری كه: 
PW QX RY SZ WQ XR YS ZP+ + + = + + +

شکل 7 نشان می دهد كه مسئلة 7 هميشه قابل حل نخواهد بود.
روش پنجمی برای طرح یک مســئلة ریاضــی، در نظر گرفتن 
عکس نتایج قبلی است. برای مثال عکس مسئلة 6 به قرار زیر است:

مســئلة 8. اگر مجموع طول های هر جفــت از اضلاع مقابل 
یک چهارضلعی محدب برابر باشند، آن گاه می توان دایره ای در این 

چهارضلعی محاط كرد.

اثبات. ابتدا دایره ای در چهارضلعی داده شده محاط می كنيم، 
به طوری كه بر سه ضلع از این چهارضلعی مماس شود. سپس دایرة 
دیگــری بر ضلع چهارم و دو تــا از اضلاع قبلی مماس می كنيم. دو 
 نمونه در شکل 8 نشــان داده شــده اند. بخش های غيرمتداخل با

 e ،d ،c ،b ،a و f و اضلاع با y ،x و w و z مشخص شده اند.
چون: w+y=x+z، در هریک از دو شکل خواهيم داشت:

(a+d)+(b+c)=(a+e+b)+(c+f+d)
با ساده سازی داریم: e+f=۰ بنابراین: e=f=۰ در نتيجه دو دایره 

یکسان هستند كه اثبات را تکميل می كند.
در حل مسئلة 8، ما دو دایره را در یک چهارضلعی در نظر گرفتيم. 
حالا اگر دو دایره توســط یک خط مورب مجزا جدا شوند، چه پيش 

خواهد آمد؟ ممکن است دو دایره بر این خط مورب، مماس باشند.

m=b-c=(a+b)-(a+c)=x-y
یعنی نتيجة زیر را داریم:

مسئلة 9. اگر دایره هایی كه در دو مثلث به وجود آمده، توسط 
یک قطر و دو ضلع مجاور یک مســتطيل محاط شده باشند؛ طول 
قطعة ميانی )قطر( با تفاضل یک جفت از اضلاع مجاور مســتطيل 

برابر است.

در طرح مســئله ابتدا نمی خواهيم خيلــی كلی برخورد كنيم، 
بنابراین یک مستطيل مانند آنچه در شکل 9 نشان داده شده است، 

با شرط x<y ، در نظر می گيریم. 
چون: m+c=b، بنابراین:

از آنجا كه از هيچ یک از خواص زاویة قائمه در مسئلة 9 استفاده 
نشده است، ما می توانيم »متوازی الاضلاع« را به جای »مستطيل« 
بــرای به دســت آوردن آنچه كه ظاهراً یک مســئلة تــازه به نظر 
می رســد، جایگزین كنيم. آیا در ادامه می توانيم »ذوزنقه« یا بعضی 
چندضلعی های دیگر را بــا »متوازی الاضلاع« جایگزین كنيم؟ این 

سؤال در پيشنهاد بعدی پاسخ داده می شود.

مســئلة 10. نقطه هــای z ،y ،x و w طول هــای اضلاع یک 
چندضلعی محدب دلخواه هستند؛ همانند آنچه در شکل 1۰ نشان 
داده شده است. فرمولی برای m برحسب اضلاع z ،y ،x و w بيابيد.

با استفاده از قضية اصلی مان در مورد مماس ها داریم:
e=f+m، b=c+m

e فرض می شود(. این  f≥  ، b c≥ )توجه كنيد كه در شــکل 
تســاوی ها می توانند به صورت m=e-f و m=b-c دوباره نویسی شوند. 

بنابراین:
2m=(e-f)+(b-c)=(e+b)-(f+c)=(e+d+b+a)-
         (f+a+c+d)=(z+x)-(w+y)

در نتيجه:
x z w ym + +

= −
2 2

توجه كنيد كه اگر در شکل m ،1۰ برابر صفر باشد، آن گاه:
w+y=x+z

x z w ym + +
= −

2 2
شکل 1۰. اثبات 

m=x-y شکل 9. اثبات

e=f=۰ شکل 8. اثبات

.
.

. .

.

.
c

a

d

d

z

e

f

b

b

y

c

a

w

x (a)

b

.
.

.

.
a

a

c

c

a

a

y
m

b

x

. ..
.

. .
x

y

b

c
cz

ea

w

a

d

d

f

b

.

.

.

.

.

.

.

. Q

X

R
Y

S

W
P   

(b)

. .

..
.

.
c

a

ddz

e

x

f

b

y

c

a m

f

W

رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 2/ زمستان 3۴1399



بنابراین ما به صورت »تصادفی« مســئلة پيشــنهادی دیگری 
را كشــف كرده ایم. چون مطالب تصادفی طبق تعریف بدون طرح 
قبلی هســتند، ما نمی توانيم از ایــن رویکردها به عنوان روش های 
قابل اعتماد برای طرح مســئله استفاده كنيم؛ ولی می خواهيم در 
مورد فرصت ها هوشــيار باشــيم )به عنوان مثال، ضدیخ به صورت 

تصادفی كشف شد(. پيشنهاد ما به شرح زیر است:
مسئلة 11. اگــر دایره های محاطی در دو مثلث به وجود آمده 
توســط قطر یک چهارضلعی بر هم مماس باشــند، آن گاه دایره ای 
می تواند در این چهارضلعی محاط شــود و برعکس. با ساده ســازی 

شکل 1۰ پيشنهاد دیگری خواهيم داشت:

مســئلة 12. اگر AC بزرگ ترین ضلع در مثلث ABC باشد، 
نقطة D را بيرون مثلث ABC طوری مشخص كنيد كه:

AB+CD=AD+BC

ترتيب داریم: n=m. بنابراین ما به مسئله 13 می رسيم:
مســئلة 13. فرض كنيد 1، 2، 3 و ۴ چهــار دایرة متداخل 
محاط در مثلث های به وجود آمده توسط قطر و دو ضلع متوالی یک 
چهارضلعی محدب باشــند )مانند شکل m .)12 و n را طول قطعة 
ميانی قطر بين نقطه های تماس دایره های مماس بر همان قطر در 

.n=m :نظر بگيرید. ثابت كنيد

همان طور كه خواننده می تواند تشخيص دهد، مسائل پيچيده تر 
شده اند. بنابراین طراح مسئله ممکن است بخواهد در جهت دیگری 
كار كند. برای مثال، كدام یک از مســائل قبلی همتای متناظری در 

موارد زیر دارد؟
1. چهارضلعی های غيرمحدب )مقعر(؛

2. پنج ضلعی و شش ضلعی های محدب و مقعر؛
3. كره ها و چندوجهی ها؛

۴. قضيه: »اگر از نقطه ای خارج دایره، دو قاطع بر دایره رســم 
شــوند، آن گاه حاصل یکی از ایــن قاطع ها و بخش بيرونی اش برابر 

است با حاصل قاطع دیگر و بخش بيرونی اش.«
در طرح این مســائل ما از تکنيک هایی اســتفاده كرده ایم كه 
به طور خاص برای حل مسئله مفيد هستند؛ برای مثال: حالت های 
خاص، تعميم، مســائل مرتبــط، تقارن، معکوس هــا، نمادگذاری 
مناسب، تصادف، نتایج قبلی، شــکل های مفيد، بازگشت به عقب، 

الگوها و غيره.

m=n شکل 12. اثبات

D شکل 11. تعيين نقطة

پی نوشت
٭لريهوهن،استادریاضيورایانهدردانشگاهایالتي
آستینپيدركلاركسویلاست.اوعلاقةخاصيبه
هندسه،تئوريعددها،حلمسئلهوشجرهنامهدارد.
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ابتــدا دایره ای در مثلث ABC در شــکل 11 محاط می كنيم. 
فرض كنيد P نقطة تماس با ضلع AC باشــد. در P دایره ای خارج 
از مثلث ABC، ولی مماس بر AC می ســازیم. از A و C مماســی 
 D بر این دایره رســم می كنيم و آن ها را ادامه می دهيم تا در نقطة
یکدیگر را قطع كنند. اگر این مماس ها موازی باشــند، آن گاه دایرة 
كوچک تری تضمين می كند كــه آن ها در نقطة D یکدیگر را قطع 
می كنند؛ مانند آنچه در شکل 11 نشان داده شده است، در حالی كه 
دایره ای بزرگ تر به یک چهارضلعی غيرمحدب منجر می شود )به جز 

یک استثنا(. در مسئلة D ،11 یک نقطة مطلوب است.

روش دیگر برای طرح مسئله، بهره گیری از »تقارن« در 
یک مسئلة طرح شده است. برای مثال، در مسئله و شکل 1۰، ما 
می توانيم از قطر دیگری از چهارضلعی استفاده كنيم )شکل 12( و 

به دست می آید. بدین  (x z) (w y)n + +
= −

2 2
به طور مشابه

همة آنچه كه یک نفر نیاز دارد 
براي آنکه طراح مسئله شود، 
حل كنندة  كه  است  این  اول 
فرایند  دو  این  باشد.  مسئله 
هســتند. تفکیک ناپذیــر 
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مســير تدریس می تواند جذاب یا خسته كننده باشد. این 
حقيقت مســتقل از محتوای آموزشی اســت. همة ما تجربة 
یادگيری با استفاده از فناوری های جدید را داشته ایم؛ به ویژه 
در موقعيت فعلی كه به دليل شيوع بيماری، مجبور به استفاده 
از ابزارهای آموزش مجازی شــده ایم. پس این تجربه برای ما 
حاصل شــده است كه شــيوة ارائة موضوع می تواند بر ميزان 
اشتياق ما به یادگيری آن بسيار تأثيرگذار باشد. اگر یک سال 
پيش كسی قصد داشت شيوة استفاده از زیرساخت های ارائة 
»سمينار مبتنی بر وب«1 را به ما یاد بدهد، برایمان ناملموس، 
بيهوده، خسته كننده و ناكارآمد جلوه می كرد. اما وقتی مسئلة 
نياز به شــيوه های آموزش مجازی ایجاد شــد، یادگيری این 

روش ارائه، جذاب و دوست داشتنی جلوه كرد.
نکتة مهم همين اســت كه فرایند آمــوزش نباید با »یاد 
دادن« آغاز شود. بحث من بر سر محتوای آموزشی نيست. با 
محتوایی یکســان می توان مسير را از یاد دادن آغاز كرد و به 
حل مسئله رسيد )كه نامناسب است(. یا اینکه از طرح مسئله 
شــروع كرد و ســپس نياز به یادگيــری را به وجود آورد )كه 

می تواند بسيار دلپذیر باشد(.
اگر فرایند یادگيری شيوه های آموزش مجازی با یاد دادن 
زیرســاخت های ارائة سمينار مبتنی بر وب در مهرماه 1398 
آغاز می شد، به هيچ نقطة اميدواركننده ای ختم نمی شد. اما 
اكنون كه مســئله نياز به آموزش مجازی ایجاد شده، همان 
محتوا در مهرماه 1399 با اشتياق بيشتری برای یادگيری بين 

معلمان مواجه شده است.
دانش آموزان ما نيز احساســی مشابه ما در برخورد با امر 

یادگيری دارند. مسير آموزش باید با طرح مسئله آغاز شود و 
به یادگيری ختم شــود. این نکتة طلایی مستقل از آن است 
كه محتوای آموزشی چه باشد. اجازه دهيد با مثالی ساده در 

سطح دبستان این حقيقت را روشن تر سازم:
فرض كنيد قرار است شــما به عنوان یک معلم دبستان، 
مفهوم كوچک ترین مضرب مشــترک دو عدد را به شاگردان 
خود آموزش دهيد. محتوای آموزشــی مورد نظر شما كاملًا 
مشخص است. اكنون برای تدریس این محتوا شما می توانيد 

دو رویکرد داشته باشيد:
رویکرد اول این اســت كه مفهــوم كوچک ترین مضرب 
مشــترک را به دانش آموز خود بگویيــد، او را با اصطلاحات 
كوچک ترین، مضرب و مشــترک آشــنا ســازید، مثال های 
متنوعــی را از محاســبة ک م م برای عددهای ریز و درشــت 
برایش روشــن ســازید و در نهایت با این سؤال هميشگی او 
مواجه شــوید كه؛ »بسيار خب، ولی این مطالب به چه دردی 
می خورد؟« و نهایتاً در مواجهه ای انفعالی در برابر این تهاجم 
وی پاســخ دهيد: »خيلی به درد می خــورد! می توانيم با این 
مطالبی كه به شما درس دادم، ک م م دو عدد خيلی بزرگ را 

به دست بياوریم!«
مطمئن باشيد شاگرد شما با این پاسخ قانع نخواهد شد و 

جذابيتی را در یادگيری این محتوا حس نخواهد كرد.
رویکرد دوم این است كه آموزش این محتوا را با مسئله ای 
آغاز كنيد. بهتر اســت این مسئله، موضوع روز باشد و شاگرد 
شما در زندگی خود آن را حس كرده باشد. بيایيد موضوع این 
روزهای جهان را به محتــوای ک م م ارتباط دهيم. نباید كار 

مجید  میرزاوزیری
عضو گروه ریاضی محض و گروه مهندسی كامپيوتر دانشگاه فردوسی مشهد

نکتة مهم همین 

است كه فرایند 

آموزش نباید با »یاد 

دادن« آغاز شود
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ســختی باشد. داستان زیر را كه مرتبط با یک مسئلة المپياد 
ریاضی قدیمی است، در نظر بگيرید.

شیوع بیماری در باغ دانایی
روزگاری در یک باغ، افراد دانشمندی زندگی می كردند. 
آن ها ادعا می كردند كه می توانند با مطالعه و پژوهش، راه حل 
بســياری از مشــکلات را بيابند. تا اینکه روزی ویروس یک 
بيماری وارد باغ شد و افرادی به آن مبتلا شدند. مقاومت بدن 
افراد در برابر این ویروس، متفاوت بود و در نتيجه، هر كســی 
چند روزی به بيماری مبتلا می شــد و پس از آن بهبود پيدا 
می كرد. مثلًا ممکن بود این دوره برای یک نفر سه روز و برای 

دیگری هشت روز باشد.
بنا بر یک رســم قدیمی، افراد باغ معتقد بودند: كسی كه 
بهبود پيدا كرده، باید به عيادت كســانی برود كه هنوز بيمار 
هستند. آن ها می دانســتند كه با رعایت این رسم، دوباره به 
بيماری مبتلا می شوند، اما چاره ای نداشتند. به هر حال یک 

راه و رسم اجدادی بود و نمی شد آن را نادیده گرفت.
به این ترتيب، مثلًا اگر فقط دو نفر در باغ حضور می داشتند 
كه یکی سه روزه بهبود پيدا می كرد و دیگری هشت روزه، آن گاه 
اولی در روز ســوم بهبود پيدا می كرد و با عيادت از دوستش 
مجدداً بيمار می شد و دوباره در روز ششم بهبود پيدا می كرد و 
مجدداً بيمار می شد. اما دوستش كه در روز هشتم بهبود پيدا 
كرده بود، به عيادت او می آمد و مجدداً بيمار می شد و این كار 

ادامه پيدا می كرد. بنابراین اولی در روزهای
3,6,9,12, ...

و دومی در روزهای 
8,16,2۴,32, ...

بهبود می یافت. مسئله این بود: با رعایت این رسم قدیمی، 
آیا قــرار بود بيماری تا ابد ادامه پيدا كنــد، یا اینکه بالاخره 

روزی فرا می رسيد كه همة ساكنان باغ بهبود پيدا كنند؟
بله! درســت حدس زدید! در روز بيســت  وچهارم هر دو 
نفــر به طور هم زمان بهبود پيدا می كردند و بيماری در باغ به 
پایان می رسيد! آیا برای تعداد افراد بيشتر و روزهای بهبودی 

متفاوت هم می توان نظری ارائه داد؟
به این ترتيب، احتمالاً لحظه ای فرا می رســد كه شاگرد 
شــما با درک این مســئله، به مفهوم مضرب مشــترک پی 
ببرد. اگر چنين شــود، شما با شاگردتان وارد یک بازی مانند 
پينگ پونگ شــده اید كه با هر ضربه از سوی شما، پاسخی از 

طرف وی صادر می شــود و در نتيجه، فرایند آموزش جذاب 
می شود.

داستان می تواند به این شکل ادامه پيدا كند:
برخی از دانشــمندان در حال تحقيق برای یافتن واكسن 
بيماری بودند. اما متأســفانه واكسنی كه ساخته بودند، فقط 
یک روز اثر داشــت. علاوه بر آن، به قدری گران بود كه فقط 

یک نفر می توانست برای یک روز از آن استفاده كند.
اكنون مسئله این بود كه: آیا واكسن زدن این شخص )كه 
به بقيه افراد فکر نمی كرد(، باعث می شــد كه بيماری زودتر 
تمام شــود یا دیرتر؟ اصولاً آیا ممکن بــود كه بيماری تا ابد 

ادامه پيدا كند؟
حال ایــن حالت را در نظر بگيرید كه فقط دو نفر در باغ 
باشــند كه اولی ۴ روزه بهبود پيدا می كند و دومی 12 روزه. 
اگر هيچ كدام از آن ها واكســن نزنند، در روز دوازدهم هر دو 
بهبود پيدا می كنند و بيماری به پایان می رســد. اما اگر اولی 
)بدون نگرانی از وضعيت ســلامتی دوستش( واكسن گران با 
كارایی یک روزه را بخرد و در روز اول اســتفاده كند، آن گاه او 

در روزهای 
1, 5, 9, 13, 17, ...

بهبود می یابد و دومی در روزهای
 12, 2۴, 36, ۴8, ...
دارای سلامتی اســت. توجه كنيد كه روزهای مربوط به 
اولی، عددهای فرد هستند و برای دومی روزهای زوج. بنابراین 

هرگز بيماری به پایان نخواهد رسيد.
در اینجا ممکن اســت شــاگرد شما بپرســد: اگر اولی 
نگران سلامتی دوســتش نيست، چرا به عيادت وی می رود؟ 
یک پاســخ می تواند این باشــد كه گرچه وی نگران سلامتی 
دوستش نيست، ولی بدون تفکر، از یک رسم قدیمی تبعيت 

می كند؛ بدون آنکه متوجه عواقب آن باشد!
مطمئن باشــيد شاگردان شما آموزشی را می پسندند كه 
با مسئله ای آشنا شروع شود و به یادگير ی بينجامد. هميشه 
برای هر محتوایی می توان داســتانی مناسب را سر هم كرد، 
به طوری كه ماجرای آموزش با مســئله آغاز شود. سعی كنيم 
هميشه در تدریس خود به دنبال مسئله های آغازگر مناسب 
باشيم. تدریس مسئله محور سخت نيست، اگر در جست وجوی 
داستان خوبی باشيم كه حکایت یادگيری را برای شاگردانمان 

مرموز و ماجراجویانه كند.

پی نوشت 
1. web-based seminar

تدریس مسئله محور سخت نیست، اگر در جست وجوی داستان خوبی باشیم 
كه حکایت یادگیری را برای شاگردانمان مرموز و ماجراجویانه كند
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مســئله: حجم چهاروجهي محدود به صفحه هاي مختصات و 
x را بيابيد. y z+ + صفحة 1=

یگانه: انتگــرال  یگانه راه مناســبي براي محاســبة حجم این 
چهاروجهي در اختيــار ما قرار مي دهد. در اینجا مســئله را با روش 
»برش« )شکل 1( كه به محاسبة انتگرال یگانة ساده اي منجر مي شود، 

حل مي كنيم.

در شــکل 1 واضح اســت كه صفحة ثابت z= c )موازي صفحة 
 DEF قطع مي كند و DEF را در ناحية OABC چهاروجهــي )xoy

x و  z= −1 یک مثلث قائم الزاویه و متساوي الســاقين به ضلع هاي 
) است. z)− 21 1

2
y و مساحت  z= −1

لذا:
v ( z) dz ( z)= − = − − =∫

1 2 3 1
00

1 1 11 1
2 6 6

دوگانــه: بــا توجــه بــه شــکل 2 واضــح اســت كــه: 

 و در آن، R ناحية مثلثي شــکل سایه دار 
R

v ( x y)dA= − −∫∫ 1
اســت كه در صفحة xoy به خط هــاي x=۰ و y=۰ و x+y=1 محدود 
شده است و A مساحت ناحية R به ازاي هر افراز ناحية R با خط هاي 

موازي با محورهاي مختصات است.     
بنابراین:

x
x

v dx ( x y)dy ( ( x)y y )dx

( x) dx ( x)

−
−  = − − = − − =  

− = − − =

∫ ∫ ∫

∫

1
1 1 1 2
0 0 0

0

1 2 3 1
00

11 1
2

1 1 11 1
2 6 6

تذكر: اگرf(x,y)=1  را اختيار كنيم، در این صورت انتگرال دوگانة 
 دقيقاً همان مساحت ناحية مثلثي شکل R خواهد بود؛ زیرا:

R

dA∫∫
x

dx dy ( x)dx

( x)

−
= − =

− − =

∫ ∫ ∫
1 1 1

0 0 0

2 1
0

1

1 11
2 2

دوگانه: چهاروجهي جســمي سه بعدي اســت و از بالا به رویه 
 z (x, y)= ϕ =1 0 z و از پایيــن بــه  (x, y) x y= ϕ = − −2 1

محدود اســت. ناحية  بســته و محــدود R در صفحــة xoy داراي 

 اســت و مي دانيــم كه رابطة 
R

f (x, y)dxdy∫∫ انتگــرال دوگانة 
z معادلة یک سطح در دستگاه كارتزین  (x, y) x y= ϕ = − −2 1

اســت. مرز ناحية بستة R منحني بســته اي مانند C را بر این سطح 
مشــخص مي كند، به طوري كه تصویر منحني C همان مرز R است. 

بنابراین:
x

x x

v ( (x, y) (x, y))dxdy

( x y)dxdy ( ( x y)dy)dx

( x x )dx ( x x x )

−

− −

= ϕ −ϕ

= − − = − −

= − + = − + = − + =

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

1 1
2 10 0

1 1 1 1

0 0 0 0

1 2 2 3 1
00

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 6 2 2 6 6

حل یك مسئله با استفاده از

y

x

O

z

R 1

1

1

x+y=1

x+y+z=1

x

z

C

A

E
F

D

B

y

O

1

1

1

x+
z=

1

y+
z=

1

x+y=1 شکل1

شکل2
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علی اكبر جاویدمهر

دبير ریاضی استان قم



 f (x, y, z) سه گانه: با در نظر گرفتن شکل 2 فرض كنيم: 1=

 z f (x, y) x y= = − −1 و   

منبع
حســاب دیفرانسيل و انتگرال و هندسه تحليلي 
جدید، سيلورمن، جلد سوم: كاربرد انتگرال هاي 

مضاعف، ص 1۰11 و ص 1۰58.

A
B

O

C 1

11

x
y

z

z+y=1
شکل3

OA ( , , ),OB ( , , ),OC ( , , ),

AB ( , , ),AC ( , , )

i j k
AB AC i j k

AB AC ( , , )

V OA.(AB AC)

( ) ( ) ( )

= = =

= − = −

× = − = − + ⇒
−

× = −

= ×

= + − + =

1

10 0 0 10 0 0 1
110 10 1

1 1 0
1 0 1

1 11

11 0 1 0 1 1

  

 

  

    

 

  حجم متوازی السطوح        

عموماً محاسبة انتگرال ســه گانه به محاسبة سه انتگرال ساده و 
متوالي و یا یک انتگرال دوگانه و یک انتگرال ساده منجر مي شود.

| |O( . . ) h ,

ah ,a

+ + −
⇒ = = =

+ +

′ = =

2 2 2

0 0 0 1 1 30 0 0
331 1 1

3 2
2

ABC ارتفاع مثلث

ABC ABC

ABC

ah ' , S S

, V h.s V

= = ⇒ =

= = ⇒ = × × =

22 3 3
2 4

2 3 3 1 1 3 3 1
4 2 3 3 3 2 6

روش چهارم: 
)A كنج  , , ), B( , , ) , C( , , )10 0 0 10 0 0 1 بــا توجه به شــکل 3: 
 x+y+z=1 با معادلة ABC قائمه اســت و صفحة مثلث OABC

قاعدة هرم )چهاروجهي( را مي سازد. مثلث ABC متساوي الاضلاع 
 BC AC AB= = = + =2 21 1 است و اندازة هر ضلع آن 2

( است. AB ( ) ( ) ( )= − + − + − =2 2 21 0 0 1 0 0 2 )یا 
اگــر h را ارتفاع هرم فرض كنيم كــه از رأس O بر قاعده )یعني 
مثلث ABC( رسم مي شود، اندازة فاصلة O از صفحة مثلث AB مقدار 

h خواهد بود.

با توجه به اینکه:
،OA.(AB AC) OA.OB. OC OA.(OB.OC)× = =
        

V1 را مي توان از دترمينان زیر هم حساب كرد:


v OA.OB.OC

v v v

= = = ⇒

= ⇒ = × =

1

1

1 0 0
0 1 0 1
0 0 1

1 1 11
6 6 6

  

تمرین: حجم جسم محدود به رویه هاي زیر را حساب كنيد.

x y z , x , y , z
a b c
+ + = = = =1 0 0 0

abcv =
6

جواب: 

x x y x y

x x

x x y x

x

v dzdydx, dz x y

( x y)dy (y xy y )

x x v ( x x )dx

v ( x x x)

v dxdydz ( ( x y)dy)dx

(y xy y ) dx

− − − − −

− −

− − − −

−

= = − −

⇒ − − = − −

= − + ⇒ = − + ⇒

= − + = − + =

= = − −

 = − −  

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

1 1 1 1

0 0 0 0
1 2 1

00

12 2
0

3 2 1
0

1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

2 1
0

1

11
2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
6 2 2 6 2 2 6

1

1
2

v ( x x )dx

( x x x )

⇒ = − + =

− + = − + =

∫

∫

1

0

1 2
0

2 3 1
0

1 1
2 2

1 1 1 1 1 1 1
2 2 6 2 2 6 6

یا:
روش پنجم، استفاده از ضرب خارجي بردارها:

حجم هرم OABC كه كنج OABC قائمه نيز هست )در حالت 
كلي لازم نيست قائمه باشد(، با استفاده از حجم متوازي السطوح نيز به 

دست مي آید:
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بررسي فصل مشتق از كتاب 
حسابان 2 از نظر انطباق با سند

یاسمن محمدي
دانشجوي كارشناسي آموزش ریاضي دانشگاه فرهنگيان 
پردیس شهيد هاشمي نژاد مشهد
سمیه قبدیان
كارشناسي ارشد ریاضي و دبير ریاضي ناحيه دو مشهد

چکیده
در برنامة درســي ملي جمهوري اســلامي ایران، اصول ناظر بر برنامه هاي درسي، 11 مورد ذكر شده 
اســت: دین محوري، تقویت هویت ملي، اعتبار نقش یادگيرنده، اعتبار نقش مرجعيت معلم، اعتبار نقش 
پایــه اي خانواده، جامعيت، توجه بــه تفاوت ها، تعادل، یادگيري مادام العمر، جلب مشــاركت و تعامل، و 
بالاخره یکپارچگي و فراگيري. در این نوشته، به برخي از این اصول در یک فصل از كتاب درسي حسابان2 
)فصل مشــتق( توجه كرده و مصداق هایي از این اصول را در فصل مورد بحث از كتاب درســي آورده ایم. 
زیرا در نظام هاي آموزشي متمركز، آنچه كه مبناي عمل و مرجع تمام معلمان در كلاس درس محسوب 
مي شود، كتاب درسي است و قبل از هر اقدامي در راستاي سند تحول بنيادین آموزش وپرورش، لازم است 
محتواي كتاب و فرایندهاي آموزشي به كار گرفته شده در آن، منطبق با سندهاي بالادستي باشد. در این 
مقاله محتواي فصل مشــتق از چاپ اول كتاب درسي حسابان 2 )1397( با توجه به ۴ اصل از 11 اصل 
بيان شده در سند برنامة درسي مورد بررسي قرار گرفت و مشاهده شد كه این اصول مدنظر نویسندگان 

كتاب بوده است و به آن ها توجه كافي مبذول داشته اند.

كلیدواژه ها: برنامة درســي ملي جمهوري اســلامي ایران، اصول ناظر بر برنامه هاي درســي، كتاب 
حسابان 2

مقدمه
»گذشــت زمان، افزایش دانش فني در زمينة طراحي و توليد برنامة درســي و انباشــت تجربيات مفيد و انجام 
پژوهش هــا و مطالعات داخلي و تطبيقي، ضرورت و امکان تدوین برنامة راهبردي و جامع را براي ســامان دهي بهينة 
برنامة  درسي و توليد محتواي آموزشي در دوره ها و سطوح متفاوت یادگيري به ضرورت انکارناپذیر بدل كرده است )از 
پيشگفتار برنامة درسي ملي(. به همين لحاظ، تدوین سند تحول بنيادین آموزش وپرورش به مثابه قانون اساسي براي 
تحولات همه جانبه در دستور كار قرار گرفت و به تبع آن، تدوین سند برنامة درسي ملي به عنوان یکي از زیرنظام هاي 
اصلي این ســند به منزلة نقشة جامع یادگيري، زمينة ایجاد تحول همه جانبه، گسترده و عميق در مفاهيم و محتواي 
آموزشــي را فراهم آورد كه برنامة درســي ریاضيات مدرســه اي نيز از این قاعده مستثنا نيست. در این راستا، بررسي 

رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 2/ زمستان ۴۰1399

برنامة درسي ملي
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تطبيقي محتواي كتاب هاي درسي ریاضي با اسناد بالادستي اهميت ویژه اي پيدا مي كند.

اصول ناظر بر برنامة  درسي
در ســند برنامة درسي ملاک ها و معيارهایي براي برنامة درسي و محتواي آموزشي آن بيان شده اند كه عبارت اند 
از: 1. دین محــوري؛ 2. تقویت هویت ملي؛ 3. اعتبار نقــش یادگيرنده؛ ۴. اعتبار نقش مرجعيت معلم؛ 5. اعتبار نقش 
پایــه اي خانواده؛ 6. جامعيت؛ 7. توجه به تفاوت ها؛ 8. تعادل؛ 9. یادگيري مادام العمر؛ 1۰. جلب مشــاركت و تعامل؛ 

11.یکپارچگي و فراگيري.
این اصول به طور هماهنگ و درهم تنيده در سياســت گذاري برنامه ریزي و مدیریت برنامه هاي درسي و تربيتي از 
ســطح ملي تا سطح مدرسه مورد نظر اســت )سند برنامة درسي ملي، صفحه هاي 9، 1۰ و 11(. در این نوشته، چهار 
مورد از این اصول، یعني موارد 2، 3، 5 و 8، از فهرســت فوق بررســي و مصداق هاي آن ها در فصل »مشــتق« كتاب 

حسابان 2 بيان مي شود. )تصویر 1(

تقویت هویت ملي
برنامه هاي درســي و تربيتي بایــد زمينة تقویت و پایداري هویت ملي را با تأكيد بــر تعميق باورها و ارزش هاي 
اســلامي، فرهنگ و تمدن اسلام و ایران، زبان و ادبيات فارســي، ارزش هاي انقلاب اسلامي، ميهن دوستي، وحدت و 

انسجام فرهنگي، استقلال ملي و هم بستگي اسلامي فراهم آورد )سند برنامة درسي ملي، صفحة 9(.
در این فصل، تصویرها و مطالب در ارتباط كامل با فرهنگ و تمدن اســلامي ایراني هســتند. آوردن تصویرهایي 
از پيشــرفت كشورمان در صنعت راه ســازي و پایگاه فضایي امام خمیني )ره(، به دانش آموزان حس افتخار و شعف 

مي دهد و برایشان اميدبخش و شورانگيز است. نمونه هایي از این تصویرها را ملاحظه مي كنيد:

همچنيــن، آمدن تصویرهاي زیبــا از طبيعت ایران به تقویت هویت ملي و ميهن دوســتي در دانش آموزان منجر 
مي شود. )تصویر 2 و 3(

 :1
یر 

صو
ت

71
حة 

صف
 ،2

ن 
ابا

س
 ح

ب:
كتا

 :2
یر 

صو
ت

102
حة 

صف
 ،2

ن 
ابا

س
 ح

ب:
كتا

برنامه هاي درسي و 
تربیتي باید زمینة تقویت 

و پایداري هویت ملي 
را با تأكید بر تعمیق 
باورها و ارزش هاي 
اسلامي، فرهنگ و 

تمدن اسلام و ایران، 
زبان و ادبیات فارسي، 

ارزش هاي انقلاب 
اسلامي، میهن دوستي، 

وحدت و انسجام 
فرهنگي، استقلال ملي 

و هم بستگي اسلامي 
فراهم آورد



برنامه هاي درسي و تربیتي باید به نقش 
فعال، داوطلبانه و آگاهانة دانش آموز در 
فرایند یاددهي یادگیري و تربیت پذیري 
توجه كند و زمینة تقویت و توسعة روحیة 
پرسشگري، پژوهشگري، خلاقیت و 
 كارآفریني را در وي فراهم سازد
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یکي از مهم ترین هدف هاي آموزش ریاضي، آموزش و همچنين تمرین و تقویت انواع تفکر است. در این راستا در 
بعضي از مراحل، مثلًا صفحة  76)تصویر 5( از دانش آموزان خواسته شده است كه پاسخ سؤال را حدس بزنند. این كار 

موجب تفکر خلاق دانش آموزان مي شود.

اعتبار نقش یادگیرنده
برنامه هــاي درســي و تربيتي باید به نقش فعال، داوطلبانه و آگاهانة دانش آمــوز در فرایند یاددهي یادگيري و 
تربيت پذیري توجه كند و زمينة تقویت و توســعة روحية پرسشــگري، پژوهشگري، خلاقيت و  كارآفریني را در وي 

فراهم سازد )سند برنامة درسي ملي، صفحة 9(.
در این جهت، فصل مشــتق حســابان 2 به گونه اي طراحي شده كه شــوق و علاقه به آموختن را در دانش آموز 
برمي انگيزد. چرا كه در این فصل از ذكر مثال ها و تمرین هاي  خشــک و بي محتوا پرهيز شــده اســت و بسياري از 
تمرین هاي این فصل به كاربردهاي مشــتق و همچنين رابطة آن با محيط پيرامون اشــاره دارد. از این نظر، ميل و 

رغبت به آموختن را در آنان ایجاد مي كند. )براي مثال، صفحه هاي 1۰3، 1۰5، 1۰7 و ...(.
در فراینــد بيان درس در كتاب، به طور ویژه به اهميت فعال بودن دانش آموز حين درس و فرایند تدریس توجه 
شده است. مثلًا، براي تجربة لذت كشف كردن و همچنين تمرین كار گروهي و برقراري تعامل با سایر دانش آموزان، 
در بعضي از مطالب مانند فعاليت صفحه هاي 8۴ و 85، از دانش آموزان خواســته شده است كه ابتدا خودشان براي 
یافتن پاســخ ســؤال تلاش كنند و سپس حاصل كار خود را با كار دوستانشــان مقایسه كنند. این امر از یک طرف 
كلاس را از معلم محور بودن و تدریس یک طرفه به سمت دانش آموز محوري هدایت مي كند، و از طرف دیگر باعث 
مي شود، دانش آموز پاسخ دوستانش را بشنود و با دوستانش در آن مورد صحبت كند كه خود تمریني براي افزایش 

مهارت فرایندي گفتمان ریاضي است.
طراحي این فصل در بسياري از مراحل به گونه اي است كه دانش آموز غالباً خودش باید به دنبال پاسخ سؤال ها 
باشــد. اثبات ها نيز طوري طراحي شــده اند كه در اغلب موارد، تمام مراحل آن ها مســتقيماً ارائه نمي شــوند، بلکه 
دانش آموز وادار مي شود در مورد آن ها بيندیشد و اثبات را كامل كند. كلًا بخش هاي متفاوت فصل، به دانش آموزان 
در حد راهنمایي كمک مي كند، به طوري كه جرقه اي در ذهن دانش آموزان ایجاد شود. یک نمونة مصداق این مطلب 

را مي توان در كار در كلاس ابتداي صفحة 8۰ مشاهده كرد. )تصویر/۴(
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برنامه هاي درســي و تربیتي باید زمینة كسب شایستگي ها و مهارت هاي لازم براي استمرار و 
معنادار شدن یادگیري و پیوستگي تجربه هاي یادگیري را در زندگي براي دانش آموزان تأمین كند

۴3 رشد آموزش ریاضی/ دورۀ سی و هشتم/ شمـــارۀ 2 / زمستان 1399

همچنين در بعضي قسمت ها، مانند فعاليت صفحة 8۴، از دانش آموزان مي خواهد جواب هاي خود را با جواب هاي 
دیگران مقایسه كنند. بدین ترتيب دانش آموزان را به سوي تفکر انتقادي سوق مي دهد.

تعادل
برنامه هاي درســي و تربيتي باید زمينة كســب شایســتگي ها و مهارت هاي لازم براي استمرار و معنادار شدن 
یادگيري و پيوستگي تجربه هاي یادگيري را در زندگي براي دانش آموزان تأمين كند )سند برنامة درسي، صفحة 1۰(

در این فصل مي توان نشانه اي از تعادل در برنامة درسي و پایبندي به اهداف و محتوا را مشاهده كرد. براي مثال، 
در صفحه هاي 89 و 93 (تصویر 6) حد و مرز ارزشيابي و هدف كتاب به طور دقيق مشخص شده است. این امر باعث 

آگاهي دانش آموزان و معلم مي شود.

همچنين، مباحث این فصل به طور كاملًا قابل فهم هستند؛ به گونه اي كه از تمرین ها  و مثال هاي ساده شروع شده 
و كم كم به سمت مسائل اصلي پيش رفته اند. در این فصل از ذكر مفاهيم مجرد، به گونه اي كه براي دانش آموز غيرقابل 
فهم باشــد، پرهيز شده است. به علاوه، ســاحت هاي مختلف نيز در نظر گرفته  شده اند. مثلًا مفاهيم مهم در كادرهاي 
سبز رنگ قرار گرفته اند كه از نظر روان شناسي رنگ سبز باعث آرامش مي شود. پس مي توان گفت: در این فصل از نظر 

ساحت رواني تدابيري اندیشيده شده است.

اعتبار نقش پایه اي خانواده
برنامه هاي درسي و تربيتي باید ضمن تقویت بنيان خانواده و تحکيم مناسبات خانوادگي و صلة رحم، زمينة كسب 
شایســتگي ها و مهارت هاي لازم را براي تشکيل و مدیریت خانواده مبتني بر ارزش ها و معارف الهي و تعميق آداب و 

سبک زندگي اسلامي - ایراني دانش آموزان فراهم آورند )سند برنامة درسي ملي، صفحة 1۰(.
با توجه به شــرایط كنوني و تهاجم فرهنگي كه بر كشــور ما ســایه افکنده اســت، اهميت توجه به این اصل دو 
چندان مي شــود. ميل به تشــکيل خانواده و سپس حفظ بنيان آن و اهميت فرزند آوري یکي از مهم ترین دغدغه هاي 
فرهنگي كشــور اســت. در این كتاب به صورت بسيار هوشمندانه، این نکته مورد توجه قرار گرفته و با ذكر مثال هایي 
توجه دانش آموزان به این موارد جلب شده است. از جمله مي توان به صفحة 1۰6 كتاب كه به مبحث نرخ باروري در 

كشورمان پرداخته است، اشاره كرد )تصویر 7(.
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یکي از مهم ترین 
هدف هاي آموزش 
ریاضي، آموزش و 
همچنین تمرین و 
تقویت انواع تفکر 
است
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همچنين در صفحة 1۰5 براي عنوان كردن مثالي از نرخ رشــد، از نمودار تابع قد متوســط كودكان برحســب 
سانتي متر استفاده شده است. )تصویر 8(

نتیجه گیري
در كتاب هاي جدید التأليف، به اســناد بالادســتي آموزش وپرورش توجه زیادي شــده است؛ هر چند، هنوز هم 
مواردي وجود دارند كه به بررسي و اصلاح احتياج دارند و مي توانند با اصول و استانداردهاي موجود، انطباق بيشتري 
پيدا كنند و از نظر محتوا، متنوع تر و غني تر شــوند. با بررســي هاي انجام شده در این مقاله مشخص مي شود كه در 
تأليف این فصل از كتاب، معيارها و ملاک هاي ســند برنامة  درســي، به خصوص در قسمت اعتبار نقش یادگيرنده و 
اهميت به نقش پایه اي خانواده، به خوبي مورد توجه قرار گرفته اســت كه مصداق هاي آن ذكر شــد. در پایان قابل 
ذكر اســت، متن حاضر تنها به یک فصل از كتاب درسي پرداخته و در آن چهار اصل از 11 اصل ناظر بر برنامه هاي 
درسي، مورد تأكيد در برنامة درسي ملي جمهوري اسلامي ایران، بررسي شده است. پژوهشگران علاقه مند مي توانند 
جایگاه و مصداق هاي اصول دیگر را در این فصل از كتاب حســابان 2 و البته در دیگر فصل هاي آن و همچنين در 

دیگر كتاب هاي درسي ریاضي مورد مطالعه قرار دهند.

منابع
1. ریحاني، ابراهيم و همکاران )1395(. تحليل خط مشي ها، اسناد مصوب، 
پژوهش هــا و منابع معتبر مرتبط با حوزة یادگيري ریاضي. واحد تحقيق، 

توسعه و آموزش ریاضي، سازمان پژوهش و برنامه ریزي آموزشي.
2. داورزني محمود و همکاران )1397(. حسابان 2. پایة دوازدهم، دورة دوم 
متوسطه. سازمان پژوهش و برنامه ریزي آموزشي، وزارت آموزش وپرورش. 

تهران. شركت چاپ و نشر كتاب هاي درسي ایران.
3. گویا، زهرا )1378(. »ســير تحول و شکل گيري برنامة درسي آموزش 

متوسطه در ایران«. فصلنامة تعليم و تربيت. شمارة 57.

۴. راهنماي عمل، مجموعه مستندات تحول بنيادین در آموزش وپرورش: 
تحول محتوا و استقرار ساختار 3-3-6 )139۰(، شمارة 1.

5. دفتر برنامه ریزي و تأليف كتاب هاي درســي )1389(. راهنماي 
برنامة درســي ریاضي )اول ابتدایي تا آخر متوسطه(. پيشنهادي و 

غيرقابل استناد.

توجه: مقالة حاضر را سردبير مجله، آقاي دكتر رضا حيدري قزلجه 
پس از تصحيح، حذف و اضافاتي چند، بازنویسي كرده است.
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مسلم خدامی   
دانشجویکارشناسیارشدآموزشریاضیدانشگاهشهید
باهنرکرمانودبیرریاضیاستانکرمان

پــس از دانش آموختگــی از دانشــگاه 
فرهنگيــان، اولين ســال خدمتم در ســن 
23 ســالگی  از مهرمــاه 1396، در یکــی از 
دبيرســتان های شــهر »زهکلوت« آغاز شد. 
زهکلوت از جنوبی ترین مناطق استان كرمان 
اســت كه شــغل اغلب مردم آن دام پروری و 
كشاورزی است. علاوه بر دوری از مركز استان، 
در آن زمان خشک ســالی های پی درپی نيز بر 
محروميت های منطقه افزوده بود، به طوری كه 
مدارس نيــز از تركش های این محروميت در 

امان نبودند. 
من تدریــس درس های ریاضی پایه های 
دهــم و یازدهم رشــته های علــوم تجربی و 
علوم انســانی، و همچنين درس ریاضی پایة 
پيش دانشگاهی رشتة انسانی این مدرسه را بر 
عهده داشتم. همچنين، به دليل تکميل نشدن 
ساعات موظف تدریســم، درس تربيت بدنی 
پایه های دهم و یازدهم این مدرسه هم با من 
بود. حضور هم زمان من به عنوان معلم ریاضی 
و تربيت بدنی، تعداد كــم دانش آموزان، و نيز 
اختلاف سنی نزدیکم با دانش آموزان، عواملی 
بودند كه باعث شــدند از همان ابتدای سال، 
رابطة دوستانه و خوبی را با آن ها برقرار كنم؛ 
هرچند كه خونگرمی و بزرگ منشی مردم این 
منطقــه و احترام آن ها بــه معلمان، غيرقابل 

وصف است.
كلاس دهــم تجربی هفــت دانش آموز 
داشت. موضوع فصل پنجم كتاب آن ها تابع بود. 
در بخش های اولية فصل، دانش آموزان باید با 
مفهوم تابع، و بازنمایی های متفاوت و مفاهيم 
اولية آن آشنا می شدند. بعد از ارائة مطالب اوليه، 
در هفتة سوم به سراغ رسم توابع با استفاده از 

انتقال در بخش سوم این فصل رفتيم. 
در مــورد وضعيــت مدرســه و درجــة 
محروميت آن باید بگویم: كلاس درس مورد 
بحث، یک كانکس در حياط مدرســه بود كه 
اوایل صبح بسيار ســرد و هنگام ظهر بسيار 
گرم می شد. كل امکانات كلاس عبارت بود از 
تخته وایت بردی پر از خط وخش كه روی دو 
صندلی قرار داشت، به همراه دو عدد ماژیک، 
یک صندلــی برای دبير و تعــدادی صندلی 
ســالم یا بدون دسته برای دانش آموزان. بعد از 
تدریس مبحث رسم توابع با استفاده از انتقال، 
هنگامی كه سؤال هایی را روی تخته نوشتم، 
انتظار داشــتم كه تعدادی از دانش آموزان به 
این ســؤال ها پاســخ دهند كه این گونه نشد. 
 پرســيدم: »خب بچه هــا، الان نمــودار تابع 
رســم  چطوری  را  f (x) (x )= − +22 3

كنيم؟«   
انتظار داشتم كه دست كم یک نفر بگوید 
y را دو واحد به راست می بریم  x= 2 نمودار 
و سپس شــکل حاصل را ســه واحد به بالا 
منتقل می كنيم. اما آنچه كه مشاهده كردم، 
سردرگمی دانش آموزان بود. آن ها عددهای 2 
و 3 را در ســؤال مشاهده می كردند و متوجه 
بودنــد كه تابع باید به انــدازة 2 و 3 واحد به 
سمت راســت یا چپ و بالا یا پایين برود، اما 
نمی دانستند كدام جهت را به چه اندازه انتخاب 
كنند. بــه همين دليل یک بار دیگر مطالب را 
مــرور كردیم و توضيــح دادم. هنگام توضيح 
دوبارة درس، به فکر نرم افزار »جئوجبرا« افتادم. 
از دورة دانشجویی، نسخة اندروید جئوجبرا را 

روی تلفن  همراهم نصب كرده بودم. 
بعد از آنکه مرور مطالب به پایان رســيد، 

از شاگردانم خواستم كه صندلی های خود را نزدیک 
بياورند. بــدون آنکه توضيحی در مورد نحوة كاركرد 
نرم افزار بدهم، تابع روی تخته را با متغيرهای a و b و 
تعریف آن ها به عنوان لغزنده، در جئوجبرا رسم كردم. 
با متحرک كردن لغزندة اول و سپس متحرک سازی 
لغزندة دوم، دانش آموزان نحوة رســم تابع را به ازای 
مقادیر متفاوت a و b به روشنی مشاهده كردند. چند 
بار این كار را تکرار كردم و مســير طی شــده را روی 
نمــودار و چرایی آن را توضيح دادم. ســپس تمرین 
دیگری روی تخته نوشتم. این بار یکی از دانش آموزان، 
به نام میلاد، همان ابتدای كار پاســخ صحيح داد و 
بقيه نيز پاســخ او را تأیيد كردند. در این زمان، برای 
كسب اطمينان پرسيدم: »ميلاد مطمئنی كه باید این 

مقدار به چپ برویم؟« 
او مطمئــن بود، اما بقيــة كلاس به تأیيد خود 
و به پاســخ ميلاد شــک كردند. اندكی كه گذشت، 
دانش آموزان به دو گروه تقســيم شدند: تعدادی از 
آن ها روی پاسخ اولية خود )پاسخ ميلاد( ایستادند و 
تعدادی دیگر نيز اعلام كردند كه قادر به پاسخ گویی 
نيســتند و نمی توانند نمودار را رسم كنند. اما همة 
دانش آموزان به اتفاق تأكيد داشتند كه یک بار دیگر 

روی تلفن همراه شکل تابع را ببينند. 
هادی با ذكر مدل گوشی خود پرسيد: »آقا این 

برنامه روی گوشی ما هم نصب می شود؟«
وقت كلاس به پایان رسيده بود. به هادی گفتم: 
»با مدیر مدرســه صحبت می كنم كــه در صورت 
موافقت، فردا گوشی ات را به مدرسه بياوری تا نرم افزار 
را برایت نصب كنم.« وقتی موضوع را با مدیر در ميان 
گذاشتم، ابتدا خيلی راضی به این كار نبود. اما با توضيح 

جنبه های آموزشی نرم افزار، ایشان موافقت كرد. 
مدیر فردی با ســابقه، بومــی زهکلوت و دارای 
مدرک كارشناســی ارشــد بود. ابتدا فکر كردم كه 
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رضا حیدری قزلجه

استادیار دانشگاه فرهنگيان تهران

مبانی هندسه 
نویسنده: محمود نصيری 

شمارگان: 3۰۰۰ جلد 
ناشر: مبتکران 

تاریخ انتشار: پایيز 1399

»طغيان ســالانة رود نيل و به دنبال آن محو شــدن مرزهای زمين های كشاورزی، باعث شده بود 
تا مصری ها نقشــه برداران ماهری شوند. مصری ها و بابلی ها مهندســان فوق العاده ای بودند. اهرام مصر، 
ساختمان های چند طبقة بزرگ، زمين های كشاورزی طبقه بندی شده و سيستم آبياری گسترده از شواهد 

این امر است. باستان شناسان مدارک زیادی از...« 
این پاراگراف بخشی از مقدمة تاریخی كتاب مبانی هندسه، تأليف استاد محمود نصيری است. در این 
كتاب، فقط هندسه محض یا كاربردی نمی خوانيم، بلکه در جای جای آن زمينه های پيدایش، شکل گيری 
و به طور كلی ســير تطور مفاهيم هندســی، بيان شده است كه از این نظر، رویکرد مؤلف كتاب به لحاظ 
پرداختن به جنبه های تاریخی ستودنی است. برای مثال، در كتاب موضوع های تاریخی با جزئيات كافی 
مطرح شده اند؛ از اثبات قضية خیام در مورد چهارضلعی هایی كه 6۰۰ سال پس از او به نام »چهارضلعی 

دليل مخالفت اولية ایشــان با این درخواست، 
كم تجربگی من و اعتماد كافی نداشتن ایشان 
به یک معلم سال اولی است. اما ایشان روز بعد، 
دليل مخالفت خود را گفت. تنبيه بدنی شدید 
یک دانش آموز و پخش شدن فيلم آن در فضای 
مجازی، اتفاقی ناگوار بود كه در سال 1395 در 
همان شهرستان افتاده بود. همين موضوع دليل 
بالا بودن حساســيت ها نسبت به حضور تلفن 

همراه در مدرسه بود.
جلسة بعد هادی تلفن همراه خود  را آورد. 
در آن كلاس، فقط یک نفر تلفن همراه داشت. 
وقتی وارد كلاس شدم، تلفن همراه روی دسته 
صندلــی بود و اولين جمله ای كه او گفت، این 

بود: »آقا برنامه را برای ما نصب می كنيد؟«
نفــر،  هشــت  همــة  كانکــس  درون 
صندلی هایمان را به هم نزدیک كردیم. نرم افزار 
را برای هادی نصب كــردم و در مورد نرم افزار 
توضيح دادم. نحوة تعریف توابع را شرح دادم و 
در مورد تعریف لغزنده برای متغيرها، توضيحات 
و مثال هایی آوردم و نمونه هایی را نشان دادم. 
با هر دو دســتگاه تلفن همــراه كه در اختيار 
داشتيم، شروع به رسم انواع توابع، مانند توابع 

همانی، درجة دوم و قدر مطلق كردیم. 
در همين هنگام مدیر مدرســه نيز وارد 
كلاس شــد. ایشــان از دقایقی قبل شــاهد 
فعاليت های ما در كلاس بود و هنگامی كه دید 
ما تنها دو تلفن همراه در اختيار داریم، دستگاه 
خودش را نيــز در اختيار دانش آموزان كلاس 
گذاشــت. با هم به بيرون از كانکس رفتيم و 
دليــل مخالفت اولية روز قبل خودش را برایم 
توضيح داد. چند دقيقه ای در بيرون از كلاس 
صحبت كردیم. هنگامی كه به محيط كلاس 
بازگشــتم، دانش آموزان هنوز مشــغول رسم 
توابع بودنــد. نکتة جالب اینکه با تعریف یک 
تابع به شکل ax2، یکی از دانش آموزان كشف 
كرده بود كــه به ازای مقادیر منفی a، نمودار 
تابع رو به پایين می شود. این مطلب را با بقية 

دانش آموزان نيز به اشتراک گذاشته بود.
این تجربه در كلاسی كه كمترین بهره 
را از امکانــات روز دنيا داشــت، رقم خورده 
بود. تنها  فناوری مورد اســتفادة ما، گوشی 
تلفــن همراهی بود كــه روی آن جئوجبرا 
نصب شده بود. اشــتياق دانش آموزان برای 
كاركــردن با نرم افزار، یادگيــری كامل آن ، 

و رفع بدفهمی ها و اشــکالات اوليه شان در 
مبحث رســم توابــع با اســتفاده از انتقال، 
برای شخص من بســيار جالب بود. به نظر 
می رســيد یادگيری نســبتاً عميقی در این 
زمينه شــکل گرفته بود، به طــوری كه در 
جلسة بعدی، فقط با مطرح كردن شکل كلی 
تابع رادیکالی، دانش آموزان قادر بودند انواع 
آن هــا را به راحتی و در مدت زمان كوتاهی 

رسم كنند.
از آقای دكتر  قدردانی: لازم می دانــم 
ابوالفضل رفیع پور تشــکر كنــم. چرا كه 
اولين بــار در كلاس درس ایشــان در دورة 
كارشناسی دانشگاه فرهنگيان كرمان با نرم افزار 
جئوجبرا آشنا شدم. همچنين، در جریان یکی 
از درس های دورة كارشناسی ارشد در دانشگاه 
شهيد باهنر كرمان، وقتی تجربة فوق را بيان 
كردم، مرا تشویق كرد كه این روایت را بنویسم 

و با بقية همکارانم به اشتراک بگذارم. 
تذكــر: علاقه مندان به كســب اطلاعات 
بيشتر در مورد نرم افزار جئوجبرا می توانند به 
سایت رسمی این نرم افزار یا شماره 1۰1 مجلة 

رشد آموزش ریاضی مراجعه كنند.
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ساكری« معروف شدند، گرفته تا اثبات قضية 
مورلی توسط دكتر امید علی كرم زاده. 

استاد نصيری دانش آموختة سال 1358 
»دانشــگاه خوارزمی« تهــران )تربيت معلم 
سابق(، از ابتدای خدمت به  عنوان دبير ریاضی 
به طور مســتمر به تأليف و ترجمة كتاب های 
مختلف در ریاضيات مدرسه ای، با توجه ویژه 
به هندســه، مبادرت كرد. در سال 1365 به  
عضویت هيئت تحریریة مجلة رشد آموزشی 
ریاضــی درآمد؛ جایی كه حدود 1۰ ســال با 
مرحوم حسین غیور، یکی از برجسته ترین 
و توانمند ترین اســتادان هندســة كشورمان 
همکار شد و حاصل آن چاپ مطالب و مسائل 
ارزنده ای، به ویژه در زمينة هندسة مدرسه ای 
در شماره های گوناگون این مجله بود. ایشان 
در ســال های 1371 و 72 به همــراه دكتر 
امیرخســروی و ابراهیم دارابی از مؤلفان 
كتاب های درســی هندســة1و هندســة2 
متوســطه بود. در نظــام6-3-3 فعلی نيز از 
مؤلفان كتاب های درسی هندسة 1 و هندسة2 
اســت. تأليف بيش از 2۰ عنوان كتاب برای 
معلمان ریاضی در كارنامة ایشــان قرار دارد. 
از جمله، كتاب »هندســة متوسطه، مبانی و 
مفهوم ها« را در سال 9۴ منتشر كرد كه كتاب 
»مبانی هندسه« به نوعی نسخة تکميل شده و 

توسعه یافتة آن محسوب می شود. 
با توجه به جایگاه و اهميت هندســه در 
برنامة درســی ریاضيات مدرســه ای، بررسی 
دقيق مفاهيم و روش های هندسی، با توجه به 
روش های تدریس آن، برای هر مدرس هندسه 
ضروری اســت. كتاب حاضر در شــکل گيری 
ذهنيتی یکپارچه از مفاهيم هندسه در خواننده 
می تواند مؤثر واقع شود. هیلبرت كه بزرگ ترین 
دســتاورد قرن نوزدهم را كشف هندسه های 
نااقليدسی می داند، كتاب مبانی هندسة خود 
را با این ســخن از كانت شروع می كند كه هر 
دانش بشــری با شهود آغاز می شود، به صورت 
مفهوم تجلی می یابد و در نهایت به ایده ختم 
می شــود. مؤلف كتاب حاضر هم تا حدامکان 
كوشيده است روند كتاب به گونه ای باشد كه تا 
حدودی چنين خط سيری در ذهن خوانندگان 

طی شود. 
هــدف اصلی كتاب، بررســی هندســة 
اقليدسی از دیدگاهی جدید است. اما نویسنده 

به طور مختصــر به هندســه های متناهی و 
همچنين هندسه های هذلولوی و بيضوی نيز 
پرداخته است. به ویژه توجه خاصی به هندسه 
روی كــره به عنوان حالت خاصی از هندســة 
بيضوی داشته اســت. از آنجا كه تبدیل های 
هندسی از موضوع های نسبتاً جدید در تمام 
هندسه ها، در مقایسه با هندسه های اقليدسی 
هســتند، در ایــن كتاب به طور مشــروح به 
تبدیلات هندسی و به ویژه تبدیل های طولپا 
و مفهوم تقارن و فرش كردن پرداخته شــده 

است. 
ســاختار كتاب، براساس اصول موضوعة 
روش متریــک، یعنی اســتفاده از عددهای 
حقيقی در بيان مفهوم های اساســی هندسه، 
مانند بينيت، هم نهشتی پاره خط ها و زاویه ها 
و غيره است. در تدوین كتاب تلاش شده است 
كه طبق استاندارد های موجود، ساختار هندسه 
از ابتدا، به شکلی رسمی و با رعایت اصل ها و 
پایبندی به ارائة تعریف های دقيق و اثبات هایی 
ساده تر در مورد قضيه ها مطرح شود. كتاب با 
یک مقدمة تاریخی شروع می شود كه در آن، 
روند تاریخی هندسه از گذشته تا امروز مورد 
بحث قرار گرفته است. به دنبال آن، 16 فصل 

كتاب به شرح زیر قرار دارند: 
1( دستگاه اصل موضوعی و هندسة وقوع 

2( منطق ریاضی و اثبات 
3( ساختار هندسة مسطحه 

۴( هم نهشتی، نامساوی ها در مثلث 
5( موازی ها و سه نوع هندسه 

6( چهار ضلعی ها، همرسی خط های مهم 
مثلث

7( مساحت و كاربردهای آن 
8( تصویرهای موازی و تشابه 

9( دایره 
1۰( مثلثات و هندسه، رابطه های طولی 

در مثلث 
11( چند ضلعی های محاطی و محيطی، 

چند ضلعی های منتظم، محيط و مساحت 
12( ترسيم های هندسی 
13( تبدیل های هندسی 

1۴( تبدیل های تشــابهی و تجانس در 
هندسة اقليدسی 
15( تقارن 

16( قضيه های مشهور و زیبای هندسی 

عناوین، تنوع و ترتيب فصل ها، نشان از 
جامعيت، انسجام مطالب و ساختار مستحکم 
كتــاب و همچنين تقســيم بندی حرفه ای 
آن دارد. آن چنــان كــه از عناویــن فصل ها 
برمی آ ید، یکی از اهداف اساسی كتاب، اشاعة 
تفکر هندســی كل نگر در هندسه است. حل 
مســئله نيز مورد توجه قرار گرفته اســت و 
علاوه بر مثال های حل شــدة فراوان، در هر 
یک از فصل ها چندین مجموعه تمرین وجود 
دارد كه حل همگی آن هــا در بخش پایانی 
كتاب آمده است. تلاش شده است بيشتر به 
مسئله های هدف دار و كاربردی تر توجه شود 
و از مطرح كردن مسئله های پيچيده پرهيز 
شود. زیرا طرح این نوع از مسائل برای عموم 
دانش آموزان به لحاظ آموزشی مفيد نيست. 

یکی از ویژگی های مهم كتاب آن است كه 
عکس تمام قضيه های مطرح شده مورد توجه 
قرار گرفته است؛ به این صورت كه اگر عکس 
قضيه ای درست بوده، ثابت شده و در غير این 
صورت، با مثال نقض نادرســتی آن توضيح 
داده شده است. صفحه آرایی و حروف چينی 
حرفه ای و البته با اندكی اشــتباهات املایی 
و همچنين شــکل های زیبای كتاب، از دیگر 

نقاط قوت آن محسوب می شوند. 
فصل های كتاب می توانند منبع درسی 
بســيار مناســبی برای درس هــای »مبانی 
هندســة 1« و »مبانی هندســة2« در دوره 
كارشناسی رشتة آموزشــی ریاضی دانشگاه 
فرهنگيان باشد. علاوه بر آن مرجعی غنی و 
در عيــن حال به دور از زیاده گویی اســت تا 
معلم علاقه مند و مدرس هندســه در صورت 
نياز به هر مبحثی از هندسه، بتواند به راحتی 
به مطالب پایه ای و ســودمند در آن موضوع 
دســت یابد و در جریان تدریس خود از آن 
استفاده كند. برای دبيران ریاضی متوسطه، 
دانشجویان ریاضی و به ویژه دانشجو- معلمان 
رشــتة آموزش ریاضی دانشــگاه فرهنگيان 
و حتی اســتادان ریاضی دانشــگاه ها چنين 
كتابی منبعی ارزشــمند و مغتنم محسوب 
می شود كه در ســطوح متفاوت تدریس، از 
دبيرستان تا دانشگاه، می توان از آن استفاده 
كرد. همچنين، كتاب می تواند به عنوان یک 
منبع تکميلی، برای دانش آموزان علاقه  مند به 

هندسه مفيد باشد.
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کتاب «المختصر فی الحساب الجبر و المقابله» يکی از شاهکارهای محمدبن موسی 
خوارزمی (درگذشتة حدود ۲۳۲ ق) در زمينة رياضيات است که همچون نگينی در 

ميراث علمی ۱۲۰۰ سالة او می درخشد.

بابی از ميراث ١٢٠٠ سالة خوارزمی
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از حساب به جبر      مربع هاي لاتين 
چگونه آموزش رياضي را مسئله محور كنيم؟

از حساب به جبر      مربع هاي لاتين 
تا کی شود قرين حقيقت مجاز من


