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برای ديدن پاسخ  رمزينه را پویش كنيد.
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2. آفرین

4. ادامه بدهید.3. دارید می رسید

5. بعد از پایان مسابقه
6. برویم یک 
بستنی بخوریم

7. به شماره هاي چهار نفر 
اولی که از خط پایان گذشتند 

دقت کردید؟

8. همه عددهای فرد پوشیده بودند.
عددها متوالی بودند و جمعشان 80 می شد.

10. مجموعه ای از عددها که به دنبال هم می آیند؛ مثل 3، 4 و 5 9. عددهای متوالی یعنی چی؟
11. آیا می توانید شماره های چهار دونده ای که متوالی هستند. 3، 5 و 7 هم عددهای فرد متوالی هستند.

را که اول از همه از خط پایان گذشتند، 
پیدا کنید؟

1. علی، مهرداد و باقر در خط پایان دو ماراتن در حال تماشا بودند.
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كاغذوتا

آلپايــــــــن
چنــــــــــــــــــدراه؟

مشاهدۀ  برای   
ســاخت  مراحــل 
پویش  را  رمزینــه 

كنيد. 

مهدي هر روز صبح از ویلاي خود که در شــمال کشور و نزدیک دریا قرار دارد، به پیاده روي مي رود. در محوطة 
حیاط و باغ پهلوي خانة آن ها یک راه به شــكل لوزي با چهار قســمت چمن کاري شده قرار دارد. مهدي تصمیم 
مي گیــرد هر روز یک راه را براي خارج شــدن انتخاب کند. او فقط به ســمت جلو حرکــت مي کند، و به عقب 

برنمي گردد و هیچ مسیري را هم دوباره طي نمي کند. چند راه متفاوت براي مهدي وجود دارد؟ 

ناماينطرحآلپاين)alpine(استوطراحآنآقایادواردميسترتتا)EdwardMistretta(است.

مشــاهدۀ  بــرای 
پاســخ، رمزینــه را 

پویش كنيد. 

یكي از راه ها براي نمونه رسم شده است.
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چند روز آينده هوا چطور است؟ سرد است؟ گرم است؟ باراني است؟ 
برفي است؟ احتمال وقوع باران هاي سيل آسا چقدر است؟ و ...

جاده چطور اســت؟ پرترافيك اســت؟ روان است؟ احتمال كولاك، 
بهمن يا ريزش سنگ چقدر است؟ و ...

 بله دوســتان. پيش بينی ترافيك جاده اي و شرايط آب و هوا، قبل از 
برنامه ريزی برای سفر و گردش براي همه مهم است. همه دوست داريم 
در شرايطي سفر كنيم كه احتمال ترافيك روان و آب و هواي خوبي در 
ايام سفر داشته باشيم. پيش بيني و احتمال در زندگي ما نقش بسيار 
مهمي دارد. براي همين در اين يادداشت قصد داريم شما را با مفهوم 
احتمال بيشــتر آشنا كنيم. شايد رايج ترين مثال واقعی در استفاده از 
احتمال، پيش بينی آب و هوا باشد. پيش بينی کنندگان هواشناسی از 
احتمال استفاده می کنند تا ميزان احتمال وجود باران، برف، ابر و غيره 
را در يک روز معيــن در يک منطقة خاص پيش بيني کنند. در حال 
حاضر، احتمال، به غير از آب و هوا و ترافيك، به طور گسترده ای در تمام 
بخش های زندگی روزمره كاربرد وســيع و نقش حياتي دارد؛ از جمله 
در مســابقه های ورزشي و بازی ها، تعيين گروه های خونی، پيش بينی 

جنسيت نوزاد، خريد و فروش ها، و تحليل هاي اقتصادي و سياسی.  

احتمال چيست؟
احتمال در واقع شانســي است كه اتفاق مي افتد. تعريف ساده تر اين 
اســت که چقدر احتمال دارد اتفاقی بيفتد. هــر زمان که در مورد 
نتيجة يک رويداد مطمئن نيســتيم، می توانيــم در مورد احتمالات 
برخــی از نتايج نظر بدهيم، پيش بيني كنيم كه احتمال آن ها چقدر 
است و شــرايط رويدادها را با اســتفاده از احتمال تجزيه و تحليل 
كنيم. يك مثال براي فهم احتمال كه همة شما با آن آشنا هستيد، 
مثال انداختن يك ســکه است. وقتی يک ســکه را مي اندازيم، تنها 
دو نتيجة ممکن وجود دارد: روي ســكه و پشــت سكه كه احتمال 
رخداد رو و پشــت ســكه در اين دو حالت 50 درصد است. يا مثالي 
ديگر، احتمال انتخاب يك کارت شــماره دار خــاص و مورد نظر از 
ميان تعدادي كارت هاي شماره دار است. يا احتمال بيرون آوردن يک 
آب نبات ســبز از يک کيسه آب نبات هاي رنگي و يا احتمال آمدن 
هركــدام از عددهای 1 تا 6 پس از انداختــن يك تاس. براي مثال، 

1 است. 
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احتمال آمدن عدد 5 پس از انداختن يك تاس 

فرمول محاسبة احتمال
احتمال وقوع يک رويداد از نظر محاسبه های رياضي، با تقسيم تعداد 
نتايج مورد نظر و مطلوب بر تعداد کل نتايج ممکن به دست مي آيد.

فرمول احتمال به اين صورت تعريف می شود:

ــــــــــــــــــــــــــــ = احتمال رخداد يك پيشامد
n(E)P(E) n(S)=  

S فضاي نمونه، E رويداد و P احتمال است. 

احتمال در رياضي
احتمــال در رياضيات يكــي از مفاهيم مهم اســت و ابزاری براي 
اندازه گيری است که شــانس يا احتمال وقوع يک رويداد و اتفاق را 
محاسبه و پيش بيني می کند. احتمال رخداد اين شانس بين 0 و 1 
بيان می شود. با 0 بودن شانس، احتمال وقوع يک رويداد صفر است. 
با 1 بودن شــانس، امکان وقوع يک رويداد حتمي اســت. در حال 
حاضر احتمال شاخه ای از رياضيات است که به توصيف های عددی 
مربوط به ميزان احتمال وقوع يک رويداد تصادفي و يا اينکه چقدر 

احتمال دارد که يک گزاره درست باشد مي پردازد.

چرا احتمال مهم است 
احتمال حوزة مهمی در دنيای علم اســت کــه کاربردهای زيادی 
در زمينه های مهندســی، قابليت اطمينان، پزشکی، زيست شناسی، 
اقتصــاد و فيزيک دارد. احتمال به ما کمک می کند تا جهان را بهتر 
درک کنيم. احتمال به دانشمندان كمك مي كند قطعيت نتايج يک 
مطالعــه يا آزمايش خاص را ارزيابی کننــد؛ منظور از آزمايش يک 
مطالعة برنامه ريزي شــده است كه در شرايطي خاص و كنترل شده 
اجرا مي شود و زماني كه يك نتيجه از قبل تعيين نشده باشد. در اين 
شرايط آزمايش به عنوان آزمايشي شانسی و احتمالي درنظر گرفته 
می شــود. بچه ها فراموش نكنيد كه مفهوم احتمال به همان اندازه 
مهم است که درک نکردن يا اشتباه درك کردن آن. در اين باره همين 

را به خاطر داشته باشيد كه:
 برای اينکه دانش آموزي آگاه و كارآمد باشيم، دانستن دربارة 

احتمال، تسلط بر آن و فهم دقيق آن الزامي است.

)تعداد يك نتيجة مطلوب(
)تعداد كل نتايج(

احتــــــــــــمـــــال
آبنبــاتسبــــز!
حسيننامیساعی



تبديل ها و هم نهشتی در هندسه 
در شــماره های قبلی با تعريف چند ضلعی و 
ويژگی هايی از آن، مانند تعداد قطرها و مجموع 
اندازه های زاويه ها آشنا شديم. در اين قسمت 
با يکی از مهم ترين و اساسی ترين مفهوم های 
هندسی آشنا می شــويم که »هم نهشتی« يا 
»قابل انطباق بودن« شکل های هندسی است.
پس در هندسه، هم نهشتی به طور شهودی به 
معنی بر هم نشستن يا بر هم منطبق شدن دو 
شکل است و شکل مجموعه ای از نقطه هاست.
وقتی با هم نهشــتی مثلث ها آشــنا شويد، به 
دنيايی از حل مسئله ها دست می يابيد. در واقع 
هم نهشتی حرکت روبه جلوی هندسه را انجام 
می دهد. وقتی می گوييم دو شکل قابل انطباق 
يا هم نهشــت هستند، شــايد برداشت چنين 
باشد که همواره بتوان يکی از شکل ها را طوری 
حرکت داد کــه روی ديگری چنان قرار گيرد 
که همة جزءهــای نظير به نظير روی هم واقع 
شوند و در واقع دو شکل کاملًا بر هم منطبق 
شــوند؛ بدون آنکه اندازه و ريخت آن ها تغيير 
کند. اين همان روشی است که اقليدس برای 
هم نهشــتی دو مثلث، هرگاه دو ضلع و زاوية 
شــامل آن دو ضلع با قسمت های نظيرش از 
ديگری هم نهشت باشند، به کار برد. اما اقليدس 

درک خود را از حرکت بيان نکرده است.

امروزه با توجه به ســطحی که هندســه 
نوشته می شود، روش های متفاوتی برای 
هم نهشــتی بيان می شــوند. معمولًا در 
هندسه های مقدماتی و دبيرستانی روشی 
به نــام »تبديل های هندســی« توصيه 
می شود. اين روش در کتاب های درسی 
بيشــتر کشورها مشــاهده می شود. زيرا 
تعريفی کلی اســت و فقط به مثلث ها و 
چند ضلعی ها محدود نمی شــود و شامل 
همة شکل های هندســی می شود؛ مثلًا 
هم نهشــتی هر دو چندضلعی دلخواه، يا 

هم نهشتی دو دايره و غيره. 
قبلًا هم نهشــتی دو پاره خط و همچنين 
دو زاويــه را به وســيلة اندازه های آن ها 
تعريــف کرديم. اما خواهيــم ديد که با 
مفهوم تبديل های هندســی، درک اين 
هم نهشتی ساده تر خواهد بود. مهم ترين 
بخش هم نهشتی ها مربوط به هم نهشتی 

دو مثلث است.
تعريفی که در مــورد چند ضلعی ها بيان 
کرديم، شــامل مثلث هم می شــود، اما 
چون مثلث يکی از مهم ترين شکل های 
هندسه اســت، آن را به طور مستقل هم 

تعريف می کنيم. 

  Cو B و A تعريف: هر گاه سه نقطة متمايز
نقطه های  مجموعة  نباشند،  خط  يک  روی 
مثلث  يک  را  و   سه پاره خط  ،  
نشان  صورت  اين  به  و   )1 )شکل  می ناميم 

.∆ABC :می دهيم

پس هر مثلث شامل ســه پاره خط است که روی 
يک خط نيستند و هر پاره خط با پاره خط ديگری 
در نقطه های انتهايی خود مشترک است. هر يک از 
اين پاره خط ها ضلع مثلث هستند و مطابق شکل، 
زاويه های B ،A و C ســه زاوية مثلث محســوب 
می شوند. هر ضلع شــامل دو رأس مثلث و ضلع 
مقابل به رأس با زاوية سوم مثلث است. مثلًا ضلع 
BC مقابل رأس A يا مقابل A∠ از مثلث است. 
همچنين، هر زاوية مثلث که شــامل دو ضلع آن 
باشد، به طور غيررســمی زاوية بين آن دو ضلع يا 
به طور دقيق تر زاوية شامل دو ضلع ناميده می شود. 
بعد از مقدمه های بالا به بحث اصلی که هم نهشتی 
است برمی گرديم. در اساس مفهوم هم نهشتی به 
يکی از مفهوم های اساســی تر هندسه گره خورده 

است که آن را »تبديل های هندسی« می ناميم. 

محمودنصیری

مفهومهای
هندسی

وحلمسئله
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تبديل در هندسه يعنی چه؟ 
اين پرســش در هندســه به قدری اهميت دارد 
که وقتی به ســطح های بالاتر هندسه می رسيم، 
رياضی دان ها به کمک آن خود هندسه را توجيه 

می کنند. 
اجازه بدهيد با مثال های شهودی شروع کنيم.

خط m را در صفحة P در نظر می گيريم )شکل 2(. 
حرف  F را در صفحة  P با يک قلم جوهری رســم 
می کنيم. سپس کاغذ را روی خط m تا می کنيم و 
دوباره باز می کنيم. اثر کاغذ در سمت راست خط 
m تصوير قرينه F را نشان می دهد. اين را »عمل 

بازتاب« می نامند که همان ويژگی آينه است. 

به طور شــهودی يک عمل برگرداندن انجام شده 
است، زيرا صفحة کاغذ را گرد خط m برگردانديم. 
در واقع متناظر هر نقطة شکل F، در سمت چپ 
خط m، نقطه ای در سمت راست خط m داريم. 
مانند آن اســت که از هر نقطــه روی F بر خط 
m عمودی رســم کنيم و آن را به اندازة خودش 

امتداد دهيم.
اين عمل را می توانيم بــا قانون ديگری نيز انجام 
دهيــم. پاره خط MN به طول 3 ســانتی متر در 
صفحة P مفروض است. ABC∆ را نيز در صفحة 
P در نظر می گيريم. از سه رأس ABC∆ خط هايی 
 B' رســم می کنيم. سه نقطة MN

�����
را موازی خط 

'A، و 'C را روی اين سه خط چنان پيدا می کنيم 
که: AA'=BB'=CC'=3 و 'B' ،A و 'C چنان باشند 
 که مطابق شکل همـه سمت های راسـت سه نقطة 
B ،A و C قرار گيرند )شکل 3(. اين شرايط مانند 
آن است که سه نقطة B ،A و C به اندازة 3 واحد 
روی خط های موازی لغزانده شده اند تا به نقطه های 

'B' ،A و 'C تبديل شده اند. 

مشــاهده می کنيد کــه ABC∆ را به 
موازات خط MN و به اندازة 3 سانتی متر 
در جهــت از M بــه N  لغزانده ايــم تا 
بــر 'A'B'C∆ منطبق شــود. هر نقطة 
'A'B'C∆ نظير يــک نقطه و فقط يک 
نقطه از ABC∆ است. اين عمل لغزاندن 

را در رياضی »انتقال« می نامند. 
می توانيم مشــابه دو عمــل قبل، عمل 
چرخاندن را روی نقطه ها انجام دهيم که 
به زبان رياضی آن را »دوران« می ناميم. 
نقطة O و ABC∆ در صفحه مفروض اند 
)شــکل 4(. از O به A وصل می کنيم و 
به مرکز O و شــعاع OA دايره ای رسم 
می کنيم. سپس از O خطی چنان رسم 
می کنيم که با خــط OA زاويه ای 60° 
بســازد. فرض کنيم اين خط اين دايره 
 A دوران يافتة A' ببرد. اکنون A' را در
گرد مرکز دوران O و به اندازة زاوية 60° 

در جهت ساعت گرد است. 

 C و B همين عمل را بــرای نقطه های
انجــام می دهيم تا نقطه های 'B و 'C به 
 ∆A'B'C' دســت آيند. در اين صورت
 O گــرد نقطــة ∆ABC دوران يافتــه
و بــه انــدازة زاوية °60 اســت که اين 
جهــت دوران يا چرخانــدن در جهت 
حرکت عقربه های ســاعت است و آن را 
»ساعت گرد« می ناميم. در اين حالت نيز 
نقطه های ABC∆ طبق قانونی که آن را 
چرخاندن يا دوران ناميديم، به نقطه های 

'A'B'C∆ نظير شده اند. 
اگر ســه مثال بالا را دوباره مرور کنيم، 
مشاهده می کنيم که هرکدام با عملی يا 
قانونی که تعريف کرده ايم، نقطه هايی از 
صفحه را بــه نقطه هايی از همان صفحه 
نظير کرده اند؛ اولی بــا برگرداندن يا به 

زبان رياضی بازتاب و قرينه پيدا کردن، دومی 
با لغزاندن نقطه ها که همان »انتقال« ناميديم 
و ســومی با چرخاندن نقطه ها که »دوران« 
نام گــذاری کرديم. هر کــدام از اين عمل ها، 
يک »تبديل« ناميده می شوند. پس چنين به 
نظر می رسد که يک تبديل روندی در صفحه 
است که نقطه هايی از صفحه را به نقطه های 
ديگر آن صفحه، طبــق قانون خودش نظير 
می کند. در واقع، هر يک از اين عمل ها يک 
حرکت در هندسه هستند که به طور دقيق تر 
آن را »حرکت صلب« نيــز می نامند؛ يعنی 
حرکتی که در اثــر آن اندازة بين نقطه های 

شکل و ريخت شکل تغيير نمی کنند. 
بنابراين، با حرکت همة نقطه های يک شکل 
هندسی طبق قانون های معين، شکل ديگری 
پديــد می آيد که آن را تصوير شــکل اصلی 
می نامند. اين روند »تبديل« ناميده می شود.  

تعريف: تبديل T در صفحة P عملی يا 
صفحة  از   A نقطة  هر  که  است  قانونی 
 P از صفحة A' را دقيقاً به يک نقطة P
نظير می کند که آن را تصوير A می ناميم. 
برعکس، هر نقطة 'A از صفحة P، تصوير 

فقط يک نقطة A از صفحة P است. 

 A' را بــه نقطة A نقطة T وقتــی تبديــل
 T(A)=A' نظيــر می کند، آن را به صــورت
می نويسيم و خوانده می شــود: تبديل يافتة 
نقطة A تحت تبديل T نقطة 'A اســت. يا 
'A تصوير A تحت تبديل T اســت. به طور 
کلی اگر شکل 'S تبديل يافتة شکل S تحت 

تبديل T باشد )شکل 5(، می نويسيم:
 T(S)=S' 

بنابراين، چهار تبديل مهم را در صفحه بررسی 
می کنيم که عبارت اند از 1. بازتاب 2. انتقال 

3. دوران 4. لغزه.
چون هر ســه تبديل انتقال، دوران و لغزش 
را می تــوان به کمک بازتاب نيز تعريف کرد، 
بنابراين ابتدا تبديل بازتاب را دقيق تر بررسی 

می کنيم.  شکل3

شکل4

شکل5
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طرح يک مسئله
نقطــة A و خط m را در يک صفحه در نظر 
می گيريــم. از A خطــی را بر خط m عمود 
رسم می کنيم تا خط m را در نقطة H ببرد 

)شکل 6(. بنابراين H پای عمود است. 

 A و در طرفــی که شــامل AH روی خــط
نيست، نقطه 'A را چنان در نظر می گيريم که: 
'AH=HA. بنابرايــن طبق يک قانون به ازای 
نقطة A در صفحة شامل A و خط m، نقطه ای 
مانند 'A را نظير کرده ايم. اين قانون چيست؟

آن را برای نقطه های B و C نيز انجام دهيد. 
اگر نقطة D روی خط m باشــد، اين قانون 

چگونه نقطة 'D را به آن نظير می کند؟
اگر 'B' ،A يا 'C را داشــته باشــيم باز هم 
براســاس اين قانون می توانيد B ،A يا C را 

مشخص کنيد؟
در واقع اين قانون کــه آن را می توانيم يک 
عمل نيز بناميم، اين گونه است که هر نقطة 
 M' را به نقطه ای مانند m از صفحة خط M
 MM ' از آن صفحه چنان نظير می کند که 
MM روی  ' عمود بر M و همچنين وســط 

m واقع است )شکل 7(.

قبلًا با مفهوم عمودمنصف آشــنا شــده ايم. 
بنابراين می توان گفت، خط m عمودمنصف 
 m روی خط N اســت. اگر MM ' پاره خط 

واقع شده، 'N نيز همان N است. چرا؟
می توانيــم اين عمل را برای هر شــکلی در 
صفحة خط m نيز انجام دهيم. در شــکل 8 
آن را در مورد ABC∆ مشاهده می کنيد. اين 
عمل که به هر نقطة صفحه نقطة ديگری از 

آن صفحه را طبق قانونی نظير می کند، 
يک تبديل نام دارد. در مسئلة حاضر اين 

تبديل بازتاب نيز ناميده می شود.

بنابراين تعريف زير را داريم:

بازتاب: خط m در صفحة P مفروض 
است. بازتاب نسبت به خط m قانونی 
اســت که هر نقطة صفحة P را به 
نقطه ای از آن مانند 'A نظير می کند، 
به طوری که خــط m عمودمنصف 
پاره خط 'AA باشد، و اگر A روی خود 

m باشد، 'A همان A است.

در اين صورت خــط m را محور بازتاب 
می نامند و نقطــة 'A را قرينه يا بازتاب 
A نسبت به خط m می نامند. بنابر اين 

تعريف، بازتاب يک تبديل است.
بازتاب را به طور شهودی برگرداندن نيز 
می نامند. در شــکل 8 می توانيد چنان 
 m گرد خط ∆ABC تصــور کنيد کــه
برگردانده شــده تا بر 'A'B'C∆ منطبق 
شود. يا به عبارت ديگر، اگر صفحة کاغذ 
را از روی خط m تا کنيم، ABC∆ روی 
 A قرار می گيريد؛ به طوری که ∆A'B'C'
روی 'B ،A روی 'B و C روی 'C واقــع 

می شوند.

فعاليت: در شــکل های 9 تا 11، خط 
بازتــاب m و نقطــة P به عنــوان مرکز 
دوران و زاويه بــه اندازة °180 به عنوان 
مقــدار دوران و پاره خطی بــه اندازة 3 
واحد به عنــوان مقدار انتقــال و جهت 
انتقال از چپ به راست داده شده است. 
تصويرهــای هر يک از شــکل ها را پيدا 

کنيد. 

اگر دوران شکل داده شده گرد نقطه P را به اندازة 
°360 انجام دهيد، چه نتيجه ای می گيريد؟

چگونه ممکن اســت در انتقالی، انتقال يافتة يک 
شکل روی خود شکل واقع شود؟

در بازتاب اگر نقطه هايی روی خود محور بازتاب 
باشند، تصوير آن ها چگونه است؟

اگر شــکلی محور بازتاب را در يک يا چند نقطه 
قطع کنــد، آيا می توانيد نتيجــه بگيريد تصوير 
يــا بازتاب شــکل نيز از همان نقطــه يا نقطه ها 

می گذرد.
بازتاب يکــی از مهم ترين تبديل های هندســی 
اســت، زيرا تبديل های انتقال و دوران و لغزه را 
می توانيم بر حسب آن تعريف کنيم. بنابراين اگر 
ويژگی هايی از تبديل ها را به عنوان اصل بپذيريم، 
می توانيم هم نهشتی مثلث ها را به کمک آن ثابت 

کنيم.
هندســه ای را که به اين صورت ساخته می شود، 

»هندسة تبديل ها« می نامند.
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 سايه: سلام خانم. لطفاً با تمرين 3 کار را شروع کنيم. گويا اين تمرين از 
محدودة درسی ما بيرون است! برادرم دانشجوست و راه حلی برای آن نوشت 

که مربوط به احتمال شرطی است. من تقريباً فهميدم راه حل چه بود.
 اعظم: من هم نتوانســتم اين مسئله را حل کنم، ولی وقتی راه حل های 
پيشرفته و پاسخ نهايی آن ها را ديدم، چيزی به ذهنم رسيد که اصلًا شبيه 

استدلال نيست، ولی به نظر درست می آيد.
 من: خب بهتر است شــروع کنيم. يک نفر خود مسئله را بازگو کند تا 

گفت وگوهای بعدی روشن تر پيش بروند.

تمرين۳. در کيسه ای 5 مهرة قرمز و ۷ مهرة آبی هست. يک مهره 
از کيسه بيرون می کشــيم و بدون آنکه رنگش را ببينيم، آن را 
در کشوی ميز می گذاريم. سپس مهرة ديگری را از کيسه بيرون 

می آوريم. احتمال اينکه مهرة دوم قرمز باشد، چقدر است؟

 زهرا: اگر می دانستيم مهرة اول چه رنگی بوده است، کار خيلی ساده پيش 
می رفت. همه دراين باره نظری يکسان داريم. اگر مهرة اول قرمز باشد، الان بايد 
در کيسه 4 مهرة قرمز و 7 مهرة آبی مانده باشد. پس احتمال قرمزبودن مهرة 
4 است. اما اگر مهرة اول آبی باشد، الان بايد در کيسه 5 مهرة قرمز و 6 

11
دوم 

5 است. 
11

مهرة آبی مانده باشد و در اين صورت احتمال قرمزبودن مهرة دوم 
اما همه می دانيم که مســئله هيچ يک از اين دو حالت نيست. در واقع ما از 

رنگ مهرة اول خبر نداريم.

توضيحات زهرا: 
اگر مهرة اول قرمز باشد، آن گاه احتمال قرمزبودن مهرة دوم  است.
اگر مهرة اول آبی باشد، آن گاه احتمال قرمزبودن مهرة دوم  است.

 سايه: برادرم به کمک همين دو مطلب راه حلش را توضيح داد. 
5 است و احتمال 

12
او گفت احتمال اينکه حالت اول پيش بيايد، 

7 است. او گفت احتمال قرمزبودن 
12

اينکه حالت دوم پيش بيايد، 
5× است و احتمال  4

12 11
مهرة دوم به شــرط قرمز بودن مهرة اول 

7× است.  5
12 11

قرمزبودن مهرة دوم به شرط آبی بودن مهرة اول، 
در نهايت هم گفت که احتمال قرمزبودن مهرة دوم، مجموع اين 

دو عدد است؛ يعنی:
× + × ×× + × = = =

× ×
5 4 7 5 5 4 5 7 5 11 5
12 11 12 11 12 11 12 11 12

توضيحات برادر سايه
احتمال قرمزبودن مهرة دوم به شرط قرمزبودن مهرة اول،  است.
احتمال قرمزبودن مهرة دوم به شرط آبی بودن مهرة اول،  است.

احتمال قرمز بودن مهرة دوم می شود:

 من: خب، برادر سايه از يکی دو تا قضيه کمک گرفته و عددها 
را در هــم ضرب و گاهی جمع کرده و بالاخره به نتيجه رســيده 
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است، اما ما هيچ يک از آن قضيه ها را بلد نيستيم. پس راه او برای 
ما پذيرفته نيست.

 اعظم: من هم نفهميدم که چرا بايد آن عددها را آن جور در هم 
ضرب و ســپس با هم جمع کرد! ولی يک چيز برايم جالب بود که 
است! انگار از  5

12
آن هم نتيجة نهايی محاسبه هاست. ببينيد، نتيجه 

همان اول می خواهيم از کيسه يک مهره بيرون بکشيم و احتمال 
قرمزبودن آن را حساب کنيم! به نظر من بی ربط نيست. اگر رنگ 
5 می شد، ولی رنگ مهرة 

11
4 يا 

11
مهرة اول را می دانستيم، احتمال 

اول را نمی دانيم و مطمئناً هيچ يک از اين دو عدد درست نيستند و 
5 به نظر درست می رسد.

 مريم: اعظم به خوبی آن دو عدد را رد می کند، ولی برای درستی 12
5 استدلالی نمی آورد.

12
 اعظم: ببين مريم، فکر کن که کيســه ای با 5 مهرة قرمز و 7 
مهرة آبی داری و يک مهره از آن بيرون می آوری. روشــن اســت 
5 اســت. حالا فکــر کن که وقتی 

12 کــه احتمال قرمزبودن آن 
می خواســتی مهره را بيرون بياوری، اول يکی از مهره های درون 
کيســه را در گوشه ای از کيســه جدا نگه می داشتی و سپس از 
بقية مهره ها يکی بيرون می کشيدی. معلوم است که هنوز احتمال 

5 است.
12 قرمزبودن مهرة بيرون آمده 

 مريم )و عده ای ديگر(: اين چه حرفی اســت؟! حالا که دو تا 
عدد يکی هســتند، نبايد چنين حرفی بزنــی. در اين حالتی که 
گفتی فضای نمونه و پيشامدهای ممکن تغييری نمی کنند، ولی 
در تمريــن3 چنين وضعی نداريم! در تمرين 3، مهرة اول واقعاً از 
انتخاب ها کنار گذاشته شده است. آن مهره در کشو است و ديگر 
امکان بيرون آمدن از کيســه را نــدارد، ولی اينجا آن مهره ای که 
در کيسه گوشه نشينش کردی، هنوز می توانست از کيسه بيرون 

بيايد. اين دو حالت فرق دارند!
 ليلا: خب وقتی اعظم آن مهره را به گوشه ای می راند و تصميم 
می گيرد آن را از کيســه بيرون نياورد، هنوز فکر می کنيد امکان 

بيرون آمدن آن از کيسه هست؟
 زهرا: مثل اينکه اين مســئله اعظم و ليلا را از ما گرفته است! 

آخر اين چه جور استدلالی است؟ 
 ليلا: خب جور ديگری تصور کنيد. فکر کنيد اين کيســه با 
همين تعداد مهره ها را در اتاق تاريکی داشــته باشيد. مهره ها را 
بيرون بکشــيد و دو تا را روی يخچال بگذاريد، دو تا کف اتاق رها 
کنيد، ســه تا را داخل کشوی ميز بگذاريد، چهار تا را لب پنجره 
بگذاريــد و آخری را هم مثلًا روی طاقچه بگذاريد. حالا اگر موقع 
راه رفتن پايتان روی يک مهرة کف اتاق برود، احتمال قرمزبودن 

5 فرق می کند؟ چه فرقی؟
12 آن چقدر است؟ با 

 الهام: می دانم می خواهی بگويی تنها فرق اين است که کيسه 
بزرگ تر شــده است و اتاق مثل خود کيسه است. من هم چنين 
حسی دارم، ولی اين اســتدلال نيست. نمی دانم چه جوری بايد 
درست يا نادرست بودن حس خودم را بررسی کنم. راستی خانم 

چرا شما چيزی نمی گوييد؟
 من: برای اينکه خوب داريد پيش می رويد. انحرافی نداريد.

 زهرا: آخر اين حرف ها و حس های بی دليل انحراف نيست؟
 اعظم: پيش از کلاس و حتــی اول بحث من خودم خيلی از 
گفته هايم مطمئن نبودم، ولی الان بــا دفاع ليلا و مهم تر از آن، 

اعتراض الهام، منظم تر و روشن تر فکر می کنم. اميدوارم بتوانم استدلالم را 
روشن بيان کنم. ولی پيش از بيان استدلال اصلی يک مورد ديگر را هم از 

من بشنويد.
فرض کنيد پس از مهرة اول مهرة دوم را هم بی آنکه ببينيم بيرون بکشيم 
و در کشــو بگذاريم. مهرة سوم را هم همين جور و ادامه بدهيم و تک تک 
مهره ها را بيرون بکشيم و بدون نگاه کردن در کشو جای بدهيم تا تنها يک 
مهره در کيسه بماند. خب حالا اين مهرة آخری را بيرون می آوريم. احتمال 

قرمز بودن آن چقدر است؟
حتی زهرا هم ســاکت شده بود و فکر می کرد. اين مثال ها نظر بعضی ها را 

برگردانده بود. اما نفيسه همان نظر را تکرار کرد.
 نفيسه: نمی دانم احتمال قرمزبودن مهرة آخر چقدر است. يک مهره را 
بدون نگاه کردن در کشــو گذاشته بوديم و آن همه اختلاف نظر و علامت 
سؤال داشــتيم. حالا که اين همه مهره بيرون کشيده ايم و بدون دانستن 
رنگ آن ها، در کشو جايشان داده ايم، چطور انتظار داريد که مسئله روشن تر 

شده باشد؟
 من: از آخرين حرف های اعظم و ليلا به نظر می رسد که آن ها استدلالی 
کاملًا رياضی، روشن و ساده نيز دارند که برای مرحلة آخر نگه داشته اند. من 
هم مثل شما قبول دارم آنچه تاکنون گفته اند استدلال نبوده است و تنها 

ممکن است راهنمايی هايی برای استدلالشان باشد.
 ســالومه: خانم، يعنی به نظر شما حرف درســتی می زنند و بايد به 

راهنمايی هايشان توجه کنيم؟
 من: بله. بالاخره وقتش رسيده است که استدلال خود را دقيق تر بگويند.

 اعظم: نخستين جلســه ای که خانم احتمال را ياد دادند، به ياد بياوريد. 
خانم دو تکّه گچ، يکی سفيد و يکی رنگی را برداشتند و يکی را در دستشان 
نگه داشتند و از ما خواستند احتمال سفيد بودن آن را محاسبه کنيم. اما به 
عمد جوری دستشان را نگه داشتند که دو نفر با چشم خود سفيدبودن گچ 
را ديدند. معلوم شــد که آن دو نفر بايد احتمال سفيدبودن گچ را صددرصد 
بدانند و ديگرانی که گچ را نديده بوديم، بايد همين احتمال را پنجاه درصد 
می دانستيم. گفته شد که دانسته های ما در محاسبه های احتمال مهم هستند. 
حالا نگاه کنيد. موضوع کيسه کمی گمراهمان کرده است. در رياضيات تا به 
حال کيسه را تعريف نکرده ايم. اهميتی هم ندارد. مهم اين است که مهره ها را 
می پوشاند تا رنگ آن ها را نبينيم. مهم دانستن يا ندانستن رنگ مهره است، نه 
جنس و ابعاد کيسه! وقتی مهره ها را کف اتاق تاريک، روی طاقچه و ... پخش 
می کنيم، اتفاق جديدی نيفتاده است. چيزی از رنگ مهره ها به دانش ما اضافه 
نشده است. پس مسئله تغييری نکرده است. يا مثلًا وقتی مهره ها را يک يک 
بيرون می کشيم و بدون نگاه کردن به رنگشان در کشو می گذاريم تا تنها يک 

مهره در کيسه باقی می ماند، گويی مهره ها را از کيسه بيرون نکشيده ايم. 
اينکه خيلی ها اينجا احساس کردند که احتمال قرمزبودن مهرة آخر همان 
5 اســت، به همين دليل اســت. خلاصه اينکه وقتی يک مهره را بدون 

12
ديدنش در کشو جای داده ايم، واقعاً به اين معنا نيست که اين مهره از کيسه 
خارج شده است. خارج شدن از کيســه اگر بخواهد تأثيری در محاسبه ها 
داشته باشد، بايد به معنای ديده شدن رنگش باشد. اگر رنگش ديده نشده، 
هنوز می توانيم فکر کنيم که درون کيســه مانده و واقعاً 5 مهرة قرمز و 7 
مهرة آبی درون کيسه است. بنابراين احتمال قرمزبودن مهره ای که از کيسه 

5 است.
12 بيرون می آيد برابر 

 من: حرفی ندارم. دفاعی کاملًا فنی، دقيق و مبتنی بر تعريف ها و مطالب 
رياضی انجام شــد. خوب به حرف های اعظم فکر کنيد. لازم نيست چيزی 

به آن اضافه شود.

ریاضی
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محسنکیخائیوحسینکریمی

یکمسئلهو
چندراهحــــــل
توپهایهرمی

حتماً تا به حال از اين نوع معماها ديده ايد:
تعداد توپ های موجود در شكل 1 چندتاست؟ 
در ادامه، با بررسی يك مسئلة زيبا، به راهكاری 
مناســب و البته آسان برای پاســخ به اين گونه 

معماها دست می يابيم.

مسئله: مجموع مربعات n عدد طبیعی متوالی، با شروع از 1 را بیابید.
به زبان ریاضی: حاصل عبارت زیر را پیدا کنید.

12+22+32+...+(n-1)2+n2=?

هر عدد به فرم بالا را »عدد هرمی مربعی«1 می نامند. هرم را با توجه به 
تعداد ضلع های قاعدة آن مشخص می سازند؛ مانند هرم با قاعدة مثلث، 
هرم با قاعدة مربع و ... . بنابراين بسته به اينكه قاعدة هرم كدام چندضلعی 
باشد، هرم های متفاوتی وجود دارد. همچنين، عددهای هرمی متفاوتی، 
متناظر با اينكه قاعدة هرم را مثلث، مربع يا چندضلعی های ديگر در نظر 

بگيريم، وجود دارند.
شــكل 2 هرم هايــی بــا 
قاعده هاي پنج ضلعی و مربع 

را نشان می دهد.
در نظر داشــته باشــيد، 
با مســئلة  هــرم مرتبط 
مطرح شده، هرمی با قاعدة 
مربع است. مثال زير علت 
اين نام گذاری و همچنين 
نوع هرم متناظر با مسئلة 
تا حدودی  را  ما  موردنظر 

روشن می كند.

مثال 1. حاصل عبارت زير را بيابيد:
12+22+32+42=?

پاسخ: به آسانی می بينيد كه: 
1+4+9+16=30

متناظر با هر عدد، همان تعداد گوی را در نظر می گيريم )شــكل 3( و 
از چيدن مناسب گوی ها روی هم، هرمی با قاعدة مربع می سازيم. )اين 

دقيقاً همان چيدمان توپ های رنگی در شكل 1 است.(

درســتی رابطة ٭ را برای حالات خــاص n=3 و n=5 با دو روش 
متفاوت اثبات می كنيم:

:n=3 حالت
تعداد N مكعب به ابعاد 1 را مانند شكل 4 چيده ايم.

به وضوح داريم:
N=12+22+32

حال نشان می دهيم:
( )( )N + × +

=
3 3 1 2 3 1

6 و اين يعنی:
( )( )+ × +

+ + =2 2 2 3 3 1 2 3 11 2 3
6 )با فرمول ٭ مقايسه كنيد(

ســه شكل يكســان از نوع شــكل 4 را به صورت شــكل 5 به هم 
می چسبانيم:

حــالا مكعب های طبقة آخر را نصف می كنيم و ســپس نصفه ها را 
در جای خالی قرار می دهيم تا طبقة آخر مسطح شود )شكل 6(:

تعداد مكعب های شكل نهايی برابر است با: 

( ) ( )× + × +
13 3 1 3
2

عدد هرمی مربعی nام به صورت زیر به دست می آید:

n(n                            ٭ )( n )... n + +
∗ + + + + =2 2 2 2 1 2 11 2 3

6
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9ومـدرسه از آنجا كه تعداد مكعب های اولية در اختيار ما )N(، يك ســوم اين 

تعداد است، می توان نوشت:
( ) ( ) ( ) ( )N

× + × + × + × × +
= =

13 3 1 3 3 3 1 2 3 12
3 6

:n=5 حالت
شكل های 7 و 8 را با هم مقايسه كنيد.

بی درنگ به تساوی زير می رسيد:
( ) ( )( )+ + + + = + + + + × +2 2 2 2 23 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 5 1

( )× +
+ + + + =

5 5 11 2 3 4 5
2

با به كار بردن رابطة مقابل:         

به همراه كمی عمليات سادة رياضی داريم:
( ) ( )× + × × +

+ + + + =2 2 2 2 2 5 5 1 2 5 11 2 3 4 5
6

و اين همان رابطة ٭ است برای n=5 كه مطلوب ماست.
حال با روشی ديگر در حالت كلی رابطة ٭ را ثابت می كنيم:

همان طور كه در شــكل 9 می بينيد، داخل هر كدام از ســه مثلث 
 (n-1) ،... رديف بالايی يك عدد 1، دو تا عدد 2، ســه تا عدد 3، و
تــا عدد (n-1) و n تا عدد n، قرار داده ايم و تنها چيدمان آن ها در 
داخل مثلث ها متفاوت است. پس مجموع عددهای داخل هر يك از 

سه مثلث رديف بالايی يكسان و برابر است با:
... (n ) n+ + + + − +2 2 2 2 21 2 3 1

و در كل مجموع عددهای داخل اين سه مثلث برابر است با:
... (n ) n + + + + − + 

2 2 2 2 23 1 2 3 1
در اين شكل می بينيد كه اگر عددهای هر سطر سه مثلث رديف بالا 
را نظير به نظير با هم جمع كنيم، مثلث رديف پايين به دست می آيد 

كه مجموع عددهای داخل آن برابر است با:
( n ) ( n ) ... (n )( n )

n(n )( n )( ... n) ( n )

n(n )( n )

+ + + + + − +
+

= + + + + = +

+ +
=

1 2 1 2 2 1 1 2 1
12 1 1 2 2 1

2
1 2 1
2

برای رسيدن به تساوی های سطر دوم از رابطة آشنای زير كه از قبل 
n(n )( ... n) +

+ + + =
11 2

2
می دانيد، استفاده كرده ايم:             

با استفاده از رابطه های بالا نتيجه می گيريم:

n(n )( n )( ... n )

n(n )( n )... n

+ +
+ + + =

+ +
⇒ + + + =

2 2 2

2 2 2

1 2 13 1 2
2
1 2 11 2
6

و اثبات كامل می شود.
در ادامه معمای شــمردن مربع های موجــود در يك صفحة 

شطرنجی n*n را بررسی می كنيم.
مثال 2. تعداد مربع های موجود در يك صفحة شطرنجی 3*3، 

برابر 14تاست )شكل 10(.

بديهی است كه با بزرگ شدن مقدار n، شمارش تك تك مربع ها 
مانند مثال 2، كاری است زمان بر و احتمالاً همراه با اشتباه!

به كمك عددهای هرمی مربعی به راهكار مناسبی برای شمارش 
تعداد مربع های موجود در يك صفحة شطرنجی n*n می رسيم.

مثال 3. تعداد همة مربع های موجود در يك صفحة شطرنجی 
n*n را بيابيد.

:n*n می توان بررسی كرد كه در يك صفحة شطرنجی
تعداد مربع های n*n برابر است با: 1=12

تعداد مربع های (n-1)*(n-1) برابر است با: 22
تعداد مربع های (n-2)*(n-2) برابر است با: 32

⁞   
(n-2)2 :تعداد مربع های 3*3 برابر است با
(n-1)2 :تعداد مربع های 2×2 برابر است با

n2 :تعداد مربع های 1*1 برابر است با
بنابراين:

تعداد كل مربع ها =12+22+32+...+)n-1(2+n2

و اين دقيقاً همان عدد هرمی مربعی nام است!
نتیجه: تعداد كلية مربع های موجود در يك صفحة شطرنجی 

n(n )( n )+ +1 2 1
6

n*n برابر است با: 

مثال 4. تعداد همة مربع های موجود در تختة بازی شــطرنج 
برابر با عدد هرمی مربعی هشتم، يعنی 204 است. )چرا؟(

مثال 5. در شكل 11 چند مربع وجود دارد؟
پاســخ: در صورتی كه خانة گوشة 
پايين حذف نشــده باشــد، تعداد 
مربع ها بــا توجه بــه اينكه صفحة 
شطرنجی 8*8 اســت، برابر با عدد 
هرمی مربعی هشــتم می شود. پس 
با جای گــذاری n=8 در رابطة قبل 

)مثال 3( اين تعداد برابر است با:
( ) ( )× + × × +

=
8 8 1 2 8 1 204

6
از آنجا كه در كل 8 مربع شامل خانة گوشة پايين، نيستند )چرا؟(، 
بنابراين تعداد مربع ها در اين شكل برابر است با:       196=204-8

منابع
1. نلسون. راجر ب. )1375(. اثبات بدون کلام. ترجمة سپيده چمن آرا، مؤسسة انتشارات فاطمی. تهران. چاپ اول.

2. علي رضا عليپور. )1400(. تركيبيات. انتشارات فاطمي. تهران. چاپ شانزدهم. 
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کمی فکر کنيم
محل زندگي شــما كجاست؟ روستا؟ شهرســتاني كوچك؟ يا 
...؟ آيا هنگامي كه  كلان شــهري مثل تهران، مشهد، اصفهان يا
در مســيري مثل پياده روي خيابان يا جاده هاي بين شــهري و 
روستايي قدم مي زنيد، به نظافت مسيرها توجه كرده ايد؟ چقدر 
محل زندگي شما تميز است؟ چقدر آشغال از انواع متفاوت روي 
زمين ريخته است؟ چقدر شهرداري يا ساير نهادهاي مسئول در 
محل زندگي شــما به اين موضوع به خوبي رسيدگي مي كنند؟ 

چقدر پاكبان ها و محيط بان ها براي تميزكردن مسيرها و راه ها 
تلاش مي كنند؟ آيا تا به حال به اين موضوع ها فكر كرده ايد؟

من كه هر وقت در پياده روهاي شهر تهران قدم مي زنم، از ديدن 
اين همه آشغال و زباله روي زمين و در باغچه ها و لابه لاي گياهان 
و شمشادها حالم بد مي شود. هميشه به فكر فرو مي روم كه چرا ما 
اين قدر نسبت به موضوع تميزي مسيرها بي تفاوت هستيم؟! چرا 
اين قدر آشــغال توليد مي كنيم و بي توجه و بي محابا روي زمين 

ریاضی10
وكاربرد
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مي ريزيم؟ نمي خواهم شــهرداري را مقصــر بدانم. آن ها زحمت 
مي كشــند و رفتگران عزيز مرتب در حــال نظافت و جمع آوري 

هستند. فرهنگ عمومي ما مردم مشكل دارد. 
وقتــي در خيابان در حال رانندگي هســتم، مكــرر راننده ها و 
سرنشــين هاي خودروها را مي بينم كه ته ســيگار يا كاغذ پاره، 
پاكت ســيگار، پوست تخمه، ته مانده هاي ميوه ها و ... را از پنجرة 
خودرو خود به بيرون پرتاب مي كنند. واقعاً جاي تأسف است. در 
جاده هاي بين شهري، كنار درخت ها و كنار رودخانه ها كه معمولاً 
براي استراحت توقف مي كنيم، با منظره هاي بسيار بدتري مواجه 
مي شويم. ظاهراً هيچ كس به اين موضوع توجه نمي كند! هر كس 
هر چه آشغال و پسماند دارد همان جا رها مي كند. طبيعت زيباي 

خودمان را با دستان خودمان تخريب مي كنيم. 
غيــر از فرهنگ ســازي در اين مورد كه نبايد آشــغال بريزيم، 
پسماندها را رها نكنيم و آن ها را جداسازي كنيم تا بازيافتشان 
ساده تر شود، چه راه هاي ديگري براي بهبود اين وضعيت وجود 

دارند؟ به اين خبر جالب توجه كنيد: 
يك شركت ســوئدي با آموزش كلاغ ها قصد دارد از آن ها براي 
جمع آوري ته سيگار درمحيط هاي شهري استفاده كند. كلاغ ها هر 
بار كه ته سيگار هاي جمع آوري شده را درون دستگاه مخصوصي 
بيندازند، چند دانه بادام زميني جايزه مي گيرند. اين دستگاه ها را 
يك شــركت سوئدي در شهر »سودرتليه«، نزديك »استكهلم« 
)پايتخت سوئد( ساخته است. مؤسس شركت مي گويد: »شركت 
كلاغ ها در اين طرح كاملًا داوطلبانه است. آموزش كلاغ ها آسان 

است و آن ها اين كار را از هم يادمي گيرند.«
بنياد »سوئد را تميز نگه داريم« مي گويد، هر ساله يك ميليارد 
ته ســيگار در خيابان هاي سوئد رها مي شوند كه 62 درصد كل 

آشغال هاي خياباني را تشكيل مي دهند. 

محاسبه کنيم
درانتهاي خبر دو عدد ذكر شــده كه توجه به آن ها جالب است. 
اول آنكه در سال يك ميليارد ته سيگار در خيابان ها رها مي شود. 
جمعيت سوئد در سال 2022 حدود 10 ميليون نفر است. طبق 

آمار جهاني1 8 درصد مردم در سوئد سيگار می كشند؛ يعني: 

10000000× 8___
تعداد افراد سيگاري در سوئد  800000=100

اگر فرض كنيم كه همة اين افراد رعايت نمي كنند و ته ســيگار 
خود را روي زمين مي اندازند، خواهيم داشت: 

سهم هر نفر از ته سيگارها در سال 1250=800000÷ 1000000000
سهم هر نفر از ته سيگارها در روز             3/5 ∽ــ365÷1250

يعني هر فرد سيگاري به طور متوسط در روز بين 3 تا 4 ته سيگار 
روي زمين مي اندازد. حالا اگر فرض كنيم نيمي از اين افراد سيگاري 
رعايت نكنند و ته سيگار خود را در خيابان بيندازند، به طور متوسط 

هر روز 7 ته سيگار در خيابان رها مي شود. 
حالا همين روش محاســبه و همين كار را براي كشور خودمان 
انجام دهيد. كافي اســت جمعيت ايران و درصد افراد سيگاري 
را داشــته باشــيد. و با همان فرض 3/5 سيگار در روز محاسبه 
كنيد و ببينيد فقط در مورد ته ســيگارها ما چه مقدار آشــغال 

توليد مي كنيم.
حالا به عــدد دوم آن خبر توجه كنيد. در ســال، يك ميليارد 

ته سيگار 62 درصد آشغال خيابان ها را تشكيل مي دهند. 
يعني 38 درصد آشــغال غير از ته ســيگار اســت. به نظرم اين 
عدد خيلي كوچك اســت. به عبارت ديگر، مي توان تشــخيص 
داد كه مقدار آشــغال روي زمين غير از ته سيگارها بسيار ناچيز 
است. حالا دوباره به همين معيار در مورد وضعيت خيابان هاي 
خودمان فكر كنيم. آيا در خيابان هاي ما هم به همين نســبت 

ته سيگار و آشغال وجود دارد؟
بياييــد 62 درصد را معني كنيم. وقتــي مي گوييم 62 درصد 
آشغال ها ته سيگار است، يعني اگر شروع به شمردن آشغال هاي 
خيابان ها كنيم، از هر 100 تا آشــغال كه مي شمريم، 62 تا از 
آن ها ته سيگار است. حالا اگر در شهر خودمان شروع به شمردن 
آشــغال هاي روي زمين و اطراف خود كنيم، به نظر شما از هر 

100 آشغال چند تا ته سيگار است؟
خوب است اين آزمايش و اين جمع آوري اطلاعات را در روزهاي 
متفاوت انجام دهيد. مي توانيد ميانگين اين چند روز را به عنوان 

يك آمار نسبتاً قابل قبول در نظر بگيريد. 
هدف من اين اســت كه با اين كار توجه شــما به اصل موضوع 

جلب شود. 

بيشتر فکر کنيم
بــه ادامة خبر توجه كنيد. در همان شــهر كوچك ســودرتليه 
ســالانه 1600000 يورو براي نظافت خيابان ها خرج مي شود. 
حالا اگر كلاغ ها شروع به جمع آوري ته سيگارها كنند، تخمين 
مي زنند كه 75 درصد در هزينه هاي نظافت صرفه جويي خواهد 
شــد. يعني در همين شــهر كوچك كلاغ هاي رفتگر مي توانند 
1200000 يــورو صرفه جويي كنند. بــا قيمت فعلي هر يورو 
)به طور تقريبي( 30000 تومان، صرفه جويي كلاغ ها مي شود: 
1200000×30000=36000000000
يعني فقط با آموزش كلاغ ها در يك شــهر كوچك مي توان 36 
ميليارد تومان صرفه جويي كرد. از اين ابتكار جذاب بگذريم. آيا 
راه حل ديگري براي جمع آوري و بازيافت زباله ها و پســماندها 
وجود ندارد؟ آيا نمي شود هزينه هاي جمع آوري را به روش هاي 

ديگر كاهش داد؟ كمي بيشتر فكر كنيد. 

پي نوشت 
1. آمار از سايت worldpopulationreview.com استخراج شده است.
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محمدحسیندیزجی

جذابیتریاضیدرآموزشقرآن
در خانواده ای رشــد کرد و تعليم يافت که تحقيق، مطالعه و پژوهش يکی 
از ســتون های تربيتی آن بود. مادر در عرصة تعليمات کلام وحی و پدر در 
حوزة فرهنگ و انديشه بسيار فعال بودند. بيش از هر چيز در اين خانه کتاب 
وجود داشــت و پسر در کنار همين کتاب ها پرورش پيدا کرد. مطالعه اصل 
جدايی ناپذير از ذات اين خانواده بوده و هست. ديپلم رياضی فيزيک گرفت و 
سپس مدرک مهندسی رايانه را از دانشگاه دريافت کرد. از سوی ديگر در علوم 
قرآنی نيز گام به گام  پيش رفت و قبل از ورود به دانشگاه و تحصيل هم زمان 
در اين حوزه، به حفظ کل قرآن کريم نائل شد. محمد قدوسی متولد 1356 
در تهران است و امروز به عنوان مديرعامل »مؤسسة فرهنگی قرآنی مشتاق 
حکمت« در حوزة نشر علوم و معارف قرآنی فعاليت می کند. جالب اين است 
کــه از دانش رياضی در اين آموزش ها بهره می گيــرد. با او به عنوان يکی از 

مخاطبان ديروز مجلة رشد رياضی برهان به گفت وگو نشستيم.

é کار و حرفة فعلی شما چقدر با رياضی در ارتباط است؟ يعنی آشنايی 
با دانش رياضی تا چه اندازه در کار شما اثرگذار است؟ مثالی بزنيد.

è کم وبيش از کارهايی که در حل مســئله در رياضــی انجام داده ام، ايده 
می گيــرم و کارم را بهتــر و جذاب تر ارائه می کنم. مثــلًا در رياضی برای 
ســاده کردن کســرها، عددها را به عوامل اول آن ها يا به عددهای ساده تر 
تبديل می کنيم و بعد آن ها را ساده می کنيم. ما به اين نتيجه رسيديم که 
در آموزش قرآن هم بايــد جمله های بلند و آيات طولانی را به کوتاه ترين 
واحد تشکيل دهندة آن ها، يعنی عبارت های ساده و کوتاه معنی دار، تقسيم 
کنيم. البته در بيان مفاهيم قرآن هم از رياضی بسيار می توان کمک گرفت.

é اصولًا در دوران مدرسه چقدر به مطالعة مباحث درسی اما غير 
از کتاب درسی توجه داشتيد و دنبال يادگيری از اين طريق بوديد؛ 

مثل کتاب يا مجله؟
è به دليل اينکه پدرم خودشــان فرهنگی بودند و تعداد زيادی کتاب در 

کتابخانة منزل داشــتند، يکی از تفريحاتم ايــن بود که اين کتاب ها 
را کــه در زمينه های متنوعی هم بودند، مطالعــه می کردم و اين کار 
کمک زيادی به من کرد تا در زمينه هايی مثل زبان عربی و آشــنايی 
با تفسيرهاي گوناگون و ادبيات و تاريخ و غيره تقويت شوم، همچنين 
من از شاگردان آقاي خسرو داودي بودم كه در آن زمان سردبير مجلة 
رشــد برهان بودند. از همان زمان با اين مجله آشنا شدم و تا الان هم 

اين مجله را دنبال مي كنم و از مخاطبان آن هستم. 

é وقتی مجلة رشــد رياضی برهان را ورق می زنيم، می بينيم 
مطالب متنوعی دارد؛ از ســرمقاله تا مقالات علمی آموزشی، 
سرگرمی، گفت وگو و غيره. اصولًا هنگام مطالعة مجله، در وهلة 

اول سراغ چه مطالبی مي رويد و چرا؟
è برای من موضوع نوآوری و مقالات علمی آن جذاب تر است و دوست 

دارم بدانم رياضی در عرصة کاربردی چه تأثيراتی داشته است.

é به نظر شما يادگيری از طريق مطالب مجله يا کتاب غيردرسی و 
منابع گوناگون، چه تفاوتی با يادگيری از طريق کتاب درسی دارد؟
è معمولًا جذابيت مطالب در کتاب هاي غيردرســی بيشــتر اســت، 
شــايد به اين خاطر که دانش آموز به نوعی کتاب های درسی را مجبور 
است بخواند. ولی کتاب های غيردرسی را داوطلبانه انتخاب و با علاقة 
بيشتری مطالعه می کند. مثلًا من به شعر هم علاقه دارم و کتاب های 
شعر زيادی خوانده ام. اين ســبب شده است که از دبيرستان تاکنون 

گاهی شعر هم سروده ام.

é در دوران مدرسه وضعيت درس رياضی شما چطور بود و معمولًا 
چه نمره هايی می گرفتيد؟

è من تقريباً هميشــه نمره هايم 20 بود. البته زياد درس نمی خواندم، 

گفتوگوبامهندسمحمدقدوسی،پژوهشگرقرآنیومخاطبدیروزرشدریاضیبرهان
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ولی ســعی می کردم در همان کلاس و زمان تدريس معلم، مطالب را 
فرابگيرم.

é اگر دوست داريد، از يکی از معلمان درس رياضی خودتان 
که در ايجاد علاقة شما به اين درس نقش داشته است، 

ياد کنيد.
è البته همة معلمان بنده انسان های شريفی بودند 

که از همة آن ها تشــکر می کنــم، ولی جناب 
آقای خســرو داودی انگيزه و علاقة مرا به 
درس رياضی بيشــتر کرد. شايد علتش هم 
تشــويق هايي بود که بجا و مناسب، بعد از 
حل تمرين ها يا ســؤال هايی که از ايشان 

می کردم، انجام می داد.

é برخی اين تصور را دارند که رياضی 
درسی فرمولی و خشک است و خيلی 
ندارد. نظر شــما  در زندگی کاربرد 

چيست؟
è بله، اين تصور خيلی از دانش آموزان است. 

به نظرم شــايد علتش اين باشد که معلمان 
رياضی مصداق های عملی کاربرد رياضی را به 

دانش آموزان يــاد نمی دهند. در حالی که رياضی 
کاربردهای فراوانی دارد. من در طراحی يا مشاوره براي 

توليد نرم افزارهای قرآنی و بيان مطالب و مفاهيم قرآن از رياضی کمک 
می گيرم و اين موضوع خيلی در رساندن منظور و پيامی که می خواهم 

به مخاطب منتقل کنم، تأثير دارد.

é چطور شــد شــما برای ادامة تحصيل در دانشگاه رشتة 
مهندسی را انتخاب کرديد و در ادامه علوم قرآنی را برگزيديد؟
è خب چون رشتة من رياضی ـ فيزيک بود، به طور طبيعی در يکی از 
رشته های مهندسی در دانشگاه مشغول تحصيل شدم. بعدها به دليل 
اينکه حافظ کل قرآن بودم و به رشــتة علوم قــرآن و حديث علاقه 
داشتم، در اين رشــته تحصيلاتم را ادامه دادم. به نظرم هر دو رشته 

بسيار به من کمک کردند تا بتوانم در زمينة کاری موفق باشم.

é نظرتان دربارة مطالعه چيســت؟ چه در دورانی که تحصيل 
می کنيم و چه در زمانی که ديگر کاری با درس و دانشگاه نداريم؟

è به نظر من مطالعه برای انسان مثل غذای روح است. همان طور که 
جســم ما به غذا احتياج دارد، روحمان هم به غذا نياز دارد. يا به قول 
ديگر، مطالعه مثل بنزين است برای خودرو. همان گونه که خودرو بدون 
بنزين نمی تواند راه برود، انسان هم بدون مطالعه نمی تواند پيشرفتی 

داشته باشد.

é آيا در طول دوران تحصيل هيچ وقت به کســی درس هم 
داده ايد؟ منظورم بيشــتر در حوزة رياضی اســت. مثلًا به 
دوســتانتان در يادگيری رياضی کمک کنيد يا در دانشگاه 

مباحثی را به دانشجويان و به دوستان ياد و آموزش بدهيد.
è قطعاً همين طور است. من در دوران تحصيل، چون درسم خوب بود، 
گاهی در درس ها به هم کلاسی ها يا دوستان يا فاميل كمك می کردم 
و به خصوص در ايام امتحانات بــه آن ها تدريس می کردم. در دورانی 
که دانشجو بودم و بعد از آن نيز در بعضی مدرسه های تهران تدريس 
داشــتم و خاطرات خوبی از آن دوران دارم. يکــی از کارهای من در 

کلاس اين بود که به نظــرات دانش آموزان اهميت می دادم و حتی گاهی 
اوقات آن ها را روي تخته می نوشتم تا به کمک خودشان جمع بندی کنيم. 

بچه ها اين کار را خيلی دوست داشتند.

é رياضی علاوه بر کاربــرد در زندگی می تواند جنبة 
تفريحی هم داشته باشــد؟ مثل حل معما. شما 
چقدر در زندگی از جنبه هــای تفريحی آن 

استفاده می کنيد و لذت می بريد؟
è بله همين طور اســت. من بعضــی وقت ها با 
فرزندانم بازی های رياضی را انجام می دهم. با اين 
کار هــم ذهن آن ها را فعال می کنم و هم مدتی 

مشغول بازی و تفريح می شوند.

é شــنيده ام يکی از ويژگی های شما اين 
اســت که مفاهيم قرآن را با زبان رياضی 
برای شاگردان خود بيان می کنيد. لطفاً در 

اين زمينه توضيح بدهيد.
è مثلًا مفهوم آيــة »انا لله و انا اليه راجعون« را 
می توان مثلًا به حرکت يک مورچه در سطح يک 
کره تشــبيه کرد که از بالای کره حرکت می کند و 
دور کره دور می زنــد و دوباره به همان جای خودش 
می رســد؛ البته با تجربه و آزمودگی بيشــتری که ضمن 
اين مســير به دست آورده اســت. يا مفهوم »توبه« را می توان با 
اســتفاده از دوربرگردان های بزرگراه ها توضيح داد. يا می توان تعاليم دينی 
را به نرم افزار مســيرياب تشبيه کرد که بهترين راه رسيدن به مقصد را به 

انسان نشان می دهند.
همچنين می توان مفهوم امام را به کســی تشــبيه کرد کــه کنار راننده 
نشسته اســت و از روی نرم افزار مســيرياب برای او توضيح می دهد که در 
شرايط موجود بايد از کدام راه برود. اين موارد براساس آن فرض است که 
راننده بايد حواسش به رانندگی باشد و در يک مسير پيچيده نياز دارد که 
شخص کناردستی، مســير را برای او توضيح دهد. البته لازم است چنين 
شخصی که کنار راننده می نشيند، هم به نقشه خوانی وارد باشد و هم شرايط 
فضای اطراف را به خوبی بشناسد و تشخيص دهد. اين است که می گوييم 
قرآن کتاب درسی است و بدون کمک گرفتن از معلمان معصوم نمی توان 
بهرة زيادی از آن برد. در واقع براســاس آية 64 سورة نحل و آية 55 سورة 
مائــده، اين معلمان منحصربه فرد عبارت اند از پيامبر )ص( و جانشــينان 

راستين ايشان و مثال های ديگر.

é از نکته های جالب قرآن که به رياضی ارتباط دارد برايمان بفرماييد.
è نکته هــای جالب در قرآن که به رياضی ارتباط دارد زيادند و کتاب هايی 
هم در اين زمينه نوشــته شده اند. مثلًا خود تعداد آيات قرآن نکتة رياضی 
دارد. بنا بر قول مشهور، تعداد آيات قرآن 6236 آيه است و می توانيم برای 
اينکه بچه ها اين عدد يادشــان نرود، بگوييم 2 ضرب در 3 می شــود 6 و 
همين طور 3 ضرب در 2 هم می شود 6 و يک 2 و 3 را در وسط بنويسيم و 
در هر دو طرفش عدد 6 را بگذاريم. يا مثلًا تعداد کلمة دنيا در قرآن با تعداد 
کلمة آخرت برابر و 115 بار است. البته مهم تر از اين ها، همان طور که اشاره 
شد، بيان مفاهيم والا و زيبای قرآن به زبان رياضی است که اين مفاهيم را 

شيرين و جذاب و امروزی می کند.

é از صاحب برترين کتاب، يعنی قرآن، برايتان موفقيت های روزافزون 
آرزومنديم.
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تصوير1. نماي بيروني نيروگاه توليد برق اروميه. بازدهي اين نيروگاه حدود 33 درصد 
است. يعني حدود 67 درصد انرژي حاصل از احتراق سوخت فسيلي در محل نيروگاه 

تلف مي شود.

دورۀ 28/شماره 3
1401 آذر 

»بــرق« واژه ای عاميانه براي انرژي الكتريكي اســت. توليد برق در 
مقيــاس بزرگ، در نيروگاه ها انجام می شــود. بيشــتر نيروگاه های 
توليد برق در ايران انرژي اولية خود را از سوخت های فسيلي تأمين 
می كنند. به عبارت ديگر، نزديك به 90 درصد برق توليدي در ايران، 
از منابع ســوخت فسيلي تأمين می شــود. در جدول مقابل، انرژي 
شــيميايي ذخيره شده در هر گرم از سوخت های فسيلي رايج كه در 
 )kJ( »نيروگاه های توليد برق استفاده می شوند، بر حسب »كيلوژول
داده شــده است. هر چند ســوخت اصلي يا اول نيروگاه های توليد 
برق، گاز طبيعي است، ولي هر گاه گاز در دسترس نباشد، به ناچار از 
سوخت های جايگزيني مانند گازوئيل، مازوت يا زغال سنگ استفاده 
می شــود. در ميان سوخت های فســيلي، آلايندگي مازوت و زغال 
ســنگ از همه بيشتر است و اين دو ســوخت براي محيط زيست 

مخرب تر و زيان آورتر است )شكل 1(. 
 

شكل 1. طرحي از نماي بيروني يك نيروگاه توليد برق و آلايندگي ناشي از آن. در 
فصل پاييز و زمستان كه مصرف گاز شهري افزايش می يابد، سوخت دوم و جايگزين 
بيشــتر نيروگاه های توليد برق در ايران مازوت است كه آلايندگي بسيار زيادي به 

همراه دارد.

انرژي شيميايي موجود در بعضي از سوخت ها 
 )kJ/g( برحسب كيلوژول بر گرم

زغال سنگ 
گازوئيل

گاز طبيعي
مازوت 

 33/6
45

54/6
 42

نيروگاه اروميه
در حال بهره برداري

1114 مگاوات 
ظرفيت

 %33
راندمان

بهره برداري 
در سال 1390

روحاللّهخليلیبروجنی پــرمصـرف ها را مـــــــــــی گــــيــردبـــــــــــــــــــــــــرق

ریاضی
 و کاربرد



بازدهي بيشتر نيروگاه های توليد برق در ايران كه با سوخت فسيلي 
كارمی كنند، بين 30 تا 35 درصد است )تصوير 1(. به عبارت ديگر، 
بين 65 تا 70 درصد انرژي دريافتي از سوخت های فسيلي در محل 
نيروگاه به صــورت دود و گازهاي داغ حاصل از احتراق و همچنين 

گرما، به محيط پيرامون داده می شود )شكل 2(. 

شــكل 2. طرحي از يك نيروگاه ســوخت فســيلي و درصد تقريبي اتلاف انرژي 
الكتريكي در موقعيت های متفاوت. همان طور كه ديده می شــود، حدود 65 درصد 
انرژي در محل نيروگاه، 20 درصد در خطوط انتقال در مســير و 15 درصد هنگام 

توزيع برق در شهر تلف مي شود.

خوب است بدانيد، جديدترين و مدرن ترين نيروگاه توليد برق در ايران، 
»نيروگاه ســيكل تركيبي1 كاسپين« است )تصوير 2( كه بازدهي آن 
حدود 57 درصد است. در نيروگاه های سيكل تركيبی، افزون بر توربين 
گازي، از توربين بخار هم استفاده می شود. به عبارت ديگر، از گازهای 
داغ خروجی از توربين هــای گازي، برای توليد بخار آب مورد نياز در 
توربين های بخار بهره می گيرند. نيروگاه های سيكل تركيبی راه حلي 
كارآمــد، انعطاف پذير، قابل اعتمــاد و مقرون به صرفه برای توليد برق 
هستند كه سازگاري بيشتري نيز با محيط زيست دارند. نيروگاه های 

سيكل تركيبی در واقع تركيبی از توربين بخار و توربين گازی اند2. 
 

تصوير 2. نماي بيروني نيروگاه توليد برق كاسپين واقع در نوشهر مازندارن. بازدهي 
اين نيروگاه حدود 60 درصد اســت. يعني تنها حــدود 40 درصد انرژي حاصل از 

احتراق سوخت فسيلي، در محل نيروگاه تلف می شود.

بهاي برق مصرفي
براي محاسبة )انرژي الكتريكي( مصرفي از كنتور )شمارنده( استفاده 
می شــود )تصوير 3( كه به كمك آن می توان مقدار برق مصرفي را 
 P تعيين كرد. اگر توان مصرفي درج شده روي يك وسيلة برقي برابر

باشد، در اين صورت پس از مدت زمان t كه از اين دستگاه استفاده 
می شود، انرژي الكتريكي )برق( مصرفي آن برابر E=Pt خواهد بود. 
اگر زمان t برحسب ثانيه و توان P برحسب وات باشد، در اين صورت 
انرژي مصرفي برحســب ژول )J( به دست مي آيد. به دليل كوچك 
بودن يكاي ژول، از يكاي كيلووات ساعت )kWh( استفاده می شود. 
به اين منظور بايد توان برحســب كيلووات )kW( و زمان برحســب 

ساعت )h( بيان شود. در اين صورت داريم:
1kWh=(100W)(3600s)=3600000 J=3600 kJ

با ضرب مقدار برق مصرفي در قيمت هر كيلووات ساعت، بهاي برق 
مصرفي به دست می آيد.

تصوير 3. كنتور )شمارنده(

مثال ۱. با سوختن يك كيلوگرم گاز طبيعي در نيروگاه اروميه )تصوير 
1(، چند كيلووات ساعت انرژي الكتريكي )برق( توليد می شود؟ 

پاســخ: با توجه به جدول صفحة قبل، با ســوخت هر كيلوگرم گاز 
طبيعي حدود 54600 كيلوژول انرژي آزاد می شود. از آنجا كه بازدهي 
نيروگاه اروميه حدود 33 درصد اســت، به اين ترتيب انرژي حاصل از 

سوختن يك كيلوگرم گاز طبيعي در اين نيروگاه برابر است با:
E ( kJ)( ) kJ= ≈3354600 18000100

همان طور كه پيش از اين ديديم، هركيلووات ساعت معادل 3600 
كيلوژول است. در نتيجه انرژي حاصل از سوختن يك كيلوگرم گاز 

طبيعي در نيروگاه اروميه برابر 5 كيلووات ساعت است؛ يعني:
E=5 kWh 
مثال ۲. اگر قيمت هر كيلوگرم گاز طبيعي حدود 600 تومان باشد، با 
توجه به شكل 2 و نتيجة مثال بالا، هزينة توليد هركيلووات ساعت برق 

در نيروگاه اروميه پس از انتقال به محل مصرف چقدر است؟ 
پاسخ: همان طور كه در تصوير 1 ديده می شود، حدود 20 درصد برق 
توليدشــده در نيروگاه ها در خطوط انتقال تلف می شود. يعني از هر 5 
كيلووات ساعت، 4 كيلووات ساعت به محل توزيع برق در نزديكي شهر 
می رسد. همچنين، در توزيع شهري حدود 15 درصد اتلاف برق داريم. 
به اين ترتيب حدود 3/4 كيلووات ســاعت به محل مصرف می رسد. به 
اين ترتيب هزينة توليد هركيلووات ساعت برق در نيروگاه اروميه پس از 

انتقال به محل مصرف حدود 175 تومان خواهد بود.  
خوب اســت بدانيد، اگر مصرف برق يك خانه در طول يك 
ماه كمتر از 100 كيلووات ساعت باشد، برق مصرفي به صورت 

رايگان خواهد بود و هزينه ای بابت آن دريافت نمی شود.

پي نوشت ها 
1. Combined cycle power plant

2. منظــور از توربين گازي نوعي توربين اســت كه بر اثــر برخورد گازهاي داغ و 
پرســرعت حاصل از احتراق سوخت فســيلي به چرخش در می آيد. در حالي كه 

توربين بخار بر اثر برخورد ذرات بخار آب پرانرژي به حركت در می آيد. 

ریاضی
1۵ و کاربرد
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نيروگاه كاسپين
در حال بهره برداري

450 مگاوات 
ظرفيت

 %57
راندمان

بهره برداري 
در سال 1400

%35

%85

%15%20

%80

%65

خطوط انتقال از نيروگاهخطوط انتقال شهری انرژی الکتریکی

انرژی الکتریکی انرژی گرمایی

به صورت انرژی گرمایی و گازهای داغ حاصل 
از احتراق وارد هوار می شود.



ریاضی
وكاربرد 1۶

زنگ تفريح
رها و معلــم رياضی اش گرم گفت وگو بودنــد كه صدای زنگ 
مدرســه آن ها را به خودشــان آورد. تعدادی از سؤال های رها 
بی پاســخ مانده بودند، اما معلم برای تدريــس رياضی بايد به 
كلاس ديگری می رفت. ســؤال های رها بيشــتر پيرامون لزوم 
اســتدلال های هندسی بود. او هنوز هم قانع نشده بود چرا بايد 
اين قدر وقت صرف اثبات های هندسی كند؛ آن هم وقتی كه از 
روی شكل درســتی آنچه را می خواهد ثابت كند درست است، 

به راحتی می بيند.
معلم در حالی كه خودكار و كاغذش را در كيفش می گذاشــت 
گفت: »رها جان، فردا دوباره با كلاس شما رياضی دارم. ان شاءالله 

فردا در كلاس بيشتر صحبت می كنيم.«

در کلاس رياضی
معلم وارد كلاس شد و شروع كرد به كشيدن شكلی روی تخته. 
او از ديروز كه با رها صحبت كرده بود، به چندين مسئلة اثباتی 
در هندسه فكر كرده بود تا يكی از آن ها را در كلاس مطرح كند. 
مسئله ای كه هم برای دانش آموزانش چالش برانگيز باشد و هم با 
آن رها را متوجه اين امر كند كه: »شكل ها، اگرچه غالباً ايده های 
اثبات های هندسی را به ما نشان می دهند، اما نمی توانند جای 

اثبات را برای ما بگيرند.«
ديشب موقعی كه داشت قفسة كتاب های رياضی كتابخانه اش را 
مرتب می كرد، چشــمش به يك كتاب هندسة نسبتاً قديمی از 
مویز و دانز افتاد. كتاب را برداشــت و آرام آرام آن را ورق زد. از 

همين كتاب مسئلة  مورد نظرش را انتخاب كرد.
معلم: خُب بچه ها، قبل از اينكه به ســراغ درس جديد برويم، 
 ABCD لطفاً به اين مســئله فكر كنيد: وســط ضلع های مربع
را با G،F،E و H نام گذاری كرده ام. با توجه به شــكل 1، نسبت 

مساحت مربع IJKL به مساحت مربع ABCD چيست؟
 

مســئله به قدری جالب بود كه همة دانش آموزان را درگير كرد. 
بچه ها داشتند روی شكل علامت گذاری می كردند تا ارتباط بين 
پاره خط های ايجاد شده در شكل را با هم ببينند كه ناگهان رها 

با خوش حالی گفت: »اجازه من حلش كردم!«
همة بچه ها با تعجب به رها نگاه كردند. آخر هنوز دو دقيقه هم 
نشده بود كه معلم مسئله را مطرح كرده بود. برخلاف هميشه كه 
اگر كســی تمرينی را سريع حل می كرد، معلم از او می خواست 
كمی صبر كند تا بقية دانش آموزان هم فرصت فكركردن داشته 

باشند، اين بار همان موقع از رها خواست تا راه حلش را بگويد.
رها: اجازه اين مسئله ســاده تر از آنی بود كه فكر می كردم. ما 
اينجا چهار مثلث كوچك داريم. من جای اين مثلث ها را تغيير 

می دهم تا شكل جديدی پيدا كنم )شكل 2(.
 

خُب الان من به جای اين چهار تا مثلث كوچك، چهار تا مثلث 
ديگر كشــيده ام كه دقيقاً هم اندازه با آن قبلی ها هستند. پس با 
اجازه تان ديگر آن قبلی ها را پاک می كنم تا شكل جديد را بهتر 

ببينيد )شكل 3(.
 

مساحت مربع بزرگ ABCD برابر است با مساحت اين 5 مربع. 
 ،ABCD به مساحت مربع IJKL پس نســبت مســاحت مربع

يك به پنج است.
دهان بچه ها از راه حل خلاقانة رها بازمانده بود: چقدر ســاده و 

چقدر زيبا!
معلم: بسيار خُب. بچه ها راه حل رها را ديديد. آيا شما هم تأييد 

می كنيد كه استدلالش درست است؟

شرارهتقیدستجردی،صباقاسمی
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همة بچه ها استدلال او را درست دانستند.
معلم: خُب، به نظر می رســد كــه راه حلت مورد قبول بقيه هم 
هست. اما ... رها، من دارم به اين فكر می كنم كه به نظر می رسد 
تو از اينكه نقطه های G ،F،E و H وســط ضلع های مربع بزرگ 

هستند، هيچ استفاده ای نكرده ای؟
رها: نه.

معلم: پس به نظر تو چرا در مســئله گفته شــده است كه اين 
نقطه ها وسط ضلع ها هستند؟

رها: شايد می خواسته اند ما را منحرف كنند.
معلم: پس با اين حســاب فكر می كنــی اگر اين نقطه ها دقيقاً 

وسط نباشند، باز هم می توان مثلث های جديد را كشيد و ...
رها: بله، چرا نتوانيم.

معلم: اگر اين طور باشد، ما می توانيم فرض ديگری برای مسئله 
جايگزين كنيم.

رها: بله.
معلم: خُب، پس در مورد نقطه های G ،F،E و H چه می گويی؟

رها: جای اين نقطه ها مهم نيست. روی هر ضلع يك نقطه قرار 
می دهم و به روشی كه شكل مسئله نشان می دهد، نقطه ها را به 

رأس ها وصل می كنم.
معلم روی تخته شكل جديدی كشيد )شكل 4(.

 

رها: اوه اوه. چی شد! اصلاً ديگر آن وسط مربعی نداريم.
رها داشــت فكر می كرد چطور حرفــش را اصلاح كند كه از ته 
كلاس كســی با صدای بلند گفت: »اجازه، شــايد بايد بگوييم 
 DF كه فاصلة نقطه ها تا رأس ها يكســان باشد. مثلاً اگر اندازة
 AE و BH، CG يك چهارم اندازة ضلع مربع اســت، اندازه هاي

هم بايد يك چهارم از اندازة ضلع مربع باشد.
معلم: پيشنهاد خوبی اســت. اجازه بدهيد آن را بررسی كنيم. 
امــا به جای آنكه شــكل را روی تخته بكشــم، آن را در محيط 

»جئوجبرا« رسم می كنم.
برای آنكه ببينيد آن روز در كلاس چه گذشت، 
رمزينة پاسخ سريع )كيوآر كد( مقابل را پويش 

كنيد.

به نظر شــما آيا اســتدلال رها »درست« اســت؟ آيا هر مرحله از 
استدلال او دليلی »منطقی« دارد؟

در دنيای رياضی بايد برای هر آنچه ادعا می كنيم، دليلی درســت و 
منطقی داشته باشيم؛ دليلی كه مستقل از شكل، شهود و دريافت های 
ما از حس های پنج گانه  باشــد. همان طور كه در دو قسمت قبل هم 
اشــاره شد، شكل ها صرفاً ابزاری هســتند كه به ما كمك می كنند 
راه حل را راحت تر »ببينيم«، اما به هيچ عنوان تضمين نمی كنند كه 
آن راه حل تماماً درست باشد؛ به خصوص كه ممكن است در »ديدن« 

دچار خطا شده باشيم.
به اســتدلال رها بازگرديم. اگر ادامة آنچه را كه در كلاس گذشت، 

با پويش رمزينة مقابل ببينيد، متوجه می شويد ايدة 
 G ،F،E رها تنها هنگامی درست است كه نقطه های

و H وسط ضلع های مربع ABCD باشند.

بــا اين حال، »ايدة رها« هنوز هم تا رســيدن به »اثبات« آنچه كه 
ادعــا می كند، فاصله دارد؛ چرا كه ايدة او بر اين اســاس اســت كه 
چهــار مثلث  كوچك داخل مربع ABCD، با چهار مثلثی كه بيرون 
مربع كشــيده است، هم نهشت هستند و دقيقاً آنچه كه در استدلال 
او گم شــده است، اثبات همين هم نهشتی هاست. در واقع، ادعای 
رها درست است، اما دلیلی که برای آن می آورد، ناقص است. 
دقت كنيد كه در اين مســئله، رها بدون اســتفاده از اطلاعاتی كه 
مسئله داده است، نمی تواند استدلالش را كامل كند؛ زيرا برای اثبات 
هم نهشتی  مثلث ها بايد از اينكه نقطه های G ،F ،E و H وسط اضلاع 

مربع ABCD هستند، استفاده كنيم.
اما اجازه دهيد از اين مسئله فراتر برويم و در حالت كلی اين پرسش  ها 
را مطرح كنيم: »هدف از اطلاعاتی كه مسئله به ما می دهد، چيست؟ 
آيا آن ها ناكارآمدند و يا قصدشان گمراه كردن ماست؟ آيا می توانيم 

آن ها را تغيير دهيم؟«
در دنيای رياضيات به اطلاعاتی كه مســئله به ما می دهد، »فرض« 
می گوييم. در اغلب مســئله های رياضی، از اين فرض ها بايد استفاده 
شــود تا بتوانيم استدلالی درســت و كامل ارائه دهيم. اگر اصلاً به 
آن ها احتياج پيدا نكنيم، احتمــالاً يك جای كار می لنگد! در واقع، 
اگر مســئله فرضی بيهوده به ما داده باشــد، می توانيم آن  را تغيير 
دهيم يا حذف كنيم؛ بدون آنكه راه حل ما دستخوش تغييری شود. 
يــا می توانيم بدون درنظرگرفتن آن فرض، راه حل درســت ديگری 
ارائه كنيم. برای مثال، ديديد كه در مسئلة معلم رها، اين فرض كه 

نقطه های G ،F ،E و H وسط ضلع ها هستند، اضافی نبود.
البته گاهی ممكن اســت طراح مسئله متوجه اين نكته نشده باشد 
كه مسئله با فرضيه هايی كمتر يا فرضيه هايی ديگر حل می شود، به 
همين دليل اگر در راه حلتان از همة فرضيه ها اســتفاده نكرديد، از 

درستی كارتان نااميد نشويد.
ادامه دارد...

ریاضی
17وكاربرد
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ریاضی
ومـسـئله 18

حتماً با جناب »دستگاه« آشنا شــديد و خوانديد كه چطور محبوب 
دل های ناآرام اســت! به خصوص اگر صبح دير از خواب بلند شــوی، 

صبحانة دلنشين خانه را نخوری و دير هم به مدرسه برسی.
خوش بختانه به مدد هم گروهــي خوش فكرم، رویا، زنگ تفريح قبل، 
دل هــا آرام گرفتند. اما جريمة تأخير من ســرجايش بود و اگر آن را 
نمی پرداختم، با جريمة سنگين تری كه محروميت از خريد از دستگاه 

بود، روبه رو می شدم.
بــا رويا قرار گذاشــته بوديم كه زنگ تفريح دوم، روبه روی دســتگاه 
يكديگر را ببينيم. وقتی رسيديم رويا داشت طبق معمول يك ليموناد 
سفارش می داد. دستگاه بعد از دندان قروچه كردن و سر خاراندن )اين 
اصطلاحی بود كه ما روی سروصداهای داخلی دستگاه گذاشته بوديم( 
برگة )فاكتور( جريمه را داد بيرون. روی برگه حل اين مسئله به عنوان 

مبلغ آن درج شده بود:
»شــش عدد از ميان عددهای طبيعی 1 تا 10 به تصادف برداشته ايم. 
نشان دهيد دو عدد در ميان اين شش عدد وجود دارد كه مجموعشان 

عددی اول است.«
بعضی وقت ها دســتگاه پشت برگة صورت حساب )فاكتور( شكل هايی 
می كشــيد كه حكم راهنمايی را داشت. پشت برگة رويا عكسی بود از 

شش كبوتر كه داخل پنج تا لانه نشسته بودند.
رويا گفت: »اين جناب دســتگاه هم مثل اينكه سرگرم كبوترهاست. 

ببين عوض راهنمايی چی كشيده!«
خنديدم و گفتم: »شايد، شايد هم می خواهد ما را راهنمايی كند!«

رويا دوباره نگاهی به كبوترها كرد. دو كبوتر در يك لانه بودند. گفتم: 
»ببين ما دنبال دو عدد هستيم كه جمعشان عددی اول باشد؛ مثل 3 
و 4 كه جمعشــان می شود 7. توی اين شكل هم دوتا از اين 6 كبوتر 

هم خانه هستند.«
رويا گفت: »عجب شباهتی پيدا كردی ها. لابد می خواهی بگويی اين 6 

عدد همان كبوترها هستند و لانه ها هم ...!«
كم كم راهنمايی دســتگاه داشت واضح و واضح تر می شد. گفتم: »اگر 

در مســئله به  جای 6 می گفت 5، مسئله ديگر درست نبود، چون بين 5 
عدد 2، 4، 6، 8، و 10 هيچ دو عددی مجموعشان اول نمی شود. پس عدد 

6 مهم است.«
رويا گفت: »1 و 2 جمعشان می شود 3 كه اول است. 3 و 4 هم جمعشان 
می شود 7 كه اول است. 5 و 6 هم جمعشان اول است. پس از هر كدام از 

اين سه دستة دوتايی حداكثر يك عدد بايد جزو شش عدد باشد.«
توضيحات رويا درست بود و من هم توانستم آن را كامل كنم: »درسته رويا، 
7 و 10 جمعشان می شــود 17، 8 و 9 هم جمعشان می شود 17 كه اول 
است. پس 1 تا 10 را به پنج دستة دوتايی تقسيم كرديم. حالا اگر بخواهيم 
از اين پنج دسته، شش عدد برداريم، ناچاريم از يك دسته ای هر دو عدد را 

برداريم كه در اين صورت مجموعشان اول خواهد بود.«
رويا برگة پاســخ نامه را پر كرد و روبه روی دوربين دستگاه گرفت. دستگاه 
خط همة بچه ها را تشخيص می داد. با پويش )اسكن( راه حل مشترک رويا 
و من، چراغ سبز دستگاه روشــن و يك ليموناد خنك در قسمت تحويل 
خوراكی نمايان شــد. رويا ليموناد را برداشــت و به من گفت: »حالا نوبت 

توست مریم.« 
كد 4 را زدم. يك بطری آب خنك می خواستم تا خودم را آماده كنم برای 
پرداخت جريمه. دستگاه سروصدايی كرد و برگة ناقابل را دودستی تقديم 
مــن كرد: »بين هر هفت عدد طبيعــی، دو عدد وجود دارد كه مجموع يا 

تفاضلشان مضرب 10 است«
راهنمايی پشت برگه را هم ديدم. دستگاه حسابی ياد كفترهايش افتاده بود 
و ول كن نبود. به رويا گفتم: »گمونم باز بايد از فن لانه و كبوتر اســتفاده 

كنيم.«
رويا گفت: »تفاضل دو عدد زمانی مضرب 10 می شود كه رقم يكان آن ها 
مساوی باشد. پس اگر بين هفت عدد، دوتاشان رقم يكان يكسانی داشتند، 

مسئله حل شده است.«
رويا با اين توضيحش گام اول را برداشــت. حالا ما هفت عدد داشتيم كه 
رقم يكان متفاوتی داشــتند. گفتم: »بيا دوباره دسته بندی كنيم. اگر رقم 
يكان دو عدد 1 و 9 باشــد، جمعشــان مضرب 10 می شود. پس 1 و 9 را 

داستانسوم:کبوترخانه
 محرمایردموسی
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 براي ديدن داستان هاي 
قبــل رمزينــه را پويش 

كنيد.

داستانهایمریم



بگذاريم در يك دسته.«
رويا ادامه داد: »2 و 8 را هم توی يك دسته بگذاريم. 3 و 7 و همين طور 4 

و 6 را هم با هم بگيريم. 0 و 5 می ماند.«
گفتم: »5 را هم در يك دسته و صفر را هم در يك دسته قرار می دهيم:

 A1={1,9} , A2={2,8} , A3={3,7}, A4={4,6}, A5={5},
A6={0}

اين طوری شش دسته داريم و 7 كبوتر!«
ديگر كبوتر و عدد داشت قاطی می شد. همين طور كه من داشتيم توضيح 
می دادم، رويا هم می نوشــت. بعد راه حل را جلوی دوربين دستگاه گرفت و 
چند لحظه بعد بطری آب خنك در دستان من بود. حسابی خودمان را گرم 
كرده بوديم تا برويم ســراغ جريمة من كه كد 1 بود. يعنی مسئلة ساده ای 
نبود كه بشــود با فن هايی مثل لانه و كبوتر آن را حل كرد! كد روی برگة 
جريمه را وارد دستگاه كردم و دستگاه چرتكه ای انداخت و برگة جريمه را 
در بشــقاب تقديم كرد؛ انگار كه در رستوران گران قيمتی يك شام حسابی 
خورده باشی و پيش خدمت در نهايت احترام صورت حساب را تقديم كند! 

بالاخــره جريمه ای بود كه بايد پرداخت می شــد و من هم دلم گرم بود به 
گروه دونفره ای كه هم قسم شده بوديم تا ته خط برويم! مبلغ برگه اين بود:
»از ميان عددهای طبيعی يك تا صد، 51 عدد به تصادف انتخاب شده اند. 
 a هســتند به طوری كه b و a نشــان دهيد در ميان اين 51 عدد، دو عدد

مضرب b است.«
پشت برگه را نگاهی انداختم. خبری از راهنمايی های تصويری دستگاه نبود. 
رويا برگه را خواند و گفت: »شبيه همين مسئله هايی است كه حل كرديم. 

شايد با همان روش كبوتر و لانه حل شود!«
من هم داشتم به همين فكر می كردم. حدسی دربارة اين دستگاه از گذشته 
ذهنم را مشغول كرده بود. تنظيمات اين دستگاه چگونه انجام می شد؟ شايد 

مسئله ها و برگه های هر روز اين دستگاه به نحوی با هم مرتبط هستند.
رويا به شوخی گفت: »اينجا كبوترها زياد هستند. به يك كبوترخانه مانند 

كبوترخانه های ميبد احتياج داريم.«
هر دو می دانســتيم a مضرب b اســت يعنی چه. يعنی a بر b بخش پذير 
اســت. يا دقيق تر اينكه a برابر است با چندبرابر b؛ يعنی a=kb كه در آن 
k خود عددی صحيح است )خارج قسمت تقسيم a بر b(. اما عجيب بودن 
مســئله در اين بود كه می گفت اين 51 عدد هرچه باشند، هميشه اين دو 
عدد خاص بين آن ها وجود دارند! رويا گفت: »مريم به نظرت اگر در صورت 

مسئله به جای 51 می گفت 50، مسئله باز هم درست بود؟«
كمی فكر كردم و گفتم: »حدس می زنم ديگر درســت نباشد. 51 از نصف 

100، يكی بيشتر است. شايد به اين ربط دارد.« 
رويا دوباره بدون حركت شد و معلوم بود كه به دنبال مثال می گردد. گفت: 
»اگر 50 عدد پيدا كنيم كه بين آن ها هيچ كدام مضرب ديگری نباشد معلوم 

می شود كه عدد 51 مهم است.«
درســت می گفت: بايد كمی روی اين ســؤال فرعی فكــر می كرديم. لابد 
می پرسيد چرا بايد مسئلة اصلی را رها كنيم و به يك سؤال ديگر كه مربوط 
به مســئلة اصلی است، فكر كنيم. من و رويا هميشه اين كار را می كنيم و 
اغلب اوقات هم از دل اين سؤال های كوچك تر، ايدة حل مسئله را می يابيم. 
رويــا گفت: »فهميدم. پنجاه عدد را بگيريم 51 تا 100. بين اين 50 عدد، 

هيچ كدام مضرب ديگری نيست.«
گفتــم: »آفرين رويا. پس 51 مهم اســت. اما حالا يك ســؤال ديگر پيش 

می آيد.« 
رويا گفت: »جانم، بپرس.«

گفتم: »به نظــرت اگر به جای 100 عدد می گفت 10 عدد و به جای 51 
می گفت 6 عدد، باز هم مسئله درست بود؟«

ســؤال من مهم بود، چون اگر مسئله با عددهای كوچك تر هم درست بود، 
ما می توانستيم ابتدا روی مســئله های ساده تر فكر كنيم. رويا گفت: »فكر 
كنم عدد 100 مهم نيست و اگر به جای 100 و 51 دو عدد 10 و 6 را هم 

بگذاريم، باز مسئله درست است. ببين! اينجا هم اگر پنج عدد 6 تا 10 
را برداريم، باز هم هيچ كدام مضرب آن يكی نيست.«

قدم بعدی مشخص شد. بايد روی اين مسئله فكر می كرديم.
»از ميــان عددهای طبيعی يك تا ده، شــش عدد به تصادف انتخاب 
شده اند. نشــان دهيد در ميان اين شش عدد، دو عدد a و b هستند 

به طوری كه a مضرب b است.«
معلوم بود كه اگر 1 جزو شش عدد انتخابی باشد، مسئله حل می شود؛ 
چــون همة عددهای طبيعی مضرب 1 هســتند. رويا گفت: »بيا مثل 
دو تــا معمای قبلی عددها را دســته بندی كنيم؛ جوری كه عددهای 
مشــكل دار در يك دســته باشــند. مثلًا 1، 2، 4 و 8 را در يك دسته 
بگذاريم. اين طوری  معلوم می شود كه حداكثر يكی از اين ها بايد جزو 

شش عدد باشد.«
دسته بندی پيشنهادی رويا را به اين صورت نوشتيم:

 A1={1,2,4,8}, A2={3,6}, A3={5,10}, A4={7},
A5={9}
با اين دســته بندی مسئله حل می شد. رويا گفت: »درست است، پنج 
دســته داريم، اما 6 تا عدد می خواهيم. پس به اجبار از يك دسته دو 
عــدد مجبوريم برداريم. از بين اين دو عدد حتماً يكی مضرب آن يكی 

است و اين دو همان دو عددی هستند كه مسئله گفته است.« 
مســئله را حل كرده بوديم، اما آيا می توانستيم برای مسئلة اصلی هم 
همين كار را تكرار كنيم؟ رويا داشــت به دســته های A1 تا A5 نگاه 
می كــرد. انگار كه خاصيتی در اين پنج مجموعه می ديد. گفت: »چيز 
جالبــی در اين پنج مجموعه وجــود دارد. عددهای 6 تا 10 هركدام 

داخل يكی از اين مجموعه هاست.«
درست می گفت. شايد همين نكته  ما را به جواب می رساند. گفتم: »بيا 
روی 1 تا 20 همين نكته را بررسی كنيم. يعنی می خواهيم مسئله را 
برای 11 عدد كه از مجموعة 1 تا 20 تصادفی انتخاب شــده اند، ثابت 

كنيم.«
رويا گفت: »پس 10 دسته در نظر می گيريم كه هر كدام شامل يكی 
از عددهای 11 تا 20 است و 1 تا 10 را هم در همين دسته ها پخش 
می كنيم، به طوری كه هر دو عدد را از يك دسته برداريم، عدد بزرگ تر 

مضرب عدد كوچك تر باشد.«
A1={11,...} , A2={12,...} , .... , A10={20,...}

گفتم: »می توانيــم 10 و 5 را بگذاريم در A10، چون 20 مضرب 10 
است و 10 مضرب 5«.

رويا گفت: »9 را هم در A8 می گذاريم كه شامل 18 است. 1، 2، 4 و 
8 را هم در A6 می گذاريم كه شامل 16 است.

بقية دسته ها را هم تكميل كرديم:
 A1={11} , A2={12,6,3} , A3={13} , A4={14,7} ,
 A5={15} , A6={16,8,4,2,1} , A7={17} , A8={18,9} ,
A9={19} , A10={20,10,5}

با اين دسته بندی راه حل مسئله برای حالت 1 تا 20 مشخص می شد. 
يازده عدد از ده دســته. پس حداقل از يك دسته دو عدد برداشته ايم. 
از ميان دو عددی كه از يك دســته برداشــته ايم، حتماً عدد بزرگ تر 

مضرب عدد ديگر است.
زنــگ به صدا درآمد. تا زنگ تفريح ســوم فرصت داشــتيم مســئلة 
اصلی را هم با روش مشــابه حل كنيم. از رويا خداحافظی كردم و به 
ســمت كلاس به راه افتادم. امروز روزی مان يك فن بود كه اسمش را 
گذاشتيم: »لانه و كبوتر«. اما اين فن و راهنمايی تصويری دستگاه، آن 
سؤال قديمی را در من زنده كرده بود: چه كسی دستگاه مدرسه را به 
اصطلاح با اين مسئله ها پرُ می كند؟ آيا مسئله های هر روز همه به يك 

موضوع مربوط هستند؟ خدا عالم است، اما جوينده هم يابنده است.
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در سال 1369 كه در كارگاه آماده سازی برای شركت در المپياد رياضی به اهواز رفته 
بوديم، او يكي از استادان ما بود. آن دوره به پيشنهاد او و تنها در سال 1369 برگزار 
شد. سال 1371، برای من و دوستانم كه به »آراكلو تئوری1« علاقه مند شده بوديم، 
يك فراهمايي )كنفرانســی( در دانشگاه صنعتی اصفهان برگزار شد. ميزبانی او و در 
اختيارگرفتن همة امكانات دانشگاه صنعتی اصفهان، خاطراتی به يادماندنی را از آن 

مراسم علمی در خاطرم به جای گذاشته است.
اهالی مراسم را برای بازديد به خانة رياضيات اصفهان بردند. او از بنيان گذاران خانة 
رياضيــات اصفهان و به تبع آن، چند خانة رياضيات در مراكز اســتان های ديگر 

بــود. امكاناتی كه در اختيار دانش آموزان اصفهانی قرار داشــت، بی نظير بود. 
آن زمان كه دانشجو بودم، با دوستانم كه فارغ التحصيل مدرسة علامه حلی 
بودند، كارســوق هايی برای دانش آموزان برجستة سمپاد برگزار می كرديم. 
ولی تلاش های ما در برابر خدماتی كه خانة رياضيات اصفهان ارائه می كرد، 

بسيار ناچيز می نمود.
او در شهر اصفهان با همكاری معلمان رياضی اصفهان »مركز تحقيقات معلمان« 
را تأســيس كرد كه در نوع خودش نخستين بود. مسابقه های رياضی كشوری 
اولين بار توسط او پايه گذاری شد. در همان سال ها »كميتة افت رياضيات« در 
انجمن  رياضی را راه اندازی كرد. او به درستی باور داشت، برگزاری مسابقه های 
رياضی يكی از راه های نجات از اين افت است. او دكتر غلامعلي حداد عادل 
را قانع كرد كه مسابقه های رياضی اصفهان را در سطح كشوری برگزار كند. 
به پيشــنهاد او اين مسابقه ها 
هم زمــان بــا فراهمايي 

رياضی برگزار شــدند كه در سال 1363 در شــهر شيراز اتفاق افتاد. 
سال 1364 در تهران و سال های 1365 و 1366 باز هم با همكاری 

انجمن رياضی مسابقه های رياضی برگزار شدند.
پس از چند ماه كه از دانشگاه شيراز به دانشگاه صنعتی اصفهان 
انتقال پيدا كرد، با درخواست اعضای هيئت علمی دانشكدة 
علوم اين دانشگاه، رياست دانشكدة علوم را به عهده گرفت؛ 
با اين شرط كه سه دانشــكدة رياضی، فيزيك و شيمی را 
با تأمين نيرو و دعوت از فارغ التحصيلان اين ســه رشته از 
خارج از كشــور، راه اندازی كند. تا آن زمان وظيفة دانشكدة 

علوم فقط ارائة درس های سرويس بود.
سال ها بعد وقتی دكترايم را گرفتم و به ايران بازگشتم، برای 
ســخنرانی در خانة رياضيات اصفهان دعوت شــدم. وقتی به 
اصفهان رسيدم، متوجه شدم سخنرانی من در كنار سخنرانی 
استاد بزرگ و برجســتة رياضيات، پرویز شهریاری، تنظيم 
شده است. متعجب بودم كه چقدر در خانة رياضيات به جوان ها 

احترام می گذارند. 
او هــم درگير مســائل آموزش وپرورش بود و هــم در آموزش 
معلمان در رشــتة آمار نقش مهمی ايفا كــرد. از مؤلفان كتاب 
حســاب ديفرانسيل و انتگرال و كتاب رياضيات گسسته در دفتر 
تأليف كتب درسی هم بود. او در مركز محاسبات دانشگاه صنعتی 
اصفهان نيز نقش مهمي ايفا كرد. او اولين كســی بود كه در ايران 

جايزة پاول اردوش را دريافت كرد. 



ریاضی
21وتاريـــخ

بـراي مشـاهدة 
پاسـخ، رمزينه را 

پويش كنيد.

دورۀ28/شماره3
1401 آذر

او در سطح بين المللی نيز چهره ای برجسته در آموزش رياضی محسوب 
می شــد. در همايش های بين المللی آموزش رياضی مديريت چند گروه 
كاری را به عهده داشت. در نشــريات »انجمن رياضی ايران« نيز سهم 
داشــت. او در جهت اصلاح قوانين نظام آموزشی در آموزش وپرورش و 
همين طور در آموزش عالی، قدم های مهمی برداشت. آخرين بار كه او را 
ديدم، وقتی بود كه برای فراهمايي رياضيات به دانشگاه صنعتی اصفهان 
رفتم و او مثل هميشه ميزبان گرم بازديدكنندگان از خانة رياضيات بود.
او با برگزاركردن نخســتين فراهمايي آمار در ايران در ســال 1371، 
»انجمن آمار ايران« را شكل داد. نخستين فراهمايي آموزش رياضی 
را هم با همكاری معلمان در دانشــگاه صنعتی اصفهان برگزار كرد. 
فراهمايي هــاي آموزش رياضــی در ايران، اتحاديــة انجمن های 
معلم های رياضی و ستاد سال جهانی رياضيات در ايران به همين 
شكل برگزار شــدند. برگزاری دوازدهمين و سيزدهمين و حتی 
چهاردهمين فراهمايي رياضی كشــور، انجمن رياضی را به تنها 

انجمنی تبديل كرد كه هيچ وقت تعطيل نشد.
او دكترايش را در 27 ســالگی در رشتة آمار »دانشگاه استنفورد« 

گرفت. گروه )دپارتمان( آمار استنفورد قوی ترين گروه آمار در 
جهان است. گرايش او در آمار، »نظرية تحليلی عددها« 

بود.
يــك ســال در »دانشــگاه  هــاروارد« فرصت 

مطالعاتی اش را گذراند و مدتی هم در »دانشگاه ملی استراليا« بود. او در دوران تحصيلات كارشناسی 
و كارشناســی ارشــد نيز در دانشگاه شــيراز كه آن زمان از بهترين دانشگاه های ايران محسوب 

می شــد، هميشه شاگرد اول بود. در حين تحصيل، چه در دانشــگاه شيراز و چه در دانشگاه 
استنفورد، به تدريس هم مشغول بود. در كنار تحقيقاتش در زمينه های آمار و نظرية تحليل 

عددها، به تحقيق در زمينه های آموزشی نيز اشتغال داشت. كارگاه های متفاوتی نيز برای 
آموزش معلمان در دوره های تحصيلی متفاوت برگزار كرد. درس های بســيار متنوعی در 

زمينه های آمار و نظرية عددها ارائه كرد.
او بسيار ســاكت و بی ادعا بود و اين بسياری از كمالاتش را از ديده پنهان می كرد. آنچه 
گفتم كسری از خدمات اوست؛ به قدری از كوه يخ كه از آب بيرون مانده باشد. هميشه 
ســعی می كرد خيلی در چشم نباشد. در بســياری از كارهای مهمی كه در آن ها نقش 
داشت، خيلی روی صحنه حضور پيدا نمی كرد. با اينكه ستون محكمی برای رياضيات 
ايران بود، هميشــه برای ديگران جا باز می كرد و اجــازه می داد ديگران خود را مفيد و 

مؤثر بدانند. حتی احساس  كنند نقشی تعيين كننده را به  عهده دارند. احساس می كنم كه 
نســل های بعد بايد وظايف بسياری را در ادامة خدمات اين بزرگوار و در زنده نگه داشتن كمالات 

ايشان بر دوش خود تحمل كنند.
پررنگ ترين خاطره ای كه از ايشــان دارم، ســاعاتی صميمی بود 

كه در كنار »سی وســه پــل« كه آن موقع مملو از آب های خروشــان 
»زاينده رود« بود، برايم از تجربياتش می گفت. ای زاينده رود! هميشه خروشان بمان.

مسئله: در يك همايش مدرسه اي دانش آموزان ابتدايي، تعدادي دانش آموز شامل 25 
درصد پسر و 75 درصد دختر شركت كرده اند. اگر نصف پسران و 20 درصد دختران 
هم 99 نفر باشــند و چشماني سياه داشته باشــند، چند دانش آموز در اين همايش 

شركت كرده اند؟

پي نوشت
1. به زبان ساده يك جعبة سياه است كه مي تواند براي هر مسئلة رياضي راه حل مشخصي 

توليد كند. 

بـــراي آشنـايی بــا 
شخصيت شمارة قبل 
رمزينه را پويش كنيد.
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احتمالِاعتمادچند؟مریمجعفرآبادی
يك پيشامد با شانس بالا می تواند اتفاق نيفتد 
و پيشــامدی ديگر حتی با شانس كم، ممكن 
است روی دهد.  اين موضوع واقعاً گيج كننده 
است. شايد ما را به »احتمال« بی اعتماد كند و 
ترجيح دهيم به عددها و رقم ها اعتنايی نكنيم! 
اما آيا واقعاً در زندگی روزمره بايد احتمالات و 
مباني رياضی را اساس تصميم گيری های خود 
قرار دهيم يا اينكه به حرف دل و ندای درونمان 

گوش كنيم و پيش برويم؟ 
»احتمال« مطالعة پيشامدها و نتايجی است كه 
همواره با عدم قطعيت همراه هستند. در اتفاق های 
ساده ای مثل انداختن تاس، يا در تصميم های 
پيچيده تری مثل سرمايه گذاری در بازار بهابازار 
)بورس( يا احتمال پيروزی در انتخابات ممكن 
اســت پيش بينی های ما غلط از آب در بيايند. 
گاهــی تصميم های درســت و عاقلانه، نتيجة 
خوبی نمی دهنــد و گاهی بر خلاف انتظارتان، 
شــانس با شماست و تصميم های غلط، نتيجة 
چندان بدی هم به دنبــال ندارند. در احتمال، 
»درست« يا »نادرست« قطعی وجود ندارد و ما 
در يك بازه از عددها با هم صحبت می كنيم كه 
گاهی تفاوت های كمی در عددها می تواند نتيجه 
را تغيير دهد. بياييد يك مثال خوبِ كرونايی را 
با هم ببينيم! در عنوان خبرهای روزنامه ها آمده 
بود: »تا پايان ماه جولای 700000 نفر از كرونا 
فوت خواهند كرد.« در صورتی كه درســت تر 
ايــن بود كه می گفتند: »به احتمال 95 درصد، 
تعــداد فوتی های كرونا تا پايان ماه جولای بين 

550000 نفر تا 850000 نفر خواهد بود.« 

گرچه اين جمله شــايد مناســب عنوان هاي 
كوتاه روزنامه نباشد، اما پيش بينی درست تری 
از اوضــاع بود. اگر تعــداد فوتی های كرونا از 
700000 نفــر كمتر يا از اين عدد بيشــتر 
می بود، مردم می گفتند متخصصان اشــتباه 

كرده اند و حرف هايشــان قابــل اعتماد 
نيســت. در صورتی كه نمودارها نشــان 
می دهنــد، پيش آمدن هر كــدام از اين 
عددها شانس قابل توجهی داشت و دور از 
پيش بينی ها نبود. همين دست اشتباهات 
كه وقتی دقيق می شويم می بينيم خيلی 
هــم اشــتباه نيســتند)!( در بازارهای 
سرمايه گذاری هم اتفاق می افتند. نظرية 
احتمال در قرن هفدهم در فرانســه آغاز 
شــد. وقتی كــه دو رياضــی دان بزرگ 
فِرما، دربارة  و  پاســکال  فرانســوی، 
بعضی بازی های شانســی با هم مكاتبه 
می كردند. صحبت ها و نوشته های آن ها 
روی دانشــمندان رياضی آن زمان تأثير 
گذاشــت و باعث پيدايــش نظريه های 
رياضی احتمال شــد. امروزه اين علم در 
هر زمينه ای جايی برای خودش دارد؛ از 
فيزيك تا پيش بينی وضع هوا؛ از محاسبة 
خطرپذيري )ريســك( مصرف يك دارو 
برای بيماران تــا به كارگيری روش های 
جديــد درمــان.  وقوع چند پيشــامد و 
بررســی احتمال آن ها، گاهی مستقل از 
هم و گاهی به هم وابسته است. مثلاً اگر 
يك سكه را دو يا چند بار پرتاب كنيم، رو 
يا پشت آمدن سكه در هر بار مستقل از 
نتيجة دفعة قبل است. اما در پيش بينی 
اينكه امروز باران می بــارد يا نه، عوامل 
بســياری می توانند تأثير داشته باشند و 
شــرايط جوی روزهای قبــل روی باران 

آمدن يا نيامدن امروز اثرگذار است. 
حــالا كه در زندگی واقعی ممكن اســت 
اتفاقات خلاف تصور ما يا گاهی متفاوت از 
احتمال هر پيشامد رخ بدهند، آيا منطقی 
است كه كاری به اين عددها و احتمالات 

نداشته باشيم؟

خير. قانون عددهای بــزرگ می گويد: وقتی 
يــك آزمايش به تعــداد دفعات زيــاد تكرار 
می شــود، ميانگين نتايج به دســت آمده هر 
بار به مقدار مــورد انتظار نزديك و نزديك تر 
می شــود. يعنی ممكن اســت گاهی اتفاقات 
مطابق پيش بينی مــا پيش نروند، اما در بازة 
زمانی وســيع تر كه نگاه كنيــم، توجه كردن 
به احتمال و تصميم گيری بر اســاس آن كار 
منطقی تری اســت. با اين حال چرا مردم اين 
كار را نمی كنند؟ مثلاً چرا در سرمايه گذاری 
يا خريد ســهام يا ... به محض مشاهدة اولين 
شكســت، ســريع تصميم می گيرند ديگر به 
قوانيــن احتمال توجهی نكنند و بر اســاس 

حس و حال خودشان تصميم بگيرند؟1 
چون كســی كه يك بار شكســت می خورد 
دوست دارد زود خودش را از درد آن شكست 
نجــات بدهد و نمی تواند صبــر كند تا تعداد 
دفعه های آزمايش بيشــتر و در نتيجه تعداد 
دفعه های رشد سهام او به پيش بينی ها نزديك 
شود. از طرف ديگر، همين كه آدم ها نمی دانند 
قرار است چه اتفاقی بيفتد، دچار بی اطمينانی 
نســبت به آيندة پيش رو و نسبت به عددها و 
احتمالات می شوند و ترجيح می دهند كه در 
لحظه، كاری را انجام دهند كه به آن ها آرامش 
بيشــتری می دهد، تا اينكــه بخواهند به علم 

اعتماد كنند.

پي نوشت
1. اين مطلب از صحبت های اســتاد پاتريک بويلس، 
اســتاد دانشــكدة کينگز لندن، با موضوع »احتمال در 
اقتصاد و امور مالی- روش های کمی آمار برای معاملات« 

برگرفته شده است. 

منبع
https://en.wikipedia.org/wiki/Patrick_
Boyle_(financier)
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نمودار توزيع احتمال تعداد فوتی ها بر اثر ابتلا به كرونا
تعداد
نتيجهروآمدن

در پرتاب دو تاس به طور هم زمان، مجموع عددهای رو شده 
می تواند بين 2 تا 12 متغير باشد. اين پيشامد ها و احتمال وقوع 

هر كدام، در نمودار مشخص شده است.
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حتماً شما هم اين تجربه را داريد كه پزشك 
در مطبش با ابزارهای پزشكی، مثل دماسنج، 
ترازو، فشارسنج و گوشــی پزشكی وضعيت 
بدن و ســلامت بيمارش را بررســی می كند. 
عددهايی كه از دمای بدن، وزن، فشار خون و 
يا تعداد ضربان قلب بيمار به دست می آيند، 
داده هايی هســتند كه مثل عددها در رياضی 

معرف يك كميت قابل اندازه گيری اند. 
ابزارهايي كه نام برديم، ســاده ترين ابزارهای 
پزشكی محسوب می شوند. حتماً با نگاهی به 
نحوة درجه بندی آن ها به ياد محور مختصات 
و تقسيم بندی آن می افتيد. درست است، برای 
تعيين عددها توسط اين ابزار از يك مفهوم پايه 

در رياضی استفاده شده است. 

تجهيزات پزشــكی روز به روز پيشــرفته تر 
می شوند و اين ابزار می توانند با دقت بالاتری 
شــرايط اندام ها و نوع بيماری را تشــخيص 
انواع  و  دهند. دســتگاه های عكس بــرداری 
صورت نــگاري )ســونوگرافی( ها، ابزارهــای 
جراحی و ســاير تجهيزات به كمك پزشكان 
و بيماران آمده اند. در تمام اين موارد رد پای 

دانش رياضی را می توانيد مشاهده كنيد. 

وقتی دســتگاه صورت نگاري با ارســال 
و بازتــاب امــواج از روی بافت های بدن 
تصويری تشــكيل می دهد، اين تصوير با 
داده ها در يك دستگاه مختصات سنجيده 
می شود و اطلاعاتی را از ابعاد و ضخامت 
جسم مورد بررسی ارائه می دهد. تصوير 
می تواند يك نوزاد در شكم مادر و يا يك 

سنگ در كلية بيمار باشد . 

علاوه بر موارد قبل در تجهيزات پزشكی، 
می توان به اندام های مصنوعی نيز اشاره 
كرد كه زندگی را برای انســان ها و حتی 
جانورانی كه به هر دليل بخشــی از بدن 
خود را از دست داده اند، آسان تر كرده اند. 

برای ســاخت اندام هــای مصنوعی نيز 
دانش رياضی علاوه بر فيزيك و شــيمی 

به ميدان آمده است. برای ساخت اين اندام ها 
)پروتز(، علاوه بــر اهميت آلياژ و مواد به كار 
رفته در آن ها، بايد محاسبه های دقيقی روی 
ابعاد و انــدازة آن ها صورت بگيــرد تا بيمار 

به راحتی بتواند از آن ها استفاده كند. 

ســاخت اين اندام های مصنوعی، به خصوص 
در مواردی كه عضو بايد عيناً شــبيه اعضای 
بدن ساخته شود، ما را به ياد درس تقارن در 

رياضی می اندازد. 

مهندسی پزشــكی هر روز شاهد نوآوری های 
بســياری در ســاخت تجهيزات دانش بنيان 
پزشــكی اســت كه زندگی را بــرای بيماران 
آســان تر می كنند و همچنين به پزشكان در 
تشــخيص بيماری ها ياری می رسانند. در اين 
بين دانش رياضی در ساخت اين ابزارها نقشی 
مهم و اساسی دارد. اگر شما هم مايل هستيد 
در دنيای حرفه ای مهندســی پزشــكی وارد 
شــويد، بايد به درک و توانمندی خود در علم 

رياضی اهميت دهيد. 

 ژماجواهریپور

ریاضیِسلامت

ریاضی
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ســلام بچه ها! به درمانگاه رياضی خــوش آمديد. اميدوارم تا 
حد امكان شــيوه نامه هاي بهداشــتی را رعايت كنيد و خود و 
خانواده تان را از شــر اين بيماری ويروسی در امان نگه داريد. 
مراجعه كنندة اين هفته دانش آمــوزی نهمی به نام امیررضا 
حسن زاده اســت. اميررضا با پدرش به درمانگاه آمده است. 
پدر اميررضا به كار صافكاری خودرو مشغول است و در كارش 
بسيار مهارت دارد. بعد از سلام و احوال پرسی با آن ها، اميررضا 

را به اتاق درمانی دعوت می كنم. 
بعد از يك ربع تا بيست دقيقه »گفت وگوي سقراطیِ« معمول 
در ارتباط با موضوع هايی كه او مطرح كرد، دو مشــكل موجود 
در تفكــر رياضی اش را در ارتباط بــا آن موضوع ها حدس زدم. 
اميررضا قصد داشــت معدل خود را برای ورود به رشتة انسانی 

ترميم كند. 

تشخيص
يكی از مشــكلات اميررضا در مفهوم عددهای مربع كامل بود و 
مشكل ديگر نداشتن نظم منطقی در شمارش زيرمجموعه های 
يك مجموعه. يكی از ســؤال هايی را كــه در مورد آن صحبت 
كرديم و از اشــكال های عمدة او بود، در اينجا با شــما در ميان 

می گذارم: 
مجموعة }A=}1,2,3,4,5,6,7,8 چند زير مجموعة غيرتهی 

دارد كه حاصل ضرب اعضايشان مربع كامل باشد؟
16)4            15)3           14)2           13)1

سؤال از آزمون ورودی »دبيرســتان انرژی اتمی« بود و طبيعي 
اســت برايش به نسبت سخت باشــد. او عددهای مربع كامل را 
می شــناخت، اما درک عميقی از عددهای مربع كامل لازم بود. 
همچنين رســيدن به تعداد زيرمجموعه های مطلوب و شمارش 

 افشینخاصّهخان

ریاضیدرمانگاه 
ریاضی
وكاربرد 2۴
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آن ها نظمی منطقی نياز داشــت كه به نظر می رسيد اميررضا در 
شمارش آن ها از آن استفاده نمی كند. 

درمان
برای اينكه اميررضا متوجه مشكلش شود، گفت وگوي دوطرفه را 
آغاز كردم. او پس از سؤال و جواب های متوالی متوجه شد يكی 
از روش ها برای حل اين ســؤال آن است كه ابتدا عددهای مربع 
كامل را بنويسد و سپس حاصل ضرب اعضايی از مجموعة A را 

كه برابر يك عدد مربع كامل است، مشخص كند:
عدد های مربع كامل :

}1,4,9,16,25,36,49, 64,81,100, ...{
اشتباه اول اين بود كه زيرمجموعه های يك عضوی را شمارش 
نمی كرد. البته تقصير زيادی هم نداشت، چون در سؤال نوشته 
شــده بود، حاصل ضرب اعضای آن ها و ســپس قانع شــد كه 
زيرمجموعه های تك عضوی كه خودشــان مربع كامل باشند، 
A1=}1{        A2=}4{      :جواب مسئله محسوب می شوند

حال نوبت زيرمجموعه های دوعضوی بود. اميررضا برای عدد مربع 
A3=}1,4{       A4=}2,2{   :كامل 4 دو زير مجموعه نوشت

و با اين سؤال من كه: آيا مجموعة A4 دو عضوی است، به خود آمد 
و آن را پاک كرد. او برای عدد مربع كامل 9 با كمی مكث گفت: 
زيرمجموعه ای از A وجود ندارد كه با تأييد من انرژی گرفت. عدد 
مربع بعدی 16 بود كه اميررضا زيرمجموعة }A4=}2,8 را نوشت. 
ســپس عدد مربع 25 را نيز رد كــرد. برای عدد 36 پس از چند 
آزمون و خطا زيرمجموعة دوعضوی نيافت. اين تكرارها تسلط او را 
افزايش می دادند و به همين خاطر عددهای مربع 49، 64 و ... را 

برای زيرمجموعه های دو عضوی رد كرد. 
زيرمجموعه های سه عضوی كه اميررضا برای دو عدد مربع 36 

و 64 نوشته بود، عبارت بودند از:
A5=}2,3,6{         A6=}2,4,8{

با يادآوری اينكه يك عضو خنثا در عمل ضرب وجود دارد، پنجرة 
جديدی در ذهنش باز شــد و متوجه شد كه از زيرمجموعه های 
دو عضوی می تواند برای نوشتن زيرمجموعة سه عضوی استفاده 
A7=}1,2,8{                                             :كند و نوشت

جالب بود كه هرقدر پيش می رفت، تســلطش بر موضوع بيشتر 
می شد. او از عددهای مربع 25، 49، 121 و 169 بدون آزمون و 
خطا گذشت و مطمئن بود كه برای اين عددها زيرمجموعه هايی 
از مجموعة A با شرايط خواسته شده نمی توان يافت. می خواست 

زيرمجموعه های چهار عضوی را شروع كند. 
بعد از چند پرسش و پاسخ اميررضا متوجه شد كه می تواند طور 
ديگری نيز به موضوع نگاه كند؛ يعنی عددهايی را انتخاب كند 
كه پس از تجزية آن ها، تعداد عددهای اول تشكيل دهندة آن ها 
زوج باشــد. مثلًا در 8 سه تا 2 وجود دارد: 8=2×2×2. با انتخاب 
3×2=6، حــالا او چهار تا 2 و يك 3 دارد كه با انتخاب 3، تعداد 
A8=}3,6,8{         :عدد های اول تشكيل دهنده زوج می شود

حال خود او متوجه شــده بود كه چرا برای عددهای 25، 49، 
121، 169 و ... آزمــون و خطا نمی كند؛ چون در تجزية اعضای 

مجموعة A، تعداد زوج 5 يا 7 يا ... وجود ندارد. 
حال نوبت زيرمجموعه های چهار عضوی بود. اميررضا دوباره از 

زيرمجموعه های سه عضوی استفاده كرد:
A9=}1,3,6,8{       A10=}1,2,3,6{      A11=}1,2,4,8{

بعد از كش و قوس فــراوان و كمی راهنمايی، اميررضا با روش 
تجزية دو مجموعة چهار عضوی فاقد عضو 1 نوشت:

A12=}2,3,4,6{             A13=}3,4,6,8{ 
و گفــت در A12 چهــار تــا 2 و دو تا 3 وجــود دارد، بنابراين 

حاصل ضرب آن ها يك عدد مربع كامل است.  
سپس بلافاصله عدد 1 را به هر دو مجموعة آخر اضافه كرد و دو 

مجموعة پنج عضوی نوشت:
A14=}1,2,3,4,6{             A15=}1,3,4,6,8{

اميررضا كمی تلاش كرد زيرمجموعة پنج عضوی بدون عضو 1 
بنويســد، اما نتوانست. در واقع امكان نداشت، چون اعضای 5 و 
7 به دليل تعداد فردشان در هيچ زيرمجموعه ای نمی توانستند 
باشــند. لذا اگر به زيرمجموعة A12 عضــو 8 يا به زيرمجموعة 
A13 عضو 2 را اضافه كنيم، به تعداد فرد عدد 2 خواهيم داشت 
كه حاصل ضرب آن ها مربع كامل نخواهد شد. با توضيح هايم او 
متوجه شــد كه جواب سؤال برابر با 15 است. حس رضايت در 

چهرة اميررضا مشهود بود. 

تجويز
بعد از تشخيص بيماریِ تفكر رياضیِ اميررضا، حال نوبت تجويز 

دستورالعمل های درمانی لازم بود:
1. بــه او توصيه كــردم فصل مجموعه ها و تجزيــة عددها را از 
كتاب های درسی دورة اول متوسطه به دقت بخواند و تمريناتش 

را حل كند.
2. بعضی از تمرين های مهم مجموعه ها و ب.م.م و ک.م.م را از كتاب 
درســی خود ياد بگيرد و تا حد امكان بكوشد خودش آن ها را حل 

كند و اگر نشد، حداقل روند حل آن ها را تحليل و تعقيب كند. 
3. تمرين های مشابهی را برايش تعيين و سفارش كردم كه برای 
حلشــان آزمون و خطا انجام دهد و تا حد امكان پاسخ مسئله را 

از كسي نپرسد.  
4. برای ســؤال هايی كه نتوانســته جواب دهد، در طول هفته 
دوباره چالشــی انجام دهد. حل يك مســئله بعد از چندين بار 

تلاش بسيار لذت بخش خواهد بود.  
5. اگر امكان داشــته باشد، مسئله هايی را با روش های متفاوت 

حل كند و از اين كار لذت ببرد.
6. اگر علاقه مند باشد، چند سؤال در همين زمينه طراحی كند 
و با دوســتانش بــه حل و بحث بگذارد تا نقــاط قوت و ضعف 

سؤال هايش آشكار شوند. 

25
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با پويــش رمزينة 
مقابــل مي توانيد 
مطلب شمارة قبل 

را ببنيد.



زهــرهپـنـــــــدی/مسئول وبـگاه ريـاضی فكر كن

»وبگاه رياضی فکر کن!« )mathink.ir( برای اســتفادة معلمان طراحی 
شده، اما خيلی از مطالب آن ممکن است برای شما هم جالب باشند و به 
يادگيــری مطالب جديد يا يادآوری مطالبی که قبلًا ياد گرفته ايد، کمک 

کنند.
در اين شماره يکی از ابزارهای اين وبگاه به نام »چوب کبريت ها« را معرفي 

مي كنيم. برای ديدن اين صفحه به نشانی زير مراجعه کنيد:
https://mathink.ir/چوب-کبريت ها/

وقتی روی پيوند )لينک(، تليک )كليك( کنيد، وارد صفحه ای می شويد 
که در آن می توانيد با کشيدن چوب کبريت ها به داخل صفحه و چرخاندن 

آن ها، شکل ها و الگوهای متنوعی بسازيد.
 

 »Basic shape« اما قسمت جالب اين ابزار آن است که می توانيد از قسمت
يکی از شکل های پايه برای ســاختن يک الگوی چوب کبريتی را انتخاب 
کنيد. سپس با تليک روی »Draw«، سه جملة اول از الگوی چوب کبريتی 
انتخاب شده را ببينيد و با تليک روی »Reset« دوباره صفحه را خالی کنيد.

 

مثلًا اگر »Caterpillar«، يعنی کرم ابريشم را انتخاب کنيد، به ترتيب اين 
سه شکل را می بينيد:

حالا بايد به اين ســؤال ها فکر کنيد: »هر شکل با چند چوب کبريت 
ساخته شده است؟ شکل اول؟ شکل دوم؟ شکل سوم؟ شکل چهارم؟ 

شکل پنجم؟«
اگر تا حالا تعداد چوب کبريت های هر شــکل را با تصور آن شکل و 
شمردن چوب کبريت ها پيدا کرده ايد، وقتش رسيده است که راهبرد 
ديگری پيدا کنيد، چون بايد به اين سؤال ها پاسخ دهيد و لازم است 
به ارتباط ميان شمارة شکل و تعداد چوب کبريت ها فکر کنيد: »شکل 
دهم با چند چوب کبريت ســاخته شــده است؟ شکل صدم چطور؟ 

شکل nاُم چطور؟«
يک بار ديگــر روی »Draw« تليک کنيد و ببينيد برای تبديل هر 
شکل به شکل بعدی چند تا چوب کبريت اضافه می شود. همان طور 
که در شکل های زير هم ديده می شود، برای تبديل هر شکل به شکل 

بعدی، هفت چوب کبريت به شکل قبلی اضافه شده است.
 

وقتی هر بــار هفت چوب کبريت بــه چوب کبريت های قبلی اضافه 
می شود، يعنی می توانيم شــکل ها را به صورت هفت تايی هايی تصور 
کنيــم که کنار هم قرار گرفته اند و در هر شــکل، يک هفت تايی به 

هفت تايی های قبلی اضافه شده است: 
 

هر کرم ابريشــمِ اين الگو، به جز چوب کبريت های هفت تايی، هفت  
چوب کبريــت هم در شــاخک و دمــش دارد. بديــن ترتيب تعداد 
چوب کبريت ها در هر شکل برابر شمارة شکل ضرب در هفت، به علاوة 
هفت چوب کبريت اســت. يعنی شــکل nاُم از 7n+7 چوب کبريت 

ساخته شده است.
می توانيد پاسخ اين سؤال ها را در جدول پايين صفحه که مانند تصوير 
 »Check your answers« صفحة بعد است، وارد کنيد و با تليک روی

درستی آن را بررسی کنيد.

2۶
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به همين ترتيب تعداد چوب  کبريت هايی که بايد به شکل سوم اضافه 
شود تا شکل چهارم ساخته شود، شش تاست.

در نمودار زير تعداد چوب کبريت های لازم برای ساختن هر شکل با 
توجه به شمارة آن در الگوی هرم ديده می شود. در اين نمودار وقتی 
از شــکل اول به شکل دوم می رويم، يک واحد جلو و چهار واحد بالا 
می رويم، اما برای رفتن از شکل دوم به سوم، با يک واحد جلو رفتن، 
پنج واحد بالا می رويم. يعنی تعداد چوب کبريت های اضافه شده برای 
ساختن هر شکل، مقدار ثابتی نيســت. برای همين است که وقتی 
نقــاط را به هم وصل می کنيم، پاره خط هايی با شــيب های متفاوت 

می بينيم.
 

بــه الگوهايی مانند الگوی هرم چوب کبريتــی، از آن نظر که نمودار 
تعداد چوب کبريت ها برحسب شمارة شکلشان، يک خط را تشکيل 

نمی دهد، »الگوهای غيرخطی« می گوييم.
يافتن تعــداد چوب کبريت های شــکل nاُم در الگوهای غيرخطی، 
هدف نگارش اين نوشته نيست. هدف اين نوشته، کمک به تشخيص 
الگوهای خطی از غيرخطی است. پيشــنهاد اين است که الگوهای 
ديگر همين ابزار را ببينيد و خطی بودن يا نبودن هر کدام را بررسی 
کنيد. اگر درست تشخيص دهيد، يک الگوی غيرخطی ديگر در ميان 

الگوهای چوب کبريتی اين ابزار پيدا خواهيد کرد.

 در اين لحظه اگر فکر می کنيد هميشه همين طور است و می توانيم 
به هميــن ترتيب تعداد چوب کبريت های هــر الگوی چوب کبريتی 

ديگری را هم پيدا کنيم، خوب است ادامة متن را ببينيد.
کرم  الگــوی  به  دوبــاره 
ابريشم با دقت نگاه کنيد. 
در نمــودار مقابــل تعداد 
لازم  چوب کبريت هــای 
با  برای ساختن هر شکل 
توجه به شــمارة آن ديده 
می شود. برای ساختن هر 
شــکل با استفاده از شکل 
چوب کبريت  هفت  قبلی، 
چوب کبريت هــای  بــه 
می شــود.  اضافه  قبلــی 
روی  وقتی  هميشه  يعنی 
نمــودار يک واحــد جلو 
می رويــم، هفت واحد هم 
همين  برای  می رويم.  بالا 
اســت که وقتی نقطه های مرتبط با شکل ها را به ترتيب به هم وصل 

می کنيم، يک خط می بينيم.
 بــه الگوهايی مانند الگــوی کرم ابريشــم چوب کبريتی که نمودار 
تعداد چوب کبريت ها برحسب شمارة شکلشان، يک خط را تشکيل 

می دهد، »الگوهای خطی« می گوييم.
بعضی الگوهای چوب کبريتی ديگر هم خطی هســتند، اما بعضی از 

الگوهای چوب کبريتی خطی نيستند.
مثلًا الگوی »Pyramid« به معنی »هرم« را انتخاب کنيد و ســه تا 
شکل اول آن را مشاهده کنيد و ببينيد که چگونه در حال رشدکردن 
است و هر بار برای ساختن شکل جديد، چند تا چوب کبريت بايد به 

چوب کبريت های شکل قبل اضافه شود:

 
در اين الگو، برای ساختن شکل دوم بايد چهار چوب کبريت به شکل 
اول اضافه شــود و برای ساختن شکل سوم بايد پنج چوب کبريت به 

شکل دوم اضافه شود:
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دو باز و سه زاغ و يكي چون سهيل
دو ميغ و دو ماغ و يكي همچو دود

ز نه نه شمردن برافتد عنود 
و يا: 

چهار خرما پنج خار و دو سفيد و يك سياه
سه نشاط و يك غم و يك مأمن و دو بي پناه
دو سوار و سه پياده يك گل و دو خارزار

نوش دو با نيش يك؛ آنگاه نه نه مي شمار
ناخدا

سرباز
اسیر

فوري جواب دهيد!
1. ســه گربه در ســه دقيقه ســه موش 
مي گيرنــد. صد گربــه در چه مدتي صد 

موش مي گيرند؟
2. ده لنگه جوراب سياه و ده لنگه جوراب 
ســفيد در اتاق تاريكي است. مي خواهيم 
يك جفت جوراب سفيد يا سياه برداريم 

و بپوشيم. چند لنگه برداريم كافي است؟
3. خياطي با سه متر پارچه براي يك نفر 
كت و شــلوار و جليقه مي دوزد. ســه نفر 

مشتري آمده اند: 
اولي مي گويد: من كت نمي خواهم! 

دومي مي گويد: من جليقه نمي خواهم!
سومي مي گويد: من شلوار نمي خواهم!

خياط به چند متر پارچه براي دوختن لباس 
اين سه نفر نياز خواهد داشت؟

ابوريحان و قصة گندم هاي 
شطرنج!

در سال گذشته در همين مجله قصة پديدآمدن 
بازي شــطرنج و ماجراي جايزه اي را خوانديد 
كه مخترع شــطرنج از پادشاه هند درخواست 
كــرد. در آنجا گفتيم پادشــاه بايــد به تعداد 
18446744073709551615 دانــه گندم 
به مخترع شطرنج مي داد و اين مقدار گندم از 
گندم هاي موجود در سراسر جهان هم بيشتر 
بود. بگذريم. حالا برايتان مي گويم كه ابوريحان 
بيروني براي اينكه بتواند بزرگي اين عدد را به 
مردم زمان خودش نشان دهد، طوري كه تصور 
روشني از آن به دست آورند، چنين گفته است: 
»اگر روی سطح زمين 2305 كوه وجود داشته 
باشد كه از هر كوه 10000 رود جاري شود و 
در طول هر رود 10000 قطار شتر در حركت 
باشند و هر قطار شامل 1000 شتر باشد و هر 
شتر 8 كيسه بار داشته باشد كه در هر كيسه 
10000 دانه گندم باشــد، باز هم تعداد همة 
اين گندم ها كوچك تر از عدد بيست رقمي ياد 

شده خواهد بود.«
آيا شگفت زده نمي شويد؟!

پادشــاهی جبّار به ناخدای خود دســتور داد 
15 نفر از اســيران دشمن را كه 15 سرباز نيز 
مراقب آن ها بودنــد، به جزيره اي منتقل كند 
تا در آنجا زنداني شــوند. ناخدا پذيرفت و پس 
از سواركردن اسيران و ســربازان، بادبان هاي 
كشتي را برافراشــت و راهي جزيره شد. اتفاقاً 
در راه دريا توفاني شــد و نزديك بود كشتي و 
سرنشينان آن غرق شوند. ناخدا چاره اي نديد 
جز اينكه كشــتي را ســبك كند. از اين رو به 
دستيارش گفت: »چاره اي نداريم كه نيمي از 
مسافران را به دريا بيندازيم، وگرنه با كشتي به 
قعر دريا خواهيم رفت.« دستيارش گفت: »حالا 

كدام مسافران را به دريا بيندازيم؟!«
ناخدا حيله اي به كار بســت. گفت: »چاره اي 
نداريم جز اينكه قرعه  بكشيم و هر كس قرعه 

به نام او افتاد، طعمة دريا خواهد شد.« 
اما براي اينكه قرعه به نام سربازان پادشاه نيفتد، 
گفت: »همگي دايره وار بنشــينيد و من از يك 
نقطه نه نفر نه نفر مي شمارم. نفر نهم هر كس 
بود، از كشتي به بيرون پرتاب خواهد شد و اين 

كار را ادامه مي دهم تا فقط 15 نفر بمانند.« 
البته ناخدا سربازان و اســيران را به ترتيبي 
كنار هم نشــاند كه قرعه فقط به نام اسيران 

اصابت كند. ترتيب نشستنشان اين گونه بود:
  ⇒  4  5  2  1  3  1  1  2  2  3  1  2  2  1

)قرمز: سربازان، آبي: اسيران(
اين راه  حل را به صورت شعر نيز درآورده اند: 

ز تركان چهار و ز هندوست پنج 
دو رومي تو با يك عراقي بسنج 
سه روز و شبي يك نهار و دو ليل
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معادلة درجة اول از جمله مباحث پركاربرد در رياضيات مدرسه است. 
مســئله های فراواني در زندگی روزمره وجــود دارند كه با تبديل به 
معادلة درجه اول قابل حل هستند. از طرف ديگر، يادگيری مفهوم ها 
و انجام بســياري از محاســبه های رياضی، چه در دورة اول و چه در 
دورة دوم متوســطه به درک صحيح از مفهــوم معادله درجة اول و 

تسلط در حل آن وابسته است. 
اشــتباه های زيادی هنگام حل معادلة درجة اول توســط برخي از 
دانش آموزان رخ می دهند كه دليل هايی دارند و بررســی ريشــه ای 
آن ها در اين نوشــتار نمی گنجد. اولين گام برای جلوگيری از ايجاد 
چنين اشتباهاتی شناخت آن هاســت. لذا در اين شماره نمونه ای از 
اشــتباه های دانش آموزان ارائه می شــود كه ممكن است برای درک 

مفهومی آنان مفيد باشد. 
عددها را یك طرف ببریم، مجهول ها را هم یك طرف. بله اين 
جمله را بسياري از بچه ها موقع حل معادلة درجة اول بيان می كنند. 
در واقع اين روش حل معادلة درجة اول است كه آن ها از معلم خود 
ياد گرفته اند و اكثرشان هم نه تنها مفهوم آن را درک نكرده اند، بلكه 
به عنوان رويه و دستورالعملي براي حل معادلة درجة اول به درستي 
آن را به كار نمی گيرند. مثلاً نمی دانند چرا بايد »عددها را يك طرف 
ببريــم و مجهول ها را هم يك طــرف ديگر« و اينكه وقتی يك عدد 
از سمت چپ به راســت منتقل می شود، چرا بايد علامت آن تغيير 
كند. حتی اگر همة مرحله ها را به درستی انجام دهند، درک درستی 
از محاسبه های خود ندارند. تمركز ما در اين شماره صرفاً بر يكي از 
اشتباه های )تغيير مكان عددها يا جمله ها بدون تغيير علامت آن ها( 
اســت. در شمارة بعدي به ساير اشــتباه ها در حل معادلة درجه اول 
 ،3x-2=5 می پردازيم. برای مثال همان طور كه می دانيد در حل معادلة
طبق روش بايد 2- را به ســمت راست منتقل كنيم و علامت آن را 
تغييــر دهيم. اما برخی از بچه ها زمانی كه جمله ها را به طرف ديگر 
منتقل می كنند، علامت آن ها را تغيير نمی دهند و با انجام عمليات 
اشــتباه روی جمله ها، جواب درســت معادله را به دست نمی آورند. 
يعني دچار خطاي تغيير مكان عددها يا جمله ها بدون تغيير علامت 
آن ها می شــوند. در اولين نمونه كه از پاسخ های واقعي دانش آموزان 
يك كلاس هفتم انتخاب شده است، با وجود درستی راه حل، به علت 
تغييرندادن علامت عدد 2، هنگام انتقال آن به سمت راست، جواب 

معادله اشتباه به دست آمده است.

 

در نمونة دوم نيز حل كننده، هم با انتقال 2- به سمت راست، علامت 
آن را تغيير نداد و هم علامت 5- را كه جابه جا نشده بود، تغيير داد 

و جواب اشتباه به دست آورد.

در ادامه بــه مفهوم »عددها را يك طرف ببريــم، مجهول ها را هم 
يــك طرف« مي پردازيم. در واقــع می خواهيم با يك مثال و تصوير 
مناســب، روش درست و علمي حل معادلة درجه اول را بيان كنيم. 
البته توضيحات ما فعلاً به معادلة درجة اولي مربوط است كه ضريب 
مجهول آن يك است. شكل 1 يك ترازوي دو كفه ای را نشان می دهد 
كــه در دو طرف آن چند وزنة يك كيلوگرمي و يك جســم با وزن 

نامعلوم قرار می دهيم تا ترازو به حالت تعادل درآيد. 

 

به تعادل درآمدن ترازو به معناي آن است كه وزن اجسام قرار گرفته 
 x در دو كفة ترازو مســاوي اســت. پس اگر وزن نامعلوم جســم را
بناميم، عبارت رياضي بيان كنندة اين وضعيت x+3=5 اســت. مقدار 
x چقدر است كه اين تســاوي برقرار شده است؟ براي پاسخ به اين 
سؤال، می توانيم از هر دو كفة ترازو سه وزنة يك كيلوگرمی برداريم؛ 

كه در اين صورت باز هم ترازو در حالت تعادل باقي می ماند.

اين عمل به معناي آن است كه اگر از طرفين تساوي x+3=5 عدد 3 
را كم كنيم، باز هم تساوي برقرار می ماند؛ يعني:

x+3=5→ x+3-3=5-3 →x=5-3
پــس x=2 كه اگر از مرحلة دوم صرف نظــر كنيم، به همان رويه و 
قاعدة مرســوم عمل كرده ايم. ترازو نيز نشــان می دهد كه جسم 2 
كيلوگرم وزن دارد. از اين مشاهدات می توان نتيجه گرفت كه اگر از 
طرفين يك تســاوي، عدد يكساني را كم كنيم يا به آن اضافه كنيم، 
باز هم تســاوي برقرار می ماند. با اين توضيح ها روشــن شد كه در 
فرايند حل معادله، عملي به نام »انتقال« يا »جابه جايي« در رياضيات 
مبناي علمي ندارد. اما چون در نتيجة عملِ اضافه كردن يا كم كردن 
مقداري به طرفين معادله اضافه يا از طرفين كم می شود، اين طور به 
نظر می رسد كه عدد يا متغير جابه جا شده است. از همين روست كه 
جملة »عددها را یك طرف ببریم، مجهول ها را هم یك طرف« 
در ميان دانش آموزان و برخي معلمان رايج شــده است. ادامة این 

بحث در شمارة بعدي خواهد آمد. 

مرتضیمرتضوی

عددهااینطرف،مجهولهاآنطرف!
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يكی می گفت: »باشگاه رياضی«، ديگری می گفت: 
»خانــة رياضی« و بعضی بچه ها صــدا می كردند: 
»آموزشــگاه تخصصی رياضيات خيام«. اســم و 
عنــوان خيلی مهم نبــود، آنچه اهميت داشــت 
روش آموزشی اين مجموعه بود كه بچه ها را برای 
فراگيری رياضيات ســر ذوق می آورد و ما به دنبال 
آشــنايی با آن ها بوديم كه وارد بندرعباس شديم. 
معما، مســابقه، المپياد، آزمايشگاه رياضی، نشريه 
و پژوهش يك سلســله  اسم هايی بودند كه در اين 
مجموعه پررنگ بودند. امــا مهم تر از همه، روش 
و شــيوة كار آن ها بود. شــيوه ای كه دانش آموز را 
مشتاق می كرد برای فهم بهتر رياضی، كتاب های 
دو ســال تحصيلی بعد را تابســتان ها بخواند و به 
ديگر دوســتانش در مدرسه آموزش بدهد. حالا ما 
اينجا كنار خانم دكتر ثمین ذاکری، مدير مدرسة 
خيــام، فهیمه جاشونیا، دانش آموز پاية هشتم و 
سارا شیخ اسدی، دانش آموز پاية نهم هستيم. با ما 

همراه باشيد تا از اين خانة رياضيات بيشتر بدانيد.
بچه ها از دورة ابتدايي تا پايان دورة متوســطة دوم 
اينجا هســتند. هر كدام بر اســاس تقسيم بندی 
انجام شــده و آزمون هايی كه داده انــد، در يكی از 
كلاس ها يا آزمايشــگاه ها مشغول فعاليت اند. ما به 
اقتضای مجلة رشد رياضي برهان متوسطة اول به 
ســراغ دو تا از بچه ها می رويم كه در پاية هشــتم 
و نهم تحصيل می كننــد. مدير مجموعه هم با ما 
همراه است. او دكترای رياضی محض دارد  و ضمن 
مديريت كار، گهگاه در يكی از كلاس ها يا آزمايشگاه 
رياضی به تدريس هم می پردازد. قدم به هر كلاس 
كه می گذاريم، شور و هيجان برای دانستن بيشتر 

در چشمان بچه ها موج می زند .
تا فهيمه و سارا برای گفت وگو آماده شوند، گپ و 

صحبت را با دكتر ذاكری آغاز می كنيم:

● لطفاً برایمــان از مجموعة ریاضیات 
خیام بگویید.

○ دانش آموزان با هر سطح علمی و تحصيلی 
می تواننــد وارد اين مجموعه شــوند و پس از 
شــركت در آزمون حضوری، وضعيت خود را 
شناسايی كنند و در يكی از سطح های B ،A يا 
C جا بگيرند. بچه هايی كه از يك سطح علمی 
قابل قبول برخوردار و با فهم مفاهيم درس های 
كتاب رياضی خود مشــكلی نداشــته باشند، 
امكان حضور در دوره های آمادگی المپيادها را 

هم دارند.

● نظر شما دربارة درس ریاضی به طورکلی 
چیست؟ در دبســتان آن را چطور نگاه 
می کردید و حالا که در دورة اول متوسطه 

هستید چطور؟
○ سارا: در دبســتان به صورت خيلی پايه ای 
درس رياضــی را ياد می گرفتيــم و اطلاعات 
زيــادی دربارة علم رياضــی و كاربردهاي آن 
نداشتم. اما از وقتی كه وارد دورة اول متوسطه 
شده ام، ديدم نسبت به علم رياضی تغيير كرده 
و بيشتر به آن علاقه مند شده ام. چون به نظرم 
رياضــی واقعاً در جای جــای زندگی ما وجود 
دارد. ســاختن بناهای زيبا و منحصربه فرد بر 
اســاس قوانين رياضی و هندسه است و انسان 
از ديدن آن ها لذت می برد. برخی ساختمان ها 
را به گونه ای می سازند كه بيشترين نور محيط 
را دريافت كنند و كمترين ميزان مصرف برق را 
داشته باشند. اين يكی از جذابيت های هندسه 

و قوانين رياضيات است.
○ فهیمه: من در دبســتان مثــل تعدادی از 
بچه ها از درس رياضی بدم می آمد و از وضعيت 

خودم در اين درس چندان راضی نبودم. تا اينكه به 
پاية ششم رسيدم و در كلاس های رياضی مجموعة 
خيام شركت كردم. اينجا بود كه ديد من نسبت به 
رياضی تغيير كرد. بــه آن علاقه پيدا كردم و برای 
تكليف هاي رياضی مدرســه خودم وقت بيشتری 

می گذاشتم.
 

● خانم جاشونیا، شنیده ام که شما در مطالعة 
مباحث ریاضی در اوقات فراغت و تابستان  ها 
هم کتاب های یکی دو ســال بعد خودتان را 
می خوانید. چطور شد از آن بی علاقگی به این 

ذوق و شوق رسیدی؟
○ فهیمه: اوايل سال گذشــته كه در كلاس های 
المپياد مجموعة خيام شركت كردم، مباحث كمی 
برايم پيچيده بودند و احساس می كردم كه نمی توانم 
از پس آن ها بر بيايم. ولی صبر كردم و در تابستان آن 
سال، يك مجموعه كتاب های المپيادی را سفارش 
دادم كه بخوانم و بتوانم پيشــرفت كنم. از آنجا كه 
درک مطالب اين كتاب ها كمی ســخت بود و بايد 
حداقل دانش پايه را بلــد می بودم، تصميم گرفتم 
علاوه بر كلاس رياضی هشــتم، كلاس رياضی نهم 
را هم شــركت كنم تا بتوانم به درک و حل مسائل 
بپردازم. خوش بختانه اين موضوع خيلی به من كمك 

كرد.
يكی از روش های جالب مجموعة خيام و خانم دكتر 
ذاكری تشــويق و ترغيب بچه ها به حل مسئله ها و 
يادگيری مباحث رياضی بود. برای مثال ما هميشه 
در كلاس با تعداد زيادی سؤال روبه رو بوديم. اسامی 
همة بچه ها روی تخته نوشته می شد و هر كسی بابت 
پاسخ به هر سؤال يك امتياز می گرفت. رقابت خوب 
و ســالمی است. در نهايت به كسانی كه امتيازهای 
بيشتری داشتند، جايزه و هديه می دادند؛ حتی بن 

مهديهمسيبی
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خريد محصولات. برای همين هميشه ما شوق و ذوق 
داشتيم كه مسئله ها را حل كنيم.

● به نظر شــما ریاضی در کجای زندگی ما 
کاربرد دارد؟ مثال بزنید.

○ سارا: رياضی علم و دانشی است كه صد درصد 
در همه جا از زندگی كاربرد دارد. سرچشــمة تمام 
علوم رياضی است. توليد محصولات در كارخانه ها، 
ساختمان ها و همة مشاغل ريشه در رياضيات دارد.

○ فهیمه: در همين كار عكاسی، شما برای انتخاب 
زاويه به دانــش رياضی نياز داريد. تمام تجهيزات 
كار پزشــكی هم با رياضی ســر و كار دارند. بهتر 

است بگوييم كجاست كه رياضی كاربرد ندارد.

● چه مدت اســت که در این آموزشــگاه 
فعالیت دارید و چه کارهایی را در اینجا انجام 

می دهید؟
○ فهیمه: حدود سه سال است كه در اين مجموعه 
فعاليت دارم و امســال  در مدرســة خيام ثبت نام 
كردم و در كلاس های نيم ســال )ترم( تابســتانه، 
پاييزه و زمستانة سه پاية ششم، هفتم و هشتم و 
يك نيم ســال پاية نهم هم شركت كردم. علاوه بر 
آن در كلاس المپياد و ســال ششم در كلاس های 

هوش اين مجموعه هم شركت داشته ام.
○ سارا: من از ســال چهارم دبستان وارد شدم. 
بعــد مدتی وقفه افتاد و دوباره از ســال هفتم به 
اين مجموعه آمدم. اينجا رياضيات و هندســه را 
خيلی جذاب تدريس می كنند. ما هميشه هندسه 
را به صورت عملی با ســاختن اجرام هندسی و در 
آزمايشــگاه ياد می گيريم. آموزش رياضی در اين 
مجموعه از طريق بازی و ســرگرمی اســت و به 

همين خاطر برای بچه ها جذابيت دارد.

● فرض کنیم شما اصلًا با این روش آموزشی، 
یعنــی بازی و ســرگرمی، آشــنایی پیدا 

نمی کردید. آن وقت ...؟
○ فهیمه: قطعاً از نمره هايی كه در درس رياضی 
می گرفتم راضی نبودم و همچنان مثل گذشته از 
اين درس بدم می آمد. من به واسطة پيشرفتی كه 
در رياضی پيدا كردم، اعتمادبه نفســم بالا رفت. از 
طرف ديگر در ســاير درس ها هم امروز پيشرفت 

كرد ه ام.
○ ســارا: من آشــنايی با المپيادها و شركت در 
كلاس هــای آن را مديون اين مجموعه هســتم. 
همچنين علاقه به رياضيات را از همين كلاس ها 

و روش ها دارم.

در این مجموعه از چه تدبیرهایی اســتفاده 
بتوانند مباحث درســی  تا بچه ها  می کنند 

ریاضی را بهتر یاد بگیرند؟
○ سارا: اينجــا بازی و ســرگرمی در امر آموزش 
يك اصل است. ما مرتب در حال مسابقه و رقابت 

هستيم و بچه ها دانســته های خود را با هم 
به اشــتراک می گذارند و هم فكری می كنند. 
بچه ها و خانواده های ما از اين تدابير بســيار 

استقبال می كنند.
○ فهیمــه: روش آموزش معلمــان در اين 
مجموعه خلاقانه اســت. اجازه دهيد مثالی 
بزنــم. برای ضرب علائم مثبت و منفی معلم 
ما ايــن مثال را برای مــا زد كه تصور كنيد 
شــخصي مي خواهد به دوســتش خون اهدا 
كند. اگــر RH يكي مثبــت و RH ديگری 
منفی باشد، اين دو نفر نمي توانند از يكديگر 
خون بگيرند چون RH آن ها متفاوت اســت، 
پس نتيجه منفی می شــود. ولي اگر RH هر 
دو مثبــت يا هر دو منفی باشــد، چون مثل 
هم هســتند، پس نتيجه مثبت می شــود و 

می توانند به يكديگر خون اهدا كنند.

● کــدام قســمت از فعالیت های این 
و جذاب تر  جالب تر  برای شما  مجموعه 

است و چرا؟
○ ســارا: برای من برگزاری مســابقة شهر 
رياضی بين بچه ها جالب ترين فعاليت است. 
به نظرم حل كردن سؤال های رياضی همراه با 
برگزاری يك بازی با قوانين و مقررات جالب، 

خيلی سرگرم كننده و مفيد است.
○ فهیمه: من بــه يادگيری مطالب المپياد 
بسيار علاقه مندم و كســب مقام در المپياد 
رياضی برايم به يك هدف تبديل شده است. 
همچنين بســيار خوش حالم كه درس هاي 

رياضی دبيرستان را زودتر ياد می گيرم.

درس  علمی  مباحث  یادگیری  اصولاً   ●
به نظر شما  ریاضی در آموزشگاه خیام 

چه تفاوتی با کلاس درس دارد؟
○ سارا: تحليل فرمول های رياضی و هندسه، 
يادگرفتن حل ســريع آزمونه ها )تســت ها(، 
تدريــس نكته های مهم فراتــر از كتاب هاي 
درســی برای حل راحت تر سؤال ها، به نظرم 

نقاط قوت هستند.
فهیمــه: از آنجا كــه دانش آمــوزان برای 
شركت در كلاس های رياضی مجموعة خيام 
سطح بندی می شوند، ما به نسبت سطح هايی 
كه در كلاس ها داريم، مطالب را پيشــرفته تر 
ياد می گيريم و ســطح ســؤال ها هم بالاتر 
و ســخت تر اســت. اين موضوع به يادگيری 
بهتر رياضی كمك می كند و باعث می شــود 
كلاس ها بــرای دانش آموزان خســته كننده 

نباشند.

● شنیده ام شما بچه ها در بحث آموزش 
به دیگر دوستانتان هم  مباحث ریاضی 
معلم یار هستید.  و مثل  کمك می کنید 

از مزیت این کار برای ما بگویید.  
○ ســارا: من هم مانند كاركنان آموزشی اينجا، 
معتقدم وقتی بچه ها مطالب را به هم ياد می دهند، 
خودشــان هم بهتر ياد می گيرند. به همين خاطر 
ما هم ســعی می كنيم درس ها را برای هم توضيح 
بدهيم تا به اين ترتيب اشــكالات خودمان را پيدا 
و برطرف كنيــم. از طرف ديگر، وقتی ما برای هم 
توضيح می دهيم، پذيرش مطلب از سوی بچه های 

هم سن و سال راحت تر است. 

● وقتی در حل یك مسئلة ریاضی به مشکلی 
برخورد می کنید که امکان حل ندارید چه کار 

می کنید؟
○ سارا: در مرحلــة اول ســعی و تلاش بيشتری 
می كنــم و به دنبال روش هــای متفاوت در كتاب 
می گــردم. اگر نتيجه ندهــد، در كلاس با بقيه در 
ميان می گذارم. اگر بچه ها به نتيجه نرســند، دبير 

خودش توضيح می دهد.
○ فهیمه: البته گاهی هم دبيران نمونه های مشابه 
را در كلاس مطرح می كنند و اگر موفق به حل آن 

نباشيم، خودشان جواب را ارائه می كنند.

● با مجلة رشد ریاضي برهان چقدر آشنایی 
دارید و به طور معمول چه بخش هایی از آن را 

مطالعه می کنید؟
○ سارا: راستش من گفت وگوها و مطالب كاربردي 
ايــن مجله را خيلــي دوســت دارم، البته مطالب 

ديگرش هم بسيار خواندني است.
○ فهیمه: من چند بار رشــد رياضي برهان را در 
اينترنت جست وجو كرده ام و بيشتر مصاحبه های 
مرتبط با رياضی و افراد متخصص در اين دانش را 

مطالعه می كنم.

صحبت ما که با بچه ها تمام شد دوباره سراغ 
دکتــر ذاکری رفتیم تا باز هم بیشــتر از این 
مجموعه برایمان بگوید. او همان طور که کلاس ها 
و بخش هاي متفــاوت را معرفی می کرد گفت: 
»هدف ما این است که بچه ها با لذت ریاضی را 
یاد بگیرند. به همین دلیل از بازی و رقابت در امر 
آموزش زیاد بهره می گیریم. همان طور که بچه ها 
هم گفتند، ما معمولاً از مسابقه زیاد استفاده 
می کنیم تا بچه ها اعتماد به نفس بیشتری پیدا 
کنند. برای تشویق به آن ها جایزه هم می دهیم. 
برای من خیلی لذت بخش اســت که بچه ها به 
کاربردی بــودن ریاضی در جای جای زندگی از 
طریق این آموزش ها پی می برند. ما از هر وسیله 
و امکانی استفاده می کنیم تا یادگیری ریاضی 

برای بچه ها راحت باشد.«
گزارش ما از این خانة ریاضیات به پایان رسید. 
امیدواریــم این بچه ها و همــة دانش آموزان 
پرتلاش کشــورمان، به آرزوهای خوب خود 

برسند و بهترین ها را پیش رو داشته باشند.

31گفتوگو

دورۀ28/شماره3
1401 آذر



تاکنون نرم افزارهای متفاوتی برای حل مسائل 
و معادلات رياضی منتشــر شده اند که برخی 
مشکل داشته اند و برخی ديگر نيز تنها جواب 
نهايــی را در اختيار کاربران قرار می دهند؛ به 
اين علــت که نرم افزارهــای مزبور به صورت 
رباط عمل می کنند. در اين شماره قصد داريم 
برنامه ای را به شما معرفی کنيم که به صورت 
رباط عمل نمی کند و تنها پاسخ مسئله را ارائه 
نمی دهد، بلکه سؤال های شــما را با ارائة راه 

حل گام به گام پاسخ می دهد.
اين برنامه سؤال را به صورت حرفه ای تجزيه 
و تحليل می کند و پاسخ نهايی را با راه حل آن 
نشان می دهد. به اين ترتيب، راه حل کلی يک 
سؤال در چندين مرحله و به همراه جزئيات و 
توضيحات کامل آموزش داده می شود. همين 
موضــوع کمک می کند دانش آمــوزان عزيز، 
رياضی را با عمق بيشــتری آموزش ببينند و 
مباحث رياضی را به طور سطحی ياد نگيرند. 

تنها کافی اســت ســؤال مورد نظر خود را از 
طريق صفحة کليد )کی بــورد( اختصاصی و 
مهندسی اين برنامه، يا حتی به صورت دستی 
و از طريق دوربين گوشــی خود، در قسمت 
طرح پرســش وارد کنيد و پس از چند ثانيه، 
جواب تشــريحی آن را بگيريــد. بنابراين با 
خيال راحت می توانيد از اين برنامه برای حل 
تکليف های رياضيات خود بهره بگيريد و معلم 

خصوصی خود را در منزل داشته باشيد.
اين نــرم افزار جالب »ســای مث«1 نام دارد. 
ســای مث تمــام مباحث رياضی در ســطح 
دبيرستان و حتی دانشگاه را که شامل موارد 
زير اســت، پوشش می دهد و شــما با خيال 
راحــت می توانيد از آن به عنوان يک اســتاد 
رياضی برای آموزش بهتــر و اصولی رياضی 

استفاده کنيد: 
é حــل معادله هــا، فاکتورگيــری، لگاريتم، 
نمادها، عددهــای مختلط، معادله های درجة 
دوم، مثلثات، کســر جزئی، تقســيمات چند 

جمله ای و مانند آن. 

é مباحث درس حســاب ديفرانســيل: 
قاعدة ضرب، قاعدة خارج قسمت، قاعدة 
زنجيره ای، انتگرال گيــری جزء به جزء، 

جانشينی مثلثاتی و موارد مشابه.

ويژگی های برنامه 
é رابط کاربری ساده و آسان؛

é پوشــش دهی اکثر مباحث عمومی و 
تخصصی درس رياضی؛

é صفحه کليــد اختصاصی و مهندســی 
برای واردکردن سؤال ها؛ 

é امــکان قــراردادن عکس از ســؤال و 
دريافت سريع پاسخ؛

é ارائــة پاســخ بــه همــراه جزئيات و 
توضيحات تشريحی )به زبان انگليسی(؛

é کاملًا رايگان.
بنابراين اگر در درس رياضی مشکل داريد 
و نمی توانيد مســئله ها را تحليل کنيد، 
تمامی سؤال های ساده يا تخصصی خود 
را در برنامة سای مث وارد کنيد و جواب 
آن ها را به همراه جزئيــات و روش های 

پاسخ دهی دريافت کنيد.

کاربران »اندرويد« برای دريافت اين برنامة 
جذاب رياضی می تواننــد آن را در »كافه 
بازار« جست وجو و نصب کنند يا از نشاني 

زير برای نصب آن بهره بگيرند: 
http://cafebazaar.ir/app/?id=com.
cymath.cymath&ref=share

کاربــران »آی او اس«2 هم بــرای دريافت 
اين برنامه می توانند آن را در »اپ استور«3 
جســت وجو و نصب کنند يا از نشاني زير 

برای نصب آن بهره بگيرند: 
https://apps.apple.com/us/app/
cymath-math-problem-solver/
id1083328891?platform=iphone

پس از نصب اين برنامه، شمايل  در 

صفحة گوشــی ايجاد خواهد شــد که دروازة 
ورود به اين نرم افزار اســت. پس از اجرای آن 
وارد محيــط عملياتی برنامه خواهيد شــد و 
شکل زير را که بسيار ســاده است، مشاهده 

خواهيد کرد: 

در بخش  که به صورت پيش فرض 
انتخاب شده است، می توانيد سؤال خود را با 
اســتفاده از صفحه کليد مجازی پايين پنجره 
وارد کنيد )سؤال شما در خط فرمان نمايش 

داده می شود(.

به علــت محدوديت فضــا، صفحه کليد به دو 
قســمت تقسيم شــده اســت که با کشيدن 
صفحه کليد می توانيد بين دو بخش آن جابه جا 

شويد؛ مانند شکل هايی که در ادامه می بينيد:
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برای آشــنايی بيشــتر بــا نحــوة عملکرد 
صفحه کليــد برنامه به مثال هــای زير توجه 

کنيد:
 x

x
− =2 4 32 مثال 1. حل معادلة درجة يک: 

برای وارد كردن اين معادله در خط فرمان، ابتدا 
دکمة  را برای نوشــتن يک کسر انتخاب 
کنيد. سپس از ســاير دکمه های صفحه کليد 
برای وارد كردن صورت و مخرج و تکميل معادله 
استفاده کنيد. پس از تکميل معادله، با دکمة 
 فرمان حل مسئله را صادر کنيد. آنچه 
روی صفحة تلفن همراه شــما ظاهر می شود، 
همانند شکل سمت چپ است که تمام مراحل 
حل اين معادله را همراه با توضيحات انگليسی 
نمايش داده اســت. حتــی می توانيد با لمس 
دکمة »Check Answer«، در انتهای صفحه، 
جواب به دست آمده در معادله را امتحان کنيد. 

 − +72 32 18 مثال ۲. ساده شدة عبارت 
چيست؟

ابتدا با استفاده از  صورت مسئله را در خط 
فرمان وارد و سپس اجرا کنيد:

ریاضی
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پس از اجرای سؤال پنجرة شکل زير ظاهر 
می شود که ســاده شدة هر راديکال را در 
سه مرحله نمايش داده و در نهايت جواب 

کلی سؤال را مشخص کرده است.

نکته: در انتهای جواب هر مسئله، سؤال 
شــکل زير مطرح می شــود که: »چگونه 
می توانيم اين راه حــل را مفيدتر کنيم؟ 
بازخورد شما کمک بزرگی برای ما خواهد 

بود.«

اما يکی از بخش هــای مهم اين نرم افزار 
دکمه ای اســت که توســط آن می توان 
مبحث درســی ســؤال خود را از طريق 
آن انتخاب کرد که شامل بخش های زير 
اســت )بعضی از آن ها مربوط به مباحث 
درســی ســال های بالاتر دبيرســتان و 

دانشگاه است«:
Differentiate: مشتق گرفتن

Expand: بسط دادن )ضرب و جمع کردن 
عبارت های(

Factor: فاکتورگيری 
Graph: رسم نمودار

Integrate: انتگرال گيری
Simplify: ساده کردن 

Solve Equation: حل معادله 
در بخش  می توانيد صورت 
سؤال را به صورت دستی و توسط دوربين 
گوشی خود وارد کنيد )دقت کنيد تمام 
عددها و علامت ها بايد به انگليسی وارد 

شوند(. 
مثال ۳. می خواهيم نمودار y=x2-1 را 

رسم کنيم.
صورت سؤال را روی يک کاغذ بنويسيد و 
با انتخاب دکمة Camera دوربين گوشی 
خود را فعال کنيد. آن را روبه روی صورت 

سؤال نگه داريد و نشان  را لمس كنيد 
تا عمل پيمايش تصوير انجام شود. بعد از 
انجام پيمايش، پنجرة زير ظاهر خواهد شد: 

در اين بخش برای رسم نمودار می توانيد 
گزينــة  را لمس و ســپس از گزينة 
 بخش Graph را برای رسم 

نمودار انتخاب کنيد. 
يــا می توانيد بــه صورت مســتقيم در 
همين صفحه، گزينة Graph را از بخش 
 برای رسم 
نمودار انتخاب کنيد. به اين ترتيب شکل 

زير را خواهيم داشت:

پي نوشت ها
1. Cymath 
2. Ios
3. App store
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داستان ما با کاغذ به اينجا رسيد که توانستيم هفت روش برای تازدن يک خط روی 
صفحه پيدا کنيم. درمورد پنج تای اول )شكل 1( مفصل حرف زديم و در راهمان 
يک شکل جديد هم کشف کرديم. پيش از اينکه سراغ تاهای 6 و 7 برويم، نگاهی 

به تاهای قبلی بيندازيم:

شکل1.پنجاصلاول

گفتيم که با يک نقطه و يک خط می توانيم به يک سهمی برسيم. وقتی يک نقطه 
به آن ها اضافه کرديم، توانستيم به خط تای پنج برسيم که در واقع يک خط مماس 

به سهمی بود که از يک نقطه خارج از آن می گذشت )شکل 2(.
باشــد، معمولًا  يادتان  اگر 
می توانســتيم دو خــط با 
اين ويژگی تا بزنيم. آيا در 
شكل 2 می توانيد خط تای 

ديگري پيدا کنيد؟
ديديم که با تا زدن می توانيم 
يک ســهمی بســازيم، يا 
حداقل به آن نزديک شويم. 
امــا پيش از ايــن هم بارها 
سهمی ها را ديده ايد. در واقع 
آن ها تقريباً همه جا هستند! هر وقت توپی به هوا پرتاب می شود، مسيری به شکل 
سهمی را طی می کند )شكل 3(، يا هر پديدة ديگری که در آن جسمی در هوا معلق 
شــود و برگردد، مثل پرش دلفين ها، مسير حرکت يک سهمی خواهد بود. بهترين 

مثال برای ديدن مسير سهمی شکل، فواره های آب است.
همين قدر آشــنايی با 
ســهمی ها کافی است 
تا سراغ تای اسرارآميزِ 
6 برويــم: دو نقطه و 
دو خط داريم )شــكل 
4(. می توانيــم طوری 
تا بزنيم که يک نقطه 
روی يک خط، و نقطة 
ديگــر روی خط ديگر 

بيفتد.

ديديم که با قراردادن يک نقطه روی 
يک خط، اگر همة حالت ها را تا بزنيم، 
يک سهمی )با مماس هايش( به دست 
می آيد. حالا دو نقطه و دو خط داريم 
و قرار اســت هر کدام را روی يکی از 
خط ها بگذاريم. طبيعی است که اين 
بار با دو سهمی سر و کار داشته باشيم. 
اما اگر با دقت به اصل ششم نگاه کنيم، اين بار قرار است يک خط تا، دو نقطه 

را هم زمان روی دو خط بيندازد.
به نظر شــما در اينجا هم زمان يعنی چه؟ با توجه بــه چيزهايی که قبل از 
اين گفتيم، خط تايی که نقطه 
را روی خط می اندازد، بر سهمیِ 
متناظرِ آن نقطه و خط مماس 
است. پس اينجا وقتی می گوييم 
هم زمان، منظور ما اين است که 
خط تای ما بايد هم زمان بر 
دو  هر  متناظرِ  سهمی های 
نقطه و دو خط مماس باشد. 
مثلًا در شــکل 5 می خواهيم نقطه های قرمــز و آبی روی خط های هم رنگ 
خودشــان قرار بگيرند )ســهمی های متناظر هم با آن ها هم رنگ هستند(. 
بنابراين خط تا )خط چين( هم بر ســهمی قرمز و هم بر سهمی آبی مماس 

است. 
در شــکل 5، تصوير نقطه های 
A و B روی خط ها نشــان داده 
شده است؛ يعنی وقتی خط چين 
مشکی را تا بزنيم نقطة A روی 
'A می افتــد و B روی 'B. بــه 
اين خط کــه هم زمان بر هر دو 
ســهمی مماس اســت مماس 
می گوييم.  سهمی  دو  مشترک 
آيا فقط همين يک خط برای تا زدن وجود دارد که نقطه ها را روی خط های 
هم رنگ خود بيندازد؟ به عبارت ديگر، آيا همين يک مماس مشــترک برای 

اين دو سهمی وجود دارد؟
در شــکل 6 همة خط های مماسی که بين اين دو سهمی مشترک هستند 
رســم شده اند. روی خط های آبی و قرمز، نقطه های کم رنگی می بينيد. اين 
نقطه ها همان جاهايی هستند که نقطه های اصلی ما با تازدن اين سه خط 
مشکی آنجا می افتند. می توانيد بگوييد کدام نقطه با کدام خط تا به وجود 

آمده است؟
برای اينکه اصل ششــم )تای ششم( را بهتر بشناسيد، در شکل های 7 )الف، 
ب و ج( خــط تايی را پيدا کنيد که نقطة قرمز را روی خط قرمز و نقطة آبی 

را روی خط آبی بيندازد.

عليرضامحمدصالحی
قورباغه

3۴

کاردستیهایکاغذی
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اين کار را می توانيد برای هــر ترکيبی از نقطه ها و خط ها امتحان کنيد. آيا 
هميشه می شود چنين خطی برای تا زدن پيدا کرد؟

بالاخره وقت آن رسيد که سراغ آخرين اصل برويم و داستان تاهای اصلی را 
کامل کنيم.

اگر يک نقطه و دو خط داشته باشيم، 
می توانيم طوری تا بزنيم که خط تا 
عمود بر يکی از خط ها باشد و نقطه 
روی خط ديگر قرار بگيرد )شكل 8(. 

)امتحان کنيد!(
آيا تای 7 هميشه قابل اجراست؟ اگر 
خط ها يکديگر را قطع کنند، چطور 
خــط تا را پيدا کنيم؟ اگر دو خط با 

هم موازی باشند چه؟

باز هم چون يک نقطه را روی يک خط می اندازيم، تای ما به سهمی مربوط 
می شود. اين بار شما بگوييد اين خط را چطور می شود با استفاده از سهمی 

و يا هر شکل و مفهوم هندسی ديگری که می شناسيد توصيف کرد؟
باورتان بشود يا نشود، تمام خط هايی که با تا زدن کاغذ می توانيم بکشيم، 
فقط همين هفت تا هستند. اين تاها اصول كاغذتايي )اوريگامی( محسوب 
می شوند. جالب است بدانيد که اين هفت تا کمتر از 40 سال است که رسماً 
به عنوان اصول كاغذتايي شناخته شــده اند؛ با اينکه صدها سال )شايد هم 
هزاران سال( است کسانی که کاغذ تا می زنند و با كاغذتا چيزهای گوناگون 
می سازند، از اين تاها استفاده می کنند. اين اصول به افتخار کسانی که آن ها 
را کشف کرده اند، نام گذاری شــده اند. هوزيتا1 و هاتوری2 دو رياضی دان 
اهل ژاپن، و همچنين جاستين3، رياضی دان فرانسوی، معروف ترين کسانی 

هستند که اين اصول به نام آن ها شناخته می شوند.
قبلًا کمی دربارة اتفاق هــای علمی در كاغذتا )اوريگامی( صحبت کرديم و 
مثالی از کاربرد آن را در صنايع فضايی با هم ديديم )صفحه های خورشيدی 
ميورا(. حالا بــرای اينکه تأثير اصول را بر كاغذوتــا ببينيم، بياييد نگاهی 
به اين هنر بيندازيم. تا حالا قورباغه های کاغذی ســاخته ايد؟ بله، از همان 
قورباغه هايی که می پرند. تا حالا به اين فکر کرده ايد که دست و پای قورباغه 

کمی معلوم تر باشد؟

يا به اين فکر افتاده ايد که قورباغة شما چشم هم داشته باشد؟
 

همة قورباغه هايی که می بينيد فقط با يک تکه کاغذ مربعی، بدون چسب و قيچی 
ساخته شده اند؛ فقط و فقط با تازدن. حتی می شود فقط با همين تازدن ها قورباغه ای 

ساخت که هم چشم داشته باشد و هم دست و پا و هم انگشت!

چنين طرح های زيبا و دقيقی در كاغذوتا، بعد از کشف روش های اصولیِ تازدن و 
ابداعِ نمادگذاری های دقيق برای آموزش كاغذوتا، به وجود آمدند. فعلًا بيشتر از اين 
فرصت نيست که دربارة هنر كاغذوتا صحبت کنيم. با ما همراه باشيد تا شگفتی های 

هنری و علمی ديگری را در اين باره با هم دنبال کنيم.
در پايان، با اســتفاده از رمزينة سريع پاسخ مقابل روشی برای 
ساختن مثلث متساوی الاضلاع بر اساس اصول كاغذوتا معرفی 
می کنيم. می توانيد بگوييد در هر مرحله از کدام اصل استفاده 

شده است؟
شش تا از اين مثلث ها بسازيد و از آن ها برای ساختن كاغذوتا داخل جلد استفاده 

کنيد.
راستی از کجا مطمئن باشيم اين مثلث متساوی الاضلاع است؟ برای دانستن دليل 

در شمارة بعد، با ما همراه باشيد.
پي نوشت ها

1. Huzita
2. Hatori
3. Justin

ریاضی
35وكاربرد
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ریاضی
ومســئله 3۶

زنــگ تلفنم به صدا درآمد و بيدارم كرد. نگاه 
كردم ببينم كدام وقت نشناســی اســت كه 
از خواب ناز مرا محروم كرده. اما شــماره ای 
نيفتــاده بود و بــه جای رقم هــا، حرف های 
عجيــب و غريب بر صفحه ظاهر می شــدند. 
نمی خواســتم جواب بدهم، اما كنجكاو شدم 
كه ببينم داســتان از چه قرار اســت. گفتم: 

»فرديناند هستم، بفرماييد.«
صدايی با تأخير چندثانيه ای در جوابم پرسيد: 
»آگوســت فرديناند موبيوس، شما خودتون 

هستيد؟«
اســم من فقط فرديناند موبيوس بود. گفتم: 
»مطمئن هســتيد كه شــماره را درســت 
گرفته ايد؟ اسم من آگوست فرديناند نيست. 

فقط فرديناند موبيوس است.« 
صدای پشت خط دوباره با تأخير گفت: »آها! 

پیامیازسيارۀموبيوسمحرمایردموسی
شــما فرديناند دوم هستيد. پس درست 
گرفتم. فرديناند اول شرف حضور دارند؟«

تعجبم بيشتر شــد. اما صبر كنيد. يكی 
از اجــداد من با من هم نــام بوده. گفتم: 
»گوشی لطفاً چند دقيقه خدمتتان باشد.«

بعد بدون اينكه منتظر پاســخ باشــم، 
دويدم سمت كتابخانه. روی ديوار عكسی 
از شــجره نامة خانوادگــی بــود و وقتی 
300 ســال رفتم عقب تر، رسيدم به اين 
عكس. تقريباً مطمئن شدم كه منظور از 
فرديناند اول همين جد من است. گفتم: 
»الو. درســت حدس زديد، من فرديناند 
دوم هســتم و متأســفانه جد من خيلی 

وقت است كه از دنيا رفته اند.«
بعد بلافاصله ادامه دادم: »ببخشيد، شما 

خودتان را معرفی نكرديد.«
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بودم. به آگوســت گفتم كه بذر اين گياهان 
زمينی را به من هم بدهــد. فرديناند به من 
گفت: ما در روی زميــن هم روز داريم و هم 
شب. در روز از نور خورشيد استفاده می كنيم 
و در شــب و در نبود نور استراحت می كنيم. 
ســيارة شما اين گونه نيســت و يك روی آن 
هميشه روشن است و يك سمت آن هميشه 
تاريك. و پرســيد: چگونه از مزرعه ها در برابر 
نور هميشــگی ستارة پروكســيما محافظت 
می كنيد؟ من به او گفتم كه مجبور هســتيم 
ســايبان های متحركی بســازيم تــا جلوی 

سوختن محصولاتمان را بگيريم.
اينجــا بود كه جد تو رفــت و يك تكه كاغذ 

نواری شكل آورد.

و دو ســر آن را به هم وصــل كرد تا نمونك 
)ماكت( سيارة ما را بســازد. فرديناند دو سر 

نوار كاغذی را با چسب به هم وصل كرد.

بعد روی بيرونی آن را با رنگ سبز رنگ كرد. 

37

صدای پشت خط گفت: »من شهردار سيارة 
موبیوس هستم؛ نزديك ستارة پروکسیما و 

اسمم گاوس است.«
با تعجب پرسيدم »گاوس!؟« 

صــدای پشــت خط گفــت: »بلــه، گاوس. 
داســتانش طولانی است. اين اسمی است كه 

جد تو روی من گذاشت.«
با كمی ترس پرسيدم: »الان 300 سال است 
كه فرديناند اول يا همان خالق اســم شما از 

دنيا رفته. آن وقت شما هنوز زنده ايد؟«
گاوس يا همان صدای پشــت خط خنديد و 
گفت: »ببخشيد، فراموش كرده بودم كه عمر 

ساكنان زمين كمتر است.«
اما يك دفعه انگار كه ياد چيزی افتاده باشــد، 
لحنش عوض شــد و گفت: »پــس فرديناند 
موبيوس خيلی وقت اســت كــه روی زمين 

نيست. خيلی بد شد.«
پرســيدم: »حالا چه كارش داشتيد؟ من هم 
مانند جدم كه ستاره شناس و رياضی دان بوده، 

تخصصم رياضيات است.«
گاوس گفت: »چه خوانده ای؟ رياضيات؟«

بعد ادامه داد: »اين كلمه به گوشم آشناست. 
به گمانم از زبان جدت شنيده بودم. شايد هم 
مشكل ســيارة ما به همين رياضيات مربوط 

باشد.«
كم كم اين مكالمه داشت عجيب و عجيب تر 
می شد. برای لحظه ای فكر كردم كه هنوز در 
خواب هستم. اما خواب نبودم. پرسيدم: »حالا 
اين مشكل سيارة شــما كه هم نام خانوادگی 

من است، چيست؟«
گاوس گفت: »من حدود 300 ســال قبل با 
جد تو آشــنا شدم. ســيارة ما در آن زمان به 
شــكل يك نوار مستطيلی دايره ای شكل بود 
)شــكل زير( كه يك ســمت آن با نور ستارة 
پروكســيما هميشه گرم و سرسبز بود و روی 
ديگر آن كه نور نمی ديد، سرد و لم يزرع بود. 

از طرف ديگر، جمعيت ما زياد شده بود و 
ساكنان سياره كم كم داشتند به جان هم 
می افتادند. من جوانی بودم كه به تازگی 
به عنوان شهردار سياره انتخاب شده بودم 
و نمی دانستم چه كار بايد بكنم. اين را هم 
بگويم كه ضخامت سيارة ما زياد نيست 
و با واحدهای اندازه گيری شما ضخامتی 
حــدود 1000 متر دارد. همچنين برای 
ســاكنان سياره، راه رفتن روی دو سمت 
ســياره به دليل وجود جاذبه امكان پذير 

است.
يك شب كه داشتم به اين مشكل سياره 
فكر می كردم و به دوردست ها خيره شده 
بودم، در گوشه ای از منظومة شمسی در 
نقطه ای از ســيارة زمين، نور درخشانی 
ديدم. به خودم گفتم شايد اين نشانه ای 
باشد كه بايد دنبال كنم. منظومه پيمايم 
را آماده كردم و راه افتادم. می دانستم كه 
در اين ســياره موجوداتی به نام انســان 
زندگــی می كنند. البته مــا را از روبه رو 
شــدن با انســان ها نهی كرده بودند، اما 
برای حل مشكل ســياره، هر خطری را 

حاضر بودم بپذيرم.«
صحبت های گاوس به اينجا كه رســيد 
گفتم: »پس به اين فكــر افتاديد كه به 

زمين حمله كنيد.«
گاوس گفت: »شما زمينی ها چرا اين قدر 
پيش گويی می كنيد؟! صبر داشــته باش 

بچه جان!«
و ادامه داد: »آن شــب جد تو را در حالی 
ملاقــات كردم كه در حــال رصدكردن 
ســيارات بود و خيلی هــم از ديدن من 
متعجب نشــد. انگار از وجود ســيارة ما 

اطلاع داشت. 
جد تو حتی شــكل سيارة ما را هم روی 
برگه هايش كشيده بود. با ديدن برگه ها 
فهميدم كــه با يك انســان عالم طرف 
هســتم و او احتمالاً بتواند مشكل سيارة 

ما را حل كند.«
آن شــب فرديناند به من گفت كه دمای 
دو روی سيارة شما با هم خيلی متفاوت 
اســت و من مشــكل را برای آگوســت 
فرديناند اول تعريف كردم. جد تو از من 
فرصت خواســت. در حالی كه او مشغول 
فكر كردن بــود، من در حياط خانه قدم 
می زدم و شــيفتة گياهان زمينی شــده 
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اما به يك باره فكری به ذهنش رسيد. نوار 
كاغذی مستطيلی ديگری برداشت و دو 
ســر آن را به هم نزديك كرد. اما قبل از 
اينكه با چسب آن ها را به هم وصل كند، 
يكی از دو ســر نــوار را °180 تاب داد و 

سپس دو سر نوار را به هم وصل كرد.

بعــد رو كــرد به مــن و گفــت: طبق 
محاسباتی كه من انجام داده ام، ضخامت 

سيارة شما دقيقاً 1024 متر است. 
در حالــی كه از تعجب داشــتم شــاخ 
اضافی درمی آوردم، به آگوست فرديناند 
گفتم: درست اســت. فرديناند اول ادامه 
داد: شما بايد ســياره تان را يك جراحی 
فضايــی بكنيــد و آن را به اين شــكل 
دربياوريد. منظورش را فهميده بودم، اما 
برای اطمينان پرســيدم: يعنی می گويی 
سياره مان را مثل اين نوار كاغذی از جايی 
ببريم و يك ســر آن را تاب بدهيم و بعد 

دوباره به هم بچسبانيم. درست است؟

آگوســت فرديناند گفت: دقيقاً! پرسيدم: 
فايدة اين كار چيســت؟ آگوســت گفت: 
اين طوری ســيارة شــما ديگر پشت و رو 
نــدارد و فقط يــك رو دارد و چون مثل 
يك تســمه در حال چرخش هم هست، 
همه جای آن مقابل نور ستارة پروكسيما 
قرار می گيرد. ضخامتش آن قدر است كه 
بتوانيــد همه جای آن كشــاورزی كنيد. 
اين طوری زمين هايتـان دوبرابر می شـوند. 
به علاوه به سايبان های متحرک هم ديگر 

احتياجی نداريد. 

صحبت هــای جد تو آگوســت فرديناند 
موبيــوس كــه بــه اينجا رســيد، هم 
خوش حال بودم و هم ترســيده بودم. ما 
منظومه پيما داشتيم، اما انسان های روی 
زمين فكر داشــتند و می توانستند با اين 
توانايی فكری شان ابداع كنند. ما با واحد 
زمانی شما ميليون ها سال زندگی كرده 
بوديم تا به اينجا رسيده بوديم، اما انسان 
كه موجودی چند ده هزار ســاله است، 
توانســته بود چنين پيشــرفتی داشته 

باشد.«
صحبت های گاوس به اينجا كه رســيد، 

پرسيدم: »نگفتی چرا ترسيده بودی.«
گاوس ادامه داد: »خب اين توانايی دو رو 
دارد. روی ســبز آن را گفتم، اما ســمت 
تاريكش كه مرا آن موقع نگران كرد، اين 
بود كه نكند انســان از اين ابداعاتش در 
مسير درست اســتفاده نكند. ترسی كه 

الان می بينم بی مورد هم نبوده.«
لابد گاوس در تمام اين ســال ها شــاهد 
بوده  انســان روی زمين  خرابكاری های 
و از ترس انســان ها به زمين نزديك هم 

نمی شده است.
ارتباط گاوس داشــت ضعيف می شــد. 
پرســيدم: »خب، بعد از شــنيدن طرح 

فرديناند اول، تو چه كار كردی گاوس؟« 
گاوس گفت:  »ديگر خــودت بايد از نام 
ســياره كه الان به افتخار جد تو سيارة 
موبيوس است فهميده باشی. از آگوست 
بذر گياهان زمينی را گرفتم و به سياره ام 
بازگشــتم. يك ســال پروكسيمايی هم 
طول كشيد تا جراحی فضايی پيشنهادی 
جــد تــو را انجــام دهيم و چهارســال 
پروكســيمايی طول كشيد تا همه جای 
ســياره سبز شد. ما هم مثل شما شب و 
روزدار شديم. و به افتخار جد تو، آگوست 
فرديناند موبيوس، نام سياره را به سيارة 

موبيوس تغيير داديم.«
صدای گاوس داشــت ضعيف تر می شد. 
پرسيدم: »ماجرای اسم سياره را گفتی، 

ماجرای اسم خودت را نگفتی.«
صدای پشت خط به قدری ضعيف شده 
بود كه ديگر چيزی نمی شــنيدم. روی 
صفحة تلفن اين جمله نقش بست: »فردا 
دوباره تمــاس می گيرم. ايــن بار نوبت 
توست فرديناند دوم تا مشكل ما را حل 

كنی.« 
ارتباط قطع شد. تلفن حسابی داغ شده 
بــود. من چيــز زيادی دربارة آگوســت 
فرديناند موبيوس نمی دانستم؛ جز اينكه 
خالق نوار موبيوس و يك ستاره شــناس 
بوده اســت. به اينترنت مراجعه كردم تا 
بيشتری دستگيرم شود.  اطلاعات  شايد 
تنهــا چيزی كه فهميدم اين بود كه جد 
من شــاگرد رياضی دان معروف آلمانی، 
کارل فردریــش گاوس در دانشــگاه 
گوتينگن بوده است. لابد به همين خاطر 
اين نام زمينی را روی شــهردار ســيارة 
موبيوس گذاشــته بودند. شــايد گاوس 
تأثير زيادی روی جدم داشته كه چنين 

كاری كرده بود. 
انــگار كه از يــك ماجراجويــی فضايی 
برگشته باشم، حسابی گرسنه شده بودم. 
اما گاوس برای چه مشكلی تماس گرفته 

بود؟ مجبور بودم تا فردا صبر كنم.
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محمدتقیطاهریتنجانی

1. هنگام تولد محسن، پدرش 37 سال داشت. در سال 1400 مجموع 
سن آن دو 61 سال بود. محسن در اين سال متولد شده است. 

2. براي تهية رنگ سبز رنگ هاي زرد و آبي به نسبت 3 و 5 مخلوط 
مي شــوند. در 32 كيلوگرم رنگ سبز چند كيلوگرم رنگ زرد وجود 

دارد؟
3. عدد 123123 بر اين عدد بخش پذير است.

4. ســه مربع يكســان كنار هم قرار گرفته اند. اگر محيط شكل 16 
سانتي متر باشد، مساحت شكل چند سانتي مترمربع است؟

5. بــا وزنه هــاي 1، 7 و 49 كيلوگرمــي وزنــه اي 201 كيلوگرمي 
ساخته ايم. اگر از هر سه نوع وزنه استفاده كرده باشيم، حداقل تعداد 

وزنه ها چندتاست؟
6. چند ظرف مكعبي شكل به ضلع 2 را پر از مايع كنيم و درون ظرف 

مكعبي شكل به ضلع 8 بريزيم تا ظرف پر شود؟

7. جمعيت يك شهر 600 هزار نفر است كه از اين تعداد 60 درصد 
شرايط شــركت در انتخابات را دارند اگر از اين تعداد 50 درصد در 
انتخابات شركت كنند و 877 رأي باطله باشد، تعداد آراي غيرباطله 

در اين انتخابات چند نفر است؟
.π 8. دوازده رقم اولية عدد

1 بقيه گاز دي اكســيدكربن 
9

4 حجــم هوا گاز نيتروژن و 
5

9. اگر 
باشــد، در 945 مترمكعب هوا چند مترمكعب گاز دي اكسيدكربن 

وجود دارد؟
10. حميد گفت: سن هر يك از افراد خانوادة من مربع عددي صحيح 
است. ســن پدرم برابر مجموع سن مادرم، خواهرم و من است. سن 
پدربزرگم عددي اول است. و برابر مجموع سن پدرم، مادرم و خواهرم 

است. اختلاف سن پدر و خواهرم چند سال است؟
11. مجموع عددهاي طبيعي 1 تا 1001.

x) به  )(x )(x )...(x )− − − −1 2 3 10 12. مقدار عددي عبارت 
.x=6 ازاي

جدولمعماها
تذكر: پاسخ هر قسمت يكي از عددهاي داخل جدول است كه از بالا به پايين يا از چپ به راست نوشته مي شود. 

7

6 5 4
3

2 1

8

9

12
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بــراي ديدن پاســخ، 
رمزينه را پويش كنيد.
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در اين قسمت می خواهم سه مسئله از يك كتاب رياضی، كه قدمت آن به 
حدود هزار سال پيش برمی گردد، معرفی و آن ها را حل كنم. نام اين كتاب 
ارزشمند »مفتاح المعاملات« و نويسندة آن دانشمند ايرانی محمدبن ایوب 
طبری اســت كه در حدود قرن پنجم هجری قمری زندگی می كرد. اين 
كتاب برخلاف نام عربی آن، به زبان فارسی نوشته شده است و مسئله های 
جالبی دارد. اگر پايه هفتمی هستيد، پشت جلد كتاب رياضی خود را نگاه 
كنيد، چون يك مسئله از اين كتاب در آنجا آورده شده است. اين مسئله در 

متن اصلی به صورت زير است:

مسئلة  اول
بازرگان و خرید خربزه: »اگر پرســند ما را كه: بازرگانی مردی را درمی 
سيم داد و گفت رو به سوی من خربزه بخر و حمال گير تا بيارد. و بياع خربزه 
بيست به درمی می دهد و حمال شصت به درمی می آورد. مرد رفت و خربزه 
خريد و حمال گرفت و خربزه آورد. اكنون بازگوی كه چند خربزه آورده باشد 

و بهايش چند داده بود و چند كری داده باشد حمال را؟«
شرح مسئله: همان طــور كه می بينيد صورت مسئله به زبان فارسی رايج 
آن زمان اســت كه شــايد فهميدن كامل آن كمی سخت باشد. البته اگر 
شما عادت به مطالعة متن های ادبی، مانند كتاب »گلستان« سعدی داشته 
باشيد، در فهم آن موفق تر خواهيد بود. اجازه دهيد معنای برخی واژه های 

به كار رفته را برايتان بياورم.
دِرَم: مخفف دِرهَم اســت. درهم واحد پول رايج آن زمان بوده است. درمی 

يعنی يك درم.
حمال: يعنی حمل كننده، باربر. باربران در آن زمان غالباً برای حمل بار از 

جايی به جای ديگر از حيواناتی مانند الاغ يا قاطر استفاده می كردند.
بیاع: يعنی فروشنده.

حال صورت مسئله را به زبان امروزی می نويسم تا به طور 
كامل متوجه شــويد: »بازرگانی به مردی يك درهم پول 
داد و گفت كه به بــازار برود و با آن خربزه بخرد و باربری 
بگيرد تا خربزه ها را بياورد. اگر فروشنده 20 عدد خربزه را به 
يك درهم بفروشد و باربر 60 عدد خربزه را به يك درهم حمل 
كند، حســاب كنيد با يك درهم چند خربزه خريداری و به نزد 

بازرگان آورده می شود؟
حل مســئله در رمزينه آمده است. ولی از شما می خواهم كه قبل 
از رفتن به ســراغ آن خودتان آســتين ها را بالا بزنيد و آن را حل 
كنيد. اگر توانستيد كه خيلی خوب است، اگر هم موفق نشديد، باز 
هم می گويم خيلی خوب اســت! چون شما ســعی كرده ايد، راه ها و 
روش های متفاوت را آزمايش كرده ايد كه هر كدام از آن ها زمانی ديگر 

و در مسئله ای ديگر به دردتان خواهند خورد.

مسئلة دوم
دو حوض با گنجایش یکسان: »گر پرسند ما را از حوضی بزرگ كه 
درازايش چهل گز اســت و پهنای بيست گز و ژرفاي سه گز و پر آب 
اســت و در پهلوش حوضی ديگر بخواهند كندن كه درازايش سه گز 
باشد و پهنيش دو گز، پس ژرفيش چند بايد كندن تا آب آن حوض 

بزرگ اندرو گنجد؟«
شرح مســئله:  همان طور كه می دانيد، گنجايش يك مكعب برابر 
حاصل ضرب طــول، عرض و ارتفاع آن اســت. مثلًا گنجايش ظرف 
مكعب شــكلی كه طول آن 20 سانتی متر، عرضش 10 سانتی متر و 
ارتفاع يا عمقش 5 ســانتی متر است، برابر 5×10 ×20، يعنی 1000 
سانتی متر مكعب يا يك ليتراست. در صورت مسئله واژة »گز« آمده 
است كه يكی از واحدهای مورد استفاده برای اندازه گيری طول در آن 

زمان بوده است.
صورت مسئله به زبان امروزی اين طور می شود: »حوض بزرگی داريم به 
شــكل مكعب پر از آب كه طول، عرض و ارتفاع آن به ترتيب عبارت اند 
از: 40، 20 و 3 گز. می خواهند كنار اين حوض، حوض ديگری درست 
كنند كه طولش 3 گز و عرضش 2 گز باشد. حساب كنيد عمق آن بايد 

چند گز باشد تا درست آب حوض اول در آنجا بشود؟
حل اين مسئله را هم در رمزينه مي توانيد ببينيد، ولی شانس خود را از 
دست ندهيد و به حل آن مشغول شويد. به سراغ مسئلة سوم می رويم.

مسئلة سوم
خرید یك گاو، یك گوســفند و یك مرغ: »گر بپرسند ما را كه 
مردی گاوی و گوســفندی و مرغی خريده است به صد درم، گاو را به 
دوچند بهای گوســفند و گوسفند را به دوچند بهای مرغ، چند باشد 

بهای گاو و گوسفند و مرغ؟«
شرح مسئله: مردی يك گاو، يك گوسفند و يك مرغ خريده است به 
صد درهم. اگر قيمت گاو دو برابر قيمت گوسفند و قيمت گوسفند دو 
برابر قيمت مرغ باشد، حساب كنيد قيمت هاي گاو، گوسفند و مرغ را؟



كاغذوتا

آلپايــــــــن
چنــــــــــــــــــدراه؟

مشاهدۀ  برای   
ســاخت  مراحــل 
پویش  را  رمزینــه 

كنيد. 

مهدي هر روز صبح از ویلاي خود که در شــمال کشور و نزدیک دریا قرار دارد، به پیاده روي مي رود. در محوطة 
حیاط و باغ پهلوي خانة آن ها یک راه به شــكل لوزي با چهار قســمت چمن کاري شده قرار دارد. مهدي تصمیم 
مي گیــرد هر روز یک راه را براي خارج شــدن انتخاب کند. او فقط به ســمت جلو حرکــت مي کند، و به عقب 

برنمي گردد و هیچ مسیري را هم دوباره طي نمي کند. چند راه متفاوت براي مهدي وجود دارد؟ 

ناماينطرحآلپاين)alpine(استوطراحآنآقایادواردميسترتتا)EdwardMistretta(است.

مشــاهدۀ  بــرای 
پاســخ، رمزینــه را 

پویش كنيد. 

یكي از راه ها براي نمونه رسم شده است.
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برای ديدن پاسخ  رمزينه را پویش كنيد.
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2. آفرین

4. ادامه بدهید.3. دارید می رسید

5. بعد از پایان مسابقه
6. برویم یک 
بستنی بخوریم

7. به شماره هاي چهار نفر 
اولی که از خط پایان گذشتند 

دقت کردید؟

8. همه عددهای فرد پوشیده بودند.
عددها متوالی بودند و جمعشان 80 می شد.

10. مجموعه ای از عددها که به دنبال هم می آیند؛ مثل 3، 4 و 5 9. عددهای متوالی یعنی چی؟
11. آیا می توانید شماره های چهار دونده ای که متوالی هستند. 3، 5 و 7 هم عددهای فرد متوالی هستند.

را که اول از همه از خط پایان گذشتند، 
پیدا کنید؟

1. علی، مهرداد و باقر در خط پایان دو ماراتن در حال تماشا بودند.
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