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سخن
سردبیر

سلام دوستان. آغاز سال نو و بهار طبيعت، همچنين حلول ماه پربركت رمضان را به شما تبريك مي گويم. اميدوارم طاعات و عباداتتان مورد قبول حق تعالي قرار بگيرد. 
همراهان عزيز برهان، طبق قراري كه داشتيم، در اين دوره و در هر شماره دربارة يكي از مفهوم های اساسي رياضيات صحبت می كنيم. در اين شماره مي خواهيم دربارة متغير 
و انواع آن صحبت كنيم. يادم هست، زماني كه دانش آموز دورة راهنمايي بودم كه الان دورة اول متوسطه شده است، دبير ورزش و تربيت بدني ما برای دانش آموزان مسابقة 
دوچرخه سواري برگزار كرد. مسابقه اي بود كه از مدرسة ما تا مدرسة ديگري كه حدود پنج كيلومتر تا مدرسة ما فاصله داشت، برگزار شد. من هم در آن مسابقه شركت كردم. 
مسابقه با سوت دبيرمان شروع شد. مسافت پنج كيلومتر ثابت بود، ولي سرعت دوچرخه ها و زمان طي كردن مسافت پنج كيلومتري متغير و عامل اصلي براي برنده شدن 
بود. در واقع برنده كسي بود كه با سرعت بيشتر و در زمان كمتري مسير مسابقه را طي مي كرد. هر چه سريع تر ركاب مي زدي، سرعتت بيشتر مي شد و در زمان كمتري 
مي توانستي مسافت ثابت پنج كيلومتر را طي كني. در مسابقة دوچرخه سواري، بعضي از متغيرها با متغيرهاي ديگر نسبت مستقيم داشتند و با زياد شدنشان متغير ديگری 
هم زياد مي شد؛ مانند متغير ركاب زدن كه هر چه سرعت ركاب زدن دوچرخه سوار بيشتر مي شد، سرعت دوچرخه هم بالاتر می رفت. بعضي متغيرها هم نسبت معكوس 
داشتند. مثلاً هرچه سرعت دوچرخه بيشتر مي شد، در زمان كمتري مسير و فاصلة بين دو مدرسه را طي مي كرديم. در نهايت در اين مسابقه دانش آموزي برنده شد كه با 
سرعت بيشتر و زمان كمتر مسافت پنج كيلومتر را طي كرد. در طول زندگي، پيوسته به معادله هايی برمي خوريم كه مجبوريم براي متغيرهاي مجهول آن ها، مقدارهايی را 
محاسبه و يا انتخاب كنيم و به جاي آن ها قرار دهيم. در نتيجة اين محاسبه و انتخاب ما، جوابي براي اين معادله ها حاصل مي شود. اگر انتخاب و محاسبة درستي داشته 
باشيم، معادله به تساوي درستي تبديل مي شود و در غير اين صورت معادله نادرست خواهد شد. بنابراين متغيرها مشخصه هايي هستند كه می توانيم مقدارهای متفاوتي را 

به جاي آن ها قرار دهيم؛ مانند پاسخ اين سؤال ها: 
é نام و نام خانوادگي شما چيست؟  é چند سال داريد؟  é قدتان چند سانتي متراست؟  é درآمد ماهانة خانوادة شما چقدراست؟  é اهل كدام شهر و استان هستيد؟  

é نمرة درس رياضي تان در نيم سال گذشته چند شده است؟  é خانه تان چند متر است؟  و سؤال های ديگر. 
به طور قطع پاسخ هر كدام از شما به اين سؤال ها متفاوت است. اگر براي پاسخ هايتان مربع هاي توخالي در نظر بگيريم، پاسخ هاي هر كدام از شما براي پركردن اين خانه هاي 
خالي متفاوت خواهد بود. اين خانه هاي خالي كه شما پر مي كنيد، متغير هستند. به بياني ساده تر، متغيرها كميت هايي قابل تغيير هستند. در رياضيات متغيرها از اجزاي 
اصلی جبر هستند. در يك معادله و يا يك عبارت جبري، به جاي يك مقدار عددی، مجهول قرار مي گيرد. در جبر، متغيرها را با نمادهايي به صورت حرف انگليسي نشان 
مي دهند. به معادلة x+8=15 دقت كنيد. در اين معادله متغير x است. شما به جاي متغير x هر مقداري را مي توانيد بگذاريد، اما مقداري كه معادله را به تساوي درستي 

تبديل مي كند، عدد 7 است. 
دقت كنيد كه در اين معادله، مقدارهای 8 و 15 ثابت هستند و x متغير است. متغيرهای رايج مورد استفاده در رياضي و جبر عبارت اند از حرف هايی مانند z ،y ،x و ...كه 
مجهول هستند و عددهای واقعی به جاي آن ها قرار مي گيرند. علاوه بر z ،y ،x و ... متغيرهاي ديگري هم وجود دارند مانند: t كه متغير زمان است، v متغير سرعت، r متغير 
شعاع، s طول قوس است و ... . در رياضي و جبر ثابت ها در مقابل متغيرها قرار دارند. ثابت ها مقدارهايي هستند كه تغيير نمی كنند؛ مثل پهنا و بلندي منارجنبان، طول يك 
متر، يك درجة سانتي گراد و يا يك كيلوگرم. اما متغيرها همان طور كه از اسمشان معلوم است، تغيير مي كنند. از طرف ديگر، در رياضی دو نوع متغير وجود دارند: »متغير 
مستقل« و »متغير وابسته«. متغير مستقل متغيری است كه توسط شما انتخاب مي شود و اختيارش در دست شماست. اما متغير وابسته به متغير مستقل بستگي دارد. 
يعنی با كم و زياد كردن متغير مستقل آن هم تغيير مي كند. مثلاً در مسابقة دوچرخه سواري، »سرعت ركاب زدن« در اختيار شماست كه متغيري مستقل است. 
اما »سرعت دوچرخه« و »زمان طي مسير« به سرعت ركاب زدن بستگی دارد و بنابراين متغيري است وابسته. همچنين، شور، بي نمك، تند، خوش مزه و 
بي مزه بودن آشي كه شما مي پزيد، متغيرهاي وابسته به نمك، فلفل، ادويه و موادی هستند كه شما با اختيار خودتان و به ميزان دل خواه و مستقل درون 

آش مي ريزيد. پس ادويه ها را به مقداري بريزيد كه آشي خوش مزه بپزيد.

حسيننامیساعی رکاببزن،سرعتبگير
آشخوشمزه
ادویـــــ﹦انـــــدازه
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گفتيم تقارن تبديلي اســت كه تحت آن 
شــكل بر خودش منطبق مي شود. وقتي 
شكلي داراي تقارن خطي است، اين شكل 
دو نيمه دارد كه هر نقطة يك نيمه، تحت 
بازتاب نسبت به خط تقارن، بر نيمة ديگر 
واقع مي شود. در بخش قبل توضيح داديم 
كه عــلاوه بر تقارن خطي كه به وســيلة 
بازتاب يك شــكل بر خــودش منطبق 
مي شــود با چرخاندن يا همان دوران نيز 
مي توان يك شــكل را بر خودش منطبق 
كرد. همة نقطه هاي روي و درون يك دايره، 
يك »ناحية دايره اي« ناميده مي شود. به آن 

»ديسك« نيز مي گويند )شكل 1(.
شكل1

محمودنصیری

مفهومهای
هندسی

وحلمسئله
تقــــــــارنِدَوَرانــــــی

ریاضی
ومـدرسه

اشاره
در قسمت قبل با تعريف تقارن به عنوان يك تبديل طولپا آشنا شديم. تقارن خطي را نيز تعريف و مثال هايي از آن 
بيان كرديم. در اين بخش با نوع ديگري از تقارن كه به »تقارن دوراني« يا »تقارن چرخشي« معروف است، آشنا 

مي شويم. سپس سعي مي كنيم مثال هاي متفاوتي همراه با حل هاي متنوع از آن ها بيان كنيم.

اگر اين ديســك را به انــدازة هر زاوية 
دلخــواه به دور مركــز آن بچرخانيم، يا 
در اصطلاح رياضي دوران دهيم، در اين 
صورت شكل همواره بر خودش منطبق 
مي شود. يعني با دوراني به اندازة هر زاوية 
دلخواه چنين اتفاقي رخ مي دهد. اكنون 
پرسشــي را مطرح مي كنيم: توجه داريم 
كه در اين دوران ها ديســك بر خودش 
منطبق مي شود، اما ممكن است هر نقطه 
روي خود آن نقطه واقع نشــود. مثلاً اگر 
A نقطة معيني روي اين ديســك باشد 
)شــكل 2(، با هر دوراني نقطة A روي 

خودش واقع نمي شود.
شكل2

اما دوران هايي هم وجود دارند كه سبب 
مي شــوند، هر نقطة ديسك مانند A بر 
خودش منطبق شود. آيا مي توانيد آن ها 

را مشخص كنيد؟
يعني: »ديســك را گرد مركز آن چقدر 
بچرخانيم تا نقطة A دوباره روي خودش 

واقع شود؟«
ايــن چرخاندن يــا دوران دادن اگر يك 
دور كامــل، دو دور كامل و به طور كلي 
هر تعداد دور كامل باشد، از نظر رياضي 
دوران بــه انــدازه 360°×1، 360°×2، 
 k اســت، كــه k×360° ً360×3 و كلا°

برابر 1، 2، 3 و ... خواهد بود.
بنابرايــن، طبــق تعريفي كــه از تقارن 
كرديــم، ايــن دوران ها نيز يــك تقارن 
شكل هستند. حال به جاي يك ديسك 
شــكل 3 را در نظر مي گيريم كه شامل 
يك دايره و يك مربع اســت با مجموعه 
نقطه هاي بين آن ها دو قطر مربع كه دو 
قطر دايره نيز هستند، بر هم عمودند. اين 
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شكل را گرد مركز دايره كه همان مركز 
مربع نيز هســت، در جهت ســاعت گرد 
دوران مي دهيم. آيا مانند ديسك شكل 1 
در هر دوراني شكل 3 بر خودش منطبق 

مي شود؟

شكل3

با كمي دقت مشاهده مي كنيم كه چنين 
نيســت. فقط با دوران هاي به اندازه هاي 
°90، °180، °270 و °360 اين شكل 

بر خودش منطبق مي شود.
پس طبق تعريف، هريك از اين دوران ها 
را يــك تقارن دوراني يا چرخشــي اين 

شكل مي ناميم.
اكنون قبل از آنكه به مثال هاي بيشتري 
بپردازيــم، اجازه بدهيــد تعريف تقارن 

دوراني را بيان كنيم.

 ،F تعريف: هرگاه در صفحة شكل
دوران R به مركز O و زاويه به اندازة 
α را داشته باشيم كه:  
 F يعني دوران يافتة ،R(F)=F :اگر
 α و انـدازة O در دوران بـه مركـز
بـر خودش منطبـق شـود، در اين 
صورت R را يك تقـارن دورانـي يا 

پيچشي شكل F مي ناميم.

با توجــه به اين تعريــف مي توان گفت 
دايره و ديسك بي شــمار تقارن دوراني 
دارنــد، زيرا با هر زاويه بــه اندازة α كه: 
، در دوراني به زاوية α و  < α ≤0 360�
به مركز O، مركز اين دايره يا ديسك بر 

خودش منطبق مي شود )شكل 4(.
البتــه با توجه به تعريــف تقارن خطي، 
دايره يا ديسك بي شمار تقارن خطي نيز 

دارد.

شكل4

يا  دايره  قطر  هر خط شامل يك 
ديسك، يك تقارن خطي آن است 
و هر دوران كه مركز آن روي مركز 
دايره يا مركز ديسك باشد و با هر 
زاوية α كه:  يك تقارن 

دوراني دايره و ديسك است.

بنابراين:

هر دايره يا ديسك بي شمار تقارن 
خطي و دوراني دارد.

اكنون دوباره بــه مربع برمي گرديم. فكر 
مي كنيد مربع چند تقارن خطي و چند 

تقارن دوراني دارد؟
شكل5

در شكل 5 خط هاي d و n شامل قطرهاي 
مربع هستند. آيا با تا كردن صفحة كاغذ 
روي اين دو خط، يك نيمة مربع بر نيمة 
ديگر آن منطبق مي شود؟ چرا؟ به غير از 
اينكه به طور شهودي و همچنين با انجام 
آن به طــور عملي مي توانيد اين انطباق را 
نشــان دهيد، آيا با يك استدلال رياضي 
هم مي توانيد آن را ثابت كنيد؟ مي توانيد 
از هم نهشتي دو مثلث استفاده كنيد. آيا 
مي توانيد نشــان دهيد رأس B بازتاب يا 

 d نســبت به بازتاب با خط D قرينه رأس
است؟

بنابرايــن، خط هــاي d و n كه شــامل 
قطرهاي مربع هستند، هركدام تقارن هاي 
خطي مربع محسوب مي شوند. به همين 
ترتيب، خط هــاي r و m كه هركدام به 
ترتيب از وسط هاي دو ضلع مقابل مربع 
مي گذرنــد نيز تقارن هــاي خطي مربع 

هستند. بنابراين:

مربع داراي چهار تقارن خطي است.

حال به ســراغ تقارن هــاي دوراني مربع 
مي رويم. با توجه بــه توضيح هاي قبلي 
فكر مي كنم مي توانيم تقارن هاي دوراني 
مربع را پيدا كنيم. با يك دوران به اندازة 
زاويــة °90، گرد مركز مربع و در جهت 
ساعت گرد، رأس A روي رأس B و رأس 
B روي رأس C واقع مي شود )شكل 6(.

شكل6

پس ضلع AB مربع روي ضلع BC واقع 
مي شــود. به همين ترتيب رأس C روي 
رأس D و بالاخــره رأس D روي A واقع 
مي شــود. در نتيجه ضلع BC روي ضلع 
CD، ضلــع CD روي ضلع DA و ضلع 
DA روي ضلع AB قرار مي گيرد. با اين 
دوران، مربع بر خودش منطبق مي شود. 
يعني دوران °90 گــرد مركز مربع يك 
 تقارن دوراني آن است كه آن را به صورت
 R 90° نشان مي دهيم. براي آن مي توانيد 
يــك اثبــات رياضــي نيز بيــان كنيد. 
 OA=OB=OC=OD :مي توانيد از اينكه

و اندازة زاويه ها كمك بگيريد.
 ،O به همين ترتيب با يــك دوران گرد
مركز مربــع و زاوية °180 نيز اين مربع 
 C بر خــودش منطبق مي شــود. رأس
دوران يافتة رأس A و رأس D دوران يافتة 
رأس B گــرد مركز مربع و با زاويه اي به 

اندازة °180 است.

ریاضی
ومـدرسه
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شــايد با زاويه هاي با اندازه هاي بزرگ تر 
از °180 كمتر آشــنايي داشــته باشيد. 
در هندســه معمولاً با اين نــوع زاويه ها 
كمتر سروكار داريم. اما در درسي به نام 
»مثلثات« كه بعداً با آن آشنا مي شويد، 
زاويه ها بــه اندازه هاي متفــاوت تعريف 
مي شــوند. حتي زاويه هايي به اندازه هاي 
بزرگ تر از °360 داريم. همة اين زاويه ها 
به كمك دوران تعريف مي شــوند. بعداً 
با زاويه هــاي مثلثاتي با اندازه هاي منفي 
هم آشنا مي شويد كه به جهت چرخيدن 
بســتگي دارند. مثلاً قرارداد مي كنند كه 
چرخيدن يا دوران در جهت ســاعت گرد 
را مثبت و در جهت خلاف ساعت گرد را 

جهت منفي اختيار كنند.
چنانچــه در تعريــف بيــان كرديم، در 
زاويه هاي  بــا  تقارن هــاي دوراني فقط 
بزرگ تر از صفر و كوچك تر يا مســاوي 

°360 سروكار داريم.
بــراي آنكه در مربع با تقارن °270 بهتر 
آشــنا شويد، تصور كنيد ســه دوران به 
اندازة °90 را پشت سر هم انجام داده ايد:

 .270°=3×90°
شكل7

از نظر هندســي شما يك زاويه به اندازة 
°90 را مشــاهده مي كنيد )شــكل 7(، 
اما از نظــر دوران يا چرخيدن، مي توانيد 
تصور كنيد كه به اندازة °270 در جهت 
ســاعت گرد نقطة A چرخيده يا دوران 

كرده تا بر نقطة B منطبق شده است.
حال اگــر در خلاف جهت ســاعت گرد 
حركت كنيد، بــا زاويه اي به اندازة 90° 
مي توانيــد A را بــر B منطبق كنيد اما 
براي آنكــه ايــن دو دوران به طور مجزا 
مشخص باشــند، براي آن ها جهت قائل 
مي شويم. پس مي توانيم قرارداد كنيم كه 
 B بــا دوراني به اندازة °90- بر A نقطة
منطبق مي شود. در واقع دوران به اندازة 
°270 در جهت ساعت گرد معادل دوران 
به اندازة °90 در جهت خلاف ساعت گرد 

ریاضی
ومـدرسه

يا °90- اســت، به همين اندازه توضيح 
بسنده مي كنيم و وارد موضوع زاويه هايي 
از اين نوع كه جهــت دار با اندازة منفي 

هستند، نخواهيم شد.
بالاخره ماننــد دوران °270 مي توانيم 
دورانــي به انــدازة °360 يا همان يك 
دور كامل را نيز تعريف و توجيه كنيم. با 
توجه به آنچه در بالا توضيح داديم، مربع 
چهار تقارن دوراني نيز دارد كه آن ها را 

به صورت هاي زير نشان مي دهيم:
R90° ،R180° ،R270° ،R360°

پس مربع به طور كلي داراي هشت تقارن 
است. به اين معني كه مربع را مي توانيم 
به وسيلة هشت تبديل طولپا بر خودش 

منطبق كنيم.

تقارن هماني
اگر مثلث غيرمشــخصي را كه هيچ دو 
ضلع آن هم اندازه نيستند بررسي كنيم، 
پي مي بريم كه هيچ تقارن خطي ندارد، 
امــا داراي تقارن دوراني °360 اســت. 
اكنون به يك پرسش اساسي مي رسيم: 
»آيا هر شــكلي مي توانــد داراي تقارن 

°360 باشد؟«
جواب به اين پرســش ســاده است: بله 
بــا دوران °360 هر شــكلي بر خودش 
منطبــق مي شــود. در واقــع يك دور 
كامل اســت. اين در زبــان عاميانه نيز 
گاهــي به كار مي رود كه دوباره به جاي 
اول برگشــتيم. بنابراين همة شــكل ها 
مي توانند، داراي تقــارن دوراني 360° 
باشــند. در واقع اين تقارن با تقارن هاي 
ديگر يك تفاوت دارد. آيا مي توانيد اين 

تفاوت را بيان كنيد؟
در تقارن هاي به غير از °360 شــكل بر 
خودش منطبق مي شــود، اما هر نقطة 
شــكل بر خودش منطبق نمي شود. در 
حالي كه در تقارن °360، هر نقطة شكل 
بر خودش منطبق مي شود. بنابراين تقارن 
°360 را »تقــارن همانــي« نام گذاري 
مي كنيم. هماني به معني اينكه هر نقطه 
بر خود همان نقطه منطبق مي شود. پس 

تعريف زير را داريم:

تعريف: تقارني را كـه هـر نقطـة 
شكل بر خـود آن نقطـه منطبق 

شود، تقارن هماني مي ناميم.
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بنابراين، تقارن دوراني °360 يك تقارن 
هماني است.

آيــا به غير از تقارن دوراني °360 تقارن 
هماني ديگري مي شناســيد؟ دو تبديل 
طولپاي انتقال و بازتاب را در نظر بگيريد. 
آيا حالتي وجــود دارد كه اين تبديل ها 
هماني شــوند. با كمي تفكر درمي يابيم، 
انتقــال به اندازة بردار صفر اين ويژگي را 
دارد. زيــرا انتقال به اندازة بردار صفر هر 
نقطه را به خود آن نقطه تبديل مي كند. 
به بيان ديگر، انگار هيچ حركتي صورت 
نگرفته اســت. اما ايــن موضوع در مورد 

بازتاب جذابيت بيشتري دارد.
بازتاب Sm را در نظر مي گيريم )شكل 8(. 
اگــر نقطة A در صفحة خط m مفروض 
 m را نســبت به A باشــد، بازتاب نقطة
 B مي ناميم. اكنون بازتاب نقطة B نقطة

نسبت به m چيست؟
شكل8

مسلماً چون: AH=HB، پس اگر بازتاب 
نقطة B را نسبت به m پيدا كنيم، دوباره 
همان خود نقطة A است: B=Sm(A) و 

.C=Sm(B)
در نتيجه: A=C . يعني C بر A منطبق 

شده است.
اين يعني دو بار بازتاب پيدا كردن نسبت 
به m، تبديل هماني است. بنابراين، Sm و 
به دنبال آن دوباره Sm نيز تقارن هماني 

است.
در تقارن هاي هر شــكل همــواره تقارن 
همانــي را نيــز در نظــر مي گيريم. در 
قسمت بعدي به تعيين تقارن هاي بعضي 
شــكل هاي معروف به ويژه چندضلعي ها 

مي پردازيم.



من: جلسة پيش به اين پرسش از آزمون پرداختيم:
روی محور عددها جای چهار عدد c ،b ،a و d نســبت به هم در شــكل 
زير مشخص و نمايش داده شده است. جای ميانگين آن ها را روی همين 
محور تعيين كنيد و برای ادعای خود دليل بياوريد. )فاصلة a تا b برابر با 

فاصلة b تا c و برابر با نصف فاصلة c تا d است.(

 c=a+2s و سومی را b=a+s گرفت و دومی را a ندا به كمك من عدد اول را
و بالاخره عدد چهارم را d=a+4s گرفت. سپس ميانگين را حساب كرد:

(a) ميانگين (a s) (a s) (a s) a s

sa s

+ + + + + + +
= =

= + +

2 4 4 7
4 4

3
4

 

s از عدد سوم، 
او به ســادگی توانســت حكم كند كه ميانگين به مقدار 4

يعنی a+2s، كوچك تر است. اما قرار شد باز هم به اين مسئله بپردازيم.

زهرا: بعد از بحث جلســة پيش من راه حــل كوتاهی پيدا كردم. خيلی 
ساده، ميانگين a و b را u، و ميانگين c و d را نيز v ناميدم. فهميدم كه 

عدد u وسط a و b جای گرفته و عدد v نيز وسط c و d نشسته است.

حــالا تلاش می كنم جــای ميانگين u و v را روی محــور پيدا كنم. اين 
ميانگين را m می نامم. اگر فاصلة دو عدد a و b را مانند گذشته s بگيريم، 
 s5
4 s5 است. پس وسط آن دو كه جای m است، بايد 

2 فاصلة u تا v برابر با 
s5 عقب تر باشد. 

4 از هر كدام فاصله داشته باشد. يعنی m بايد از v به اندازة 
 s1
4

از آنجا كه c به اندازة s از v عقب تر اســت، پس m بايد از c به اندازة 
عقب تر باشد. اين همان چيزی است كه با استدلال های قبلی دريافته بوديم.

مليکا: زهرا ميانگين دو عدد را درســت وسط آن دو گرفته است. اين با 
تمام آنچه جلســة پيش گفتيم مخالف است. يادم هست كه شما تأكيد 
كرديد كه ميانگين ممكن اســت هر جايی قرار بگيــرد. تنها می توانيم 
مطمئن باشــيم كه از بزرگ ترين عدد كوچك تر است و از كوچك ترين 

عدد نيز بزرگ تر است.

من: آنچه جلســة پيش گفتيم دربارة ميانگين چند عدد بود نه دو عدد. 
دربارة دو عدد زهرا درســت حكم كرده اســت و محــض احتياط از او 

می خواهم كه اين بخش از استدلالش را كامل كند و توضيح دهد.

a است كه می توان آن  b+
2

زهرا: ميانگين دو عدد a و b بنا بر تعريف 
b نوشــت. بنابراين ميانگين  aa −+ 2

a يا  b a a+ + −2 2 2 2
را به صورت 

دو عدد a و b درست به اندازة نصف اختلاف a و b، از a بزرگ تر است.

من: استدلال زهرا تقريباً درست است. يك دقيقه وقت داريد تا فكر كنيد 
و آن را تصحيح كنيد.

الهام )پس از چندی(: فكر می كنم زهرا بی آنكه بگويد، فرض كرد كه a از 
b كوچك تر است و آنچه را در شكل های قبلی ديده بود، فرض گرفت. به 
b هميشه عددی مثبت است و بنابراين  a−

2 همين دليل تصور كرد كه 
، يعنی نصف  b a−

2
b به مقدار  aa −+ 2

حكم كرد كه ميانگين، يعنی 
اختلاف دو عدد، از عدد كوچك تر يعنی a، بزرگ تر اســت. درصورتی كه 
b عددی منفی  a−

2
ممكن اســت a از b بزرگ تر باشد و در اين حالت 

است و بايد حكم كرد كه ميانگين به مقدار نصف اختلاف دو عدد، از عدد 
بزرگ تر يعنی a، كوچك تر است.

يعنی باز هم می فهميم كه ميانگين درست وسط دو عدد جای می گيرد و 
اگرچه باز هم به همان نتيجة قبلی كه زهرا گفت می رسيم، ولی زهرا در 

استدلال خود بايد همة فرض هايش را به روشنی بيان می كرد.

من: الهام عالی استدلال كرد، ولی هنوز استدلال اصلی زهرا ناقص است. 
راه حل زهرا بســيار ساده و زيباست، ولی او بخش مهمی از استدلالش را 
بيان نكرده اســت. باز هم وقت داريد اســتدلال زهرا را برای يافتن جای 

m نقد كنيد.

پريسا )پس از دو دقيقه(: من نمی دانم ايراد استدلال زهرا كجاست، ولی 
همان استدلال را با كمی تغيير در همين مسئله به كار بردم و نتيجه ای 
عجيب گرفتم! من اول سراغ ميانگين a و c رفتم و ديدم كه ميانگين آن 
دو خود b اســت. ميانگين خود b و b اين بار به عنوان ميانگين دو عدد 
قبلی نيز به روشــنی خود b اســت. بالاخره ميانگين d و b هم به عنوان 
ميانگين قبلی ها عدد m اســت كه از c بزرگ تر اســت؛ زيرا بايد درست 

وسط b و d قرار داشته باشد.

زهرا: من الان فهميدم كه بخش مهمی از استدلالم را نگفته ام. من بايد 

چکشکاری

 داودمعصومیمهوار

)قسمتدوم(



اين جوری آغاز می كردم كه:
 a b c d a b c d

a b c d u v
+ + + + ++

+ + + += = =2 2 2
4 2 2 2

برابری های بالا نشان می دهند كه چرا من می توانم به جای محاسبة 
ميانگين چهار عدد، ابتدا ميانگين دو تا از آن ها را حساب كنم و مثلاً 
 v بنامم. سپس ميانگين دو تای ديگر را حساب كنم و آن را u آن را
بنامم. در آخر ميانگين u و v را حساب كنم و مطمئن باشم كه اين 

ميانگين، ميانگين چهار عدد ابتدايی خواهد بود.

پريسا: خب چرا همين كار با ترتيب ديگر به نتيجة ديگری رسيد؟ 
من هم همين كار را كردم!

اعظم: پريســا تو همين كار را نكردی! تو ميانگين a و c را حساب 
a اســت.  c b+ =2

كردی و برابر با b شــد. يعنی توجه كردی كه 
 b d k+ =2

ســپس ميانگين b و d را حســاب كردی. پس داريم 
حالا انتظار داری كه اين k ميانگين همان چهار عدد باشــد. ولی با 

جاگذاری می بينيم كه:
a c a c ddb d a c dk
+ + ++

+ + += = = =
2

22 2
2 2 2 4

يعنی آنچه محاسبه كرده ای ميانگين a و c، و d و d است. می توانستی 
شــبيه زهرا پيش بروی. يعنی اول ميانگين a و c را محاسبه كنی و 
مثلاً آن را u بنامی. بعد ميانگين b و d را v بنامی و در آخر ميانگين 

u و v را پيدا كنی؛ اين جوری:
a c b d

a b c d u vm
+ ++

+ + + += = =2 2
4 2 2

  
اما در اين مسئله، از آنجا كه b واقعاً ميانگين a و c است، داريم:

 b dba b c dm
++

+ + += = 2
4 2

يعنی می توانســتی وســط b و d را پيدا كنی و مثلاً v بنامی و بعد 
وســط v و b را پيدا كنی و ادعــا كنی كه جای ميانگين چهار عدد 
مسئله را پيدا كرده ای. به ســادگی می توان بررسی كرد كه اين راه 

همان نتيجة قبلی را می دهد.

مريم: زهرا ابتدا ميانگين a و b را حســاب كرد. اعظم هم راه پريسا 
را اصــلاح كرد و در نتيجه ابتدا ميانگين a و c را حســاب كرد. اما 
شايد بهتر باشــد كار ديگری بكنيم و تنها راه باقی مانده را آزمايش 
كنيم. يعنی ابتدا ميانگين a و d را حساب كنيم و آن را u بناميم و 
البته حواسمان هست كه اين u همان c است؛ زيرا بنا بر فرض های 
مسئله، c درست وسط a و d نشسته است. حالا سراغ ميانگين a و 

ca می رويم و آن را v می ناميم: d b cu c , v+ += = =2 2

حــالا بنا بر توضيحاتی كه زهرا در اســتدلال كامــل خود گفت، كافی 
اســت كه وسط v و c را پيدا كنيم و مطمئن خواهيم بود كه آنجا جای 
ميانگيــن چهار عدد c ،b ،a و d روی محور خواهد بود. به روشــنی هم 
می بينيم كه اين ميانگين يا همان وســط v و c، بــه اندازة يك چهارم 

فاصلة b و c از عدد c عقب تر است.

به اين ترتيب مشخص كردن جای ميانگين ساده تر از حالت هايی است كه 
زهرا يا پريسا و اعظم انجام داده بودند.

من: خيلی عالی شد. موضوع جالب تری خود را نشان داد. ببينيد زهرا يك 
موضوع ساده را نوشت:

a b c d a b c d
a b c d u v

+ + + + +
++ + + +

= = =2 2 2
4 2 2 2  

و نتيجه گرفت كه برای محاســبة ميانگين چهار عدد كافی است كه آن 
چهــار عدد را در دو گروه دو تايی دســته بندی كنيم و بعد ميانگين هر 
گروه را بيابيم و در نهايت ميانگين آن دو ميانگين را محاســبه كنيم. در 
اين صورت می توانيم مطمئن باشيم كه عدد به دست آمده ميانگين چهار 
عدد نخســت خواهد بود. خود او در محاسبه هايش a و b را در يك گروه 
گرفــت و خود به خود دو عدد ديگر در گروه بعدی جای خواهند گرفت. 
پريســا در راه خودش a و c را در يك گروه گرفت. او می خواست از اين 
بخش فرض كه می گفت b از a و c به يك فاصله اســت استفاده كند تا 

پيدا كردن a و c ساده و بی دردسر پيش برود.
تنهــا حالت باقی مانده اين بود كه عدد a را بــا d در يك گروه بگيريم. اين 
حالت هم ساده پيش رفت. زيرا بنا بر فرض های مسئله، c درست وسط a و 
d نشسته است و بنابراين ميانگين a و d خود c خواهد بود. بعد هم ديديم كه 
ادامة محاسبه و استدلال در اين حالت از همة حالت های ديگر ساده تر است. 
موضوع جالبی كه گفتم همين است. وقتی يك استدلال و روش حل درست 
پيدا می كنيد، بی درنگ آن را ننويسيد. ممكن است با كمی دستكاری بتوان 
همان اســتدلال را ساده تر و روان تر نوشت و بيان كرد. الان اين يك مورد را 

ديديد. در آينده كم كم موردهای مشابه را گوشزد خواهم كرد.

ســايه: وقتی در آزمون با اين مسئله روبه رو شدم، واقعاً به نظرم سخت و 
عجيب وغريب آمد. جلســة پيش هم با اينكه راه ندا را ديدم، باز هم نظرم 
عوض نشــد. ولی با توجه به راه حل های امروز می توانم بگويم كه ســؤال 
بدخيمی نبوده است. البته همچنان نمی دانم چرا اين چيزها به ذهن خودم 

نرسيد!

من: خوش حالم كه مســئله را خوش خيم می بينيد و از خود انتظار داريد 
كــه راه حل ها را خودتان بيابيد. اميدوارم كم كم پيشــرفت كنيد و چنين 
روش هايی را در ذهن خود بســازيد. هنوز با اين مسئله كار داريم و به آن 

خواهيم پرداخت.

ریاضی
ومـدرسه
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ریاضی
ومدرسه

محسنکیخائی،حسینکریمی
یکمسئلهو
چندراهحــــــل
مـجـــمــــــــــــــــــــوع
عددهایمثـلثـی kT نمایش می دهیم، به این صورت است: عدد مثلثی k اُم که آن را با 

kT ... K= + + +1 2                                                                              

T و ...  = + +3 1 2 T و 3 = +2 1 T و 2 =1 بنابراین: 1

, است.  , , , , ,...1 3 6 1015 21 در نتیجه دنبالة عددهای مثلثی به صورت  
شکل1 علت استفاده از عنوان عدد مثلثی در نام گذاری این عددها را نشان می دهد. 

شكل1

نکتة 1: با توجه به رابطه ای که از قبل می دانید، می توان نوشت: 
n

n(n )T ... n +
= + + + =

11 2
2

مثال1. حاصل عبارت روبه رو را به دست آورید. 
T T T T T T T ?+ + + + + + =1 2 3 4 5 6 7

به کمک نکتة 1 داریم: 

T ,T ,T ,T ,T ,T ,T= = = = = = =1 2 3 4 5 6 71 3 6 10 15 21 28
پس حاصل این عبارت برابر است با: 84

واضح است که در این مثال، با افزایش تعداد جمله ها، پیداکردن حاصل کاری مشکل و زمان بر خواهد بود. 
با اثبات مسئلة مقابل به راهکاری مناسب برای حل این مشکل خواهیم رسید: 

مسئله: نشان دهید: 

n
n(n )(n )T T ... T + +

+ + + =1 2
1 2
6

قبل از پرداختن به اثبات، این رابطه را 
برای مثال1 بررسی می کنیم:

 
( )( )T T ... T + +

+ + + = =1 2 7
7 7 1 7 2 84

6

اکنون با ســه روش متفاوت مســئلة 
مورد نظر را اثبات می کنیم.

روش اول
در شکل2، با استفاده از شکل های سمت راست، مستطیل را ساخته ایم. 

تعداد کل مربع های1×1 موجود در این مستطیل از این قرار است:   

n(n )بررسی کنید( )(n )N ' ( ... n)(n ) + +
= + + + + + =

1 21 2 3 2
2

nT برابر با یک سوم این تعداد کل است  T ... T+ + +1 2 با توجه به شکل، مقدار 
)چرا؟(، در نتیجه: 

n
N ' n(n )(n )T T ... T + +

+ + + = =1 2
1 2

3 6

شكل2
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ریاضی
ومـدرسه

تمرين  
الف( حاصل عبارت روبه رو را به دست آورید: 

T T ... T ?+ + + =1 2 12
ب( چندمین عدد مثلثی برابر 666 است؟ 

ج( ثابت کنید: 
n

n
T .(n )T T ... T +

+ + + =1 2
2

3

روش دوم 
با توجه به شکل 3 داریم: 

n
n(n )(n )T T ... T + +

+ + + =1 2
1 2
6 شكل3

روش سوم 
در شکل 4، حاصل مجموع این سه قسمت برابر است با: 

n(T )چرا؟(  T ... T )+ + +1 23

اگر اعداد سطرهای این سه قسمت را نظیر به نظیر با هم جمع کنیم، 
شکل 5، به دست می آید و مجموع عددها در شکل 5 برابر است با:

(n ) (n ) (n ) ... n(n )
n(n )(n )(n )( ... n)

+ + + + + + + + =
+ +

+ + + + + =

2 2 2 3 2 2
1 22 1 2 3
2

)درستی این قسمت را بررسی کنید( 

n+2
n+2  n+2
n+2  n+2  n+2
.     .     .     .
.    .    .    .    .    .
n+2  n+2    ...    n+2
n+2  n+2    ...    n+2  n+2  

بنابراین: 
n

n(n )(n )(T T ... T ) + +
+ + + =1 2

1 23
2

n
n(n )(n )T T ... T + +

⇒ + + + =1 2
1 2
6

شكل4

شكل5

1
2     1
3     2    1
.   .   .   .
.   .   .   .   .
n-1  n-2    ...    1
n      n-1    ...    2   1

n
n-1  n-1
n-2  n-2  n-2
.    .    .    .
.    .    .    .    .
2      2     ...       2
1      1     ...       1     1

++

1
1  2
1  2  3
.   .   .   .
.   .   .   .   .
1  2    ...    n-1
 1  2    ...    n-1   n

دورۀ28/شماره7
فروردیـــن 1402
دورۀ28/شماره7
فروردیـــن 1402

9



ریاضی
وکاربرد

کمی فکر کنيم!
يكی از مشــكلات فعلی كشور ما موضوع اشتغال جوانان است. تعداد زيادی جوان داريم كه بعد از فارغ التحصيل شدن از مدرسه يا 
دانشگاه، حتی با مدارک كارشناسی ارشد و دكترا، دنبال كار هستند ولی شغل مناسب پيدا نمی كنند. بسياری از آن ها به كارهايی 
روی می آورند و تن می دهند كه ارتباطی با تحصيلاتشان ندارد. تمام دولت ها و دولتمردان سعی كرده اند به نوعی اين مشكل را حل 
كنند، ولی تا امروز توفيق زيادی نداشته اند. بله اين يك واقعيت است. بايد به دنبال راه هايی برای اشتغال زايی بود. اما روی  ديگر اين 

سكه هم واقعيتی ديگر است.
چقدر از جوانان تحصيل كردة ما بعد از فراغت از تحصيل مهارت های لازم را برای كار كردن كسب كرده اند؟ برای مثال، يك مهندس 
بعد از پايان درس هايش كه غالباً هم به صورت نظری بوده است، وارد بازار كار می شود، اما كارگران در نوع كاری كه انجام می دهند 
از او تبحر بيشتری دارند و به نوعی او را قبول ندارند. تا اينكه به تدريج آن فرد مثل يك كارگر كار كند و تجربه پيدا كند و به علمی 

كه خوانده است مرتبط شود.
تعداد زيادی از جوانان ما دنبال كار راحت، پردرآمد و پشت ميزنشــينی هستند. برای مثال، شغل های زيادی در مكان های صنعتی 
و منطقه های آزاد و نفت خيز وجود دارند، اما اغلب جوانان حاضر نيستند برای كار به آن منطقه ها بروند. در حال حاضر، پروژه های 

خسروداودی

بیاییدکمی
فکرکنیم!

ایـــــــــــــــــــــــــــــــــدههایدرآمـــــــــــــــــــــــــــــــــــــدزا
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ریاضی
وکاربرد

عظيم گاز و پتروشيمی در منطقه های جنوبی، مثل »عسلويه« 
فعال هستند كه نيازمند مهندســان تحصيل كرده اند و حقوق 
خوبی هم می دهند، اما عده ای به اين كارها، به علت سختی كار، 
گرمای هوا، دوری از خانه و مسئله هايی مانند آن، تن نمی دهند.

از طــرف ديگــر، تحصيل كرده های ما آمادگی ايجاد شــغل و 
راه اندازی كار جديد )اســتارت آپ( را هــم ندارند؛ كارهايی كه 
ممكن است با ســرمايه ای اندک آغاز شوند و به تدريج توسعه 
پيدا كنند. به همين دليل است كه در دورة دوم متوسطه درسی 
به نام »كارآفرينی« تعريف شده است تا دانش آموزان ما كم كم با 
اين مهارت آشنا شوند و پس از اتمام درس و مدرسه بتوانند وارد 
كاری شوند و يا كاری را خودشان آغاز كنند. با اين مقدمه بياييد 
به يك خبر توجه كنيد و با محاسبه های رياضی به جذابيت آن 

پی ببريم.

محاسبه کنيم!
آيا گاهی شــده اســت كه فكر كنيد بدون اينكه كار كنيد پول 
دربياوريد؟ شوخی نمی كنم! منظور دزدی كردن و اين حرف ها 
نيست. يعنی برای ا نجام كار كم ارزشی پول دريافت كنيد و برای 

خودتان شغلی دست و پا كنيد. به اين خبر توجه كنيد:
»آقــای شوجی موريموتو، مرد 38 ســالة اهل توكيوی ژاپن، 
دقيقاً همين شــغل نامتعــارف را دارد و بــرای انجام كارهاي 
كم ارزش، دستمزد می گيرد.« كار او فقط همراهی با مشتريانش 
اســت. مشــتريان او برای اينكه از تنهايی فرار كنند يا كسی را 
كنار خود داشــته باشند، او را اســتخدام می كنند. از رفتن به 
ايستگاه قطار برای دســت تكان دادن برای يك غريبة نيازمند 
توجــه تا رفتن به پارک برای بــازی الاكلنگ. او برای همراهی 
با هر مشــتری 10 هزار ين ژاپن معادل 71 دلار در هر جلسه 
دريافت می كند. آن طور كه خودش می گويد: او در چهار ســال 
گذشــته چهارهزار بار به مشــتريانش خدمات ارائه كرده است. 

ماشين حساب را بياوريد و آماده باشيد.
در آمد چهار سال    )ين( 40000000=10000ين×4000جلسه
درآمد چهارسال      )دلار(284000 = 71 دلار×4000جلسه
درآمد يك سال                )دلار(  71000 = 4 ÷ 284000

به فرض اينكه هر دلار 45000 تومان باشد، خواهيم داشت:
71000 × 45000 = 3195000000

درآمد يك سال 3195000000 )تومان(
3195000000 ÷12 =266250000

درآمد ماهانه: 266250000 )تومان( 

باورتان می شود؟ در آمد ماهانة حدود 266 ميليون تومانی؟! برای 
هيچ! فقط برای همراهی كردن؟! به نظرم خبر جذابی اســت. از 
اين نظر كــه چه راه هايی برای كارآفرينی وجــود دارند و با چه 

ابتكارهايی می توان چه درآمدهايی كسب كرد.

بيشتر فکر کنيم!
اين خبر و محاسبة قبل دو نكتة مهم را به ما يادآوری می كند.

نكتة اول اين اســت كه در دنيای امروز و با توجه به گســترش 
روزافزون امكانات و ابزارهای ارتباطی و شــبكه های اجتماعی، 
راه های جديدی برای ايجاد اشــتغال و كســب درآمد به وجود 
آمده انــد. عده ای بــا توليد محتوا و جمع كــردن تعداد زيادی 
دنبال كننــده در فضای مجــازی، با گرفتن تبليــغ درآمدزايی 
می كنند. بعضی هــا در وبگاه هايی مثل »آپــارات« محتواهای 
مناســب توليد می كنند و بعد از آنكه محتوايشــان زياد ديده 
شــد، مبالغی را از وبگاه  دريافت می كنند. عده ای با بازی كردن 
هم پــول در می آورند. آن ها امكانات و ابزارهای بازی را خريد و 
فروش می كنند، يا روش های بازی كردن خودشان را به نمايش 
می گذارند و يا آموزش می دهند و درآمدزايی می كنند. خلاصه 
اينكــه راه های زيادی در دنيای ارتباطات امروزی برای كســب 
درآمد به وجود آمده اند. آقای شــوجی هــم از همين ابزارهای 
ارتباطی اســتفاده كرده و با معرفی خود به عنوان يك همراه، به 
نياز هم وطنانش در ژاپن پاسخ داده و برای خودش اشتغال زايی 

كرده است. درآمد خوبی هم دارند.
نكتة دوم اين اســت كه مردم ژاپن چقدر احســاس تنهايی و 
خلاء دارند كه به يك همراه برای كارهايشان نيازمند می شوند. 
در اينجا نمی خواهيم به قضاوت بنشــينيم و اين موضوع را در 
جامعة ژاپن تحليل كنيم. نكتة قابل توجه برای ما اين است كه 
به منظور ايجاد اشتغال در كشور خودمان بايد به نيازهای مردم 
و احتياجاتشان، متناسب با جامعه و فرهنگ خودمان فكر كنيم، 
يعنی اگر كسی بخواهد مثل آقای شوجی چنين كسب وكاری را 
در ايران راه اندازی كند، ممكن است موفق نباشد؛ چون فرهنگ 

مردم ما با ژاپنی ها متفاوت است.
اكنون با اين دو نكته كمی بيشتر فكر كنيد. آيا جوانان ما برای 
كار كردن يا كارآفرينی در دنيای امروز آماده می شــوند؟ آيا به 
درستی نقش خود را در اين خصوص بازی می كنند؟ يا به بهانة 
كنكور، كارآفرينی را كنار می گذارند؟ آيا دانشگاه های ما چنين 
مهارت هايی را به دانشــجويان می آموزند؟ خودِ ما چقدر ايده و 

ابتكار داريم؟ چقدر خلاقيت داريم؟ بياييد كمی فكر كنيم!

ایـــــــــــــــــــــــــــــــــدههایدرآمـــــــــــــــــــــــــــــــــــــدزا
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بارها برای ما پیش آمده که هنگام گذر از کنار یک ســاختمان، چنان 
محو نمای زیبای آن شده ایم که دقایقی را به تماشا ایستاده ایم. شاید 
مصالح، آجرها، سنگ ها و رنگ های مورد استفاده در آن کار خیلی هم 
خاص و عجیب نبوده است و برای ساختمان های اطراف آن نیز از همان 
مصالح استفاده شده باشد. پس تفاوت در کجاست؟ تفاوت در طراحی 
و اجرای همان مصالح است. کسانی که در کار طراحی نما و تزیینات 
داخل یا خارج یک ســاختمان کار می کنند، اگر به درستی بتوانند از 
شکل ها و طرح های گوناگون استفاده کنند، این حیرت و شگفتی را رقم 
می زنند. اگر کمی حوصله به خرج دهیم درمی یابیم که این شگفتی در 
طراحی و استفاده از آجر یا سنگ، ریشه در دانش ریاضی دارد. در مورد 
همین موضوع به دیدار عليرضا محمدی اقدم رفتیم که در این حرفه 
فعالیت می کند و از او در مورد جایگاه ریاضیات در حرفه اش پرسیدیم. 
او نقشه کشی خوانده و با معماری هم آشناست. همچنین تجربه های 
خوبی در غواصی، کار در ارتفاع و نصب دوربین های مداربسته دارد. با 

هم این گفت وگو را می خوانیم.
٭٭٭

 شايد برای مخاطبان ما جالب باشد که بدانند فعاليت های 
شــما، يعنی طراحی نمای داخلی يا بيرونی ساختمان، چقدر 
می تواند با رياضی در ارتباط باشد. آشنايی با دانش رياضی تا 

چه اندازه در کار شما اثرگذار است؟
 اصل اولیة این حرفه اندازه گیری اســت و این کار همان ریاضیات 
است و بس. یعنی وقتی می خواهید روی یک دیوار، طرح و شکلی را 

به صورت هندسی اجرا کنید و از آجرنما، رنگ، کاغذدیواری و سنگ های 
متنوع برای تزیین اســتفاده کنید، در قدم اول باید اندازه های فضای کار 
را به درســتی محاسبه کنید. بعد از دانســتن دقیق اندازه های کار، حالا 
باید محاسبة دقیقی از اندازه های کار به نسبت اندازه های آجرنما، سنگ، 

کاغذدیواری و حتی مقدار رنگ مصرفی داشته باشید.

 لطفاً يکی دو مثال بزنيد تا موضوع کمی شفاف تر شود.
 فرض کنید اندازة یک آجرنما 5/5 در 26 ســانتی متر باشد. پس شما 
باید بدانید که چه تعداد از یک آجرنما، یک مترمربع را پوشش می دهد. 
حــالا اگر قرار باشــد آجرنما را با بند یک طرفــه، دوطرفه یا چهار طرفه 
نصب کنید، این بندکشــی هم خودش انــدازه دارد و مقداری از فضا را 
دربرمی گیرد. برای همین، بندکشــی هم انواع متفاوتی دارد؛ از بندهای 
میلی متــری تا بندهای  ســانتی متری. لذا در محاســبة مصرف مواد کار 
و تعــداد آجر، نوع بند نقش دارد و اگر در محاســبه ها خطا کنید، کلی 

خسارت مادی خواهید داشت.
همچنیــن تصور کنید می خواهید طرحی قاب ماننــد با آجرهای طرح دار 
روی یــک دیوار اجرا کنید. برای این کار، هم باید تعداد آجرهای موردنیاز 
را محاســبه کنید و هم شکل های متفاوت هندســی، مثل مربع، مثلث، 
مستطیل، لوزی و غیره را درست بشناسید و کار را دقیق طراحی کنید. اگر 
این دقت و محاسبه درست نباشد، شکلی نازیبا روی دیوار درمی آید و کلی 
مواد و مصالح را هدر می دهید. تمام این کار ارتباط مستقیمی با ریاضی و 

به ویژه هندسه دارد.

محمدحسیندیزجی

گفتوگو

گفتوگوباعلیرضامحمدیاقدم،مخاطبدیروزوطراحتزییناتونماسازیساختمانِامروز
شعبدۀریاضیاتدرزیباسازی
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 برخی اين تصور را در ذهن خود دارند که رياضی بســيار 
سخت و پيچيده است. نگاه شما به اين درس چگونه است؟

 سختی یا آســانی هر کاری یا هر چیزی به زاویة نگاه ما بستگی 
دارد. اگر ما آن کار را دشــوار تصور کنیم، پس دشوار خواهد بود. از 
آنجا که ریاضی به یک ذهن خلاق و باز همراه با تمرکز نیاز دارد، برای 
بعضی ها سخت جلوه می کند و اصولًا انسان از هر کاری که دشوار به 
نظرش برسد، لذتی نمی برد و پرهیز می کند. اما من معتقدم ریاضی 
لذت بخش است. من در حرفة خودم از محاسبه ها لذت می برم. وقتی 
مشتری کار را به من واگذار می کند، من با محاسبه هایی که می کنم، 
با کمترین هزینه و دورریز، کار را به سرانجام می رسانم. موفقیت در 

این کار را مرهون دانش ریاضی هستیم.

 در دوران مدرســه چقدر به مطالعة مباحث درسی توجه 
داشــتيد و اصلًا دنبال يادگيری از طريق کتاب غيردرسی و 

مجله ها هم بوديد؟
 من از همان ابتدا به ریاضی علاقه داشتم و می دانستم که در آینده 
وارد هر حرفه ای بشوم، به یقین با ریاضیات سروکار خواهم داشت. لذا 
از همــان زمان مباحث ریاضی را با دقت یاد گرفتم و امروز در حرفة 
خودم از آن استفاده می کنم. من معتقدم افراد در هر زمان و شرایطی 
که هستند باید متناسب با کار یا تحصیل خود مطالعه داشته باشند.

 معمولًا چه توصيه ای برای خريداران سنگ های تزيينی يا 
همکارانی داريد که قرار است کار هنری کنند؟

 مهم تریــن توصیة اولیــة ما در این کار به افراد، محاســبة دقیق 
اندازه های فضای کار آن هاست تا در زمان خرید مواد اولیه و مصالح 
لازم دچار اشــتباه نشوند، پول اضافه هزینه نکنند و کمترین دورریز 
را داشــته باشند. در خصوص طراحی و شــیوة کار هم ما پیشنهاد 

می دهیم، اما تابع سلیقة مشتری هستیم.

 شايد به نظر بعضی ها برسد که اين محاسبة اولية اندازه ها اگر 
کم يا زياد باشد خيلی مهم نيست و بعداً هم می توان مثلًا مقدار 
مصالح يا آجرنمای لازم را دوباره تهيه کرد. شما دراين باره چه 

نظری داريد؟
 ســؤال جالبی کردیــد. باید عرض کنم، اگر مثــلًا آجرنما اضافه 
بیاورند، ممکن است فروشنده آن ها را پس نگیرد و این مصالح و مواد 
دیگر به کار شــخص نیاید و ناچــار آن ها را دور بریزد. اگر هم کمتر 
باشد ممکن است هنگام مراجعة مجدد، آن نوع از مواد دیگر موجود 
نباشد و کار شخص ناقص بماند تا وقتی که مجدداً تولید شود. در این 
صورت، شــخص زمان را از دست می دهد و چه بسا هزینة اضافی هم 

داشته باشد. لذا محاسبة اولیه در این کار بسیار مهم است.

 در مجلة رشد رياضی برهان به کدام بخش ها بيشتر علاقه 
و توجه داشــتيد؟ مثلًا زندگی بزرگان رياضی، مباحث علمی، 

سرگرمی و معما و ...
 من در مجلة رشد ریاضی برهان به معما و سرگرمی بیشتر علاقه 
دارم. زیرا معما ذهن شــما را به چالش می کشد و ناچار می اندیشید 
و به دنبال کشــف نکته های جدید می رویــد. این خلاقیت در کار و 

زندگی هم به انســان کمک می کند و ایده های تــازه پیدا می کنید. در 
بازی ها هم بیشتر سراغ سرگرمی های معمایی می روم.

 يکی از کارهای جالب در حرفة شما طراحی های متنوع و کاربرد 
شکل های متفاوت در تزيينات داخلي است؛ مثلًا شکل های ستاره، 
مثلث، مربع و ... که با هندسه ارتباط مستقيم دارد. بر اساس چه مبنا 
و اصولی معمولًا اين نوع شکل ها را به مخاطبان در ساختمان آن ها 

پيشنهاد می دهيد؟
 در این کار زیبایی شناسی بسیار حائز اهمیت است و ما باید به گونه ای 
طرح و ایده به مخاطب بدهیم، تا او هر بار نگاهش به آن طرح می افتد از 
آن شکل و زیبایی لذت ببرد. لذا ما برای موفقیت در این کار باید به طور 
مستمر مطالعه کنیم و الگوها و نمونه های متفاوت را ببینیم و گردآوریم و 
در کنار آن، ایده های خودمان را هم طراحی و نمونه ســازی کنیم. در این 

بخش از کار ما، هندسه بسیار نقش دارد.

 تصور کنيم دو دوســت می خواهند هنر طراحی دکوراسيون 
داخلی يا بيرونی يک ســاختمان را فرا بگيرند. يکی علاقه مند به 
رياضی است و آن ديگری شوقی در اين زمينه ندارد. تفاوت اين دو 

نفر در ارائة کار چگونه خواهد بود؟
 اصل و اســاس این کار آشــنایی با ریاضیات اســت. از محاســبه و 
اندازه گیــری دقیق اندازه های محــل کار و روی دیوارها گرفته تا تعیین 
دقیق مقدار مواد مصرفی موردنیاز و ارائة شکل های زیبای هندسه، همه 
نیازمند ریاضیات است. مثلًا گاهی در یک کار لازم است از تعدادی آجر 

تزیینی در اندازه های یک سوم یا یک چهارم کار کنید تا شکل زیبا شود.

 در دوران مدرسه وضعيت درس رياضی شما چطور بود و معمولًا 
چه نمره هايی می گرفتيد؟

 در دوران ابتدایــي نمره های ریاضی من عالی بودند و در ســال های 
بالاتر در این درس نمرة کمتر از 1۷ نداشــتم. البته بخش قابل توجهی از 
علاقة من به ریاضی به سبب داشتن دبیر خوبی بود که فوق العاده جذاب 
تدریس می کرد. جا دارد در این فرصت از ایشان قدردانی کنم. در دوران 
مدرسه دبیری هم داشتم که من متوجه تدریس ایشان نمی شدم و کم کم 
داشتم به مرحله ای می رسیدم که ریاضی را كنار بگذارم. اما همان زمان 
با معلمی به نام آقای طبیعت شــناس آشنا شدم كه روش تدریس خوب 
ایشان باعث شــد دوباره به ریاضی علاقه مند شوم و این مسیر را دنبال 

کنم.

 مطالعه در حوزة کار شما چقدر اهميت دارد و شما در اين زمينه 
چه مقدار و چگونه ميزان آگاهی خود را افزايش می دهيد تا همواره 

به روز باشيد؟
 ما در تمام ابعاد زندگی تا پایان عمر نیازمند مطالعه هستیم. در هر کار 
و حرفه ای پیشرفت به سرعت اتفاق می افتد و اگر بخواهیم پا به پای دنیا 
در جهان علم و صنعت پیش برویم، باید مطالعه داشته باشیم. ما معمولًا 
باید نمونة مصالح، الگوها و طرح های متفاوت را پیدا کنیم و بر این اساس 

خودمان را به روز نگه داریم.

 از حضورتان در اين گفت وگو سپاسگزاريم .

گفتوگو
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اســاس تمامي علوم تجربي، مهندســي ها و پزشكي »اندازه گيری« 
اســت. حتي در شــاخه های گوناگون علوم انســاني، از جمله علوم 
اجتماعــي و پديده های مرتبط با آن ها، پــس از اندازه گيری برخي 
از شاخص ها و مقايســة بين عددهای به دست آمده، درک بهتري از 
موضوع به دست می آيد. افزون بر اين ها، حتي زندگي روزمرة ما نيز 
ارتباط تنگاتنگي با اندازه گيری و عددهای به دست آمده از اندازه گيری 
دارد. در تصوير 1 تعدادي از ابزارهاي اندازه گيری نشــان داده شده 
است كه در شغل های متفاوت از آن ها استفاده می شود. حتي برخي 

از اين ابزار در فعاليت های روزمرة ما نيز كاربرد فراواني دارند. 

تصوير 1. براي اندازه گيری هر كميت بايد از ابزار مناسب آن بايد استفاده كنيم

براي بيان نتيجة اندازه گيری از عددها و يكاي مناســب استفاده 
می كنيم. براي مثال، نتيجة اندازه گيری طول، عرض و جرم كتاب 
علوم تجربي پاية هفتم شما به همراه يكاي مناسب آن ها در تصوير 

2 آمده است.

تصوير 2. نتيجة اندازه گيری همواره بايد با يك عدد و يكاي مناسب آن بيان شود

توجه: برای كاهش خطا در اندازه گيــری هر كميت دل خواه، 
معمــولاً اندازه گيری  آن را چند بار تكرار می كنند. اگر عددهای 
به دست آمده متفاوت باشند، ميانگين آن عددها به عنوان نتيجة 
اندازه گيری پذيرفته می شــود. البته در ميان عددهای متفاوت، 
اگــر يك يا دو عدد اختلاف زيادی با بقيه داشــته باشــند، در 

ميانگين گيری به حساب نمی آيند. 

تا چنــد دهة قبل همة ابزارهــای اندازه گيری به صورت مدرج 
)درجه بندی شده( ســاخته می شدند )تصوير 3(. دقت ابزارهاي 
اندازه گيری مدرج، برابر كمينة درجه بندی آن ابزار اســت. براي 
مثال، دقت »تندي سنج« خودرويي كه در تصوير 4 نشان داده 

شده، برابر كمينة درجه بندی آن، يعني 1km/h است. 

ریاضی
وکاربرد

طولعرضجرم

27  cm 20  cm 282   g
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ظرف بزرگ محتوي آب

از اين روزنه آب وارد كاسه مي شود. 

تصوير 3. تا چند دهة قبل همة ابزارهاي اندازه گيری به صورت مدرج ساخته می شدند

تصوير4. كمينة درجه بندی هر ابزار مدرج اندازه گيری برابر دقت آن است

شما پاسخ دهيد: تصوير 5 سرنگی را نشان می دهد كه براي 
تزريق دارو به بدن بيمار استفاده مي شود. دقت اين سرنگ چند 

ميلي ليتر )ml( است؟
 

تصوير 5. سرنگ تزريق دارو

به منظور سهولت و سرعت در خواندن نتيجة اندازه گيری، امروزه 
بيشــتر ابزارهاي اندازگيري به صورت رقمي )ديجيتال( ساخته 
می شــوند )تصوير 6(. دقت ابزارهاي اندازه گيری رقمي، برابر يك 
واحد از آخرين رقمي است كه آن ابزار نمايش می دهد. براي مثال، 
دقت تندي سنج باد كه در تصوير 7 نشان داده شده است به اين 
صورت به دست می آيد كه بايد آخرين رقم آن را بررسي كنيم كه 
در اينجا عدد 3 صدم است و يك واحد آن يك صدم است. به اين 

ترتيب دقت اين تندي سنج باد برابر m/s 0/01 است. 

تصوير6. امروزه همة ابزارهاي اندازه گيری به صورت رقمی )ديجيتال( ساخته می شوند

تصوير 7. يك واحد از آخرين رقمي كه ابزار اندازه گيری ديجيتال نشان می دهد، برابر دقت آن است

شما پاسخ دهيد: تصوير 8 وسيله ای به نام »گلوكومتر« را نشان 
می دهــد كه برای اندازه گيری غلظت »گلوكز« )قند( در خون به 
كار می رود. اين وسيله يكی از وسايل معمول براي اندازه گيری قند 
بيماران ديابتی در خانه است. يك قطرة كوچك از خون كه توسط 
سوزن زدن به پوست به دست آمده، روی يك صفحة يك بار مصرف 
آزمايش قرار می گيرد تا دستگاه از آن استفاده كند و قند خون را 
اندازه گيری كند. دقت اين گلوكومتر چند ميلي گرم بر دسي ليتر 

)mg/dL( است؟

تصوير 8. گلوكومتر
خوب است بدانيد: برخي از ابزارهاي قديمي، مانند ساعت آبي 
كه در تصوير 9 نشان داده شده است، از پيمانه براي اندازه گيری 
استفاده می كردند. ساعت آبی ايرانی ابزاری ساده و در عين حال 
دقيق و كارآمد بوده و در زندگی جامعة كشاورزي ايران، به ويژه در 
مناطق كويری كه آب ماية حيات و عنصر اصلی زندگی اجتماعی 
بوده، نقش كارآمدی داشته است. در قديم افرادي به نام »ميراب« 
تقسيم سهمية آب تعيين شده )برحسب تعداد كاسه( براي هر باغ 
يا كشــتزار را برعهده داشتند. ميراب در كنار مجرای اصلی آب و 
محل انشعاب آن ميان كشاورزان، بر سكويی می نشست و كاسه ای 
فلزی را كه ســوراخ بسيار ريزی ته آن تعبيه شده بود، در ظرفی 
بزرگ تر و پر از آب قرار می داد كه پس از پرشدن كاسه )و با توجه 
به سهم هر كشاورز برحسب تعداد كاسه(، آب را قطع و آن را به 

جوی كشاورز ديگری باز می كرد. 

تصوير 9. ساعت آبی ايرانی

تمرين: »ذرع« و »فرسنگ« از جمله يكاهاي قديمي ايراني براي 
طول اســت. هر ذرع، معادل 104 ســانتي متر و هر فرسنگ برابر 
6000 ذرع است. طول بزرگ ترين جزيرة خليج فارس، »قشم« كه 
مســاحتی بيشتر از مساحت بيش از 20 كشور جهان دارد، حدود 
120 كيلومتر اســت. طول اين جزيره را بر حسب ذرع و فرسنگ 

بيان كنيد.

ریاضی
وکاربرد

بـــراي مشـاهدة 
توضيحات بيشتر، 
رمزينه را پـويش 

كنيد.
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در خانة رها
تعطيلات نوروز بود. رها در اتاقش در حال ورق زدن مجله اي بود 
كه مدرسه براي نوروز هديه داده بود. مجله موضوع هاي متنوعي 
داشــت و رها كه عاشــق رياضی بود، يك راست به سراغ بخش 
رياضــی اش رفت. بعد از چند متن كوتــاه، متن بلندی با عنوان 
»قضية چهاررنگ« خيلی خوب به چشم می آمد. قضيه چنين بود: 

● برای رنگ كردن هر نقشــه، به طوری كه كشــورها و 
ناحيه های همسايه در نقشه هم رنگ نباشند، فقط چهار 

رنگ كافی است.

صورت ايــن قضيه برای رها جالب آمد. پيــش از آنكه متن را 
مطالعه كند، دو مثال از نقشــه هايی كه در آنجا كشــيده شده 

بودند، توجه رها را به خود جلب كردند.

يكی از آن نقشــه ها با چهار رنگ، رنگ شده بود و ديگری نقشة 
ايران بود كه بايد آن را رنگ می كرد. هنوز چند دقيقه ای تا آمدن 

مهمان ها باقی مانده بود و رها وقت داشــت تا نقشة ايران را رنگ 
كند. 

او ابتدا كوشــيد تا آن را با سه رنگ، رنگ كند، اما نتوانست. برای 
آنكه ناحيه های مجاور هم رنگ نباشــند، بــه رنگ چهارمی نياز 
داشت. پس از آنكه رها از كار رنگ آميزی فارغ شد، دو نقشة ديگر 
كشــيد كه باز هم به چهار رنگ نياز داشــتند تا رنگ شوند. رها 
مشغول كشيدن نقشة سوم بود كه زنگ در به صدا درآمد. دفترش 

را بست و به استقبال مهمان ها رفت. 
فردای آن روز رها و پدرش تصميم گرفتند شــطرنج بازی كنند. 
دقايقی از بازی آن ها می گذشت و نوبت رها بود. پدر منتظر بود تا 
رها حركت بعدی اش را انجام دهد، اما رها بدون اينكه پلك بزند و 

تكانی بخورد، مبهوت صفحة شطرنج بود. 
پدر با تعجب چند دقيقه ای رها را در همان حال نظاره كرد. آخر 
بازی هنوز به جاهای پيچيده ای نرسيده بود كه رها بخواهد برای 
حركت بعدی اش اين قدر فكر كند. اما رها مبهوت چيز ديگری به 
جز شطرنج بود. در واقع او به رنگ سياه و سفيد خانه های شطرنج 
فكر می كرد و به قضيــة چهاررنگ! صورت قضيه را دقيق به ياد 
می آورد. اما چرا بايد چنين قضيه ای در رياضی داشته باشيم، در 

حالی كه صفحة شطرنج را می توان تنها با دو رنگ، رنگ كرد؟!
رها مشــغول فكركردن به اشكال كار بود كه با صدای پدرش به 

خود آمد.
پدر: رها، خوبی؟

شرارهتقیدستجردی،صباقاسمی

استدلالهای غلطِدرستنما
)قسمتهفتم(
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رها: اوه، ببخشــيد. من به يك باره حواســم از بازی پرت شد. 
داشــتم به يك قضية رياضی فكر می كردم. امكان دارد بازی را 

بعداً ادامه بدهيم؟
پدر كه از روحية رها آگاه بود، لبخندی زد و گفت: »حتماً.«

رها با عجله به اتاقش رفت. مداد و كاغذی برداشت و چند نقشه 
كشيد. نقشه های ساده ای كه می شد با دو يا سه رنگ آن ها را رنگ 
كرد. به صورت قضيه شك كرد. دوباره آن را وارسی كرد. چشمش 
كه به »فقط چهار رنگ كافی است« افتاد، خيالش راحت شد كه 
حافظه اش هنوز هم خوب كار می كند. او نقشــه هايی داشت كه 
برای رنگ آميزی به كمتر از چهار رنگ نياز داشتند. اين نقشه ها 
خيلی ساده بودند. حتماً رياضی دان ها اين قدر هوشمند هستند 
كه اين نقشــه ها را درنظر بگيرند. پس ايراد كار كجاســت؟ چرا 

صفحة شطرنج مثال نقضی برای قضية چهاررنگ نيست؟!
٭٭٭

برای آنكــه مثال نقضی برای يك جملــه بياوريم، بايد بتوانيم 
نقيض آن جمله را بيابيم و ســپس برای جملة جديدمان يك 
مثال ارائه دهيم. رها نيز سعی كرد مثال های نقضي برای قضيه 

چهاررنگ بياورد، اما چرا اين مثال ها، مثال نقض نيستند؟
در اينجا دو اشكال ممكن است پيش آمده باشد: يا نقيض جملة 
اصلی )يعنی همان صورت قضية چهاررنگ( اشــتباه اســت، يا 
مثال ها درســت نيستند. برای اينكه اشــكال كار را بهتر درک 

كنيم، بياييد با نقيض جمله های متفاوت بيشتر آشنا شويم. 
در جدول زير، در ســتون سمت راســت جمله و در ستون چپ 
نقيض آن جمله نوشته شده است. دقت كنيد كه در اينجا بررسی 
درستی اين جمله ها مورد نظر نيست، بلكه می خواهيم شما را با 
صورت های مختلف نقيض يك جمله آشنا كنيم. شما هم بكوشيد 

جاهای خالی را پر كنيد.

قبل از اينكه به شــكل های مثال نقض رها برای قضية چهار رنگ 
برگرديم، خوب است اين نكته را متذكر شويم كه برای رنگ آميزی 
يك نقشه، به طوری كه دو ناحية مجاور هم رنگ نباشند، همواره 
می توان به تعداد ناحيه ها رنگ انتخاب كرد. اما اين كار چالشــی 
ايجاد نمی كند. در واقع قضية چهاررنگ از اين نظر اهميت دارد كه 
حداقل تعداد رنگ را برای رنگ آميزی هر نقشه ای تعيين می كند. 
در واقع برای رنگ آميزی هر نقشه ای با شرايط خواسته شده، فقط 

چهار رنگ كافی است. 
دليل خطای رها اين بود كه او فقط به قســمت آخر جمله توجه 
كرده بود. در صورتی كه اين كلمة »هر« در صورت قضيه است كه 
قضيه را مهم می كند. دقيقاً اين بی توجهی رها به كلمة »هر« بود 
كه او را به اشتباه انداخت. كلمه هايی مانند هر، همه، هيچ، »وجود 
دارد« و »وجود ندارد«، در قضيه های رياضی و گزاره ها از اهميت 
بالايی برخوردار هستند و هنگام نقيض كردن جمله هايی كه اين 

كلمه ها را دارند، بايد دقت كافی داشته باشيم. 
برای مثال، آيا دو جملة زير نقيض يكديگر هستند؟

امروز همة دانش آموزان درکلاس  
حاضر هستند.

امروز هیچ دانش آموزی در کلاس 
حاضر نیست.

يكی از اشتباه های رايج دانش آموزان هنگام نقيض كردن جمله ها، 
تبديل »هر« )يا همه( به »هيچ« است. در واقع نقيض جملة سمت 

راست اين است:
»چنين نيســت كه امــروز همة دانش آمــوزان در كلاس حاضر 
باشند.« يا به عبارت ديگر: »دانش آموزی وجود دارد كه امروز در 

كلاس حاضر نيست.« 
با نگاه دوباره به جدول بالا نيز درمی يابيد كه هر جا كلمه هايی 
مانند »هر«، »همه«، »هميشه«، »همواره« يا »هيچ« آمده، در 
نقيض آن از »وجود دارد« اســتفاده شــده 
است. با توجه به اين امر، پس نقيض قضيه 
عبارت اســت از: »نقشــه ای وجود دارد كه 
برای رنگ آميزی آن چهار رنگ كافی نيست 

و شما به رنگ های بيشتری نياز داريد.« 
پس بــرای اينكه مثال نقضــی برای قضية 
چهاررنگ بياوريد، بايد بتوانيد نقشه ای پيدا 
كنيد كه در اختيار داشتن چهار رنگ برای 
رنگ آميزی آن كافی نباشد. با اين توضيح ها، 
آيا صفحة شــطرنج مثالی برای نقيض اين 
گزاره اســت؟ واضح اســت كه خير، زيرا نه 
تنهــا با چهار رنگ بلكه حتی با دو رنگ هم 

می توان آن را رنگ كرد! 
پس شــما می توانيد خــود را به چهار رنگ 
مســلح كنيد و هر نقشــه ای را بــه مبارزه 
بطلبيد. البته در اين ميان ممكن است برای 
رنگ آميزی برخی نقشه ها بتوانيد فقط از دو 

يا سه رنگ از چهار رنگتان استفاده كنيد.

امروز چهارشنبه نیست. امروز چهارشنبه است
یا به عبارت دیگر، امروز یا شنبه است یا یک شنبه، یا 

دوشنبه، یا سه شنبه، یا پنج شنبه و یا جمعه 

5 عددی زوج نیست. 5 عددی زوج است 
یا به عبارت دیگر، 5 عددی فرد است.

همة عدد های اول فرد نیستند )چنین نیست که همة همة عدد های اول فرد هستند.
عددهای اول فرد باشند(. 

یا به عبارت دیگر، وجود دارد عدد اولی که فرد نیست. 
پس وجود دارد عدد اولی که زوج است.

مجموع دو عدد گنگ، گنگ نیست؛ دو عدد گنگی مجموع دو عدد گنگ، گنگ است.
وجود دارند که مجموعشان گنگ نیست.

a بزرگ تر از یا مساوی با b است. 

ضرب سه عدد متوالی همواره بر 6 بخش پذیر است.

مرغی وجود دارد که تخم طلا می گذارد.

هیچ عدد طبیعی بین صفر و یک نیست.

هیچ وقت خورشید از شرق طلوع نمی کند. 

برای رنگ کردن هر نقشه، به طوری که کشورها و 
ناحیه های همسایه در نقشه هم رنگ نباشند، فقط 

چهار رنگ کافی است.

بـراي مشـاهدة 
پاسـخ، رمزينه را 

پويش كنيد.
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ریاضی
ومـسـئله

زنگ كه خورد، دفترودســتكم را جمع كــردم و آمادة خروج از 
كلاس و مدرسه شدم. من مسير خانه تا مدرسه را هميشه پياده 
طي مي كنم و از اين پيــاده روي لذت مي برم. آن روز باران هم 
آمده بود و هوا كمي تميزتر بود و لذت پياده روي دوچندان شده 
بود.  مســير مدرسه تا خانه را معمولاً در 15 تا 20 دقيقه طي 
مي كردم و خوش بختانه اين مسير با تنوع همراه بود )شكل 1(. 

شكل1

از مدرسه كه خارج شــدم، رويا را ديدم كه منتظر بود. پرسيدم: 
»پياده بريم؟« رويا هم اهل پياده روي بود. گفت: »موافقم، از كدوم 

مسير بريم؟« 
شيطنتم گل كرد و پرســيدم: »مگه چند تا مسير داريم تا خونة 

شما؟«

رويا كه متوجه داستان شده بود، گفت: »خيلي!« 
براي اينكه وادار به شــمردن تعداد مسيرها بشود، گفتم: »نه رويا، 
جدي پرســيدم. چند مسير از مدرسه به خونة شما وجود داره؟ تا 

حالا اين سؤال رو از خودت پرسيدي؟« 
رويا گفت: »آره حســاب كردم. همون اوايل سال چند باري سعی 
كردم مسيرهاي متفاوت رو امتحان كنم و بشمارم. من فكر مي كنم 

72 مسير متفاوت از مدرسه به خانة ما وجود داره.« 
پرسيدم: »چرا؟ چطور شمردي؟ آيا همة 72 مسير رو طي كردي؟« 
رويا با تعجب گفت: »نه. همة مسيرها رو طي نكردم. سعي كردم با 

تكيه بر اصول شمارش، مسيرها رو بشمارم.« 
به خودم گفتم مگر شــمارش هم اصــول دارد. رويا كه متوجه 
غوطه ورشــدن من در افكارم شده بود گفت: »شمارش دو اصل 
داره: اصل جمــع و اصل ضرب. من اين ها رو توی كتاب برادرم 
كه از من بزرگ تره خوندم. مي خوای براي تو هم توضيح بدم؟« 
مشــتاقانه جواب مثبت دادم و گفتم: »پس تو اصل ها را بگو، اما 
اجازه بده من به كمك اصل ها، تعداد مسيرهاي مدرسه تا خانة 

شما رو بشمارم.« 
رويا گفت: »اصل ضرب مي گه اگر كاري رو در دو مرحلة پشت 
سر هم انجام بديم و مرحلة اول آن به a طريق و مرحلة دوم آن 
به b طريق انجام بشه، اون وقت براي انجام اون كارِ دو مرحله اي، 

ab طريق وجود داره ...« 

 محرمایردموسیداستانهایمریم

داستانهفتم:ریاضياتدرخيابان

خانـ﹦رویاخانـ﹦رویاخانـ﹦رویاخانـ﹦رویا خانـ﹦ما
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را  رمزينه  قبل  داستان 

پويش كنيد.



گفتم: »خيلي جالبه! مثل زماني كه مي خوايم شــلوار و پيراهن 
براي پوشــيدن انتخاب كنيم. اگر 3 شــلوار و 4 پيراهن داشته 
باشيم، براي انتخاب يك شــلوار و يك پيراهن، 4×3 يعني 12 

انتخاب داريم. درسته؟« 
رويا گفت: »كاملاً درسته.« بعد ادامه داد: »اصل جمع هم مي گه 
 ،B عضوي m يا مجموعة A عضوي k اگر بخوای از مجموعــة
يك عضو انتخاب كني، در صورتي كه دو مجموعة A و B عضو 
(، آنگاه k+m انتخاب  A B∅ = ∩ مشترک نداشته باشند )يعني

وجود داره.« 
اصل جمع به نظرم ساده تر از اصل ضرب بود. به رويا گفتم: »اين 
اصل خيلي ســاده به نظر مي رسه. مثل زماني كه مي خوايم يك 
نفر از ميان دانش آموزان دو كلاس انتخاب كنيم. مثلاً اگر كلاس 
اول 30 دانش آموز و كلاس دوم 25 دانش آموز داشته باشه، براي 
انتخاب يك نفر از ميان دانش آموزان اين دو كلاس 30+25، يعني 

55 انتخاب وجود داره. درسته؟« 
رويا گفت: »كاملاً درسته. حالا مي توني به مسئلة اصلي فكر كني.« 
گفتم: »براي رفتن از مدرســه به خانة شما، در مرحلة اول بايد از 
نقطة A )مدرسه( به نقطة B )نبش پارک( )شكل 2( و در مرحلة 
بعد، از نقطة B به نقطة F )خانة رويا( ) شــكل 3( بريم. تا اينجا 

درسته؟« 
رويا گفت: »درسته. پس اول به اين فكر كن كه از A به B )مرحلة 

اول( چند مسير وجود داره.«

شكل2

شمردن تعداد مسيرهاي A به B سخت نبود. البته قصد ما اين 
بود كه كوتاه ترين مسيرها را بشماريم. گفتم: »براي رسيدن به 
B يا بايد از x بگذريم يا y و يا z. تعداد مسيرهاي A به B كه از 
x مي گذره يكي و تعداد مسيرهاي A به B كه از z مي گذرد هم 
يكيه. اما تعداد مسيرهاي A به B كه از y مي گذره، چهارتاست. 
پس بر اساس اصل جمع، 1+4+1، يعني 6 مسير وجود داره.« 

رويا گفت: »درسته. پس مرحلة اول كار رو به 6 طريق مي تونيم 
 F به B انجام بديم. حالا تعداد مســيرهاي مرحلة دوم، يعني از

رو بايد بشماري.« 
گفتم: »براي مرحلة دوم آيا مسيرهايي رو هم كه از داخل پارک 

مي گذرند، در نظر بگيريم يا نه؟« 
رويا گفت: »فعلاً مسيرهاي داخل پارک را در نظر نگير.« 

شكل3

 شمردن مسيرهاي B به F راحت بود. گفتم: »مسيرهاي B به 

F، يا از C مي گذرند يا از D. مســيرهايي كه از C مي گذرند يكي و 
 F به B مي گذرند 2 تا هستند. پس 3 مسير از D مســيرهايي كه از

وجود داره.« 
رويا گفت: »درســته. پس در كل چند مســير از مدرسه به خانة ما 

وجود داره، البته اگر نخوايم از داخل پارک بگذريم؟« 
پاسخ به اين سؤال با توجه به ضرب ساده بود. 6 مسير براي رفت از 
A به B و 3 مسير براي رفتن از B به F وجود دارد. پس طبق اصل 
ضرب، 3×6 يعني 18 مســير براي رفتن از مدرسه )A( به خانة رويا 
)F( وجود دارد. گفتم: »18 مسير وجود داره. اما اگر بخوايم حتماً از 

داخل پارک بگذريم، چند مسير از A به F وجود داره؟« 
رويــا گفت: »چون تعداد مســيرها در كل 72 مســيره، پس تعداد 

مسيرهايي كه از داخل پارک مي گذرند، مي شود: 54=72-18.«
گفتم: »مي شه با اصل ضرب به اين عدد هم رسيد؟« 

رويا گفت: »آره. هر مســير A به F كــه از داخل پارک مي گذره، از 
 ســه تكه مسير تشكيل شده: A .1 به B؛ B .2 به D از داخل پارک؛ 
D .3 به F، براي رفتن از A به B. همون طور كه گفتي 6 مسير وجود 
داره. براي رفتن از B به D از داخل پارک، اول بايد به نقطة وســط 
پارک )S( بريم كه 3 مســير داريم و بعد از S به D بريم كه اون هم 
3 مسير متفاوته. پس تعداد مسيرهاي B به D مي شه: 9=3×3 مسير 
)شكل 4(. براي رفتن از D به F هم تنها يك مسير وجود داره. پس 
در كل تعداد مســيرهاي مدرسه به خانة ما )با شرط عبور از پارک( 

مي شه: 1×9×6=54 مسير.«

شكل4

 
آن قدر گرم صحبت كردن و محاسبه بوديم كه متوجه نشديم به خانة 
رويا رسيده ايم و از داخل پارک هم گذشته ايم. از خانة رويا تا خانة ما 
راهي نبود. رويا گفت: »حالا كه تعداد مســيرهاي مدرسه تا خونة ما 
رو شــمرديم، بهتره تو هم تعداد مسيرهاي مدرسه تا خونة خودتون 

رو بشماري.« 
من كه به اين قســمت ماجرا هم فكر كــرده بودم، بدون فوت وقت 

گفتم: »144 مسير بين مدرسه و خونة ما وجود داره!« 
رويا پرسيد: »چطور اين قدر سريع شمردي؟« 

وقت نداشــتم كه توضيح بدهم. در حالي كه چند قدمي از رويا دور 
شده بودم گفتم: »به نقشة 1 )شكل 1( نگاه كن!«

رويا هنوز جلوي در خانه شــان ايســتاده بود و در ذهن خودش نقشه 
را مــرور مي كرد. اما مطمئن بودم نكتــه را خودش پيدا مي كند. اگر 
راستش را بخواهيد، از همان ابتداي مسير هم مشخص بود كه من براي 
رفتن به خانه دو برابر رويا مســير براي انتخاب دارم. براي همين هم 

مي خواستم تعداد مسيرهاي مدرسه تا خانة رويا را پيدا كنم. 
به خانه كه رسيدم داشتم به اين فكر مي كردم كه طول همة اين 144 
مســير از خانة ما تا مدرسه يكسان نيست و وقت هايي كه عجله دارم 
و مســير تا مدرسه را دوان دوان طي مي كنم، مجبور مي شوم از داخل 
پارک، مســيری قطري را بدوم. در اين حالت چند مسير از خانة ما به 

مدرسه وجود دارد؟ شما مي دانيد؟

ریاضی
ومـسـئله
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شــايد نزديك به يك دهه با هم به »دانشگاه شــريف« می رفتيم و در 
طول راه با هم گفت وگو می كرديم. در دانشكدة رياضی هم دفتر كارمان 
در كنــار هم بود. من در دفتر كار خــودم كار نمی كردم، بلكه در دفتر 
كار او ميز كار خودم را داشــتم. طبعاً كليد دفتر يكديگر را هم داشتيم. 
موضوع هايی كه با او دربارة آن ها صحبت می كرديم، از رياضيات، آموزش 
رياضيات و فلسفة رياضيات گرفته تا تعليم و تربيت، تعليم وتربيت نخبگان 
و ساختار آموزش عالی، و حتی عرفان و تفسير قرآن را در بر می گرفتند. 
او اولين فرد المپيادی بود كه تصميم گرفت برای تحصيلات دورة دكترا 
در ايران بماند و با اســتادان دانشگاه شريف پايه های تحقيقات رياضی 
خــود را پی ريزی كنــد. پس از او خيلی از المپيادي هــا به پيروی از او 
در ايران ماندند و به قوی شــدن دكترای داخــل خدمت كردند؛ البته 
رياضی دانان بزرگی هم شــدند. او از تحصيلات و تربيت يك رياضی دان 
محض برخوردار بود، ولی به مســائل كاربردی علاقه داشــت. يك بار با 
هم شــمرديم و او در 10 شاخه از رياضيات كاربردی كار كرده بود، كه 
از رياضيات نفت شــروع می شد و به رياضيات زيستی می رسيد. در اين 
مسير چندين جوان محقق هم تربيت كرد. چندين شركت دانش بنيان 
را بنيان گذاری كرد كه در برخی از آن ها هنوز هم عضو هيئت مديره يا 

حتی رئيس هيئت مديره است. 
به اين بهانه بود كه تجربيات اقتصادی قابل توجهی به دســت آورد. البته 
ارتباط او با اقتصاد به سبب شغل پدرش بود كه با اقتصاد سروكار داشت. 
در نهايت چند سالی به عنوان معاون مالی و اداری دانشگاه صنعتی  شريف 

نيز خدمت كرد. 

 تصویرگر:حسینیوزباشی آرشرستگار

ریاضی
همگامباستارگانوتاريـــخ

آیااورامیشناسید؟

بعد از سه ســال كه مسئوليت »كميتة 
المپيــاد رياضی ايران« را داشــتم، اين 
مســئوليت را به او تحويــل دادم. او نيز 
سه سال در اين مسئوليت خدمت كرد. در 
دوران مسئوليت او بهترين نتيجة ايران 
رتبة پنجم در المپياد جهانی رياضيات در 
اســپانيا بود. او بر بسياری از دانشجويان 
المپيادی تأثير مستقيم و عميق گذاشت. 
فعاليــت در كشــورش را بــه همه چيز 
ترجيح مي داد و دوســت داشت در ايران 

خدمت كند. 
ثروت موجب قدرت است و دانش موجب 
شهرت. اخلاق موجب محبوبيت است، اما 

خدمت نتيجه اش ابديت است.
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ریاضی
وتاريـــخ

بـراي مشـاهدة 
پاسـخ، رمزينه را 

پويش كنيد.

بـــراي آشنـايی بــا 
شخصيت شمارة قبل 
رمزينه را پويش كنيد.

)سيســتم های(  ســامانه های  شــاخة  در  او 
ديناميكی تخصص داشــت و تحت تأثير دكتر 
شهشهانی بــه سامانه های ديناميكی كشيده 
شده بود، اما مانند دكتر شهشهانی، به كاربرد 
ســامانه های ديناميكــی در زيست شناســی 
علاقه مند شد. تحقيقات او در رياضيات زيستي 
به ديناميك سلول های عصبی مربوط می شوند. 
زير نظر دكتر عبدالحســين عباسيان كه 
او هــم شــخصيت تأثيرگــذاری مانند دكتر 
شهشــهانی اســت، گروهی از محققان ايرانی 
در زمينة شــبكه های عصبی تحقيق می كنند. 
اين را می گويم چون تحقيقات گروهی، بسيار 
سخت در ايران شــكل گرفته اند. در رياضيات 
محض فقط در سه شاخة »تركيبيات«، »جبر 
جابه جايی« و »منطق فازی« تحقيقات گروهی 
انجام می شوند كه در آن رياضی دانان ايرانی از 

كارهای يكديگر مطلع هستند. 

او در سال 1379، دكترای خود را در موضوع »سيستم های 
ديناميكی« از دانشكدة علوم رياضي دانشگاه صنعتي شريف 
دريافت كرد. پــس از فارغ التحصيلي بــراي تحصيل دورة 
پســادكترا در »مركز تحقيقــات بين المللي فيزيك نظري 
)تئوريك( و رياضيات« در »تريســته« ايتاليا كه امروز با نام 
»مؤسسة عبدالسلام« مشــهور است، به آن كشور رفت. اما 
پس از چند ماهي اين دوره را نيمه تمام رها كرد و به ايران 
بازگشت. مدتي در »مؤسسة تحقيقات عالي زنجان« مشغول 
به كار بود و سپس به دانشگاه صنعتي شريف پيوست. او از 
مؤسسان شركت هاي »عطار« و »شمارا« و چندين شركت 
دانش بنيان ديگر اســت و  اكنون رياســت »هيئت مديرة 
شــركت ســيليكون آراز« را بر عهده دارد. در دوران رياست 
دكتر روســتا آزاد در دانشگاه صنعتي شريف، معاونت مالي 
و اداري دانشــگاه را به عهده داشــت. تا كنون چند تن از 
دانشجويان دكتراي دانشگاه صنعتي شريف تحت نظر او در 
رشتة »رياضيات زيستي« فارغ التحصيل شده اند و به دريافت 

درجة دكترا نائل آمده اند.  

مسئله: چند مربع روي دستگاه مختصات مي توان در نظر گرفت 
A باشد و حداقل يكي از محورهاي  − 

  
1

1 كه يك رأس آن نقطة 
مختصات محور تقارن آن باشد؟ پاسخ كدام گزينه است؟

6 .5        5 .4        4 .3        3 .2      2 .1

درياي خزر

درياي عمان

خليج فارس
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 تأليف و ترجمه: مریمجعفرآبادی

آيا تا به حال پيش آمده است، با وجود اينكه برای ساعت مشخصی از 
يك پزشك وقت گرفته ايد، باز هم مجبور باشيد برای مدتی طولانی 
در مطب منتظر بمانيد؟ يا برای يك پرواز بليت تهيه كرده باشــيد، 
ولی وقتی می خواهيد ســوار شــويد، ببينيد بليت شما را به مسافر 

ديگری هم فروخته اند و برای شما جايی نيست؟
اين ها همه علائــم »ذخيرة )رزرو( بيش از حد« هســتند. كاری كه 
صاحبان كســب وكار انجام می دهند تا ســود بيشتری ببرند و تا حد 
امكان جلوی ضررهای احتمالی شان را بگيرند و از منابع در دسترسشان 
نهايت اســتفاده را ببرند. منشی يك پزشك می داند كه ممكن است 
بعضی مراجعان نتوانند ســر قرار حاضر شــوند، برای همين بيشتر از 
تعداد بيمارانی كه يك پزشك می تواند در طول يك روز معاينه كند، 
برای مراجعان وقت تعيين می كند. يا شركت های هواپيمايی می دانند 
كه بعضی مسافران از پرواز جا می مانند و بيشتر از ظرفيت واقعی يك 

پرواز بليت می فروشند كه يك وقت صندلی ای خالی نماند.

طبيعی اســت كه اين كار گاه باعث خشــم مشتری می شود. چون 
برخلاف تصور، همة مسافرانی كه بليت گرفته اند سر وقت به فرودگاه 

می رسند و هر دو مراجع به مطب پزشك می روند!
خط های هوايی نمونة كلاســيك اين موضوع هستند. سالانه حدود 
50 هزار نفر به خاطر فروش بيش از حد بليت شركت های هواپيمايی 
از پروازهای خود خارج و به پرواز ديگری منتقل می شوند يا جريمة 
پرواز به آن ها پرداخت می شود و مجبورند بليت ديگری تهيه كنند. 
اين رقم برای خود خط های هوايی هم كمی تعجب آور اســت. آن ها 
می توانند از آمار پروازهای گذشته برای تعيين تعداد دقيق بليت هايی 

كه بايد بفروشند، استفاده كنند.
فــروش كمتر از آن مقــداری كه آمارها می گويند، باعث تلف شــدن 
صندلی ها و ضرر شركت ها، و فروش بيش از آن عدد، باعث جريمه های 
زيادی می شود كه شركت ها مجبور می شوند به مسافران بپردازند؛ جريمة 
لغو  پرواز؛ جريمة هتلی كه مسافران ذخيره )رزرو( كرده اند، نارضايتی 

مسافران و ... .

خط هــای هوايی طی ســال ها، اطلاعات دقيقی دربــارة اينكه كدام 
مسافران تجربة جا ماندن از پروازها را دارند، يا در چه مسيرهای هوايی 
بيشترين تعداد مسافران غايب وجود دارند، جمع آوری كرده اند. مثلاً 
می داننــد كه در فلان خط هوايی 90 درصد مســافران به موقع برای 
پرواز حاضر می شوند. بياييد برای راحتی كار و ساده كردن مطلب فرض 
كنيم تمام مسافران تنها هستند و كسی خانوادگی و گروهی در حال 

سفر نيست.
اگر هواپيما 180 صندلی داشته باشد و 180 بليت هم فروخته شود، 
در حالتی كه 90 درصد مســافران به موقع برای پرواز حاضر باشند، 
162 مســافر در هواپيما خواهند بود. )حواسمان هست كه داريم در 
فضای احتمالی حرف می زنيم و تعداد مسافرانی كه حاضر می شوند 

می تواند از اين عدد بيشتر يا كمتر هم باشد.(
احتمال وقوع هر كدام از اتفاق ها، با رابطه ای به نام توزيع دو جمله ای 

به دست می آيد و نشان داده می شود.

چراشرکتهایهواپیماییبیشترازظرفیتیکپروازبلیتمیفروشند؟

یكبليتبرایدونفر

توزيع 
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ریاضی
وکاربرد

احتمال هر پيشامد با نمودار و رابطه ای كه توزيع دوجمله ای ناميده 
می شود، داده می شود. در جايی كه بيشترين احتمال وجود دارد، اين 

نمودار به اوج يا قلة خود می رسد.
حالا بياييد كمی دربارة درآمد صحبت كنيم. شركت های هواپيمايی 
از طريق فروش بليت درآمد كســب می كنند و برای هر مسافری كه 
او را از پرواز خــارج می كنند و به جای او بليت ديگری هم فروخته 
بودند، بايد پولی را به عنوان جريمه بپردازند كه برای شــركت ضرر 

خواهد بود.
فرض كنيد هر بليت 250 دلار باشــد و مســافر را نتوانند به پرواز 
ديگری نيز منتقل كنند. جريمه ای را كه شركت به مسافر پرداخت 
می كنــد نيز 800 دلار در نظر بگيريم. در اينجا اگر شــركت بليت 
اضافــه نفروشــد، 45000 دلار درآمد دارد و اگــر 15 بليت اضافه 
بفروشــد، 48750 دلار فروش داشته است. بهترين حالت اين است 
كه آن 15 بليت اضافه را درســت و به اندازه فروخته باشــد و هيچ 

مسافري اضافه نيايد!

اما اگر 15 نفری كه به جای آن ها بليت اضافه فروخته شــده است، 
برای سفر حاضر شوند، شــركت مجبور به پرداخت خسارت، نفری 
800 دلار به اين افراد می شــود كه در اين صــورت درآمد او فقط 
36750 دلار خواهــد بود؛ يعنی حتی كمتر از وقتی كه همان 180 

بليت را می فروخت.

اما فقط اين موضوع مهم نيست كه يك فرانامه )سناريو( از نظر مالی 
چقدر به نفع يا به ضرر شركت است. اين موضوع هم بسيار مهم است 

كه آن فرانامه چقدر احتمال دارد رخ بدهد يا نه.
با اســتفاده از توزيع دوجمله ای می بينيم كــه احتمال اينكه همة 
195 مسافر برای پرواز حاضر شوند، تقريباً صفردرصد است. احتمال 
سوارشدن 184 مســافر تقريباً يك درصد است. و به همين ترتيب 
احتمال حضور تعداد ديگری از مسافران را هم می توانيم روی نمودار 

بعدي ببينيم.

بياييد اين احتمال ها را در درآمد حاصل از بليت فروخته شده برای آن 
تعداد مسافر ضرب و همة آن ها را با هم جمع كنيم. بعد هم اين عددها 
را با هم مقايسه كنيم و ببينيم در كدام حالت شركت هوايی بيشترين 
درآمد حاصل از فروش بليت ها را داشته است. اين درآمد در مثالی كه 
زديم، از فروش 198 بليت برای پرواز 180 نفره به دست می آيد. با يك 
حساب و كتاب ساده می بينيم كه شركت هواپيمايی از ذخيره )رزرو( 
بيش از اندازة بليت های اين پرواز تقريباً 4000 دلار درآمد اضافه كسب 
كرده است. اين عدد فقط برای يك پرواز است. اگر آن را در ميليون ها 
پرواز يك شركت در طول ســال ضرب كنيد، رقم بسيار قابل توجهی 
خواهد بود. محاسبة واقعی اندازة ذخيره )رزرو( بيش از حد، به عوامل 

بيشتری بستگی دارد و پيچيده تر از مثالی است كه ما زديم.

برخی افراد می گويند اين كار غيراخلاقی است، چون داريم برای يك 
منبع قابل استفاده از دو نفر پول می گيريم و انگار جنسی را هم زمان 

به دو نفر بفروشيم و مسئوليتش را هم قبول نكنيم.
بعضی ها می گويند اگر 100 درصد مطمئن باشــيم كه مســافری 
نمی آيد، باز اين قدر بد نيست! اما اگر اطمينان ما از آمدن يا نيامدن 
يك مســافر 95 درصد باشد چطور؟ حالا اين كار كارِ خوبی است يا 

خير؟ اگر اين احتمال 75 درصد شود چه؟
آيا عددی وجود دارد كه غيراخلاقی بودن يك كار را نشان دهد؟

اگر فقط 95 درصد مطمئن باشــند، خوب اســت صندلي آن ها را 
بفروشند اما اگر 75 درصد اطمينان داشته باشند ... . آيا غيراخلاقي 
بودن يا نبودن اين كار را هم مي توانيم با اعداد و ارقام نشــان دهيم 

و بررسي كنيم؟

منبع
https://www.ted.com/talks/nina_klietsch_why_do_airlines_sell_
too_many_tickets?language=en

زمان 
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سلام و خســته نباشيد خدمت دوســتداران درمانگاه رياضی. 
سال نو به همة عزيزان مبارک باشد. اميدوارم با صبر و حوصله 
مفاهيم رياضی را ياد بگيريد تا بتوانيد از آن ها در زندگی روزمرة 
خود استفاده كنيد. مراجعه كنندة اين هفته دانش آموز هفتمی 
بــه نام كيا تهمتن لشکری است. پدر كيا مدير يك سردخانه 
و مادرش معلمی باتجربه در دورة ابتدايی اســت. كيا با مادرش 
به درمانگاه آمده اســت. بعد از سلام و احوال پرسی با آن ها، كيا 
را بــه اتاق درمانی دعوت می كنــم. طبق معمول »گفت وگوي 
ســقراطی« را با كيا آغاز كــردم و در حين بحث در مورد چند 
ســؤال از ريشــه گيری، كه كيا با خود به درمانــگاه آورده بود، 

مشكل تفكر رياضی او را حدس زدم. 

تشخيص 
يكی از سؤال هايی كه در پرسش و پاسخ با كيا توجه مرا جلب 

كرد، اين پرسش بود: 
كدام گزينه درست است؟

 13 1. ريشة دوم 13 برابر است با 
= ±16 4  .2

3. ريشة دوم 25 از ريشة دوم 16 بيشتر است
−2 3 4. ريشة دومِ منفیِ عدد 12 برابر است با 

به نظر كيا گزينه های 1 تا 3 درست و گزينة 4 نادرست بود. دلايلی كه 
برای اين ادعا داشت نشان می داد كه مشكل كيا نارسايی در درک مفهوم 
ريشــة دوم، نماد رياضی آن و همچنين برداشــت نادرست از ريشة دومِ 

منفیِ يك عدد است. 

درمان
برای درمان نارســايی درک اين مفهوم، دوباره پرســش و پاسخ را آغاز 
كردم. اولين ســؤالی كه لازم بود از كيا بپرسم اين بود: »ريشة دوم يك 

عدد مثبت يعنی چه؟«
كيا با كمی مكث پاسخ داد: »استاد يعنی راديكال آن عدد.« 

 افشین خاصّه خان

ریاضیدرمانگاه 
ریاضی
وکاربرد
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پرسيدم: »راديكال آن عدد به چه معناست؟« 
كيا به فكر فرو رفت. برای آنكه بتوانيم راحت تر بحث كنيم، سؤال را 

عوض كردم و پرسيدم: »ريشة دوم عدد 25 يعنی چه؟« 
» =25 5 او گفت: »

گفتــم: »من هنوز جوابم را نگرفتــه ام.« بعد از كمی مكث انگار كه 
چيزی را كشــف كرده باشــد گفت: »متوجه شدم. يعنی كدام عدد 

است كه وقتی در خودش ضرب شود برابر 25 می شود؟« 
تأييــد كردم، اما به او يادآوری كردم كــه غير از 5 عدد ديگری هم 
داريــم. كيا چند عــدد را در ذهنش مرور كــرد و گفت: »مطمئن 

هستيد؟« 
سرم را به نشانة تأييد تكان دادم. مكث كيا طولانی شد. گفتم: »چرا 

در عددهای منفی جست وجو نمی كنی كيا جان؟« 
بلافاصله گفت: »آهاااااان، 5-«

بعد گفت: »مگر نگفته ايم كه ريشــة دوم عددهــا نمی تواند منفی 
شود؟« 

جواب دادم: »نه، چنين جمله ای وجود ندارد و شما به همين خاطر 
گزينة 4 را رد می كنی.« 

پرسيد: »جملة درست چيست؟« 
گفتم: »ريشة دوم عددهای منفی تعريف نشده است.« 

پرسيد: »تعريف نشده است يعنی چه؟« 
با يك مثال سعی كردم او را قانع كنم. گفتم: »فرض كنيم ما معلم و 
دانش آموز سمجی هستيم كه می خواهيم ريشة دوم عددهای منفی 
را تعريف كنيم؛ مثلاً ريشــة دوم 16-. حال بايد عددی را پيدا كنيم 

كه وقتی در خودش ضرب می كنيم حاصل 16- شود.« 
پــس از آزمــون و خطا كيــا گفــت: »16=4×4 و 16=)4-(×)4-( 

نمی شود.« 
گفتم: »ما همچنان سماجت به خرج می دهيم تا ببينيم چه اتفاقی 
می افتد. در اين صورت يا بايد حاصل ضرب عدد مثبت در عدد مثبت 
را برابــر يك عدد منفی بگيريم و يا حاصل ضرب عدد منفی در عدد 
منفــی را برابر يك عدد منفی بپذيريم. يعنی بايد تمامی تعريف ها و 
قضيه هايی را كه بر پاية تعريف اولية +=)+(×)+( و +=)-(×)-( ساخته 
شــده اند، بر هم بزنيم و از نو بسازيم. به نظر شما اين كار عاقلانه تر 
اســت يا سماجت را كنارگذاشــتن و اين قرارداد جديد را به دنيای 

رياضی تحميل نكردن؟« 
كيا گفت: »به نظرم دومی بهتر است.« 

او را تأييد كردم و توضيح دادم كه تعريف نشــده يعنی مجوز ورود 
به دنيای رياضی را نگرفته اســت؛ چون ساير قوانين رياضی را بر هم 

می زند. 
بعد از اين بحث كيا با تعجب پرسيد: »مگر ريشة دوم همان راديكال 

نيست؟ در سؤال بالا گزينة درست كدام است؟« 
گفتم: »اشــتباهی كه شــما در اين ســؤال مرتكب شــدی، جزو 
اشتباه های متداول در رياضی است. وقتی می گوييم ريشة دوم 16، 
منظور ما اين اســت كه كدام عددها هســتند كه وقتی به توان دو 
، در واقع  16 می رســند، برابر 16 می شوند. اما زمانی كه می گويی 
منظور ما ريشة دومِ مثبتِ عدد 16 است و چون معمولاً پسوند مثبت 
= به طور متداول اتفاق می افتد. لذا  ±16 4 ذكر نمی شود، خطای 
گزينة 2 نادرست است. اكنون می توانی درستی يا نادرستی گزينة 1 

را تشخيص دهی؟«
كيا با نگاهی دوباره به سؤال گفت: »بله متوجه شدم، ريشة دوم 
± اما ريشــه دومِ مثبتِ عدد 13 برابر  13 13 برابر اســت با 
− خواهد بود.« و  13 13 و ريشه دومِ منفیِ عدد 13 برابر 

بلافاصله ادامه داد: »پس گزينة 4 پاسخ صحيح می شود.« 
آفرين گفتم و پرســيدم: »به نظر شــما چرا گزينة 3 نادرست 

است؟ می توانی برای رد آن مثالی بياوری؟« 
او با كمی تأمل جواب داد: »اگر ريشــة دوم 25 را 5- و ريشــة 

دوم 16 را 4 در نظر بگيريم، جملة گزينة 3 برقرار نمی شود.«
به نظرم نارســايی كيا در درک مفهوم ريشه و رابطة آن با توان، 
و همچنين مفهوم نماد راديكال برطرف شــده بود. حال نوبت 

تجويز دستورالعمل های درمانی بود. 

تجويز 
1. به او توصيه كردم، متن فصل 7 كتاب درســی رياضی هفتم 
را به دقــت بخواند و فعاليت ها، كار در كلاس ها و تمرين هايش 

را حل كند.
2. بعضی از مسئله هاي مهم مربوط به توان، جذر و ريشه گيری 
را برايش تعيين و سفارش كردم كه براي حلشان آزمون و خطا 
انجام دهد و تا حد امكان بكوشــد تا خودش آن ها را حل كند و 
از نگاه كردن به پاسخ مسئله اجتناب كند. اگر نشد، حداقل روند 

حل آن ها را تحليل و تعقيب كند. 
3. برای ســؤال هايی كه نتوانســته جواب دهد، در طول هفته 
دوباره چالشــی انجام دهد. حل يك مســئله بعد از چندين بار 

تلاش، بسيار لذت بخش خواهد بود.  
4. اگر امكان داشته باشد، سؤال های توان، جذر و ريشه گيری را 

با روش های متفاوت حل كند و از اين كار لذت ببرد.
5. اگر علاقه مند باشد، چند سؤال در همين زمينه طراحی كند 
و با دوســتانش به حــل و بحث بگذارد تا نقــاط قوت و ضعف 

سؤالش آشكار شود. 

ریاضی
وکاربرد
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آيــا تابه حال تجربة يك بازی رايانه ای را داشــته ايد؟ كدام بازی مورد 
علاقة شماست؟ دوست داريد فوتبال بازی كنيد يا گنج بيابيد؟ به بازی 
رانندگی با خودرو علاقه مند هســتيد و يا عبور از جنگل و رودخانه را 
دوست داريد؟ انواع متفاوتی از بازی های رايانه ای در بازار وجود دارند 
كه مشتريان كودک و نوجوان و حتی بزرگ سالان پيگير آن ها هستند. 
تنوع در محصول ها و رقابت در جذب مشتری، موضوع هايی هستند كه 
شركت های بزرگ توليد بازی های رايانه ای كه سرمايه گذاری عظيمی 
در اين تجارت پرســود كرده اند، به آن ها توجه می كنند. برنامه نويسی 
بازی های رايانه ای از جمله شغل های پردرآمد است و شركت ها با توجه 
به اســتعداد و خلاقيت طراحان بازی ها، دستمزدهای بالايی به آن ها 

می پردازند. 
اگر شما هم دوست داريد پس از سال ها تجربة بازی در فضای مجازی، 
در دنيای ساخت و توليد اين بازی ها مشغول به كار شويد، بايد بدانيد 
دانش رياضی اولين ابزاری است كه به آن نياز داريد. بازی های رايانه ای 
از رياضيات برای انجام تك تك وظايف استفاده می كنند؛ از پرداز زدن 
)رندر( گرفته تا پويانمايی، و از فيزيك تا هوش مصنوعی. رياضيات همه 
جا هست. رياضيات زيربنای تمام عمليات اولية انجام شده توسط يك 
موتور بازی است. شما حتی نمی توانيد يك شخصيت )كاراكتر( بازی را 

بدون رياضی روی صفحه حركت دهيد.
بياييد دانــش رياضی خود را در بازی های رايانه ای مرور كنيم. از يك 

بازی ساده شروع كنيم؛ مثل تصوير زير:

جاي تصوير 1

فرودآمدن چترباز از هواپيما يك بازی ساده است كه برای تعيين نقطة 
فرود، برنامه نويس نياز دارد اطلاعات يك دستگاه مختصات و سرعت 
هواپيمــا را به عنوان داده های اوليه در بازی وارد كند. می توانيد برای 
درک اين بازی پاک كن خود را به عنوان چترباز در دستتان نگه داريد 
و با حركت دســت خود، مانند هواپيما و يك خط كش روی ميز، اين 
بازی را انجام دهيد. با چند بار تكرار حركت توانستيد پاک كن خود را 
دقيقاً روی عدد 10 سانتی متر خط كش رها كنيد؟ تمام اين اطلاعات 
در فضای دو بعدی هندســی بر پاية رياضيات تنظيم می شــوند و با 
كدنويسی يك بازی می سازند. به سراغ يكی از بازی های آشنای ديگر 
برويم: بازی فوتبال در يك فضای هندسی سه بعدی طراحی می شود. 

در اين بازی، زاوية پرتاب توپ و سرعت اولية توپ در نتيجة پرتاب ها 
)شوت ها( تأثيرگذار است. پس شما بايد علاوه بر آشنايی با دستگاه های 
مختصات سه بعدی، دانش رياضی در ماتريس و شناسايی زاوية پرتابی 

و معادله های رياضی اين مفاهيم را برای طراحی بازی بشناسيد.
موضوع بعدی در بازی های رايانه ای كه اهميت بسيار زيادی در جلب 
مشتريان دارد، طراحی گرافيكی و توجه به جنبه های زيبايی شناسی 

پويانمايی های )انيميشن های( بازی هاست. 
محاسبة ابعاد شــخصيت های )كاراكترهای( بازی و نحوة حركت اين 
پويانمايی ها، همه و همه نيازمند دانش رياضی است. بنابراين اگر بنا 
داريد دنيای بازی های رايانه ای را برای كار حرفه ای خود انتخاب كنيد، 

به توسعة دانش رياضی تان بپردازيد. 
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ریاضی
وکاربرد

ادبــيـــــات
دراين شماره مي خواهيم يکي از نويسندگان اولية مجلة رشد 
رياضي برهان را كه به طور هم زمان بــه رياضيات و ادبيات 
علاقه مند بــود، معرفي كنيم. او دكتر احمد شــرف الدين، 
استاد محقق و پژوهشگر دانشگاه هرمزگان بود. از وي كتابي 
باقي مانده كه براي اســتفادة دانش آموزان بسيار مفيد است 
و در آن بعضي از پيوندهاي ميــان ادبيات و رياضيات گفته 
شــده اند. نام كتاب »رياضي دلاويز در ادب گهرريز« است و 

انتشارات مدرسه بارها آن را منتشر كرده است.

حكايتي از مسئلة گراف
اين حكايت را در كتاب هاي فارسي قديم نوشته بودند:

حکايــت: دهقاني در كنــار رودي قرار دارد. او بــا خود يك مرغ، 
مقداري دانه و يك روباه دارد. دهقان مي خواهد آن ها را با قايقي كه 
فقط گنجايش خود او و يكي از ســه چيز ياد شده را دارد، به طرف 
ديگر رودخانه ببــرد. دهقان چگونه بايد عمل كند تا در غياب او نه 

روباه مرغ را بخورد و نه مرغ دانه ها را؟
پاسخ: دهقان ابتدا مرغ را با خود مي برد. در اين صورت روباه دانه ها 
را نمي خورد. )اين روباه فقط گوشــت خوار است.( دهقان مرغ را در 
آن ســوی رود مي گذارد و خودش تنها برمي گردد و اين بار دانه ها را 
برمي دارد و به آن ســوی رود مي برد. وقتي به آنجا مي رسد دانه ها را 
مي گــذارد و مرغ را با خود باز مي گرداند و اين بــار روباه را با خود 
مي برد. اكنون در آن ســوی رود باز روباه و دانه ها قرار دارند. در پايان 

دهقان باز مي گردد و مرغ راـ براي مرتبة دوم ـ به آن سو مي برد.
آيا مي دانيد اهميت اين مســئله از نظر رياضي چيســت؟ اين است 
كه از مسائل »گراف« است. حال مي پرسيد گراف چيست؟ از معلم 
رياضي خود بپرســيد، اما همين اندازه بدانيــد كه امروز براي مثال 
»اسنپ« براي يافتن كوتاه ترين مسير به منظور رسيدن به مقصد، از 

علم گراف بهره می گيرد.
اين يكي از مسائلي است كه شــادروان احمد شرف الدين در كتاب 

خود آورده و ما با اندكي تغيير براي شما نقل كرديم.

و اما، اين بيتی از فردوسي در توصيف يكي از جنگ هاست:
ز گرد ستوران در آن پهن دشت 

زمين شد شش و آسمان گشت هشت
معناي بيت: در گذشــته مردم معتقد بودند كه زمين و آسمان هر 
يك، هفت طبقه دارند كه البته امروز اين حرف اعتبار ندارد. فردوسي 
مي خواهد بگويد كه آن جنگ چنان عظيم بود كه در نتيجة تاختن 

اسب ها، يك طبقه از زمين گرد شد و به آسمان رفت؛ در نتيجه:
زمين 6=1-7 و آسمان 8=7+1.

شاعر و رياضيات!
هماننــدي تخيل آفرينندة رياضيات و شــاعر، همــواره مورد توجه 
دانشــمندان بوده اســت. هانري پوانکاره، رياضي دان، فيزيك دان 
و فيلســوف بزرگ مي گويد: »رياضي دان كامل بايد تا اندازه اي شاعر 
باشد.« همو گويد: »نام دانشمند به خصوص رياضي دان را بايد به كسي 
داد كه در كار خود به احســاس يك هنرمند برســد و به اندازة يك 

هنرمند از محصول كار خود لذت ببرد.«
منظور پوانكاره اين نيست كه رياضي دان كامل بايد به صورت معمول 
شعر بگويد يا ديوان شعر داشته باشد، بلكه بدين معناست كه رياضي دان 

كامل كسي است كه داراي تخيل شاعرانه باشد.

ریاضیاتدر 
جعفرربانی
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زهرهپندی

ریاضیفکرکن!
برایهمه!

در اين شــماره يكی از ابزارهای وبگاه »رياضي فكر كن« را به نام 
»ابزار تجزيه و چيدمان عددها« معرفی می كنيم كه آقای هوشمند 

حسن نيا، از اعضای قديمی همين مجله، آن را ساخته است. 
اما پيش از ارائة نشــانی اين ابزار، بياييد به نتيجة چيدمانی كه 
روی برخی عددها انجام داده است، نگاهی بيندازيم. تصويرهای 
زير چيدمان نهايی عددهای دورقمی با دهگان 9، يعنی عددهای 
90 تا 99 هستند؛ يعنی در هر يك از اين تصويرها به تعداد يكی 
از اين عددها مهره وجود دارد كه تا جای ممكن در دســته های 

مساوی قرار گرفته اند و چيدمان نهايی را ساخته اند. 

ابـــــــــــــــــزار
تجــــــــزیه

وچيـــــدمان
عددها

ریاضی
وسرگرمی
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تا جای ممكن، يعنی اينكه اگر بتوان يك دسته را به دو يا چند 
دستة مساوی تقســيم كرد، ابزار اين كار را انجام می دهد. مثلاً 
90 را دو تا 45 تا می كند، بعد هر كدام از 45 ها را ســه تا 15 
تا می كند. بعد هر كدام از 15 ها را ســه تا 5 تا می كند! و حالا 
تصوير نهايی اســت؛ چون 5ها را نمی توان به دو يا چند دستة 

مساوی تقسيم كرد. 
به 10 تصوير قبل خوب نگاه كنيد. با اين توضيحات آيا می توانيد 

تصوير عدد 90 را پيدا كنيد؟
اگر درست عمل كرده باشيد، اين تصوير را برای 90 يافته ايد:

90=2×3×3×5

آيا به جز شــمردن مهره ها، راهی برای يافتــن تصوير عدد 91 
داريم؟ عدد 91 برابر حاصل ضرب 7 در 13 اســت! در ميان اين 
عددها، عدد 98 نيز مضرب 7 اســت؛ يعنی حاصل ضرب 7 در 
14. به تصويرهــای زير نگاه كنيد. در هر يك از اين دو تصوير، 
هفت دسته ای ها ديده می شوند. فكر می كنيد كدام تصوير 91 و 

كدام تصوير 98 است؟

اگر درســت انتخاب كرده باشــيد، تصوير عدد 91، هفت دستة 
13 تايی را نشان می دهد كه ديگر قابل دسته بندی در دو يا چند 
دسته نيستند. تصوير عدد 98، دو دسته را نشان می دهد كه هر 

كدام هفت دستة هفت تايی هستند؛ چرا كه: 7×7×2=98.
يكــی از تصويرهايی كــه در ابتدای متن ديديــم، به نظر جالب 

می رسد! به اين تصوير نگاه كنيد:

به نظر می رسد كه تصوير نهايی عددی كه در اين تصوير نمايش 
داده شــده، تنها يك دسته است و امكان دسته بندی مهره ها در 
دو يا چند دستة مساوی وجود نداشته است. می دانيد اين تصوير 

كدام يك از عددهای 90 تا 99 را نشان می دهد؟
جواب درست 97 است. عدد 97 تنها عدد اول در ميان عددهای 
90 تــا 99 اســت و نمايش آن در اين ابزار به شــكل يك دايره 
از مهره هاســت. در اين ابزار، مهره هايی كه تعدادشــان عددهای 
اول اســت، به همين ترتيب دور يك دايره چيده می شوند. شما 
می توانيد به اين ابزار مراجعه كنيد و با اســتفاده از آن چيزهای 
تازه ای دربارة عددها ياد بگيريد. و اما نشانی اين ابزار. برای ديدن 

اين ابزار به نشانی زير مراجعه كنيد:
https://mathink.ir/ابزار-چيدمان-اعداد/

وقتــی روی پيونــد )لينــك(، يعنی  تليك 
)كليك( كنيد، ابزار را مشاهده می كنيد. يك عدد به جای عدد 10 
وارد كنيد )با رقم های انگليســی( و دكمة »برو« را بزنيد. به همان 
تعداد مهره در صفحه نمايش داده می شــود. سپس عدد مرحله به 
مرحله تجزيه می شــود و همان مهره ها هــم گام با تجزية عدد، به 
شــكل های متفاوت در صفحه چيده می شوند. از اين ابزار می توان 
برای پژوهش دربارة عددها، تجزية آن ها و ديدن هر عدد به صورت 
تركيب ضربی عددهای ديگر اســتفاده كرد. راستی قبل از آنكه به 
اين ابزار سری بزنيد، به عدد 100 فكر كنيد. پيش بينی می كنيد 
كه ايــن ابزار، عدد 100 را چطور نمايش می دهد؟ پاســختان را 
يادداشــت كنيد، سپس سراغ ابزار برويد و ببينيد كه خروجی آن 

چقدر به پيش بينی شما شبيه است. 

ریاضی
وسرگرمی
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ومـدرسه 30

دورۀ 28/شماره 1
1401 مـهـــــــــــــــــر 

اشاره
پژوهش فرصتی افزون تر از مطالعة کتاب درســی 
است. یک چراغ پرنور، مسیری گسترده و امکانی 
اســت که اگر با سعی و تلاش بیشتر همراه باشد، 
رســیدن به موفقیــت را لذت بخش تر می کند. ما 
با این باور به آبادان رفتیم تا در »پژوهش ســرای 
بصیرت« با دو دانش آمــوز اهل تحقیق و مطالعه 
بیشتر آشنا شویم. آنان در کنار فعالیت های درسی 
خود در دورة اول متوسطه، مقاله نویسی، شرکت در 
رقابت های علمی و کارهای پژوهشی را هم دنبال 
می کنند. در این مســیر موفقیت های متعددی را 
هم کســب کرده اند. سيده ستايش ضيا و بهار 

آب خو، دو دانش آموز مخاطب ما هستند. 
در این گفت وگو، زهره معلميان، مدیر 
پژوهش سرای دانش آموزی بصیرت آبادان 
و سيدمهدی هاشــمی، دبیر ریاضی 
پژوهش ســرا هم در کنار ما بودند و هر 
جا لازم بود، با توضیح های خود اطلاعات 
تکمیلی ارائه می کردند. با هم می خوانیم.

***

پیــش از شــروع گفت وگو، ابتــدا خانم 
معلمیان چنیـن آغـاز کـرد: »از مهم ترین 
هدف هـای تأسیـــس پـژوهش سراهای 

دانش آمــوزی ترویج فرهنــگ پژوهش و تحقیق 
فردی و گروهی، رشــد و توســعة بنیــة علمی و 
پژوهشــی دانش آموزان، و ایجاد زمینه برای بروز 
خلاقیت های فردی در راستای علاقه ها و استعداد 
آنان اســت. در این راســتا و در حوزة ریاضیات، 
پژوهش سرای دانش آموزی بصیرت آبادان از سال 
1396 انجمن رياضيات را با حضور مدرســان 
توانمند و دانش آموزان علاقه مند سه دورة تحصیلی 
تأســیس کرد. مهم ترین اقدام انجام شده در این 
انجمن برگزاری نشســت های علمــی و دوره های 
حل مسئله و همچنین مسابقه های گوناگون حل 

مسئله است.«

 مهديهمسيبی

گفتوگو

گفتوگوباسیدهستایشضیاوبهارآبخو،دانشآموزانبرگزیدۀمقالهنویسیومخاطبانامروزمجله
چالشهاییبراینگاهچندبعدیبهجهان
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دورۀ 28/شماره 1
مـهـــــــــــــــــر  1401

é با موضوع مقاله نويسی برای درس رياضی 
چطور و از کجا آشنايی پيدا کرديد؟

è ستايش: در كلاس ریاضــي استاد هاشمي در 
پژوهش ســرای بصیرت، با بحث مقاله نویسی در 
حوزة ریاضی آشنا شــدم. این اتفاق هم به دلیل 
چالشــي كه در كلاس بر ســر یكــي از مباحث 
ریاضي پیش آمد، مرا به پژوهش و نوشتن مقاله با 

راهنمایي استاد هاشمي ترغیب کرد.
بهار: از آنجا که خانوادة من خانواده ای دانشگاهی 
اســت، من با مقولة مقاله نویسی بیگانه نبودم و تا 
حدودی آشــنایی داشــتم. اما اولین قدم ها را در 
زمینة مقاله نویســی ریاضی در »مسابقه های کاپ 
ریاضی پروفسور کرم زاده« آغاز کردم. این مسابقه ها 
در ارتباط با موضوع »کمی سازی داده های کیفی« 
بودند که برای من خیلی جذابیت داشت و مرا به 
دنیای »آشنایی با مجله های حرفه ای ریاضی« برد.

é چه کسی انتخاب کرد يا پيشنهاد داد در چه 
مبحثی مقاله بنويسيد؟

è بهار: چون اولین گام هایم را در مقاله نویسی ریاضی با 
مسابقه های »کاپ استاد کرم زاده« برداشتم، در وهلة 
اول به موضوع های مندرج در شیوه نامه محدود بودم. با 
این حال، از آنجا که به آمار و کاربرد آن در کمی سازی 
مسائل کیفی بسیار علاقه مندم، سعی کردم طوری 
مقاله را بنویسم که هم موضوع هاي مرتبط با آن ها را 
رعایت کرده باشم و هم به علاقه مندی خودم پاسخ 
گفته باشم. البته استادم، استاد هاشمی، همیشه 
پیشــنهادهای جذابی در زمینــة ریاضی برای من 

داشته اند.
ستايش: چــون این ســؤال در كلاس ریاضي در 
پژوهش ســرای بصیرت براي من پیش آمد، براي 
رســیدن به جواب، استاد هاشمي به من پیشنهاد 
دادند با نوشتن مقاله در این مسیر، به جواب سؤال 

خود نیز برسم.

é پرداختن به مقاله نويسی در حوزة رياضی به 
يادگيری درس رياضی شما چه کمکی کرد؟

è بهار: ریاضــی را از یــک درس صرفاً فرمولی 
درآورد و بــه آن بُعد داد. بــرای من ریاضی دیگر 
صرفاً یک درس ســاده نبود. من به مســئله های 
ریاضی به چشم چالش هایی نگاه می کردم که قادر 
بودند مشکلات جدی جهانِ پیرامونم را حل کنند. 
بنابراین به جرئت می توانم بگویم که مقاله نویسی 
دید مرا نسبت به درس ریاضی عوض کرد و باعث 
شد به حل هر مســئله به صورت چندبُعدی نگاه 
کنم. بنابراین یادگیــری مفاهیم درس ریاضی را 

برایم بسیار لذت بخش تر کرد.

ستايش: درست است كه من در خیلي 
زمینه هــا و مســابقه ها در درس ریاضي 
شركت كرده ام و مقام های زیادي كسب 
كرده ام، اما حقیقتاً مقاله نویسی چون به 
مطالعة كتاب های فرادرســي، مقاله های 
ســطح بالا و منابع تحقیقاتي معتبر نیاز 
دارد، ســبب شد ذهن من بسیار باز شود 
و مطالــب به خوبي در ذهنم جا بیفتند و 
از ایــن نظر كه خودم با تحقیق به جواب 
سؤال هایم رســیدم، نوشتن مقاله خیلی 

برایم دلنشین و جذاب شد.

é نوشتن مقاله چقدر زمان برد، چند 
صفحه بود، از چه کسانی در اين زمينه 
کمک گرفتيد و از چه منابعی استفاده 

کرديد؟
è بهار: من تا به حال چند مقالة ریاضی 
کار کرده ام. نوشتن هر مقاله حداقل دو تا 
سه ماه و حتی گاهی بیشتر زمان می برد. 
دلیل این امــر هم برمی گــردد به نحوة 
برای کار مقاله نویسی  آماده سازی داده ها 
که کار تقریباً زمان بری اســت. اینکه یک 
مقاله چند صفحه باشــد، به شــیوه نامة 
مجله ای بســتگی دارد که مقاله را برای 
آن آماده می کنیم. مثلًا بعضی مجله ها یا 
مسابقه ها محدودیت تعداد صفحه دارند و 
بعضی محدودیت ندارند. تعداد صفحه های 
مقاله به طور میانگین می تواند بین 10 تا 

15 صفحه باشد.
در نوشــتن مقالــه از اســتادان محترم 
آقای  به خصوص  بصیرت،  پژوهش سرای 
هاشــمی، کمــک گرفتم. ایشــان برای 
جواب به ســؤال های ما همیشــه زمان 
می گذاشــتند. من همین جا می خواستم 
از ایشــان تشــکر کنم. منابع یک مقالة 
حرفه ای حتماً باید از مجله ها و کتاب های 
معتبر ریاضی انتخاب شوند. در این زمینه 
استفاده از موتورهای جست وجوی مقالة 
فارســی )مثل ســید1 و ســیویلیکا2( و 
انگلیسی )مثل گوگل اسکالر3( برای من 
خیلی کارآمد بود. ضمن اینکه کتاب هایی 
که آقای دکتر هاشمی در اختیار من قرار 

دادند هم راه گشا بودند.
ستايش: مقالــة من حدود شش صفحه 
بود و نوشــتن آن تقریبــاً دو ماه طول 
کشــید. در این مســیر اســتاد هاشمي 
بزرگوار، و پدر و مادرم كـــه بزرگ ترین 

پشتـــوانة زندگي من هستند، در كنارم بودند و 
مرا راهنمایي کردند. من از کتاب ها و منابع علمی 

متفاوتی بهره بردم.

é ظاهراً هر دو نفر شما عضو پژوهش سرای 
بصيرت در شــهر آبادان هستيد. دربارة اين 
پژوهش سرا و فعاليت های آن برای ما بفرماييد. 
پژوهش سرا به ارتقای سطح علمی شما، به ويژه 

در درس رياضی، چه کمکی می کند؟
è ستايش: زماني كه من با پژوهش سرای بصیرت 
آبادان و اســتادان مجرب آن آشــنا شــدم و در 
كلاس های گوناگــون آن، از جمله كلاس ریاضي 
شــرکت کردم، روحیة پژوهشگری در من بیشتر 
شد. با تشــویق ها و راهنمایی های خانم معلمیان 
عزیز هم در مسیري قرار گرفتم كه دریچه ای تازه 
از زندگي به رویم باز شــد. خانم معلمیان گرامي 
و همكارانشان، با استعدادیابي در زمینة ریاضي و 
برگزاري مسابقه ها، نه تنها باعث پیشرفت ذهني 
من، بلکه بسیاري از دانش آموزان شدند. به جرئت 
مي توانم بگویم در آبادان كمتر جایي به این شكل 
وجود دارد. در اینجا لازم مي دانم از مدیریت محترم 
پژوهش ســرای بصیرت، خانم معلمیان بزرگوار و 
اســتادم جناب آقاي هاشمي كه صادقانه در كنار 
ما دانش آموزان آباداني هستند، سپاسگزاري كنم.

بهار: باید عرض کنــم، کمک هایــی را که این 
پژوهش سرا در زمینة ریاضی به من کرد می توانم 
به دو بخش تقســیم کنــم: اول کلاس هایی که 
به صورت کاملًا علمی بــرای دانش آموزان برگزار 
می شدند؛ مثل کلاس های حل مسئله، ریاضی های 
پایــه و حتی دوره های کوتاه مقاله نویســی. دوم، 
حمایت های مدیریت و اســتادان پژوهش ســرا از 
دانش آموزانی که علاقة بیشــتری برای یادگیری 
حرفه ای یک شــاخه داشــتند. هــرگاه در انجام 
پژوهش با چالشــی مواجه می شــدم، دلگرمی و 
حمایت علمی دکتر هاشمی و خانم معلمیان، برای 
برخاســتن دوباره و غلبه بر مشکل و حل چالش 

یاری ام می کرد.

é شما در کارســوق های رياضی هم شرکت 
می کنيد. از اين کارسوق ها برايمان بگوييد.

è ستايش: از آنجا كه كارسوق ریاضي به صورت 
كارگاه آموزشــي برگزار مي شد و در این كلاس ها 
و كارگاه ها افتخار آشنایي با استادان بزرگ ریاضي 
را داشتم، بسیار برایم آموزنده بود. ضمن اینكه كار 
گروهي و تیمي باعث افزایش بهره وری و افزایش 
كیفیت كار، هم فكري و مشــورت مي شــود. این 

شرایط سبب موفقیت تیم ما در این زمینه شد.

گفتوگو
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بهار: ببینید، کارســوق ها مجموعه مسابقه هایی 
زیرمجموعة »ســازمان ملی پرورش استعدادهای 
درخشــان« )ســمپاد( هســتند. با برگزاری هر 
کارســوق، تمامــی دانش آمــوزان زیرمجموعــة 
»سمپاد«، به انجام چالشــی دعوت می شوند که 
می بایــد با تکیه بر مجموعــه همایش هایی که یا 
به صورت برخط و یا حضوری هستند، انجام دهند. 
در مورد کارســوق ریاضیِ استاد کرم زاده هم روال 
به همین شکل بود و در نهایت ما با انجام یک کار 
تیمی موفق شدیم مقام اول را در این چالش علمی 

به دست آوریم.
هاشــمی: اســتادان برگزارکنندة کارسوق یک 
سلسله مبحث ها را انتخاب و دوره ای در این زمینه 
برای همکار برگزار می کنند. ســپس چند سؤال 
چالشــی از طرف هیئت برگزارکننده به گروه های 
دانش آموزی داده می شود و آن ها به همراه استادان 

راهنمای خود به دنبال بهترین پاسخ ها می روند.

é کلاسی به نام کلاس حل مسئله داريد. منظور 
از اين کلاس چيست؟ چگونه مسئله هايی در 
اين کلاس مطرح و چگونه حل می شوند؟ اصولًا 

اين کلاس چه چيزی ياد می دهد؟
è ســتايش: در كلاس حل مسئلة ریاضي كه با 
حضور استاد هاشمي و استاد بحریني برگزار شد، 
این بزرگواران، مســئله هایی فراتر از سطح كتاب 
مطرح می کردند كه چالش برانگیز بودند و بیشتر 
مسئله ها را از چندین راه می شد حل کرد. به این 
ترتیب ما با راه حل های متفاوت آشنا می شدیم. این 
روش باعث رشــد فكري دانش آموز می شود و به 

نوعي ورزش ذهن است.
بهار: کلاس های حل مسئله کلاس هایی هستند 
که به ابتکار مرکز پژوهش سرای بصیرت و به همت 
استادانی مانند استاد هاشمی برگزار می شوند. ابتدا 
آزمونی می گیرند و سپس دانش آموزان یک دورة 
تحصیلی در سطح شهرســتان آبادان که در این 
آزمون برگزیده شــده باشند، از طرف پژوهش سرا 
به شرکت در این کلاس ها دعوت می شوند. از آنجا 
که من هم یکی از برگزیــدگان این آزمون بودم، 
توانستم در کلاس حل مسئله شرکت کنم. در این 
کلاس ها ما با تکیه بر علم ریاضی چگونگی فرایند 
مواجهه با یک مسئله و همین طور حل قدم به قدم 
آن را یــاد می گرفتیم. در واقــع فنون علمی حل 

مسئله به ما آموزش داده می شد.
هاشــمی: در این کلاس ها تأکید بر حل مسئله 
به روش های چندگانه اســت. به اصطلاح از روش 

»روش تدریس باز«4 استفاده می شود.

é معمولًا کلمة آزمايشــگاه در ذهن 
افــراد با درس شــيمی، فيزيک يا 
زيست شناســی مرتبط می شود. اما 
ظاهراً اين پژوهش ســرا آزمايشگاه 
رياضی دارد. دربارة اين آزمايشگاه و 

فعاليت های آن برای ما بگوييد.
è ستايش: در زمان برگزاري مسابقه های 
خوارزمــي ریاضي كه یكي از مباحث آن 
آزمایشــگاه ریاضي بود، با توجه به اینكه 
در كلاس ریاضــي اســتاد هاشــمي در 
پژوهش سرای بصیرت شركت داشتم، از 
راهنمایي های استاد هاشمي بهره گرفتم 
و بــه كمك »نرم افزار جئوجبرا«5 در این 
زمینه كار كردم. اســتاد هاشمي خیلي 
از مواقــع هنگام تدریــس از این برنامه 
اســتفاده مي کرد. جئوجبرا در فهم بهتر 
مسئله ها به دانش آموزان كمك مي کند، 
ضمن اینكه به جذابیت و شیریني درس 

ریاضي هم می افزاید.
بهار: یکــی از جذاب تریــن و زیباترین 
به واســطة  بخش های علــم ریاضی که 
پژوهش ســرای بصیــرت بــا آن آشــنا 
شــدم، کاربرد آزمایشگاه ریاضی در حل 
مسئله های ریاضی است. ما دانش آموزان 
عاشق اســتفاده از آزمایشــگاه هستیم، 
چون علــم را به صورت شــهودی به ما 
آمــوزش می دهد. پیــش از این رنگ و 
شــکل محلول ها و اسیدها به درک بهتر 
ما از علم شیمی کمک می کردند و اینکه 
بتوانیم مسئله های ریاضی را هم به صورت 
شهودی درک کنیم، بسیار جذاب بود. از 
ابزارهای آزمایشگاه ریاضی در سطح دورة 
دوم متوســطه می توانم به نرم افزارهای 

»دسموس«6 و جئوجبرا اشاره کنم.
هاشمی: آزمایشگاه ریاضــی در آموزش 
ریاضــی به معنای اســتفاده از وســایل 
کمک آموزشــی و نرم افزارهای آموزشی 
مانند جئوجبرا اســت و به طور مستمر از 
این وسایل در کلاس ها استفاده می شود.

بهار: مثــلًا من در پروژه ای که به بخش 
نوجوان خوارزمی ارائه دادم و در ســطح 
آبادان پذیرفته شد و مقام دوم را به دست 
آورد، بــرای اثبــات و درک بهتر مبحث 
تشابه از نرم افزار دسموس بهره گرفتم. در 
محیط این نرم افزار با استفاده از خط ها، 
منحنی هــا، زاویه ها، و دیگر ابزار مرتبط، 

تصویر می کشیم و شــکل ها را متحرک می کنیم. 
من با اســتفاده از خط ها دو مثلث ایجاد کردم و با 
اســتفاده از متحرک سازی آن ها تشابه را به شکل 

شهودی نشان دادم.
هاشــمی: مثلًا فرمول حجم هرم را که یک سوم 
حجم منشور است، با این نرم افزار می توان نشان داد.

é و ســؤال پايانی اين است که با مجلة رشد 
رياضی برهان تا چه اندازه آشــنايی داريد و 
چه بخش هايی از آن را دوست داريد و مطالعه 
می کنيد؟ اصولًا مطالعــه و خواندن مباحث 
رياضی از طريق مجله يا کتاب های غيردرسی 

چقدر می تواند به يادگيری کمک کند؟
è ستايش: مجلة رشــد ریاضي برهــان، علاوه بر 
آشناسازی ما با مشاهیر مطرح ریاضي و برنامه ها و 
نرم افزارهای مرتبط با درس ریاضي، مباحث پیچیدة 
ریاضــي را برای ما باز می کنــد و اخبار و اطلاعات 
در خصوص این درس را برای ما شــرح می دهد. با 
توجه به اینكه كتاب ریاضي دانش آموزان به صورت 
كلي است و براي همة دانش آموزان برنامه ریزی شده 
اســت، مطالعة مباحث ریاضي از طریق مجله هایی 
مثــل مجلة رشــد ریاضي برهان و یــا كتاب های 
غیردرســي مي تواند به رشــد فكري دانش آموزان 

كمك كند و سطحشان را بالاتر ببرد.
بهار: »رشــد ریاضی برهان« یکــی از مجله های 
حرفه ای و در عیــن حال جذاب برای دانش آموزان 
علاقه مند به ریاضی اســت. من بخش گفت وگو و 
همچنین ریاضی کاربردی را دوست دارم و با علاقة 
بیشــتری دنبال می کنم. من به عنوان کسی که به 
کتاب و مجله علاقة زیــادی دارم و کتاب خواندن 
جزئی از فعالیت های روزمره ام محســوب می شود، 
اســتفاده از کتــاب و مجله ها را بــرای درک بهتر 
مســئله ها، به خصوص مســئله های ریاضی خیلی 
پیشنهاد می کنم. به خصوص مجله هایی مثل برهان 
که ریاضی را از حالت صرفاً محاسبه و کاربرد فرمول 
خارج می کند و جنبه های قشنگ، جدی و حتی گاه 

سرگرم کنندة ریاضی را به ما نشان می دهد.

é ممنون از شما.

پی نوشت ها
1. SID.ir
2. Civilica.com
3. Google scholar
4. open teaching metod
5. geogebra
6. desmos

گفتوگو
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ریاضی
ومـدرسه

مرتضیمرتضوی

تقسيمچندجملهایبرچندجملهای
دانش آموزان عزیز در این شــماره می خواهیم مبحث »تقســیم 
چندجمله ای بر چندجمله ای« را شــرح دهیم كه از موضوع های 
مهــم ریاضی نهم اســت و برخي در انجام آن با مشــكل مواجه 
می شوند. به نمونه سؤال های زیر كه دانش آموزان پایة نهم به آن ها 
پاسخ داده اند، توجه كنید. سعي كنید اشتباه های موجود در این 

نمونه ها را شناسایي و آن ها را اصلاح كنید.
در سؤال اول از دانش آموزان خواسته شده بود كه خارج قسمت و 

x را به دست آورند. همان طور که  x
x
+ −
−

2 3 10
2

باقي ماندة تقسیم 
در تصویر 1 راه حل را ملاحظه می کنید، دانش آموز به اشتباه عامل 
x و 2 در صورت و مخرج را ساده کرده و در نهایت نتوانسته است 

پاسخ صحیحي براي این سؤال بنویسد.

درحالی که می دانیم، زمانــی می توانیم عاملی را حذف کنیم که 
بتوانیم آن را به صورت ضرب در عبارت دیگری بنویســیم. براي 

x را داشــته  (x )(x ) x(x )
x(x )(x ) (x )

− + +
=

+ − +

2 2 3 3
5 2 5

مثال، اگر عبارت 

باشیم، می توانیم عامل x و )x-2) را در صورت و مخرج كسر ساده 
كنیم. لذا چون در تجزیة صورت كسر داده شده، عامل مشتركي 
با مخرج وجود ندارد، لازم است براي انجام تقسیم، آن را به صورت 
x بنویسیم و مراحل تقسیم به این روش را  x x+ − −2 3 10 2

ادامه دهیم.
به سؤال دوم در تصویر 2 توجه كنید. اغلب دانش آموزان پاسخي 
به این ســؤال نداند كه به نظر می رســد یكي از دلایل اصلي آن 
اســتفاده از متغیر y به جاي متغیر x در صورت سؤال است. یك 

دلیل دیگر هم می تواند شكل تقسیم باشد!

یکی دیگر از اشــتباهات رایج بین دانش آموزان در انجام تقسیم 
چندجمله ای بر چندجمله ای هنگامی است که حاصل ضرب جملة 
خارج قسمت در مقســوم علیه را از مقسوم کم می کنیم. در واقع 
برخي از دانش آموزان هنوز نمی دانند چرا و چگونه باید حاصل را از 
مقسوم علیه كم كنند. به خاطر دارید وقتی که می خواستیم عدد 9 
را بر 2 تقسیم كنیم، می گفتیم در 9 تا چند 2 تا هست؟ پاسخ 4 تا 
بود و سپس حاصل ضرب 4 در 2 را از 9 كم می كردیم و باقي مانده 
را می نوشتیم. چون باقي مانده یعني 1 بر 2 بخش پذیر نبود، دیگر 

9تقسیم را ادامه نمی دادیم.
-8
1

2
4

در تقســیم چندجمله ای بر چندجمله ای هم همین كار را انجام 
می دهیــم. اما از پاســخ های دانش آموزان معلوم شــد که اغلب 
آن ها درك نادرســتي از تفریق چندجمله ای ها دارند. براي مثال، 
در تصویرهــاي 3 تا 5 چند نفر جملــة 6x2 را از 8x كم كردند، 
درحالی که می دانیم فقط جمله های متشابه را می توانیم از هم كم 

و یا بــا هم جمع كنیم. 
اشتباه ها در انجام تقسیم 
چند  بر  چندجملــه ای 
چندجملــه ای متنــوع 
است كه برخي از آن ها 
به نداشتن درك درست 
از فرایند انجام تقســیم 
هم  برخي  و  برمی گردد 
با مفاهیم پیش نیاز مانند 
جمع، تفریق و تقســیم 

یک جمله ای ها مرتبط است.
 را می توان 

۷
-6
1

3
2 ســؤال: با توجه به اینكه حاصل تقســیم 

7= نوشت، حاصل تقسیم  بر x2+1 بر x+1 را نیز  123 3 به صورت 
به همین صورت بنویسید.

ســؤال بالا با این هدف كه ببینم آیا دانش آموزان درك درستي از 
تقسیم و حاصل آن دارند و آیا قادرند آن را به صورت كسر بنویسند، 
داده شده است. متأسفانه هیچ کدام از دانش آموزان پاسخ درستي 
به این ســؤال ندادند. درحالی که اگر دانش آموز ساختار و اجزاي 
تقسیم، یعني مقسوم، مقسوم علیه، خارج قسمت و باقي مانده را به 
خوبي بشناسد، به راحتي از صورت سؤال هم می تواند پاسخ صحیح 

را دریافت كند.
با  باشــید كه  توجه داشته 
توجه به مفهوم تقســیم و 
كسر همواره مي توانیم رابطة

a را به صورت 
-   

r

b
q

a rq
b b
= + a یا  rq

b b
=

بنویسیم.

تصویر1

تصویر2

تصویر3

تصویر4

تصویر5
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فناوری به دانش آموزان کمک می کند ریاضی 
را در هر جای دنیا که هستند، بیاموزند. گسترة 
جهان مدرســة جدید دانش آموزان است. این 
مدرســة جهانی در مورد هر موضوع ریاضی، 
می تواند ایده هــای تازه به دانش آموزان بدهد 
و روند یادگیری ریاضی را برایشان آسان کند. 
ریاضی یکی از درس های پایه و بســیار مهم 
در دوران تحصیل هر فردی است. دانشمندان 
معتقدند که یادگیری ریاضی در ســن پایین 
نه تنها مهارت محاسبه های پایه را در کودک 
تقویت می کند، بلکه مهارت های دانش ریاضی، 
به انسان قدرت درگیرشدن با مسئله و یافتن 
راه حل را می دهد. اما متأسفانه درس ریاضی 
در طول تحصیل برای بیشــتر دانش آموزان 
دشوار، ســرد و بی روح است و علاقة چندانی 
به این درس ندارند. آن ها ریاضی را درســی 
می دانند که باید گذرانده شود تا به پایة بالاتر 
راه یابند. اما با استفاده از فناوری های نوین و 
ورود آن به آمــوزش، روش تدریس ریاضی و 
در نتیجه دیــدگاه دانش آموزان به این درس 

راه می توان تغییر داد.
یکی از برنامه هایی که به شما کمک می کند 
اکثــر مباحث ریاضی را به صــورت خلاصه و 
کامل )فرمول وار( همواره در تلفن همراهتان 
داشته باشــید، برنامه ای است به نام »فرمولا 
فــری«1. در این برنامه فرمول های ریاضی در 
موضوع های متفاوت، مانند هندســه، مشتق، 
هندســة تحلیلی، جبر، انتگــرال، ماتریس، 
تبدیــل واحدهــا و ... ارائه شــده اســت. از 
ویژگی های خوب این برنامه، امکان تنظیم آن 
به زبان فارسی است. برنامه ظاهری ساده دارد 

و درعین حال بسیار کاربردی است.
در این قسمت از مقاله قصد داریم به مباحث 
هندسی مرتبط با دورة اول دبیرستان که در 
این برنامه آموزش داده شده اند، نگاهی داشته 

باشیم.
برای نصب برنامه کافی اســت به نشانی زیر 

مراجعه کنید:
https://cafebazaar.ir/app/com.nsc.
mathformulas.lite

پس از نصب، شمایل  روی صفحة گوشی 
شما ظاهر خواهد شد که دروازة ورود به این 
برنامه است. پس از ورود به برنامه تصویر 1 را 
مشــاهده خواهیم کرد که در آن دسته بندی 

مطالب را به زبان انگلیســی آمده است. 
برای درک بهتر می توانیم آن را از روشی 
که گفته می شود، به زبان فارسی تبدیل 

کنیم.

فارســی کردن محیط این برنامه با كلیك 
)تلیک( روی ســه نقطة بالا، سمت راست 
صفحة شــروع و مانند تصویر 2 و 3 انجام 

می شود:

برای اینکه از مطالب هندسی این برنامه 
اســتفاده کنیم، کافی اســت بــه اولین 
بخش از قسمت سمت چپ صفحه یعنی 

 مراجعه کنیم. 
در این بخش، مباحث هندســی ســاده، 
مانند مثلث و مربع تا شکل های سه بعدی، 

به صورت فرمول وار معرفی و آموزش داده شده 
است.

در تصویر 4 که به مبحــث مثلث اختصاص 
دارد، شما موارد زیر را ملاحظه می کنید.

é آشــنایی با شکل مثلث و نام گذاری اجزای 
آن )زاویه ها، ضلع ها و ارتفاع(.

é نحوة محاســبة مســاحت مثلث )A) که از 
حاصل ضــرب ارتفاع در قاعده، تقســیم بر 2 

به دست می آید.
é نحوة محاســبة محیــط )P) که از مجموع 

اضلاع آن به دست می آید.
é محاسبة مســاحت مثلث از طریق )s( که 

مشخص شده نصف محیط مثلث است.
é مجموع زاویه های مثلث که برابر با 180 است.

در تصویــر 5 هم شــما با میانة مثلث آشــنا 
می شوید.

é در یک مثلث دلخواه شکل میانه را به شما 
معرفی می کند: خطی اســت کــه از رأس به 
وسط ضلع روبه رو برخورد می کند. بنابراین دو 

قطعة مساوی ایجاد می کند.
é نحوة محاســبة اندازة میانه با اســتفاده از 

اندازة ضلع های مثلث را بیان می کند.
در تصویــر 6 بــا نیم ســاز یک مثلث آشــنا 

می شوید.

ریاضی
فاطمهدرويشیونـرمافزار

معرفیبرنامـ﹦ریاضیفرمولافری
تصویر1

تصویر2

تصویر3

تصویر4

تصویر5
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é در تصویــر 6 یک مثلث و نیم ســاز یکی از 
رأس های آن رسم شده و مشخص شده است 
که نیم ســاز زاویه را به دو قســمت مساوی 

تقسیم می کند.

é در بخش بعد هم این قضیه را بیان می کند: 
»در هر مثلث، نیم ساز هر زاویة داخلی، ضلع 
مقابل خود را به نســبت اضلاع خود قسمت 

می کند.«
در ادامة بحث به خصوصیات مثلث قائم الزاویه 
که در این برنامه مثلث راست گوشــه ترجمه 

شده، پرداخته شده است.
é در این بخش مانند تصویر 7 نیز ابتدا شکل 

و اجزای مثلث قائم الزاویه معرفی می شود.
éاa2+b2=c2 بــه قضیــة فيثاغورث اشــاره 
می کند )طول وتر به توان دو برابر با مجموع 

مربعات دو ضلع دیگر است(.
محاســبة  فرمول های   A ab ch= =

1 1
2 2

éا
مساحت مثلث را معرفی می کند.

é در بقیة قسمت ها یک سلسله تناسب مربوط 
به این نوع مثلث معرفی شده است.

بعــد از اتمام مباحــث مربوط بــه مثلث ها 
)سه گوشه ها( به مباحث شکل های چهارگوشه 

یا چهارضلعی ها پرداخته شده است.
در تصویرهای 8 و 9 در مورد مربع و مستطیل 

آموزش های لازم داده شده است.

ریاضی
ونرمافزار

é شــکل مربــع و مســتطیل و یکی از 
قطرهای آن ها رسم شده است.

é محیط و مساحت آن ها معرفی شده است.
é نحوة به دســت آوردن انــدازة قطر هر 

شکل فرمول بندی شده است.
در ادامة مباحث شــکل های چهارگوش 
یــا چهارضلعی هــا، به صــورت کامــل 
بــه متوازی الاضــلاع، لــوزی، ذوزنقه و 

چهارضلعی كوژ پرداخته شده است.
دایره مبحث بعد از چهارضلعی هاست که 

در این برنامه آموزش داده شده است.

é در تصویــر 10 یک دایره با یک قطر و 
شــعاع به منظور معرفی این شکل رسم 

شده است.
é محیط و مساحت دایره با مقدار تقریبی 

عدد پی معرفی شده است.

مباحث بعد از دایره تا بخش شــکل های 
ســه بعدی، خارج از بحث دورة تحصیلی 
شما دانش آموزان دورة اول است. بنابراین 
بهتر است به مباحث شکل های سه بعدی 
بپردازیم. شکل های سه بعدی که در این 
قسمت معرفی شده اند، عبارت اند از: کره، 
اســتوانه، مخروط، هرم، مکعب و منشور 

)تصویرهاي 11 تا 16).
اجزای  معرفی شکل های ســه بعدي  در 
مهم و نحوة محاسبة حجم و مساحت هر 

یک از آن ها بیان شده است.

تصویر6

تصویر7

تصویر8

تصویر9

تصویر10

تصویر11

تصویر12

تصویر13

تصویر14

تصویر15

تصویر16
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اندازه گيری با خط كش هميشــه برايم كار ســختی بوده است و حوصلة 
تنظيم درجه های آن را نداشته ام. به خصوص وقتی سر و تهِ چيزی را كه 
اندازه می گيرم، دقيقاً روی درجه بندی خط كش نمی افتد. از بچگی دنبال 
روش هايی می گشــتم كه بتوانم با دست خالی، طول يك چيز را به چند 
قسمت مساوی تقســيم كنم. زمانی كه با »كاغذتايي« )اوريگامي( آشنا 
شــدم، می ديدم كه فقط با تازدن خود كاغذ و بدون هيچ ابزار اضافه ای 

همه چيز ساخته می شود. 
يادم نيســت اولين بار دقيقاً كِی بود كــه به طرح هايی برخوردم كه بايد 
برای ساختنشان صفحه را به چند قسمت مساوی تقسيم می كردم. مثلاً 
اگر تابه حال فرفرة كاغذی )بدون چســب و قيچی( ساخته باشيد، شما 
هم با اين تقسيم ها آشــنايی داريد. در ساده ترين فرفره، صفحه را چهار 
بخش می كنيم. در شمارة قبلی با تقسيم به سه قسمت آشنا شديم و يك 
مدل فرفره با سه قسمت كردن كاغذ ساختيم. اگر كمی ديگر صبر كنيد، 

طرح های ديگری هم خواهيم ديد.

در مجموعه شكل 1 دو مثلث  داريم كه به يكديگر شباهت دارند يا به قول 
رياضی بلدها متشــابه اند. )كدام مثلث هــا؟( در چندضلعی هايی كه با هم 
متشابه باشــند، زاويه های متناظر با هم برابرند و ضلع های متناظر با هم 
تناسب دارند. يعنی نسبت ضلع های متناظر به يكديگر مقدار ثابتی است. 
مثلاً در مجموعه شكل 2، چهارضلعی سفيد با چهارضلعی نارنجی متشابه 
اســت، ولی با چهارضلعی بنفش نه! هرچند در هر ســه شكل، زاويه های 

داخلی با هم برابرند.
 

مجموعهشكل2

پيش از ايــن از خوبی هــای مثلث ها كمی صحبــت كرديم. نكتة 
جالب اين اســت كه برای متشــابه بودن دو مثلث فقط كافی است 
كه زاويه های يكی با زاويه های ديگری برابر باشــند. تناسب داشتن 
ضلع های متناظر، ارتفاع و ... خودبه خود حل می شود. اگر زاويه های 
داخلی دو مثلث با هم برابر باشــند، ضلع های آن ها با هم تناســب 
دارند. مثلاً اگر دقت كنيد )مجموعه شكل 3(، طبق نام گذاری زير، در 

مثلث های قرمز و نارنجی داريم:
ˆ )AD نيم ساز( ˆA D= = 45�
 B=E )خطوط موازی و مورب(

نارنجي C=قرمز C )متقابل به رأس( 

مشخص است كه طول ضلع بزرگِ مثلثِ بزرگ، دو برابر ضلع بزرگِ 
مثلثِ كوچك است )چرا؟(. 

مجموعهشكل3  

. بنابراين  ED = 1
2 اگــر اندازة ضلع مربع )AB( برابر 1 باشــد، پس:

ارتفاع مثلت بــزرگ )H( دو برابر ارتفاع مثلث كوچك )h( اســت. 
همچنين با توجه به مجموعه شكل 3 روشن است كه جمع ارتفاع های 
 H = 2

3
رسم شدة مثلث ها برابر ضلع مربع، يعنی همان 1 است. پس: 

. h = 1
3

و 
حــالا اگر از نقطة C بر ضلع پايين مربع )DB( عمود كنيم )شــكل 
13 را خواهيم داشت. )لطفاً بپرسيد  4(، كنار ضلع پايينی هم، اندازة 

چرا؟!(
 

حالا كه خيالمان از تقسيم به 2، 3 و 4 راحت شد )و البته اگر يادتان 
باشد: 8 و16 و 32 و ...(، می رسيم به عدد طبيعی بعدی، يعنی 5. خبر 
15 صفحه را هم پيدا  خوب اين اســت كه با هميــن روش می توانيم 
كنيم. اما خبر بهتر اينكه روش اخير برای ساختن هر كسر ديگری هم 

عليرضامحمدصالحی

ریاضی
وکاربرد

کاردستیهایکاغذی
کاغذ،تا،تقسيم
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به درد می خورد! مجموعه شــكل 5 به ما نشان می دهد چطور با 
15 را هم توليد كنيم. 14 صفحه، كسر  استفاده از 

همان طور كه پيداســت )شايد هم نباشد!(، نسبت h به H برابر 
. h = 1

5 H و  = 4
5 1 به 4 است؛ بنابراين: 

ايــن روش برای پيدا كردن هر كســر دل خواهی از كنار صفحه 
جواب می دهد. روش تقســيم به 7 قسمت يا 9، 10، 11 و ... را 
پيدا كنيد. )پيشنهاد می كنم پيش از تازدن، برای روش خودتان 

شكل بكشيد.(
روشــی كه در بالا ديديم از نظر رياضی كاملاً درست است، ولی 
وقتی كار به تازدن كاغذ می رسد، يك مشكل به همراه دارد. اگر 
دقت كنيد، در مرحلة ســوم خط تا از گوشه می گذرد و تازدن 
خطی كه از گوشــة كاغذ بگذرد )به جز وقتی كه قطر مربع را تا 
می زنيم(، معمولاً كار ســاده ای نيست. می توانيد امتحان كنيد 
و ببينيــد كه اين گونه تازدن، چطور شــما را به چالش خواهد 
كشــيد. برای راحت ترشــدن اين مرحله می توان كمی فرايند 
ســاخت را عوض كرد. مثلاً پس از تازدن قطر، ابتدا ضلع مربع 
را از وســط كامل تا بزنيم و يك مستطيل بسازيم. سپس قطر 
مستطيل را تا بزنيم )مانند مجموعه شكل 6(. برای تا زدن قطر 
مستطيل بايد حواسمان باشد، همان گوشه ای را بالا بكشيم كه 

قطر مربع از آن گذشته.
 

اين مشكل زمانی برای شما جدی خواهد شد كه بخواهيد كسرهای 
كوچك تری بسازيد يا وقتی صفحه پر از خط های اضافی باشد.

اگر مجله را چند صفحه ورق بزنيد، يك صدف حلزونی كاغذی 
خواهيد ديد كه يكی از ســاده ترين صدف های كاغذتايي است. 
در مجموعه شــكل 7، مرحله های ابتدايی ساخت اين صدف را 

می بينيم.
 

مرحله های كامل ســاخت اين صدف در همان صفحة پشت جلد در 
13 رسيديم.  دسترس شماست. اما همان طور كه می بينيد، باز هم به 
اين بار با خط های تايی كه هيچ كدام از گوشة كاغذ نمی گذرند. چطور 
13 رسيديم؟ يك بار ديگر مرور كنيم: مثل روش قبلی وسط  به كسر 
12 ضلع( را علامت زديم ]مرحلة 1[. گوشــة پايين  ضلع )يــا همان 
ســمت راست را روی علامت وســط ضلع بالا گذاشتيم ]مرحلة 2[. 
همين جا تمام چيزی كه انتظار داشتيم ساخته شده است و مرحله های 
بعدی فقط يك علامت گذاری ســاده هستند. شايد بپرسيد چرا؟ به 

مجموعه شكل 8 كه نتيجة مرحلة 2 است، نگاه كنيد.

 23 قســمت جدا شده در بالای ضلع ســمت چپ، يعنی DE، برابر 
اســت. اين موضوع را از مرحله های بعــدی می فهميم. )چطور؟( اما 

13 رسيديم؟ چگونه با اين يكی روش به 
كليد فهميدن اين موضوع دو مثلث تشكيل شده در مجموعه شكل 8 
هستند. اگر با قضية فيثاغورس، يا به طور درست تر پيثاگوراس1، آشنا 
باشــيد، احتمالاً مثلث هايی را كه نسبت اضلاعشان 3، 4 و 5 باشد 
می شناســيد. به هر حال مثلث های ABC و CDE كه پس از تای 
شــمارة 2 به وجود آمده اند، نسبت اضلاعشان 3، 4 و5 است. آيا اين 
حرف درست است؟ اگر درست باشد چه ربطی به تقسيم به 3 دارد؟ 

اگر هم ربط داشته باشد، با تقسيم های ديگر چه كنيم؟
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پي نوشت
1. Pythagoras

ریاضی
وکاربرد

مجموعهشكل5

مجموعهشكل6

مجموعهشكل7

مجموعهشكل8

دورۀ28/شماره7
فروردیـــن 1402



ریاضی
وسرگرمی 38

محرمایردموسی

سكههایتقلبی
راپیداکن

 معماي دوم 
فرض كنيد 9 ســكه داريم كه يكي از آن ها تقلبي است 

و سكة تقلبي از سكة اصل كمي سنگين تر است. همچنين ترازويي 
دوكفه اي در اختيار داريم. با دو بار استفاده از ترازو سكة تقلبي را پيدا كنيد.

 راهنمايی: 1. از معماي اول استفاده كنيد. 2. 9 سكه را به سه دستة سه تايي تقسيم 
كنيد. قبول داريد كه يك دسته از اين سه دسته شامل سكة تقلبي است؟ اگر اين دسته را 

دستة تقلبي و دو دستة ديگر را دستة اصلي نام گذاري كنيم، آيا مي توانيد با يك بار استفاده از ترازو 
دستة تقلبي را مشخص كنيد؟ حتماً مي توانيد.

توجه: بهتر اســت تا معماي دوم را حل نكرده ايد، ادامة مطلب را نخوانيد! اگر معماي دوم را حل 
كرديد، به شما آفرين مي گويم. پس راه حل آن را بخوانيد و با راه حل خود مقايسه كنيد.

راه حل: همان طور كه در راهنمايي 2 گفته شد، 9 سكه را به سه دستة سه تايی افراز مي كنيم )يعني 
تقسيم مي كنيم(. دستة حاوي سكة تقلبي را دستة تقلبي و دو دستة ديگر را دستة اصلي مي ناميم. 
همانند راه حل معماي اول مي توانيم دستة تقلبي را با يك بار استفاده از ترازو پيدا كنيم. كافي است دو 
دسته را در دو كفة ترازو قرار دهيم و با مقايسة وزن آن ها دستة تقلبي مشخص خواهد شد. حال 

كه دستة تقلبي مشخص شد، بايد با يك بار وزن كردن سكة تقلبي را از ميان سه سكة اين 
دسته پيدا كنيم. آيا اين بخش از معماي دوم، همان معماي اول نيست؟ پس همان گونه 

عمل مي كنيم كه در راه حل معماي اول عمل كرديم و با يك بار وزن كردن سكة 
تقلبي را مشخص مي كنيم. 

سؤال 1. اگــر به جای 9 ســكه، 8 سكه داشتيم )شامل يك 
سكة تقلبي( راه حل چگونه بود؟ 7 سكه چطور؟ 

6 سكه چطور؟

 معماي اول 
سه سكة مشــابه داريم كه يكي از آن ها تقلبي 

است. سكة تقلبي سبك تر از سكة اصل است. البته آن قدر 
هم اختلاف وزن ندارند كه بشــود ســكة تقلبي را بدون ترازو، 

تشــخيص داد. يك ترازوي دوكفه اي هم داريم كه مي توانيم وزن دو 
سكه يا هر دو شي ء را با هم مقايسه كنيم. نشان دهيد با يك بار استفاده 

از ترازوي دوكفه اي مي توان سكة تقلبي را پيدا كرد. 
 راهنمايي: اگر دو سكه را در دو كفة ترازو قرار دهيم، چند حالت براي نتيجة 
مقايسة وزن اين دو سكه پيش مي آيد؟ در هر حالت چه نتيجه اي مي توان گرفت؟

توجه: بهتر است تا معماي اول را حل نكرده ايد، ادامة مطلب را نخوانيد! اگر معما 
را حل كرديد، ادامة مطلب را بخوانيد تا از درستي راه حل خود مطمئن شويد.

راه حل: دو ســكه را در دو كفة ترازو قرار مي دهيم. اگر وزن يكي از 
آن ها كمتر از ديگري باشــد، مي فهميم كه همان سكه تقلبي 

است. در غير اين صورت دو سكه هم وزن هستند و در 
نتيجه سكة سوم )كه در كفه ها قرار نگرفته( 

همان سكة تقلبي است.
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توضيح بيشتر: در معمای هشتم، 
10 كيسه داريم و در نتيجه معما 
از شــما مي خواهد 10 مجهول را 
پيدا كنيد: وزن هر سكه از كيسة  
اول، وزن هر ســكه از كيسة دوم، 
...، وزن هر سكه از كيسة دهم. اما 
تنها مجاز هستيد يك بار از ترازوي 
ديجيتال اســتفاده كنيــد. البته 
محدوديتي روي تعداد سكه هايي 
كه مي خواهيد وزن كنيد نداريد! 
حتــي اگر تعداد ســكه ها آن قدر 
زياد باشند كه به اندازة بار كاميون 
باشــند! اصلاً فــرض كنيد يك 
ترازوي بزرگ يك كفه اي داريد كه 
يك كاميون يا كانتينر روي كفة آن 
جا مي شود؛ مثل باسكول هايي كه 

در بندرها وجود دارند.
راهنمايي آخر: از نمايش عددها 
در مبنــاي 10 اســتفاده كنيد! 
راستي مي دانستيد كه رياضي دانان 
ايراني در توســعة نمايش عددها 
نقــش مهمي داشــتند و در اين 
زمينه به همراه رياضي دانان چيني 

و هندي پيشرو بودند؟

 معماي سوم
 27 ســكه داريم كه يكــي از آن ها تقلبي و 

ســبك تر از سكه هاي سالم اســت. با 3 بار استفاده از 
ترازوي دوكفه اي، ســكة تقلبي را پيــدا كنيد )اين معما را 

خودتان حل كنيد(.
سؤال 2. آيا ارتباطي بين سه معما مي بينيد؟ آيا مي توانيد )به قول 

رياضي دانان( اين معماها را تعميــم دهيد و يك معماي كلي تر طرح 
كنيد؟ به متن زير دقت كنيد:

3 سكه   1 بار استفاده از ترازو
2 بار استفاده از ترازو  32 سكه
3 بار استفاده از ترازو  33 سكه

.

.

.
... سكه   بار استفاده از ترازو ...

 معماي چهارم
12 ســكه داريم كه يكي از آن ها تقلبي است. سكة 

تقلبي ســبك تر يا ســنگين تر از سكه هاي ســالم است و ما 
نمي دانيم كه سبك تر است يا سنگين تر. با سه بار استفاده از ترازوي 

دوكفه اي، سكة تقلبي را مشخص كنيد. )اين معما را خودتان حل كنيد.(
 معماي پنجم

 دو تا كيســة پر از سكه داريم. همة سكه هاي يك كيسه سالم هستند و همة سكه هاي 
كيسة دوم تقلبي هستند. ما نمي دانيم كدام كيسه حاوي سكه هاي تقلبي است. يك ترازوي 
يك كفه اي هم داريم كه وزن هر شيء را كه روي كفة آن قرار دهيم، به ما مي دهد )ترازوي 
ديجيتال(. با يك بار اســتفاده از ترازوي يك كفه اي مشــخص كنيد كه كدام كيسه دارای 
سكه هاي تقلبي است. اين را هم مي دانيم كه سكة سالم 100 گرم و سكة تقلبي 99 گرم 

وزن دارد.
توجه: تا معما را حل نكرده ايد، ادامة مطلب را نخوانيد.

احتمالاً معما را در كســري از دقيقه حل كرده ايد. كافي است يك سكه از يك 
كيسة دلخواه را وزن كنيد. اگر وزن آن 100 باشد، كيسه حاوي سكه هاي 

سالم و اگر وزن آن 99 باشد، كيسه حاوي سكه هاي تقلبي است و 
معما حل مي شود. صبر كنيد! معماهاي عجيب تر را هنوز 

نگفته ايم. مطلب را پي بگيريد.

 معماي ششم
 در معماي قبل، فرض كنيد به جای دو كيسه سه كيسه داريد 

كه دو كيسه حاوي سكه هاي سالم هستند، اما در يك كيسه كه نمي دانيم 
كدام كيسه است همة سكه ها تقلبي هستند. سكة سالم 100 گرم و سكة تقلبي 99 

گرم است. تنها با يك بار استفاده از ترازو، كيسة حاوي سكه هاي تقلبي را مشخص كنيد.
 راهنمايي: مي توانيد از هر كيسه هر تعدادي خواستيد برداريد. اين امكان را دست كم نگيريد.

توجه: تا معما را حل نكرده ايد، قول بدهيد كه ادامة مطلب را نخوانيد. مطمئن هستم معما را حل كرده ايد، 
پس راه حل را بخوانيد.

راه حل: از كيسة اول 1 سكه از كيسة دوم 2 سكه و از كيسة سوم 3 سكه برمي داريم و همة آن ها را )6 سكه( يكجا 
وزن مي كنيم. اگر همة سكه ها سالم بودند )كه نيستند(، ترازو عدد 600 را نمايش مي داد. اما ترازو عدد كمتري را 

نشان خواهد داد. اگر ترازو عدد 599 را نشان بدهد، نتيجه مي گيريم كه تنها يك سكة تقلبي در ميان 6 سكه وجود دارد. 
بنابراين سكه هاي كيسة اول تقلبي هستند. اگر ترازو عدد 598 را نشان دهد، مي فهميم 2 سكه از 6 سكه تقلبي هستند. 
پس كيسة دوم حاوي سكه هاي تقلبي است. اگر هم ترازو عدد 597 را نشان دهد، 3 سكه از 6 سكه تقلبي هستند و در 

نتيجه كيسة سوم شامل سكه هاي تقلبي است. معما حل شد.
سؤال 3. آيا با برداشتن تعداد كمتري از سكه ها )كمتر از 6 سكه( هم مي توان معما را حل كرد؟

 معماي هفتم 
در دو معماي قبل، اگر تعداد كيسه ها )به جای 2 و 3( برابر 10 كيسه باشد، با يك بار استفاده از ترازو، كيسة حاوي 

سكه هاي تقلبي را مشخص كنيد.
سؤال 4. اگر ترازو ديجيتال اشياي با وزن حداكثر 4/5 كيلو را بتواند وزن كند، سعي كنيد معماي هفتم را 

مجدداً حل كنيد.
 معماي هشتم 

فرض كنيد 10 كيسه داريد. سكه هاي هر كيسه هم وزن هستند، اما ممكن است سكه هاي 
دو كيسة متفاوت هم وزن نباشند. وزن هر سكه عددي صحيح حداقل برابر 1 و 

حداكثر برابر 9 است. سكه ها از لحاظ ظاهري شبيه هم هستند. با يك 
بار وزن كردن وزن هر ســكه از هر كيسه را مشخص 

كنيد!
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اگــر اهل بازی »منچ« باشــید، حتماً بازی »مــار و پله« را هم 
می شناســید و بعید اســت که تا به حال این بازی را انجام نداده 
باشــید. مار و پله بین دو نفر یا بیشــتر و روی صفحه ای دارای 
مربع های کوچک که معمولًا تعداد آن ها 100 عدد است، با ریختن 
تاس انجام می شــود. نفر اول تــاس را می اندازد و مهرة خود را از 
نقطة شــروع به تعداد عدد ظاهر شده روی تاس به جلو حرکت 
می دهد. هر یک از بازیکنان، وقتی به خانه ای می رسند که شروع 
یک نردبان )پلکان( است، به عنوان جایزه، مهرة خود را تا خانه ای 
که انتهای نردبان در آن قرار دارد، بالا می برند. همچنین اگر مهرة 
یکی از بازیکنان به خانه ای که سر مار در آن قرار دارد وارد شود، 
باید به عنوان جریمــه، مهرة خود را تا انتهای مار )دم مار( عقب 
ببرد. هر بازیکنی که مهرة خود را زودتر به خانة پایانی برســاند، 
برنده می شــود. در این بخش می خواهم برای شــما عزیزان یک 
بازی شــبیه مار و پله ترتیب دهم که تفاوت آن با مار وپله، تعداد 
خانه های کمتر و عددهای نوشته شده در خانه های آن است. در 
ســطح سادة آن که در این بخش می آورم، مار وجود ندارد؛ یعنی 
حرکت به عقب نداریم. تفاوت دیگر این بازی با مار وپله آن است 
که خبری از نردبان روی صفحة بازی نیست و این خود بازیکنان 

هســتند که تشخیص خواهند داد روی خانه ای قرار گرفته اند که 
ابتدای یک نردبان اســت یا دهان یک مــار. در ادامه با این بازی 

بیشتر آشنا خواهید شد.

نحوة انجام بازی
ابتدا با یکی از روش های معمول، مانند»گل یا پوچ« یا »سنگ، کاغذ، 
قیچی«، نفر اول و نفر دوم را مشخص کنید. سپس نفر اول تاس را 
بیندازد و به تعداد عدد ظاهر شده از نقطة شروع خانه ها را بشمارد و 

جلو برود تا به خانة مقصد برسد. حال اگر:
é عدد خانة مورد نظری که مهرة بازیکن در آن قرار گرفته است، بر 
دو بخش پذیر باشد، یک خانة دیگر به جلو می رود. )خانه ای که عدد 
آن بر دو بخش پذیر است، به عنوان یک نردبان عمل می کند؛ نردبانی 

که طول آن یک خانه است.(
é عدد خانة مورد نظر بر سه  بخش پذیر باشد، دو خانة دیگر به جلو 

می رود.
é عدد خانه بر شش بخش پذیر باشد، سه خانه به جلو می رود.

é هیچ کدام از سه مورد بالا نبود، در همان خانه می ایستد.
جدول زیر را روی یک مقوا رسم و شروع به بازی کنید.

بــازیمـــاروپـــــلـه
باچاشنیبخشپذیری
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94     87     21     36     22     19    24     15    16   شروع
101   225   346   55   432   111   206    97    315    47
82    147    300   36     14    525   401    62    78    100
634    91    72    144   405   504   207  730     95   پايان


