
0( )x x m3 23
+ =- - حلّ:            

p q m3 2= =- -

0 بايد 0p q4 27< <3 2
& +D

0( ) ( )m4 27 27 2 <2
& +- -

0

0

( )

( )

m

m m

m

4 2
2 4 2 2 2

4

<

< < <

< <

2

2
&

& &

&

+- -

- - -

زير يك ريشه ى  معادله ى   ،m مقادير  ازاى چه  به  ى 2:  مسئله 
حقيقى مثبت و دو ريشه ى حقيقى منفى دارد.

0( )x x m3 53
+ =- -

حل: بايد 
0 0

0
0

0
0

0
0

q ,

,

( ) ( )

p q m

q

p q

q

m

m

3 5
4 27

4 27 27 5
5

< <

<

<

<

<

<

<

3 2

2

&

&

= =

+

+

D

D

- -

- -

-

) *
*

احمد قندهارى
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نكته ى 1

 0x px q3
+ + = در هر معادله ى درجه ى سوم كه به صورت 

باشد، داريم.
p q4 273 2D = +

0p (الف > D<0 يا 

درنتيجه معادله يك ريشه ى حقيقى مخالف علامت q دارد.
D>0 (ب

دو  و   q علامت  مخالف  حقيقى  ريشه ى  يك  معادله  درنتيجه 
ريشه ى حقيقى موافق علامت q دارد.

D=0 (ج

ك  و ي  q علامت  مخالف  ساده ى  ريشه ى  يك  معادله  درنتيجه 
ريشه ى مضاعف موافق علامت q دارد.

q ريشه ى مضاعف
2

3
=

q2 = ريشه ى ساده 2
3

-

 m حدود ، 0( )x x m3 23
+ =- - ى 1: در معادله ى  مسئله 

را چنان بيابيد كه معادله سه ريشه ى حقيقى داشته باشد.

نكاتى درباره ى معادلات 
درجه ى دوم به بالا



m

m
m

3 7
5

3 5
< <

<
< <&)

روابط بين ضرايب و ريشه ها در معادله ى
0ax bx cx d3 2

+ + + =  
, ريشه هاى اين معادله باشند، داريم: ,c b a اگر

. .

a
b

a
c

a
d

d
c1 1 1

+ + =

+ + =

=

a b c

ab ac bc

a b c

a b c

-

-

+ + =-

Z

[

\

]
]
]]

]
]
]]

 0x x mx9 153 2
+ =- - مسئله ى 3: اگر ريشه هاى معادله ى 

تصاعد عددى بسازند، مقدار m را بيابيد.
حل:

, تصاعد عددى بسازند ,c b a 2& b a c= +

 :داريم
a
ba b c+ + =-

0m

m m

2 9 3 9 3
3 27 81 3 15

3 69 23

& &

&

+ = = =

= + =

= =

b b b b

b & - -

مسئله ى 4: اگر ريشه هاى معادله ى زير تصاعد هندسى بسازند،  
مقدار m را بيابيد.

0( )x x m x7 1 83 2
+ =- - -

, تصاعد هندسى بسازند , ; .2c b a b a c= حل:                  
. : داريم . .

a
d 8 8 22 3
& & &= = = =a b c b b b b-

0( )

( )

m

m m m

2 8 28 2 1 8
2 1 28 1 14 15

&

& &

+ =

= = =

b = - - -

- -

, ريشه هاى معادله ى زير باشند و داشته  ,c b a ى 5: اگر  مسئله 
، آن گاه مقدار m را بيابيد. 1 1

a b
c+ =- باشيم 

0( )x m x1 13 2
+ + =-

,0 :داريم
d
c c1 1 1

+ + = =
a b c

- حل:                     

− + = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ±γ
γ

γ
γ

γ γ1 1 1 1
2

20 0

0m m1 1 1 1 1&= + + = =c - -

0m m1 1 1 1 1&= + + = =c - - -

آن گاه   m 1= اگر  زيرا  است،  قبول  غيرقابل   m 1= توجه 
x يعنى  1=- 0x است. در اين صورت  13

+ = معادله به صورت 
معادله فقط يك ريشه دارد.

, ريشه هاى معادله ى زير  باشند و داشته  ,c b a ى 6: اگر مسئله 
، آن گاه مقدار m را بيابيد. 352 2 2a b c+ + = باشيم 

0( )x x m x9 1 153 2
+ =- - -

 2 توان  به  را  طرف  دو    ;  
a
b 9a b c+ + =- = حل: 
مى رسانيم، داريم:

( )

( ) ( )

( )
a
c m

m m m2 1 46 1 23 24

2 81

35 2 81 35 2 1 81

2 2 2

35

&

& &

+ + + + + =

+ = + =

= = =

a b c ab ac bc

-

- -

1 2 344 44

, ريشه هاى معادله ى زير  باشند و داشته  ,c b a ى 7: اگر مسئله 

، آن گاه مقدار m را بيابيد. 1 1 1
2
3

3 3 3a b c
+ + =- باشيم 

0( )x x m5 13 2
+ =- -

0 ; داريم:
a
c1 1 1

+ + = =
a b c

- حل: 

) : بنا به اتحاد اولر )( )( )1 1 1 3 1 1 1
3 3 3a b c a b c
+ + =

(
. .

) ( )
m

m m

2
3 1

2
1 1

2
1

1
1

1 2 3

3
a
d

& &

& &

= = =

= =

a b c -
- -

-

-

و  باشند  زير   معادله ى  ريشه هاى   , ,c b a اگر   :8 ى  مسئله 
k، آن گاه مقدار k را بيابيد.

c
a b

a
b c

b
c a

=
+

+
+

+
+

0ax bx cx d3 2
+ + + =

k =
+

+
+

+
+

c
a b

a
b c

b
c a حل:                            

k

k

3 1 1 1

3

+ =
+

+ +
+

+ +
+

+

+ =
+ +

+
+ +

+
+ +

c
a b

a
b c

b
c a

c
a b c

a
b c a

b
c a b

( )m

m

m

m 5
5 4

5
2 5 2<

<

< <

<

2
&

&

&

&- - -* )

)
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 0x px q3
+ + = , ريشه هاى معادله ى  ,c b a مسئله ى 9: اگر

k را بيابيد. 2 2 2
bc
a

ac
b

ab
c

= + + باشند، حاصل 

0
a
b

+ + = =a b c - حل:                                       
33 :بنا به اتحاد اولر 3 3a b c abc+ + = رابطه ى (1) 

k
2 2 2 3 3 3

= + +
bc
a

ac
b

ab
c

abc
a b c

=
+ + بنابه رابطه ى (1)  

k k
3 3&
abc
abc

= =

نكته ى 2

n باشد،  N!  ، 0ax bx cn n3
+ + = هر معادله  كه به صورت 

قابل  معادله ى اصلى  تعداد و علامت ريشه هاى   ،x yn
= با فرض 
بررسى است.

چه  با  ريشه  چند   0x x3 16 2
+ =- معادله ى   :10 مسئله ى 

علامت هايى دارد؟
x y2

= 0 و  0x x y y3 1 3 16 2 3
&+ = + =- - حل:   

0
,

( ) ( )

p q

p q 8
3 1

4 27 4 27 27 1 1 <3 2
= =

= + = + =D

-

- -

ريشه  يك  پس   q 1= دارد. چون  ريشه  سه   y معادله ى  پس 
منفى و دو ريشه مثبت اند، يعنى ريشه هاى اين معادله  چنين است:
0y y y< < <1 2 3            

غ ق ق
x : داريم y

x y

x y x y

x y x y

2

2
1

2
2 2

2
3 3

&

&

!

!

=

= ==

= =

Z

[

\

]
]

]]

پس معادله ى اصلى چهار ريشه ى اصلى متمايز دارد.
نكته ى 3

ax,0 باشد،  bx c n Nn2 2 !+ + = هر معادله كه به صورت 
x به معادله ى درجه ى دوم تبديل مى شود كه قابل  yn

= با فرض 

حل است.
0x را حل كنيد. x97 129616 8

+ =- ى 11: معادله ى  مسئله 
x فرض مى شود. y8

= حل: 
0
0
,x x x y

y y

97 1296
97 1296

16 8 8

2
&

+ = =

+ =

-

-

0y
a

b b ac
2

4
2

97 94 9 51842
&

! !
= =- - -

y

y

y
2

97 4225
2

97 65 2
97 65

2
97 65 16

811

2
&

! !
= =

= + =

= =-

Z

[

\

]]

]]

x y
x x

x x

81 3 3
16 16 2 2
818

8 8 48

8 8 48
&

&

&

! ! !

! ! !
=

= = = =

= = = =

*

نكته ى 4

بر  معادله  آن  باشد،  صفر  ضرايب  مجموع  معادله اى  در  اگر 
) بخش پذير است. )x 1-

x يك ريشه ى معادله اى باشد، آن معادله  a= در حالت كلّى اگر 
) بخش پذير است. )x a- بر 

0 مفروض  0x x mx1 143 2
+ =- - ى 12: معادله ى  مسئله 

حل  را  معادله  باشد،  معادله  ريشه هاى  از  يكى   x 2= اگر  است. 
كنيد.

 x 2= x يكى از ريشه هاى معادله است، پس  2= حل: چون 
در معادله صدق مى كند.

توجه:
0 0

0 0;

x m

m m

m x x x

2 8 4 2 14
2 46 23

23 1 23 143 2
& &

= +

= =

= + =

=- -

- -

بر  را  معادله  معادله است،  اين  از ريشه هاى  x يكى  2= چون 
) تقسيم مى كنيم. )x 2-

0
0

0 0
0
( )( )

, ,

x

x x

x x x x x x

x x x x x

2
8 7

1 23 14 2 8 7
2 8 7 1 7

3 2
2

3 2 2

2
&

+

+ = + =

= + = = =

-

-

- - - -

-

x x x1 23 14+- -

( )( )

( )( )

k

k
a
b

d
c k

ad
bc k

ad
bc

1 1 13

3 3 3& &

+ = + + + +

+ = + = =

a b c
a b c

- - -
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نكته ى 5

مساوى   x فرد  توان هاى  ضرايب  مجموع  زير  معادله ى  در  اگر 
مجموع ضرايب توان هاى زوج x به اضافه ى عدد ثابت باشد، آن گاه 

) بخش پذير است. )x 1+ يك ريشه ى معادله (1-) و معادله بر 
0... ,ax bx cx k n Nn n n1 2 !+ + + + =- -

حل  را   0 0x x x8 11 23 2
+ + =- معادله ى   :13 ى  مسئله 

كنيد.
حل:                                                        

x مجموع ضرايب توان هاى فرد = x عدد ثابت + مجموع ضرايب توان هاى زوج
1 11 8 12 12 12&+ =- + =

) بخش پذير است. )x 1+ پس عبارت معادله بر 

0 0
x

x x

1
9 2

3 2
2

+

+-

0x x x8 11 2+ +-

0 0 0 0
0

( )( )x x x x x x

x x

8 11 2 1 9 2
1 1

3 2 2

1

&

&

+ + = + + =

+ = =

- -

-

0 0 0x x x

x

x

2
9

2
9 1

2
9 1

2
9 1 4

9 2 81 8

5

2

2

3

&

&

! !
+ = = =

= + =

= =

- -

-

Z

[

\

]]

]]

نكته ى 6

اگر ريشه هاى معادله ى زير، عضو Z باشند، آن گاه عدد k بر هر 
يك از ريشه ها بخش پذير است. به عبارت ديگر، ريشه هاى معادله 

عضو مجموعه ى مقسوم عليه هاى جبرى (k) است.
 0...x bx cx kn n n1 2

+ + + + =- -      ( )n N!

 ، 0x x x3 4 123 2
+ =- -  مسئله ى 14:  اگر ريشه هاى معادله ى 

عضو Z باشند، معادله را حل كنيد.
حل: بنا به درس ريشه هاى معادله عضو مجموعه ى مقسوم عليه هاى 

جبرى عدد (12) است.
} = مجموعه ى مقسوم عليه هاى عدد 12 , , , , , }1 2 3 4 6 12! ! ! ! ! !

 ( )1! پس  نيست،  برقرار  معادله  اين  در  درس   5 و   4 نكات 
ريشه هاى معادله نيست.

x شروع مى كنيم. 2= از 
0;x 2 8 12 8 12= + =- -

x يكى از ريشه هاى معادله است. عبارت معادله را بر  2= پس 
) تقسيم مى كنيم. )x 2-

0
x

x x

2
6

3 2
2

-

- -

x x x3 4 12+- -

− − + = − − − =

=

3 4 12 2 6
2

3 2 2

1

0x x x x x x

x

( )( )

,, x x
x
x

2

2

3

6
3

2

− − =

⇒
=
= −

⎧
⎨
⎩

0

نكته ى 7

q باشد، (p و  0!  ،
q
p اگر ريشه هاى معادله ى زير  به صورت 

q عضو Zاند)، آن گاه p يكى از مقسوم عليه هاى (k) و q يكى از 
مقسوم عليه هاى عدد (a) است.

0...ax bx cx kn n n1 2
+ + + + =- -

 0x x x8 36 46 153 2
+ =- - مسئله ى 15:  اگر ريشه هاى معادله 

 باشند، معادله را حل كنيد.
q
p عضو مجموعه ى Q، يعنى به صورت 

بر   8 عدد  و   , , ,1 55 3 1! ! ! ! بر   15 عدد  حل: 
, بخش پذير است. , ,8 4 2 1! ! ! !

0x 2
3 27 81 69 15= + =- -

x است. در نتيجه، عبارت معادله  2
3

= پس يك ريشه ى معادله 
) بخش پذير است. )x 2

3
- بر 

0 0
x

x x8 24 1

3 2
2
3

2
+

-

-

A = x x x8 36 46 15+- -

0 0

0

0 0 0

( )( )A x x x

x x

x x x

2
3

2
3

2
3

8
12

8
12 8

8 24 1

8 24 1 144 8

2

1

2

&

&
! !

= + =

= =

+ = = =

- -

-

- -

0x

x

8
12 8

8 2
5

8
12 8

8
4

2
1

2
2

3

= + = =

= = =-

Z

[

\

]]

]]

, ريشه هاى اين معادله اند. ,2
1

2
5

2
3 پس 
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نكته ى 8

اگر مشتق معادله اى همواره مثبت يا همواره منفى باشد، آن معادله 
ثابت  مخالف علامت عدد  آن  كه علامت  دارد  ريشه ى حقيقى  يك 

معادله است.
چند   0x x x3 525 3

+ + + = معادله ى   :16 ى  مسئله 
ريشه با چه علامتى دارد؟

( )f x x x x2 3 55 3
= + + + حل:              

0( )f x x x 35 6 >4 2
&= + +l

معادله يك ريشه ى حقيقى دارد.
حقيقى  ريشه ى  يك  معادله  است، پس   5 معادله،  ثابت  عدد 

منفى دارد.

نكته ى 9

به كمك فاكتورگيرى از راه دسته بندى، بعضى از معادله ها قابل 
حلّ اند.

حل  را   0x x x3 16 485 4
+ =- - معادله ى   :17 ى  مسئله 

كنيد.
0x x x3 16 485 4

+ =- - حل:          
0

0
0
0

( ) ( )

( )( )

x x x

x x

x x

x x x

3 16 3
3 16

3 3
16 16 2

4

4

4 4&
&

& & !

=

=

= =

= = =

- - -

- -

-

-
*

نكته ى 10

به كمك اتحاد اولر، برخى از معادله ها قابل حل اند.
ى 18: معادله ى زير را حل كنيد. مسئله 

0( ) ( ) ( )x x x2 2 5 7 32 3 2 3 2 3
+ + =- - -

, ,a x b x c x2 2 5 7 32 2 2
= - = - = - حل:     

0a b c x x x

a b c abc3
2 2 5 7 32 2 2

3 3 3
&

+ + = + + =

+ + =

- - -

 A  =  ( ) ( ) ( )x x x2 2 5 7 32 3 2 3 2
- + - + - فرض  با  پس 

داريم:

A 0( )( )( )x x x3 2 2 5 7 32 2 2
= =- - -

0
0

0

x x

x x x

x x x

2

2
5

3
7

2

2 5

7 3

2

2 2
2
5

2 2
3
7

&

&

& &

& &

!

!

!

= =

= = =

= = =

-

-

-

Z

[

\

]
]]

]
]]

نكته ى 11

پرانتزهايى كه توان زوج دارند، مثبت يا صفرند.
ى 19: معادله ى زير  چند ريشه ى حقيقى دارد؟ مسئله 

0( ) ( ) ( )x x x x x4 3 5 3 2 12 2 4 2 201
+ + + + =- - -

حل:
0
0

0

,

,

,

x x

x x

x

x x

x x x

x x1 1

4 3
3 2
1

1 3
1 2 1

2
2
2

&

&

&

&

+ =

+ =

=

= =

= = =

= =

-

-

- -

Z

[

\

]]

]]

پس اين معادله يك ريشه ى حقيقى دارد.
نكته ى 12

آن گاه  باشد،   x a= مضاعف  ريشه ى  داراى  معادله اى  اگر 
x يكى از ريشه هاى ساده ى مشتق آن است. a=

ريشه ى  زير  معادله ى   ،m مقادير  چه  ازاى  به   :20 مسئله ى 
مضاعف دارد؟

0( )x x m7 27
+ =- -

:0 مشتق معادله x x7 7 16 6
&= =- حل:         

0

0

,x x

x m

m

x m

m

1 1
1 1 7 2

8
1 1 7 2

4

&

&

= =

= + =

=

= + + =

=

-

- -

- - -

-

نكته ى 13

عددى  تصاعد   0ax bx c4 2
+ + = معادله ى  ريشه هاى  اگر 

. 00b ac9 12
= بسازند، داريم 
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معادله ى  ريشه هاى  تا  بيابيد  چنان  را   m  :21 ى  مسئله 
0 تصاعد عددى بسازند. 0mx x m14 2

+ =-

00 00 00( )b ac m9 1 9 1 12 2
&= =

حل:              
m m9 32

& & != =

نكته ى 14

در حل بعضى از معادله ها، قسمتى از عبارت معادله را y فرض 
مى كنيم. پس از حل معادله برحسب y، ريشه هاى اصلى معادله قابل 

بررسى اند.
 ( )( )x x x x2 3 5 2 3 2 62 2

- - - - = مسئله ى 22: معادله ى 
چند ريشه ى حقيقى دارد؟

x x y2 32
=- حل: فرض مى كنيم 

0
0

( )( )

( )( )

x x x x

y y y y

y y

2 3 5 2 3 2 4

5 2 4 7 1 4
7 6

y y

2 2

2

2
&

&

=

= + =

+ =

- - - -

- - -

-

S S

y مجموع ضرايب صفر است.

y

1
6

1

2
&

=

=
*

x (الف x y x x2 3 2 3 12
1

3
&- = - =

0 0x x2 3 1 >2
& &= D- - دو ريشه ى حقيقى دارد   
x (ب x y x x2 3 2 3 62

2
3

&- = - =

0 0x x2 3 6 >2
& &= D- - دو ريشه ى حقيقى   

پس اين معادله چهار ريشه ى حقيقى متمايز دارد.

نكته ى 15

ريشه  بى شمار  باشند،  زير  از صورت هاى  يكى  به  كه  معادلاتى 
دارند.

[ ] [ ]p p 1+ - =-            [ ] [ ]p p 0+ =-

0x بى شمار  x x x2 22 2
+ + =- -6 6@ @ براى مثال، معادله هاى 

ريشه دارند.
) اگر )x Z x x Z22

&! !- زيرا:       
0( ) ( )x x x x2 22 2

& + =- - -7 7A A

A

B

y1 y2

نكته ى 16

در بررسى تعداد ريشه هاى برخى از معادله ها، قسمتى از معادله 
را y1 و بقيه را با علامت مخالف y2 مى ناميم. تعداد نقاط برخورد 
اصلى  معادله ى  تعداد ريشه هاى  برابر   y2 و   y1 تابع دو  نمودارهاى 

است.
0x چند ريشه دارد؟ x 202

=- - ى 23: معادله ى  مسئله 
,y x y x22 1

02
= + = حل: فرض مى كنيم 

به طورى كه شكل نشان مى دهد، نمودارهاى y1 و y2 يكديگر 
دو   ، 0x x 202

=- - معادله ى  مى كنند. پس  قطع  نقطه  دو  در  را 
.xB و xA ريشه ى حقيقى دارد كه عبارت اند از 

مطرح  و  آشكار  را  رياضيات  طبيعت  بايد 

كنيم؛ رياضى علمى محض و علمى كاربردى، 

و  اعمال  براى  مختلف  ابزارهاى  از  نظامى 

حوزه ى  بايد  همچنين  تصميم گيرى هاست، 

زيبايى شناسى آن را بنمايانيم و سرانجام، آن را 

به عنوان يكى از عمده ترين موضوع هاى تدريس 

و يادگيرى در عصر جديد بشناسانيم.

ادب رياضى

***


