
رابطه هاى هم ارزى    كلاس هاى هم ارزى

حميدرضا اميرى

خواص  داراى  مى تواند   A ناتهى  مجموعه ى  روى   R رابطه ى 
باشد.  (تراگذارى)  تعدّى  و  پادتقارنى  تقارنى،  (انعكاسى)،  بازتابى 
صورت: به  را   R رابطه ى  و   { , , , }A a b c d= اگر  مثال،  براى 
كنيم،  تعريف   {( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )}R a a b b c c d d a b b a=

و  تقارنى  انعكاسى،  خاصيت  سه   R رابطه ى  كه  مى شود  مشاهده 
تعدّى را دارد. در حالت كلى، به چنين رابطه هايى كه هر سه خاصيت 
انعكاسى، تقارنى و تعدّى را با هم داشته باشند، يك رابطه ى هم ارزى 
مى گويند. لازم است يادآورى كنيم كه اگر رابطه ى R سه خاصيت 
فوق و علاوه بر آن خاصيت ديگرى را نيز داشته باشد، باز هم يك 

رابطه ى هم ارزى ناميده مى شود.
Z، به صورت زير تعريف مى شود. ثابت  مثال: رابطه ى R روى 
كنيد كه اين رابطه، يك رابطه ى هم ارزى است. (m عددى صحيح و 

ثابت است.)
( )xRy x y mk k Z+ !- =

:0 0m #=  حل: مى دانيم صفر مضرب هر عدد است، به خصوص 
0پس: 0)

)

x x m xRx

xRy x y mk2
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=
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y x mk yRx&=-&
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يعنى، با فرض اين كه xRy، ثابت كرديم كه yRx، پس خاصيت 
تقارنى نيز برقرار است.
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3x z mk xRz& &=- (خاصيت تعدّى دارد)                 
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بنابراين رابطه ى R، يك رابطه ى هم ارزى است.
(لازم است توضيح دهيم كه رابطه ى R در مثال قبل به رابطه ى 

هم نهشتى به پيمانه ى m معروف است.)
خواص انعكاسى، تقارنى و تعدّى در يك رابطه ى هم ارزى مانند 
اين سه  بين  ارتباط  تعريف شده است و   A R كه روى مجموعه ى 
خاصيت مى تواند بين اعضايى از A كه با هم رابطه ى R داشته باشند، 
ارتباطى خاصى برقرار كند. براى مثال، اگر در مثال قبل قرار دهيم 

m، داريم: 3=

( )xRy x y k k3 Z+ !- =

تفاضل  كه  دارند   R رابطه ى  هم  با   Z از  اعدادى  حقيقت،  در 
6 يا  15 9- =- آن ها مضرب 3 باشد. براى مثال، 6R15، زيرا  
همه ى  و  باشد   Z از  a عضوى  اگر  . حال  ( )6 15 3 3#- = -

با  با a رابطه ى R دارند (تفاضل هر يك از آن ها  اعداد صحيح كه 
a مضرب 3 باشد) را در نظر بگيريم، مجموعه اى حاصل مى شود كه 
آن را كلاس هم ارزى a مى نامند و با نماد [a] نمايش مى دهند. در 

حالت كلى داريم:
 ،a A!  اگر R يك رابطه ى هم ارزى روى مجموعه ى A باشد و 
زير  به صورت  و  مى دهيم  نشان   [a] نماد  با  را   a ارزى  هم  كلاس 

تعريف مى كنيم:
[ ] { | }a x A xRa!=

 [ ]x a xRa+! به عبارت ديگر: 
براى مثال، در رابطه ى زير  داريم:
xRy x y k3+ - =

[ ] { | } { | }a x xRa x x a k3Z Z! != = - =

a، در اين صورت داريم: 1= اگر 
[ ] { |x x k1 1 3Z!= - = x{ يا  k3 1+=

[ ] {..., , , , , ,...}1 5 2 1 4 7& = - -

حال اگر رابطه ى هم ارزى R روى مجموعه ى A2 تعريف شده 
 ( , )a b A2! هر  براى  اين صورت،  در   ( )R A A2 2#1 باشد، 
) مطابق تعريف اصلى به شكل  , )a b5 ) يا ? , )a b كلاس هم ارزى 

زير تعريف مى شود:

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )a b x y A x y R a b2!=5 ? # -
مثال: رابطه ى هم ارزى R روى R2 به صورت زير تعريف شده 
است. اولاً، نوع نمودار كلاس هاى هم ارزى را مشخص كنيد. ثانياً، 

) را به صورت مجموعه اى تشكيل دهيد. , )1 26 @
( , ) ( , )a b R c d a d b c+ + = +

، نمودار  ( , )a b5 حل: با نوشتن يك كلاس هم ارزى دلخواه مانند ?
هر كلاس هم ارزى مشخص مى شود:

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )

( , ) |

( , ) | ( )

a b x y x y R a b

x y x b y a

x y y x b a
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2
2
2

!

!
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=

=

=

+ = +

= + -

5 ? #
#
#

-
-
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( , ) ( , ) | ( )x y y x1 2 2 1R2
& != = + -6 @ # -

و همان طور كه مشاهده مى شود، نمودار دسته هاى هم ارزى اين 
) است كه مى بينيم a و  )y x b a= + - رابطه، خط هايى به شكل 
b تأثيرى در ضريب زاويه ى اين خط ها ندارند و فقط عرض از مبدأ 
را تعيين مى كنند؛ يعنى، نمودار همه ى كلاس هاى هم ارزى، خط هايى 

موازى با هم هستند.
, به شكل  , ,A 2 4 6 8= ! مثال: رابطه ى R را روى مجموعه ى +

زير تعريف مى كنيم:
( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )R 2 2 4 4 6 6 8 8 4 6 6 4= ! +

است. حال  ارزى  هم  رابطه ى  R، يك  رابطه ى  كه  است  واضح 
كلاس هاى هم ارزى اين رابطه را تشكيل مى دهيم:
|

| ,

| ,

|

x A xR

x A xR

x A xR

x A xR
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كلاس هاى  از  كدام  هيچ  اوّلاً  مى كنيد،  مشاهده  كه  همان طور 
هم ارزى اين رابطه ى هم ارزى، تهى نيست، ثانياً كلاس هاى هم ارزى، 
 ( )4 6=5 5? ? يا از هم جدا هستند و عضو مشتركى ندارند يا برابرند 
 A برابر با مجموعه ى ،R ثالثاً اجتماع كلاس هاى هم ارزى رابطه ى

است؛ يعنى:
, , , , A2 4 8 2 4 6 8 2 4 6 8, , , ,= = =5 5 5? ? ? ! ! ! !+ + + +

در اين جا، خواصى را كه درباره ى كلاس هاى هم ارزى در مثال 
قبل مشاهده كرديد، در حالت كلّى و به عنوان يك قضيه، مطرح و 

اثبات مى كنيم.
قضيه: اگر رابطه ى R روى مجموعه ى ناتهى A يك رابطه ى هم 

ارزى باشد، در اين صورت داريم:
الف) كلاس هاى هم ارزى رابطه ى R، ناتهى اند.

. a b=5 5? b، آن گاه ? a! 5 ب) اگر ?
با  برابر   ،R رابطه ى  هم ارزى  كلاس هاى  همه ى  اجتماع  ج) 

مجموعه ى A است.
اثبات: الف) فرض كنيم [a] يك كلاس هم ارزى دلخواه باشد. 
لذا  دارد،  انعكاسى  پس خاصيت  است،  ارزى  هم   R رابطه ى  چون 
پس:   ،a a! 5 ? ارزى  هم  كلاس هاى  تعريف  طبق  بنابراين   .aRa

. a &!YY5 ?
 (b a! 5 ? (با فرض   ، a b=5 5? ? كنيم  ثابت  كه  اين  براى  ب) 



21
دوره ي بيستم/ شماره ي 2

    زمستان 1389
متوسطه

1
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y=x +32

y=x2

y=x -32

x

. b a15 5? a و ? b15 5? كافى است ثابت كنيم ?
فرض كنيم:

; [ ]x a xRa b a aRb& &! !5 ?
و داريم:

aRb xRb x b a b
xRa

& &! 15 5 5? ? ?    (1)
حال اگر:

; [ ]x b xRb b a bRa& &! !5 ?
و داريم:

bRa x a b a
xRb

&! 15 5 5? ? ?   (2)
a (2) و (1) b& =5 5? ?

تذكر: قسمت (ب) نشان مى دهد كه هر دو كلاس هم ارزى، يا 
مساوى يكديگرند يا هيچ اشتراكى با هم ندارند.

ج) اجتماع همه ى كلاس هاى هم ارزى را با E نشان مى دهيم، 
زير  ارزى  هم  كلاس  هر  ارزى،  هم  كلاس هاى  تعريف  طبق  چون 
 E است، پس اجتماع اين كلاس هاى هم ارزى، يعنى A مجموعه ى
E. حال اگر فرض كنيم  A3 بنابراين  نيز زيرمجموعه ى A است؛ 
x. پس هر عضو از A، در يكى از  x! 5 x واضح است كه ? A!

اجتماع  در  بنابراين  و  دارد  وجود   R رابطه ى  ارزى  هم  كلاس هاى 
A و در كل ثابت  E3 كلاس ها، يعنى E وجود خواهد داشت؛ يعنى 

.A E= شد 
نظر  در  را   0|A x x 1R! # #= ! + مجموعه ى  مثال: 

مى گيريم و رابطه ى R را روى A2 به شكل زير تعريف مى كنيم:
( , ) ( , )x y R z t y t+ =

كه   0 0: ( , )| ,A A A x y x y1 12 # # # # #= = " ,
 0,A 1= 5 A|0 را به شكل ? x x 1R! # #= ! (مجموعه ى +

نيز نشان مى دهند.)
اوّلاً، به راحتى مى توان ثابت كرد كه رابطه ى R يك رابطه ى هم 

ارزى است (اثبات به عهده ى خواننده).
يعنى   ،A2 مجموعه ى  مى كنيد،  مشاهده  كه  همان طور  ثانياً، 
بخواهيم  اگر  و  مى دهد  نشان  را  واحد  مربع  سطح   ، 0 0, ,1 1#5 5? ?

نمودار هر كلاس هم ارزى اين رابطه را بشناسيم، داريم:

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )

( , ) |

a b x y A x y R a b

x y A y b

2
2

!

!

=

= =

5 ? #
#

-
-

يعنى نمودار هر كلاس هم ارزى، پاره خطى است داخل سطح 
مربع واحد و موازى با محور xها، كه هيچ كدام از اين پاره خط ها 
يكديگر را قطع نمى كنند، زيرا هر يك از اين پاره خط ها به يك كلاس 
هم  كلاس هاى  كه  شده)  (ثابت  كه  مى دانيم  و  دارد  تعلق  ارزى  هم 

ارزى، عضو مشترك ندارند.

مثال: رابطه ى R را روى R2 به صورت زير تعريف مى كنيم:
( , ) ( , )x y R z t y x t z2 2

+ - = -

الف) ثابت كنيد كه R رابطه ى هم ارزى است.
ب) نمودار هر كلاس هم ارزى در اين رابطه، چه شكلى را در 

صفحه ى مختصات معين مى كند؟
اثبات: اثبات قسمت (الف) به عهده ى خواننده.

ب) براى مشخص كردن نمودار هر كلاس هم ارزى، يك كلاس 
) را در نظر مى گيريم: , )a b5 هم ارزى دلخواه مانند ?

( , ) ( , ) | ( , ) ( , )

( , ) |

( , ) | ( )

a b x y x y R a b

x y y x b a

x y y x b a

R

R

R

2
2 2 2
2 2 2

!

!

!

=

= =

= =

- -

+ -

5 ? #
#
#

-
-
-

همان طور كه مشاهده مى كنيد، نمودارهاى كلاس هاى هم ارزى 
) هستند. براى  )y x b a2 2

= + - اين رابطه، سهمى هايى به شكل 
y است. x 12

= + ، سهمى  ( , )1 25 مثال، نمودار ?

x

y

1

1

(1,1)

o
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1
1

-1

-1
x

y

x

y

( , ) y x1 1 2
" =5 ?

�2 به صورت زيرتعريف مي شود،  مثال: رابطه ي هم ارزي R روي
 �2 شكل كلاسي هم ارزي [(1و0)] را مشخص كرده و نحوه ي افراز 

را توسط كلاس هاي هم ارزي اين رابطه توضيح دهيد.
( , ) ( , ) | | | | | | | |x y R z t x y z t⇔ + = +

حل:

 0 0[( , )] ( , | | | | | | | |

( , ) | | | |

x y x y

x y x y

1 1
1

R

R

2

2
!

!

= + = +

= + =

#
#

-
-

0( , ) y x3 32
" = +5 ?

( , ) y x1 1 22
" =- - -5 ?

                      

مانند  هم ارزي  هر كلاس  نمودار  مي شود  مشاهده  كه  همان طور 
[(a,b)] يك مربع است كه چهار رأس آن روي محورهاي مختصات 

مبدأ  متمايز)  اضلاع  طول  (با  مربع ها  اين  همه ي  مركز  و  دارد  قرار 
مختصات است و بنابراين هيچ كدام ديگري را قطع نمي كند در واقع 

�2 توسط اين مربع هاي هم مركز افراز مي شود.

رابطه،  اين  تعريف شده   �2 زير روي هم ارزيِ  رابطه ي  تمرين: 
�2 را توسط چه نمودارهايي افراز مي كند؟ مجموعه ي

2 2 2 2( , ) ( , )x y R z t x y z t⇔ + = +
ناتهى  مجموعه ى  يك   A هرگاه  مجموعه:  يك  افراز  تعريف 

مانند   A متمايز  زيرمجموعه هاى  از  متناهى  تعدادى  بتوانيم  و  باشد 
زيرمجموعه ها  از  هر يك  اوّلاً  كه  قسمى  به  بيابيم،   ,..., ,A A An 2 1
ناتهى باشند، ثانياً هيچ دوتايى از آن ها با هم اشتراكى نداشته باشند 
(دو به دو از هم جدا باشند) و ثالثاً اجتماع اين زيرمجموعه هاى برابر 
مجموعه هاى كه  مى گوييم  صورت  اين  در  شود،   A مجموعه ى   با 

An مجموعه هاى افراز كننده ى مجموعه ى A هستند  A2 ،A1، ... و 
از  عضوى   n افراز  يك   , ,...,E A A An1 2= " , مجموعه ى  و 

مجموعه ى A است.
n، يعنى E يك افراز يك عضوى از  1= تبصره- در حالتى كه 
تعريف  بخواهيم  اگر  حال   . { }E A= داريم:  باشد،   A مجموعه ى 
افراز يك مجموعه را توسط نمادهاى رياضى يا به زبان رياضى بيان 

كنيم، مى گوييم:
براى  n عضوى  افراز  , يك  ,...,E A A An1 2= " , مجموعه ى 

مجموعه ى ناتهى A است، هرگاه:
:A i n1i &! # #Y 1) براى هر 

A Ai j+ &=Y  ، i j! i1 و  # j و  n# 2) براى هر j و i كه 

. ...A A A A An i
i

n

1 2
1

, , , = =
=

'  (3

مثال: يك افراز 4 عضوى، يك افراز 3 عضوى و يك افراز 2 
, بنويسيد. , ,A 1 2 3 4= ! عضوى براى مجموعه ى +

و    { }A 22 = و   { }A 11= كه  كنيم  فرض  اگر   -1 حل: 
 , , ,E A A A A1 1 2 3 4= " ، در اين صورت , { }A 44 = } و  }A 33 =

يك افراز 4 عضوى براى A است.
، { , }B 1 41= } و  }B 22 = } و  }B 33 =  2- اگر فرض كنيم كه 
 A افراز 3 عضوى براى , يك  ,E B B B2 1 2 3= " , در اين صورت 

است.
{ , }C 1 21= } و  , }C 3 42 = 3- و بالاخره اگر فرض كنيم كه 

E, يك افراز 2 عضوى از A است. C C3 1 2= " ، در اين صورت ,
صورت  به  مى توان  حقيقى،  اعداد  مجموعه ى  براى  مثال: 

, يك افراز 3 عضوى نوشت. ,{ }E 0R R= + -" ,
ZE و مجموعه ى  مثال: اگر مجموعه ى اعداد صحيح زوج را با 
صورت،  اين  در  دهيم،  نمايش   ZO با  را  فرد  صحيح  اعداد 

E, يك افراز 2 عضوى براى Z است. Z ZE O= " ,
حال با توجه به قضيه اى كه درباره ى كلاس هاى هم ارزى يك 
رابطه ى هم ارزى مانند R اثبات شد و با توجه به تعريف افراز، بديهى 

است كه:
باشد،   A ناتهى  مجموعه ى  روى  ارزى  هم  رابطه ى   R اگر 
مجموعه ى كلاس هاى هم ارزى رابطه ى R، يك افراز براى مجموعه  ى 
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A است. (طبق قضيه ى كلاس هاى هم ارزى، هر سه خاصيت افراز 
را دارند.)

xRy يك رابطه ى هم  x y k3+ - = مثال: ديديم كه رابطه ى 
ارزى روى Z است و كلاس هاى هم ارزى اين رابطه به قرار زيرند:
0 0[ ] {..., , , , , ,...}

[ ] {...., , , , , ,....}

[ ] {..., , , , , ,...}

6 3 3 6
1 5 2 1 4 7
2 4 1 2 5 8

=

=

=

- -

- -

- -

يعنى:  ؛  0[ ] [ ] [ ]1 2, ,=Z كه  است  واضح  و 
]}0 يك افراز Z است. ],[ ],[ ]}E 1 2=

تعريف  زير  صورت  به   R2 روى   R ارزى  هم  رابطه ى  مثال: 
)0 را مشخص كرده و نحوه ى  , )15 مى شود، شكل كلاس هم ارزى ?

افراز R2 را توسط كلاس هاى هم ارزىِ اين رابطه توضيح دهيد.
( , ) ( , ) | | | | | | | |x y R z t x y z t+ + = +

0 0( , ) ( , ) | | | | | | | |

( , ) | | | |

x y x y

x y x y

1 1
1

R

R

2

2
!

!

= + = +

= + =

5
7
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# - حل:

همان طور كه مشاهده مى شود نمودار هر كلاس هم ارزى مانند 
) يك مربع است كه چهار رأس آن روى محورهاى مختصات  , )a b5 ?
مبدأ  متمايز)  اضلاع  طول  (با  مربع ها  اين  همه ى  مركز  و  دارد  قرار 
مختصات است و بنابراين هيچ كدام ديگرى را قطع نمى كند در واقع 

R2 توسط اين مربع هاى هم مركز افراز مى شود.

تمرين: رابطه ى هم ارزىِ زير روى R2 تعريف شده اين رابطه، 
مجموعه ى R2 را توسط چه نمودارهايى افراز مى كند؟

( , ) ( , )x y R z t x y z t2 2 2 2
+ + = +

مشاهده كرديد كه كلاس هاى هم ارزى هر 
رابطه ى هم ارزى مانند R روى 

مجموعه ى A، يك افراز 
براى A است. حال اين 

سؤال پيش مى آيد كه آيا 
برقرار  نيز  فوق  مطلب  عكس 

 ،A است؟ يعنى آيا به ازاى هر افراز براى
رابطه اى هم ارزى روى A مى توان تعريف كرد كه 

اين افراز، همان كلاس هاى هم ارزى آن رابطه باشند؟ 
جواب مثبت است و براى به دست آوردن آن رابطه ى 
هم ارزى كافى است هر يك از مجموعه هاى افراز 
كننده را در خودش ضرب دكارتى كرده و اجتماع 

همه ى آن ها، همان رابطه هم ارزى است.

 احسان يارمحمدى

معرفى سايت هاى
 رياضى جهان


