
 ميرشهرام صدر

تعداد توابع يك به يك و پوشا
(براى دانش آموزان سال سوم رياضى و پيش دانشگاهى)

اشاره 
در كتاب حسابان جديد 
 (89-90 تحصيلـي  (سـال 

 f(a)=e, f(b)=f, f(c)=f, f(d)=g (الف
?=g(a)=e, g(c)=h, g(d)=g, g(b) (ب

ــه f: A→B تابع  ــت ك ــع، بديهي اس ــه تعريف تاب ــه ب ــا توج ب
ــت. اما  ــده اس ــت، زيرا از هر عضو A دقيقاً يك پيكان خارج ش اس
g: A→B تابع نيست، زيرا از عضو b∈A پيكاني خارج نشده است، 

يعني رابطة g روي همة عضوهاي A اثر نكرده است.
ــر فرض كنيم A={a1,a2} و B={b1,b2} در اين صورت چهار  اگ

تابع مختلف از A به B به صورت زير وجود دارد.

تعريف تابع f: A→B چنين آمده است1: 
«تابع از مجموعة A به مجموعة B رابطه اي بين اين دو مجموعه 

است كه به هر عضو A دقيقاً يك عضو از B را نسبت مي دهد.»
ــود كه در نمايش تابع f با نمودار ون  از اين تعريف نتيجه مي ش

خواهيم داشت: 
الف) از هر عضو A بايد دقيقاً يك پيكان خارج شود.

ــت كه به هر عضو B دقيقاً يك پيكان وارد شود و  ب) لازم نيس
ــت به يك عضو B يك پيكان يا بيش از يك پيكان وارد  ممكن اس

شود يا آن كه اصلاً پيكاني وارد نشود.
براي مثال در زير دو رابطه از مجموعة A={a,b,c,d} به مجموعة 

B={e,f,g,h} تعريف شده است: 
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ــف تابع واصل ضرب2 مي خواهيم تعداد  اكنون با توجه به تعري
ــبه  توابع از مجموعة n عضوي A به مجموعة m عضوي B را محاس

كنيم. براي اين منظور فرض كنيم كه:
A={a1,a2,...,an};   B={b1,b2,...,bm}

هم چنين فرض مي كنيم كه f از A به B يك تابع باشد، در اين 
 f اثر كند. براي مثال وقتي A بايد روي همة عضوهاي f صورت تابع
روي a1 اثر مي كند، f(a1) مي تواند برابر با b1 يا b2 يا ... يا bm باشد، 

يعني براي f(a1)، تعداد m انتخاب داريم كه عبارتند از: 
f(a1)=b1 يا f(a1)=b2 يا ... يا f(a1)=bm

به همين ترتيب براي f(an)، ...، f(a3)، f(a2). هر كدام m انتخاب 
داريم. بنابراين خواهيم داشت: 

nf (a ) f (a ) f (a )...

m m m
�����������

1 2

                                                  n مرتبه
در نتيجه، طبق اصل ضرب داريم: 

B به A از f تعداد توابع nm m ... m m= × × × =�������
                          n مرتبه

ــه عضوي به يك  ــه از يك مجموعة س ــداد توابعي ك مثـال. تع
مجموعة چهار عضوي مي توان تعريف كرد، چندتاست؟

ــه  ب  A={a1,a2,a3} از  ــع  تاب ــك  ي  f ــم  كني ــرض  ف حـل. 
ــك از مقادير  ــن صورت براي هر ي ــد، در اي B={b1,b2,b3,b4} باش

ــذا طبق اصل ضرب  ــاب داريم. ل ــار انتخ f(a2)، f(a1) و f(a3)، چه

خواهيم داشت: 
f (a ) f (a ) f (a )1 2 3

4 4 4

B به A از f 64=43=4×4×4= تعداد توابع
در ادامة مقاله، تعداد توابع يك به يك و سپس تعداد توابع پوشاي 

f از A به B را محاسبه خواهيم كرد.

تعداد توابع يك به يك
 B={d,e,f,h} به مجموعة A={a,b,c} ــة ــع زير را از مجموع تاب

در نظر بگيريد.

همان طور كه ملاحظه مي كنيد، f: A→B تابعي يك به يك است، 
يعني اگر تابع f را به صورت مجموعه اي از زوج هاي مرتب بنويسيم، 

آن گاه مؤلفه هاي دوم زوج هاي مرتب آن با يكديگر متمايزند.
f={(a,d), (b,f), (c,e)}

 m ــك مجموعة ــة n عضوي و B ي ــر A يك مجموع تذكـر. اگ
ــه B تابع يك به يك  ــن صورت از A ب ــد و n>m، در اي ــوي باش عض
ــه از مجموعة n عضوي  ــوان تعريف كرد. بنابراين براي اين ك نمي ت
ــه مجموعة m عضوي B بتوان تابع يك به يك تعريف كرد، بايد  A ب

.n≤m داشته باشيم
 ،n≤m و   B={b1,b2,...bm} و   A={a1,a2,...,an} ــد  ــرض كني ف
مي خواهيم تعداد توابع يك به يك f: A→B را محاسبه كنيم، براي 
ــن منظور ابتدا تابع f را روي a1 اثر مي دهيم. f(a1) مي تواند برابر  اي
b1 يا b2 يا ... يا bm باشد، يعني براي m ،f(a1) انتخاب داريم. فرض 
كنيم f(a1)=bj كه j≤m≥1. در مرحلة بعد f را روي a2 اثر مي دهيم، 
ــد f(a2)≠bj، يعني براي  ــد، باي ــه تابع f يك به يك باش ــراي اين ك ب
ــراي  ب ــب  ترتي ــن  همي ــه  ب ــم.  داري ــاب  انتخ  (m- 1)، f(a2)

ــراي f(an) ،(m- n+1) انتخاب داريم.  ــاب و... و ب f(a3) ،(m- 2) انتخ

بنابراين طبق اصل ضرب داريم: 
f (a ) f (a ) f (a ) f (a )n

m m m ... m n
!

− − − +
1 2 3

1 2 1
B به A تعداد توابع يك به يك از m(m )(m )...(m n )= − − − +1 2 1

m!P(m,n)
(m n)!

= =
−

                 

 B ــه مجموعة هفت عضوي ــة دو عضوي A ب مثـال. از مجموع
چند تابع يك به يك مي توان تعريف كرد؟

حل.                 
!P( , )

( )!
=

−
77 2 7 2

! !
! !

× ×
= = =

7 7 6 5 425 5                                       
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در نتيجه طبق اصل داريم: 
f (a ) f (a )

; A = × =1
1 2

1 1 1 1 1

ــر x∈A داريم:  ــون براي ه ، چ A2 ــبة  ــي براي محاس از طرف
f(x)≠b2، بنابراين خواهيم داشت: 

f(a1)=b1, f(a2)=b1

A =2 1 بنابراين: 

هم چنين داريم: 
{ }A A f S : f (x) b ,b A A∩ = ∈ ≠ = ∅ ⇒ ∩ =1 2 1 2 1 2 0

ــا از A به B را نشان  A تعداد كل توابع غيرپوش A∪1 2 اكنون 
 A كم كنيم، تعداد توابع پوشا از S مي دهد كه اگر اين مقدار را از 

به B به دست مي آيد. بنابراين داريم: 
A A S A A∪ = − ∪1 2 1 2

S ( A A A A ) ( )= − + − ∩ = − + − =1 2 1 2 4 1 1 0 2
} به  }A a ,a ,a ,a= 1 2 3 4 ــا از مجموعة  مثـال. تعداد توابع پوش

} چندتاست؟ }B b ,b ,b= 1 2 3 مجموعة 
ــد، آن گاه  f باش : A B→ ــرگاه S مجموعة همة توابع  حل. ه

. S = =43 81
f را محاسبه مى كنيم،  : A B→ اكنون تعداد توابع غيرپوشاى 
ــا را به دست  ، تعداد توابع پوش S ــپس با كم كردن اين مقدار از  س

مى آوريم. براى اين منظور، مجموعه هاى زير را تعريف مى كنيم:
{ } { }
{ }

A f S : f (x) b ;A f S : f (x) b ;

A f S : f (x) b

= ∈ ≠ = ∈ ≠

= ∈ ≠
1 1 2 2

3 3

 ، f (x) b≠ x داريم 1 A∈ ــر  ــون براى ه ؛ چ A1 ــبة  براى محاس
ــراى f(x) دو حالت  ــد، يعنى ب ــن f(x) مى تواند b 2 يا b 3 باش بنابراي

وجود دارد. بنابراين، طبق اصل ضرب داريم:

براي محاسبة تعداد توابع پوشا، نياز به استفاده از اصل شمول و 
عدم شمول داريم، براي اين منظور، اين اصل را بيان مي كنيم.

اصل شمول و عدم شمول
ــرض كنيم A1 و A2 دو مجموعه از زيرمجموعه هاي مجموعة  ف
ــي از اين  ــي كه حداقل به يك ــند، تعداد عضوهاي ــي A باش متناه
A نمايش مي دهيم و  A∪1 2 ــاد  ــه تعلق دارند، را با نم دومجموع
ــمول  ــمول و عدم ش ــة زير معروف به اصل ش ــدار آن را از رابط مق

محاسبه مي كنيم.

A A A A A A∪ = + − ∩1 2 1 2 1 2

تعميم اصل شمول و عدم شمول
 An ،... ،A3 ،A2 ،A1 ــي و ــك مجموعة متناه ــرض كنيم A ي ف

زيرمجموعه هايي از A باشند، در اين صورت داريم: 
A A A∪ ∪1 2 3

n

n i i j
i i j n

... A A A A
= ≤ < ≤

∪ ∪ = − ∩∑ ∑
1 1

i j k i j k l
i j k n i j k l n

A A A A A A A
≤ < < ≤ ≤ < < < ≤

+ ∩ ∩ − ∩ ∩ ∩∑ ∑
1 1

n
n

i
i

... ( ) A−

=

+ + − ∩1

1
1 تعداد توابع پوشا 

ــند. مي خواهيم  فرض كنيم A و B مجموعه هاي دوعضوي باش
ــت آوريم، براي اين منظور،  ــا از A به B را به دس تعداد توابع پوش
ــد. ابتدا تعداد كل  فرض كنيم S مجموعة همة توابع f: A→B باش
ــه اگر A يك  ــبه مي كنيم. مي دانيم ك ــه B را محاس ــع از A ب تواب
مجموعة n عضوي و B يك مجموعة m عضوي باشد، آن گاه تعداد 

كل توابع f: A→B برابر با mn است؛ بنابراين داريم: 
S = =22 4

ــپس با فرض اين كه A={a1,a2} و B={b1,b2}، دو مجموعة  س
A1 و A2 را به صورت زير تعريف مي كنيم: 

{ } { }A f S : f (x) b ; A f S : f (x) b= ∈ ≠ = ∈ ≠1 1 2 2
 ،f(x)≠b1 :ــم ــراي هر x∈A داري ، چون ب A1 ــبة  براي محاس

بنابراين خواهيم داشت: 
f(a1)=b2, f(a2)=b2

A

A1 A2

A1 A2

a

a

b

b
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f (a ) f (a ) f (a ) f (a )
; A = =4

1
1 2 3 4

2 2 2 2 2 16

. A A= =2 3 16 به همين ترتيب 
A تعداد توابع غيرپوشا را نشان مى دهد،  A A∪ ∪1 2 3 چون 
A و  A∩1 3 A و  A∩2 3 A و  A∩1 2 بنابراين نياز به محاسبة 

A داريم: ∩1 A A∩2 3

{ }A A f S : f (x) b ,b∩ = ∈ ≠1 2 1 2

x داريم  A∈ ــر  ــراى ه ــون ب ؛ چ A A∩1 2 ــبة  ــراى محاس ب
، پس f(x)=b3، يعنى تابع ثابت داريم. بنابراين براى  f (x) b ,b≠ 1 2

f(x) همواره يك حالت وجود دارد. پس طبق اصل ضرب داريم:

f (a ) f (a ) f (a ) f (a )
; A A∩ = =4

1 2
1 2 3 4

1 1 1 1 1 1

. A A A A∩ = ∩ =2 3 1 3 به همين ترتيب 1
{ }A A A f S : f (x) b ,b ,b

A A A

∩ ∩ = ∈ ≠ = ∅

⇒ ∩ ∩ =
1 2 3 1 2 3

1 2 3 0
A تعداد توابع پوشاست، بنابراين داريم: A A∪ ∪1 2 3 مقدار 
A A A S A A A

( )

∪ ∪ = − ∪ ∪

= − + + − − − + =

1 2 3 1 2 3

81 16 16 16 1 1 1 0 36
قضيـه. فرض كنيد A يك مجموعة n عضوى وB يك مجموعة 
ــند. ثابت كنيد تعداد توابع پوشاى  n باش m≥ ــرط  m عضوى با ش

f برابر است با: : A B→

n nm m
m (m )⎛ ⎞ ⎛

− − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

11 2
n nm

(m ) (m )⎞ ⎛ ⎞
− − −⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠
2 33

m nm
( )

m
− ⎛ ⎞

+ + − ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
11 11�

 { }mB b ,b , , b= 1 2 � } و  }nA a ,a , ,a= 1 2 � برهان. فرض كنيم 
ــند، آن گاه  f باش : A B→ ــى كه S مجموعة همة توابع  در صورت

. nS m=

f را محاسبه  : A B→ ــاى  در صورتى كه تعداد توابع غيرپوش
ــت  ــا را به دس ، تعداد توابع پوش S كنيم، با كم كردن اين مقدار از 

مى آوريم. براى اين منظور مجموعة زير را تعريف مى كنيم.
{ }i iA f S f (x) b ; i m= ∈ ≠ ≤ ≤1

if بنابراين  (x) b≠ x داريم  A∈ ؛ چون براى هر  A1 براى محاسبة
ib يا ... يا bm باشد، يعنى براى  ib يا 1+  f(x)مى تواند b 1 يا b 2 يا ... يا1−

f(x)، (m- 1) حالت وجود دارد. بنابراين طبق اصل ضرب داريم:

n

(m ) (m ) (m ) (m ) (m )

f (a ) f (a ) f (a ) f (a ) f (a )

− − − − −

1 2 3 4

1 1 1 1 1�

nA (m )= −1 1

⎛m است،  ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠1 ــكل Ai برابر با  از طرفى تعداد مجموعه هايى به ش

ــكل Ai برابر با تعداد زيرمجموعه هاى  زيرا تعداد مجموعه هاى به ش
يك عضوى مجموعة A است. بنابراين داريم:

m
n

i
i

m
A (m )

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1
11

ــا را نشان مى دهد، بنابراين  ) تعداد توابع غيرپوش
m

i
i

A )
=1
∪ چون 

 i j kA A A∩ ∩ i و  j m≤ < ≤1 i براى  jA A∩ نياز به محاسبة 
ــراى  ب  i j lA A A∩ ∩ ∩� و   ... و   i j k m≤ < < ≤1 ــراى  ب

m داريم:

i
i

A
=1
∩ i و  j l m≤ < < < ≤1 �

{ }i j i jA A f S : f (x) b ,b ; i j m∩ = ∈ ≠ ≤ < ≤1
ــون براى  ، چ i j m≤ < ≤1 i براى  jA A∩ ــبة  ــراى محاس ب
ــواره  ــراى f(x) هم ــن ب ، بنابراي i jf (x) b ,b≠ ــم x داري A∈ ــر  ه

(m- 2) حالت وجود دارد. پس طبق اصل ضرب داريم:

n

(m ) (m ) (m ) (m )

f (a ) f (a ) f (a ) f (a )

− − − −

1 2 3

2 2 2 2�

n
i jA A (m )∩ = −2

 i j m≤ < ≤1 i براى  jA A∩ ــكل  تعداد مجموعه هايى به ش
ــكل برابر با  ــت، زيرا تعداد مجموعه هايى به اين ش ⎛m اس ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠2 برابر با 

تعداد زيرمجموعه هاى دوعضوى مجموعة A است. بنابراين داريم:
n

i j
i j m

m
A A (m )

≤ < ≤

⎛ ⎞
∩ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1
22

به همين ترتيب خواهيم داشت:
n

i j k
i j k m

m
A A A (m )

≤ < < ≤

⎛ ⎞
∩ ∩ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1
33




                                                                                            انديس

   

(m

i j l
i j l

A A A
≤ < < <

∩ ∩ ∩
1 �

�

)

n

m

m
(m (m ))

m
−

≤

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞

∑
1

11
�����

    
  

nm
m

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠

11

و بالاخره داريم:             
m

i
i

A
=

=
1

0∩

 تعداد توابع پوشاست، بنابراين داريم:
m

i
i

( A )
=1
∪ مقدار 

m m

i i
i i

( A ) S ( A )
= =

= −
1 1
∪ ∪

m
n

i i j i j k
i i j m i j k m

m ( A A A A A A
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

= − − ∩ + ∩ ∩∑ ∑ ∑
1 1 1
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(m )

m
m m

i j l i
i j l m i

( ) A A A ( ) A )

−

−
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ــا از مجموعة پنج عضوى A به مجموعة  مثال. تعداد توابع پوش
چهارعضوى B چندتاست؟

حل.
A n , B m= = = =5 4

ــا از مجموعة n عضوى A به  با توجه به فرمول تعداد توابع پوش
n) داريم: m)≤ مجموعة m عضوى B با شرط 

i
i

( A ) ( ) ( ) ( )
=
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يك مسئلة كاربردى از تعداد توابع پوشا
مسئله. گروه رياضى يك انتشاراتى، شش طرح مختلف مربوط 
به تأليف كتاب هاى كمك آموزشى دارد كه پنج گروه تأليف، متقاضى 
اجراى قسمت هاى مختلف هر طرح هستند. براى تقويت بنية علمى 
كتاب ها، بهتر است هر پنج گروه روى قسمت هاى مختلف هر طرح 
ــد. به چند راه مى توان با اين پنج گروه قرارداد منعقد كرد  كار كنن
به طورى كه براى انجام هر طرح، هر گروه قرارداد جداگانه اى داشته 

باشد.
ــج گروه طبق  ــه مى توان با اين پن ــداد قراردادهايى ك حل. تع
ــا از مجموعة  ــئله منعقد كرد برابر با تعداد توابع پوش ــرايط مس ش
ــت. بنابراين با فرض  ــش عضوى A به مجموعة پنج عضوى B اس ش
 ، { }B b ,b ,b ,b ,b= 1 2 3 4 5 و   { }A a ,a ,a ,a ,a ,a= 1 2 3 4 5 6 ــه  اين ك

تعداد توابع پوشا از A به B را پيدا مى كنيم:

i
i

( A ) ( )
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

5
6

1

55 5 11∪ ( ) ( )

( )

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − = − + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

6 6 6

6

5 55 2 5 32 3
5 5 4 15625 20480 7290 640 5 18004

پى نوشت ها
عنوان  تحت  پيش دانشگاهى  گسسته  رياضى  كتاب  در  تابع  از  تعريف  اين   .1

«نگاشت» آمده است.
2. اصل ضرب: فرض كنيم عملى در k مرحلة متوالى انجام مى گيرد به طورى كه 
در مرحلة اول با r 1 راه مختلف، در مرحلة دوم با r 2 راه مختلف و... و در مرحلة 

معرفى وبگاه هاى رياضى جهان احسان يارمحمدى
Calculus Applet :اسم وبگاه

http://www.calculusapplet.com :نشانى وبگاه

ــامل عنوان هاى  ــايت Calculus Applet ش ــى س ــة اصل صفح
ــت كه هريك از اين عناوين حاوى مطالب ارزنده  گوناگون زير اس

و مفيدى دربارة موضوعات رياضى است.
(Continuity and Limits) پيوستگى و حدود ■

■ نماى غيررسمى و نمودارى از پيوستگى 
(An Informal, Graphical View of Continuity)

(Intermediate Value Theorem) قضية مقدار ميانى ■
(Informal View of Limits) نماى غيررسمى از حدود ■

■ حدود يك طرفه و دوطرفه و مواردى كه حدود وجود ندارد 
(One-and Two-Sided Limits and When Limits Fail to Exist)

(Limits and Infinity) حد در بى نهايت ■
(Table View of Limits) نماى جدولى از حدود ■

(Formal Definition of Limits) تعريف رسمى از حدود ■
■ تعريف پيوستگى با استفاده از حدود 

(Definition of Continuity Using Limits)
(Introduction to the Derivative) مقدمه اى بر مشتق ■
(Differentiation Short Cuts) ميان برهاى مشتق گيرى ■
(Applications of Differentiation) كاربردهاى مشتق ■

(Constructing Anti-derivatives) ساخت پادمشتق ■
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k ام با rk راه مختلف انجام پذيرد. در اين صورت اين عمل مى تواند به طور كلى 
kr راه مختلف انجام گيرد. r r× × ×1 2 � با 


