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نويسنده: تونى كريلى1حسابان
ترجمه: غلامرضا ياسى پور

حسـاب يا حسـابان2 روشـى در محاسـبه است. 
رياضى دان هـا گاهى دربـارة «حسـاب منطق»3، 
«حسـاب احتمال»4 و غيره سـخن مى گويند. اما 
همه توافق دارند كه درواقع يك حسـابان محض 
و سـاده، وجود دارد، كه لاتيـن آن با حرف بزرگ 

C 5  املا مى شود.
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ــش مى آيد كه  ــت. كم پي ــابان، محور اصلى رياضيات اس حس
ــه با كميت ها  ــا اقتصاددانانى ك ــان ي ــمندان، مهندس امروزه، دانش
ــابان، با آن همه كاربردهاى وسيعش، روبه رو  سروكار دارند، با حس
نشده باشند. از لحاظ تاريخى اين دانش با ايزاك نيوتن6 و گاتفريد 
ــت كه راه گشاى آن در قرن هفدهم بودند؛  لايب نيتس7 وابسته اس
دانشمندانى كه نظريه هاى مشابهشان به نزاعى حق تقدمى در اين 
ــيده شد كه كدامشان كاشف حسابان بوده است. درواقع،  مورد كش
هر دو آن ها مستقلاً به محاسباتشان رسيده بودند، گرچه روش هاى 

آنان كاملاً متفاوت بود.
ــد.  ــترده بدل ش ــابان به موضوعى گس از آن زمان به بعد، حس
ــور او بايد  ــى مى پيچيد كه به تص ــه پر و پاى روش هاي ــل ب هر نس
ــى كه بالغ  ــل جوان تر آن را بياموزد. اين روزها كتاب هاى درس نس
ــامل مطالب فوق العادة بسيارى در اين باره  ــده، ش بر هزار صفحه ش
ــده ها، آن چه مطلقاً اساسى است  ــتند. اما در مورد اين اضافه ش هس
ديفرانسيل گيرى8 و انتگرال گيرى9 دوقلوهاى واقع در رأس حسابان، 
 differentialis مطابق با تقرير نيوتن و لايب نيتس اند. اين كلمات از
ــل گرفتن يا جدا كردن) و integralis (مجموع اجزا يا به هم  (تفاض

آوردن) لايب نيتس گرفته شده اند.
ــرى تغيير10 و  ــيل گيرى با اندازه گي ــلاح فنى، ديفرانس در اصط
ــروكار دارد، اما درخشش  ــطح11 س انتگرال گيرى با اندازه گيرى س

ــت كه دو  ــابان، از اين روس ــكوه اين دو گوهرِ واقع در تاج حس پرش
ــيل گيرى و انتگرال گيرى عكس  ــكه اند، يعنى ديفرانس روى يك س
يكديگرند. درواقع، حسابان يك موضوع و آن، نياز به دانستن هر دو 
طرف آن است. تعجب آور نيست كه «نمونة واقعى سرلشكر مدرنِ» 
گيلبرت12 و سوليوان13 در دزدان دريايى پن زانس14 با غرور، هر دو 

آن ها را اعلام مى كند:
ــع وتر، من در  ــيارى در مورد مرب ــاد بس ــا توجه به حقايق ش ب

حسابان انتگرال و ديفرانسيل مسلط ام.

ديفرانسيل گيرى
ــيفتة مطرح كردن «آزمايش هاى ذهنى»اند،  ــمندان، ش دانش
به ويژه اينشتين آن ها را دوست داشت. فرض كنيد روى پلى بالاى 
ــنگى را بيندازيم. در اين  ــتاده ايم و مى خواهيم س ــى ايس درة تنگ
ــت كه  صورت، چه اتفاقى مى افتد؟ امتياز آزمايش ذهنى در اين اس
ــت عملاً در آن جا باشيم. در اين مورد، مى توانيم كارهاى  لازم نيس
ــنگ در هوا يا ملاحظة حركت  ــى، مانند متوقف كردن س غيرممكن

آهستة آن در فاصلة كوتاهى از زمان را نيز انجام دهيم.
ــد و هيچ واقعة  ــنگ مى افت ــة جاذبه15ى نيوتن، س طبق نظري
ــنگ به طرف زمين مى آيد و در  ــت. س تعجب آورى در اين كار نيس
ــريع تر و سريع تر  ــتة كرونومترمان به جلو مى رود، س حالى كه دس
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مى افتد. امتياز ديگر آزمايش ذهنى در اين است كه در آن مى توان 
از عوامل پيچيده اى مانند مقاومت هوا صرف نظر كرد.

ــروض از زمان، مثلاً  ــنگمان در لحظه اى مف ــرعت س اكنون، س
ــدنش را  ــه ثانيه بعد از زمان رها ش هنگامى كه كرونومتر دقيقاً س
ــت  ــه مى توان اين مقدار را به دس ــت؟ چگون مى خواند، چه قدر اس
ــرعت متوسط16 را اندازه بگيريم، اما مسئلة  آورد؟ محققاً مى توان س
ــت. از آن جا كه اين آزمايش،  ــرعت لحظه اى17 اس ما اندازه گيرى س
ــنگمان را در هوا متوقف نكنيم، و  ــت، چرا س ــى ذهنى اس آزمايش
ــرى از ثانيه، فاصلة كوتاه  ــپس اجازه دهيم با در نظر گرفتن كس س
ــرى به طرف پايين حركت كند؟ در اين صورت، اگر اين فاصلة  ديگ
ــرعت متوسط را در  ــيم كنيم، س اضافى را بر زمان اضافى مان تقس
ــن، با در نظر گرفتن  ــت. بنابراي فاصلة زمانى كوتاهى خواهيم داش
ــرعت متوسط در مكانى كه  فاصله هاى زمانى كوتاه تر و كوتاه تر، س
ــرعت  ــنگ را متوقف كرده ايم، نزديك تر و نزديك تر به س در آن س
ــور، ايدة مبنايى نهفته در پس  ــود. فرايند حدى مزب لحظه اى مى ش

پردة حسابان است.

ــت وسوسه شويم زمان اضافى كوتاهى برابر با صفر را  ممكن اس
در نظر بگيريم. اما در آزمايش ذهنى مان، سنگ اصلاً حركت نكرده 
ــراى انجام آن نگرفته  ــنگ فاصله اى را نپيموده و زمانى ب ــت. س اس
ــت! اين كار سرعت متوسط را به ما مى دهد كه اسقف برِكلى18،  اس
فيلسوف ايرلندى، آن را به عنوان «ارواح كميت هاى مرحوم» مشهور 
كرده است. اين عبارت را نمى توان معين كرد، زيرا در عمل بى معنا19 
به نظر مى رسد، زيرا با در پيش گرفتن اين مسير به ورطه اى عددى 

رهنمون مى شويم.
ــرفت بيش تر به نمادهاى بيش ترى نيازمنديم. فرمول  براى پيش
ــيدن به آن جا را  ــقوط و x، زمان رس دقيق پيوند دهندة y، فاصلة س

گاليله استخراج كرده است:
 y=16× x 2

ــه واحدهاى  ــت ك ــده اس ــه اين علت ظاهر ش ــل «16» ب عام
ــد. اگر مثلاً بخواهيم بدانيم  ــده فوت و ثانيه ان اندازه گيرى انتخاب ش
ــقوط كرده است، خيلى ساده،  ــنگ در 3 ثانيه تا چه فاصله اى س س

x=3 را در فرمول فوق قرار مى دهيم و پاسخ را محاسبه مى كنيم.
y=16×32=144 فوت

ــنگ را در زمان x=3 محاسبه  ــرعت س اما چگونه مى توانيم س
ــر بگيريم و ملاحظه  ــد 0/5 ثانية ديگر را در نظ ــم. اجازه دهي كني
كنيم سنگ مورد نظر بين 3 و 3/5 ثانيه چه قدر حركت كرده است. 

سنگ در 3/5 ثانيه به اندازة 
y=16×3/52=196 فوت

حركت مى كند، بنابراين بين 3 و 3/5 ثانيه، x «144-196»، يعنى 
52 فوت سقوط كرده است. از آن جا كه سرعت برابر تقسيم فاصله 
بر زمان است، سرعت متوسط در اين فاصلة زمانى عبارت است از:

/ =52 1040 5 متر بر ثانيه 
اين مقدار نزديك به سرعت ثانيه اى در x=3 است، اما مى توان 
ــت. اين استدلال  گفت 0/5 ثانيه اندازه اى به قدر كافى كوچك نيس
ــلاً 0/05 ثانيه، تكرار و ملاحظه  ــا فاصلة زمانى كوچك ترى، مث را ب

مى كنيم كه فاصلة سقوط عبارت است از:
متر 4/84=148/84-144

كه سرعت متوسط زير را به دست مى دهد:
/ // =4 84 96 80 05 متر بر ثانيه 

درواقع، اين مقدار به سرعت لحظه اى سنگ در 3 ثانيه (هنگامى 
كه x=3) نزديك تر است.

اكنون بايد خطر كنيم و مسئلة محاسبة سرعت متوسط سنگ 
ــدازه بگيريم. در اين  ــد در x+h ثانيه ان ــه و كمى بع ــن x ثاني را بي
ــاد، درمى يابيم كه اين  ــى كلنجار رفتن با نم ــورت، پس از اندك ص

مقدار عبارت است از:
16×(2x)+16× h

ــر كنيم، مثل زمانى كه  ــى كه h را كوچك تر و كوچك ت هنگام
ــه 0/05 كرديم، ملاحظه مى كنيم كه جملة اول  در رفتن از 0/5 ب
عبارت، بى تغيير باقى مى ماند (زيرا شامل h نيست) و جملة دوم آن 

كوچك تر و كوچك تر مى شود. در اين صورت نتيجه مى گيريم:
v=16×(2 x)

ــنگ در زمان x است. براى  ــرعت لحظه اى20 س كه در آن v س
ــرعت لحظه اى سنگ پس از 1 ثانيه (زمانى كه x=1) برابر  مثال، س

است با:
فوت بر ثانيه 32=(1×2)×16

و پس از 3 ثانيه عبارت است از (3×2)×16 كه 96 فوت بر ثانيه 
را به دست مى دهد.

در صورتى كه فرمول فاصلة گاليله، يعنى y =16× x 2  را با فرمول 
 x 2 مقايسه كنيم، تفاوت اساسى، تغيير v=16×(2 x) ــرعت، يعنى س
ــيل گيرى، يعنى گذشتن از  ــت. اين تغيير، تأثير ديفرانس به x 2 اس

y x

144

196 3/5

3

فاصلهزمان
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u  را جريان22 و  x= 2	 ــن  ــت. نيوت u اس x= 2	 ــتق21  u=x 2 به مش
متغير x را جارى23 مى ناميد، زيرا برحسب كميت هاى جارى شونده 
 du x

dx
=

∫

2 مى انديشيد. امروزه، اغلب u=x 2 و مشتق آن را به صورت 
ــيم. تداوم كاربرد اين نمادنويسى، كه ابتدا لايب نيتس آن  مى نويس
را معرفى كرد، موفقيت «d» گرايى لايب نيتس را بر كُهلى گرايى24 

نيوتن نشان مى دهد.

ــقوط كننده يك مثال بود، اما در صورتى كه عبارات  ــنگ س س
ــرد، مى توانيم  ــاى آن ها قرار گي ــيم كه u به ج ــته باش ديگرى داش
هم چنان مشتق آن ها را محاسبه كنيم، كارى كه مى تواند در ساير 
ــد. در اين مورد الگويى موجود است: مشتق  ــودمند باش زمينه ها س
ــه با توان يك واحد كم تر  ــك جمله از ضرب توان آن در آن جمل ي

به دست مى آيد.

انتگرال گيرى
اولين كاربرد انتگرال گيرى در اندازه گيرى سطح بود. اندازه گيرى 
سطح زير يك خم، با تقسيم آن به نوارهاى مستطيل شكل تقريبى، 
ــاى dx، انجام مى گيرد. در اين صورت، با اندازه گيرى  هريك با پهن
ــان با هم، «مجموع» و درنتيجه،  ــطح هر يك از آن ها و جمعش س
ــت مى آوريم. لايب نيتس نماد S، را كه به جاى  ــطح كل را به دس س
ــت.  ــدة ∫ معرفى كرده اس مجموع قرار مى گيرد، به صورت بزرگ ش
 ،A است، بنابراين udx سطح هريك از نوارهاى مستطيل شكل برابر

. x
A udx= ∫0 سطح زير خم، از 0 تا x، برابر است با 

ــد، سطح مورد نظر با  در صورتى كه خم ما عبارت از u=x 2 باش
ترسيم نوارهاى مستطيل شكل باريك در زير خم، جمع آن ها براى 
ــطح تقريبى و به كار بردن فرايند حدى در مورد پهناى  محاسبة س
ــطح دقيق، يافت مى شود. اين پاسخ،  آن ها براى به دست آوردن س

سطح زير را به دست مى دهد:
xA =

3

3

 (u ــارات ديگر براى ــاوت (و بنابراين عب ــورد خم هاى متف در م
ــتق، براى  ــابه مش ــبه كرد. مش هم چنان مى توان انتگرال را محاس
ــود دارد. انتگرال مورد  ــز الگويى منظم وج ــرال توان هاى x ني انتگ
ــزودن 1 براى  ــين به اضافة 1» و اف ــيم بر «توان پيش بحث از تقس

به دست آوردن توان جديد حاصل مى شود.

دستاورد درخشان
ــيل گيرى كنيم  xA ديفرانس =

3

3
ــه از انتگرال  در صورتى ك

u=x 2 اوليه را به دست مى آوريم و در صورت انتگرال گيرى از مشتق 
ــيل گيرى  ــيم. يعنى ديفرانس ــز به u=x 2 اوليه مى رس du ني x

dx
= 2

ــى  ــت؛ موضوعى كه به عنوان قضية اساس ــس انتگرال گيرى اس عك
ــر  ــود و يكى از مهم ترين قضاياى سراس ــناخته مى ش ــابان ش حس

رياضيات است.
ــابان، هيچ ماهواره اى در مدار قرار نمى گرفت و هيچ  بدون حس
ــيد. هم چنين آمار به صورت  ــامان نمى رس نظريه اى در اقتصاد به س
بسيار متفاوتى مطرح مى شد، زيرا هرجا كه با تغيير سروكار داريم، 

حسابان را خواهيم يافت.
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حدود 450 قبل از ميلاد: زنون25 
با پارادوكسى، بى نهايت كوچك ها 

را دست مى اندازد.

دهة 1660- دهة 1670 ميلادى: نيوتن و لايب نيتس، 
اولين قدم ها را به سوى حسابان برمى دارند.

1734 ميلادى: برِكلى به ضعف هاى اساسى 
توجه مى دهد.

دهة 1820 ميلادى: 
كوشى26 نظرية مورد بحث 
را به گونه اى دقيق تنظيم 
مى كند.

1854 ميلادى: ريمان27 
انتگرال ريمان را معرفى 
مى كند.

1902 ميلادى: لبُك28 
نظرية انتگرال لبُك را 
پايه گذارى مى كند.


