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گراف منتظم
اگر در يك گراف از مرتبه ىp 1، درجه ى2 همه ى رأس ها با هم 
برابر باشند، چنين گرافى منتظم است و اگر درجه ي رأس ها برابر با 
عدد حسابىِ r باشند، آن را گراف r- منتظم مى ناميم. به بيان ديگر، 
اگر بزرگ ترين درجه ى رئوس يك گراف را ماكزيمم درجه ى گراف 
و كوچك ترين درجه ى رئوس يك گراف را مينى مم درجه ى گراف 

بناميم، و آن ها را به ترتيب با Δ و δ نمايش دهيم، داريم:
⇔ G گرافى r- منتظم است.  Δ = δ = r

از طرف ديگر، با توجه به قضيه ى كتاب درسى كه بيان مى كند: 
 q اندازه ى3  و   p مرتبه ى  از  گراف  يك  رئوس  درجات  «مجموع 
همواره دو برابر تعداد يال هاى آن گراف است»، مى توان نتيجه گرفت 
كه «در هر گراف r- منتظم از مرتبه ى p و اندازه ى q  ، همواره داريم: 
pr = 2q». بنابراين در هر  گراف r- منتظم با مفروض بودنِ r، همواره 

رابطه اى بين q و p برقرار است و اگر يك معادله ى ديگر برحسب 
 q و p مفروض باشد، با حل دستگاه دو معادله، دو مجهول q و p

محاسبه مى شوند.
مثال: در يك گراف 4- منتظم از مرتبه ى p و اندازه ى q، داريم: 

. مجموع درجات رئوسِ اين گراف را بيابيد. p q− = −5 3 9

حل:
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گراف هاى منتظم و كامل
 حميدرضا اميرى

گراف كامل
گراف هاى كامل، دسته ى خاصى از گراف هاى منتظم محسوب 
مى شوند و همان طور كه از اسم آن ها مى توان دريافت، گراف هايى 
هستند كه اندازه ى آن ها كامل است. گراف كامل از مرتبه ى  p كه با 
 (p-1) نمايش داده مى شود، گرافى است كه درجه ى هر رأسِ آن Kp

باشد. به عبارت ديگر، «هر گراف (p-1) - منتظم از مرتبه ى p را 
كامل مى گوييم». بنابراين در هر گراف كامل از مرتبه ى P داريم:
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همان طور كه ملاحظه مى كنيد، q حداكثر مقدار خود را دارد. زيرا 
q تعداد يال هاى يك گراف از مرتبه ى p است كه چون مجموعه ى 
مجموعه ى  دو عضوىِ  زيرمجموعه هاى  شامل  گراف  يك  يال هاى 
يك  عضوىِ  دو  زيرمجموعه هاى  كل  تعداد  و  است  آن  رأس هاى 

در   q پس   ، p p(p )⎛ ⎞ −⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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با:  است  برابر  عضوى   p مجموعه ى 

گراف كامل، حداكثر است.
يك نكته ى مهم: گراف هاى r- منتظم از مرتبه ى p كهr < p-1 ، در 
بسيارى از موارد منحصر به فرد نيستند، ولى گراف هاى كامل از هر 
مرتبه، منحصر به فردند. براى مثال، گراف هاى 2- منتظم از مرتبه ى 
9 را رسم كرده ايم كه تعداد آن ها 4 عدد است، اما تعداد گراف هاي 

كامل از مرتبه ى 9 فقط يكى است.

كليد واژه ها:  
گراف منتظم، گراف كامل، تعداد يال هاى گراف كامل، مسائل گراف هاى كامل و منتظم
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G4  : سه تا 3 ضلعى

(G2 و G3 گراف هاى دو بخشى و G4 گراف سه بخشى هستند.)
و  بيابيد  را   12 مرتبه ى  از  منتظم   -3 گراف هاى  تعداد  تمرين: 

آن ها را رسم كنيد. (جواب: 4 گراف)
تعداد  بسيار،  استفاده ى  موارد  و  اهميت  به دليل  زير،  در جدول 

يال هاى گراف هاى كامل از K1 تا K11 آمده است:
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رسم كنيد.
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مثال: اگر گراف G داراى 38 يال باشد، اين گراف حداقل چند 
رأس دارد؟

حل: براى پاسخ گويى به اين نوع سؤال ها كافى است مشخص كنيم 
كامل  كدام دو گرافِ  يال هاى  تعداد  بين  يال هاى گراف موردنظر  تعداد 
⎛ . به عبارت ديگر،  ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟< <
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قرار دارد! در اين مثال داريم: 

با 9 رأس حداكثر 36 يال مى توان تعريف كرد. لذا براى تعريف دو 
يال ديگر، به حداقل يك رأسِ ديگر نياز داريم. پس جواب اين سؤال 
از نظر  با نزديك ترين گراف كامل   G 10 است. در واقع گراف  عدد 

تعداد يال مقايسه شد.
تذكر مهم: مقايسه كردنِ يك گراف با گراف كاملِ نزديك به آن، 
كرد.  نيز مى توان توسط آن حل  را  كه مسائل ديگرى  روشى است 
به فردى هستند،  چون گراف هاى كامل گراف هاى خاص و منحصر 
راه گشا  كامل مى تواند  از يك گراف  يال  يا چند  گاهى حذفِ يك 

باشد. به مثال هاى زير توجه كنيد:
مثال: گراف G از مرتبه ى 9 داراى 35 يال است، اين گراف چند 
از درجه ي  ماكزيمم) و چند رأس  (از درجه ى  از درجه ى 8  رأس 

مينى مم دارد؟
 K9 از  يال  اگر يك  لذا  است،  يال  داراى 36   K9 حل: مى دانيم 
 K9 از  اگر  كه  است  واضح  مى شود.  حاصل   G گراف  كنيم،  حذف 
يك يال حذف شود، دو رأسِ آن آسيب مى بينند و از درجه ى 8 به 
درجه ى 7 تنزّل پيدا مى كنند ! بنابراين، گراف G داراى 7 = 2 - 9 

رأس از درجه ى ماكزيمم و دو رأس از درجه ى مينى مم دارد.
گراف  اين  است.  يال   26 داراى   8 مرتبه ى  از   G گراف  مثال: 

حداقل و حداكثر چند رأس از درجه ى ماكزيمم است؟
حل: در اين مثال بايد 2 يال از گراف K8 حذف كنيم تا گراف 
G حاصل شود. حذف اين دو يال به دو صورت امكان پذير است: يا 
هر دو يال را از يك رأس حذف كنيم (3 رأس آسيب مى بيند)، و يا 
دو يال را طورى حذف كنيم كه رأس مشترك نداشته باشند (4 رأس 

آسيب مى بيند).
در حالت اول از يك رأس دو درجه و از دو رأس ديگر هركدام 
1 درجه كم مى شود و گرافى داراى 5 رأسِ ماكزيمم (از درجه ى 7) 

و 1 رأس مينى مم (از درجه ى 5) خواهيم داشت.

 G1  : 9 ضلعى بدون قطر
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G2   : 3 و 6 ضلعى فاقد قطرG3   : 4 و 5 ضلعى فاقد قطر
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مثال: در گراف كامل Kp، اگر داشته باشيم: p = q  ، اين گراف را 

 p ≠ 0
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در حالت دوم نيز تعداد رأس هاى ماكزيمم (از درجه ى 7) برابر 
است با: 4 = 4-8  . 4 رأس نيز از درجه ى مينى مم (از درجه ى 6) 

در گراف موجود است.
مثال: گراف G از مرتبه ى 10 داراى 42 يال است. اگر در اين 
گراف داشته باشيم: 1 = (Δ - δ)، در اين صورت گراف G چند رأس 

ماكزى مم و چند رأس مينى مم دارد؟
يال حذف  دارد، 3  يال  K10 كه 45  از  اگر  كه  بديهى است  حل: 
اما چون  به دست مى آيد.   G با برابر  تعداد يال هاي  با  كنيم، گرافي 
طبق فرض Δ - δ = 1  ، حذف اين سه يال بايد به گونه اى باشد كه از 
هيچ رأسى دو يال حذف نشود. زيرا در اين صورت خواهيم داشت: 2 
= Δ - δ كه خلاف فرض است. پس سه يال حذف شده نبايد رأس 
مشترك داشته باشند كه در اين صورت، درجه ى 6 يال هركدام 1 درجه 
كاهش مى يابد و 4 = 6-10 رأس از درجه ى ماكزيمم (از درجه ى 9) و 
6 رأس از درجه ى مينى مم (از درجه ى 8) در گراف G موجود است.

تمرين: مثال قبل را با فرض Δ - δ = 2 حل كنيد.
در  تعيين  كامل  كاربردهاى گراف هاى  از  ديگر  يكى  تذكر مهم: 
ماكزيمم تعداد يال هاى يك گراف چندبخشى است كه در مثال هاى 

زير به آن مى پردازيم.
مثال: گراف G از مرتبه ى 7 گرافى دو بخشى است. اين گراف 

حداكثر چند يال مى تواند داشته باشد؟
محسوب  بخش  يك  تنها،  يا  ايزوله  رأس  كه  داريم  توجه  حل: 
مى شود. براى مثال، گراف هاى      و       هر يك دو بخشى هستند. 
در اين مثال اگر بخواهيم گرافى دوبخشى با 7 رأس و حداكثر يال 
داشته باشيم، كافى است يك رأس از 7 رأس را ايزوله كنيم و با 6 
 ⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6
15

2
رأس ديگر يك گراف كامل (K6) بسازيم. در اين حالت 

ماكزيمم خواهد  يال  تعداد  اين  كه  مى شود  گراف حاصل  براى  يال 
بود.

تمرين: گراف G از مرتبه ى 10 از سه بخش تشكيل يافته است. 
( ⎛ ⎞
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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اين گراف حداكثر چند يال دارد؟ (جواب: 

مثال: گراف G از مرتبه ى 12 فقط داراى دو رأس ايزوله است 
يال  چند  حداكثر  گراف  اين  است.  يافته  تشكيل  بخش  چهار  از  و 

مى تواند داشته باشد؟
كنار  ايزوله  به صورت  را  رأس  دو   ،G گراف  رأسِ   12 از  حل: 
مى گذاريم و بين دو رأس ديگر يك يال رسم مى كنيم و با 8 رأس 
 G باقى مانده، يك گراف كامل تشكيل مى دهيم. در اين حالت، گراف

⎛ يال است. ⎞
⎜ ⎟ + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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داراى ماكزيمم تعداد يال، يعنى 

K8           ← G گراف  

مثال: گراف G از مرتبه ى 14 داراى چهار بخش است و داريم: 
δ = 1. اين گراف حداكثر چند يال دارد؟

زير  به صورت  و  ندارد  ايزوله  رأس  فرض  طبق   G گراف  حل: 
است.

G گراف → K8  

G تعداد يال هاى : ⎛ ⎞
⎜ ⎟ + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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در  اگر  است.  بخش  سه  داراى   18 مرتبه ى  از   G گراف  مثال: 
يال  Gحداكثر چند  اين صورت  δ، در  باشيم: 2 =  داشته  اين گراف 

مى تواند باشد؟
حل: طبق فرض، گراف G رأس ايزوله و رأس از درجه ى يك 

ندارد و بايد به شكل زير باشد:
      K12  ← G گراف  

G تعداد يال هاى : ⎛ ⎞
⎜ ⎟ + = + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

12
6 66 6 72
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در  اگر  است.  بخش   K داراى   P1 مرتبه ى  از   G گراف  مثال: 
اين گراف داشته باشيم: δ = P2، در اين صورت G حداكثر چند يال 

مى تواند داشته باشد؟
 δ = P2 بخش با حداكثر يال و (K-1) بايد داراى G حل: گراف
باشد كه (K-1) گراف كامل از مرتبه ى(P2 + 1) است و يك بخشِ 
كامل از مرتبه ى رأس هاي باقى مانده كه تعداد رأس هاى باقى مانده 

برابر است با:
[ ]P P (K ) (P )= − − × +1 21 1  

حداكثر تعداد يال هاى چنين گرافِ K بخشى برابر است با:

G تعداد يال هاى P P
: (K )

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − ×
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 1
1

2 2
 

تمرين: از گراف هاى كامل براى به دست آوردن شرط هم بندى و 
ناهم بندى چگونه مى توان استفاده كرد؟

1. مرتبه ى گراف: تعداد رأس هاى يك گراف را مرتبه ى آن گراف مى گوييم.
آن  درجه ى  مى كنند،  عبور  رأس  يك  از  كه  يال هايى  تعداد  رأس:  درجه ى يك   .2

رأس ناميده مى شود.
3. اندازه ى گراف: تعداد يال هاى يك گراف را اندازه ى آن گراف مى گوييم.

. .. ..

.. ..
. . . . . .

... . ..

پي نوشت


