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متوسطه

از  پس  كه  بود  تزارى  روسيه ى  پايتخت  نام  پترزبورگ»  «سن 
قبل  تا  يافت.  نام  تغيير  «لنينگراد»  به  رژيم،  تغيير  و  انقلاب 1917 
كشورهاى  به  آن  تجزيه ى  و  (شوروى)  اتحاديه  اين  فروپاشى  از 
گوناگون، المپيادهاى رياضى به طور مستقل در  هريك از جمهورى ها 
المپياد سراسرى  در  تيم هايى  قالب  در  برگزيدگان  و  مى شد  برگزار 
اتحاد شوروى شركت مى كردند. تيم نهايى المپياد رياضى اين كشور 
مى توان  توضيحات  اين  با  مى شد.  انتخاب  رقابت ها  اين  دل  از  نيز 
حدس زد كه سطح سؤالات اين آزمون ها بسيار قوى بوده است و 

همين طور هم بود.
درباره ى تاريخچه ى المپياد رياضى در شوروى سابق و روسيه و 
جمهورى هاى استقلال يافته ى بعدى بسيار مى توان نوشت و اميدوارم 
در فرصتى ديگر بتوانم به طور مستقل به اين موضوع بپردازم. ولى 
همين قدر بايد گفت كه كشور شوروى از بنيان گذاران المپياد بين المللى 
فروپاشى،  زمان  تا  دوره  نخستين  از  و  بود  در سال 1959  رياضى 
اين  برتر  تيم   10 داشت. همواره هم جزو  المپيادها شركت  تمام  در 
رقابت ها بود. تنها در فاصله ى سال هاى 1963 تا 1967 اين كشور 

در پنج دوره ى متوالى مقام نخست اين رقابت ها را از آن خود كرد و 
در مجموع چهارده بار (تا سال 1993 كه با نام اتحاد شوروى شركت 

كرده است) مقام نخست و شش بار مقام دوم را كسب كرد!
ساير  و  روسيه  كشور  نيز،  سابق  شوروى  فروپاشى  از  پس 
بسيارى  موفقيت هاى  توانسته اند  سابق  شوروى  جمهورى هاى 
در  جريان  كه  مسائلى  آورند.  به دست  رياضى  بين المللى  المپياد  در 
شده اند،  مطرح  متمادى  سال هاى  طى  جمهورى ها  اين  رقابت هاى 
متأسفانه دست رسى  كه  ناب رياضى هستند  از مسائل  منبع عظيمى 
كاملى به آن ها وجود ندارد. اى كاش مى شد مجموعه ى همه ى آن ها 
داد.  قرار  علاقه مندان  اختيار  در  و  كرد  طبقه بندى  و  جمع آورى  را 
كتاب «المپيادهاى رياضى لنينگراد» كه مجموعه ى مسائل مسابقات 
برمى گيرد،  در  را   1993 سال  تا   1961 سال  از  شهر  اين  رياضى 
به راستى  كه  است  رياضى  كم نظير  مسائل  از  عالى  مجموعه ى  يك 
منابع  معدود  جزو  واقع  در  و  شمرد  غنيمت  را  آن  بايد  بى اغراق  و 
منتشر شده ى مسائل رياضى شوروى سابق است. اين كتاب كه توسط 
ديميترى ولادميرويچ فومين و آلكسى كرچنكو نگارش يافته، تاكنون 

گزيده اى از مسائل المپيادهاى رياضى لنينگراد
كليد واژه ها: المپياد لنينگراد، صورت مسائل المپيادهاى لنينگراد، حل مسائل المپيادهاى لنينگراد.
 هوشنگ شرقى
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1 2 2 ثابت كنيد:  

 b ab+ +2 a بر1 ab+ +2 4. براى عددهاى طبيعى a وb مى دانيم 1
. a b= بخش پذير است. ثابت كنيد: 

5. نقطه ى دل خواه P را روى ضلع BC از مربع ABCD انتخاب 
كرده ايم. دايره اى كه از سه نقطه ى  B، A و P مى گذرد، قطر BD را 
 Q و P، C قطع مى كند. دايره اى كه از سه نقطه ى Q در نقطه ى ديگر
مى گذرد، BD را در نقطه ى ديگر R قطع مى كند. ثابت كنيد R، A و 

P بر يك امتدادند.

حل مسائل
1. اين نخستين و آسان ترين مسائل است!

مجموع اين رقم ها را در نظر بگيريد:
 ×
+ + + + + = =

6 7
1 2 3 4 5 6 21

2
 

امّا مى دانيم كه باقى مانده ى تقسيم هر عدد بر 11، برابر است با 
باقى مانده ى تقسيم عددى كه از جمع و تفريق يك درميان ارقام اين 

عدد بر 11 (از سمت راست) به دست مى آيد؛ يعنى:
abcdef f e d c b a≡ − + − + −

11  
داشته  بايد  باشد،  بخش پذير   11 بر  عدد  اين  بخواهيم  اگر  و 

باشيم:
f e d c b a m abcdef− + − + − = ⇔ ≡

11
11 0  

اگرm =0 باشد، نتيجه مى شود: f + d + b  =  a  +  c  +  e. يعنى مجموع 
سه تا از رقم ها مساوى مجموع سه تاى ديگر باشد و با توجه به اين 
كه مجموع هر شش رقم مساوى 21 است، چنين چيزى ممكن نيست. 

(چرا؟)
به  ازاىm =1 نيز، با توجه به مجموع رقم ها، نتيجه مى شود:

f d b (e c a)
f d b

f d b (e c a)
+ + − + + =⎧

⇒ + + =⎨ + + + + + =⎩

11
16

21   

e c a+ + = 5  
كه اين هم ممكن نيست. (چرا؟) براى m  >1 نيز به سادگى مشخص 

مى شود كه امكان پذير نيست. لذا پاسخ منفى است.
2. ابتدا لم زير را اثبات مى كنيم.

باشد،  مفروض  صحيح  ضرايب  با   f(x) چند  جمله اى  اگر 
f بر b  –  a بخش پذير است. (b) f (a)−

اثبات لم آسان است.

به ده ها زبان زنده ى دنيا ترجمه شده و مورد استفاده ى ميليون ها نفر 
از علاقه مندان رشته ى رياضى قرار گرفته است. در كشور ما نيز اين 
كتاب به زبان فارسى ترجمه شده است و مترجم آن كسى نيست جز 
كتاب هاى  از  بسيارى  ترجمه ى  زحمت  كه  شهريارى  پرويز  استاد 
به ياد دارد،  نيز متحمل شده اند. نگارنده به خوبى  المپياد رياضى را 
از هنگامى كه نخستين چاپ اين كتاب در سال 1374 منتشر شد، 
تاكنون بارها و بارها آن را به دانش آموزان داوطلب شركت در المپياد 
رياضى معرفى كرده است و يقين دارد كه يكى از بهترين منابع سؤال 
مجموعه  اين  امتيازات  جمله  از  باشد.  آن ها  برترين  شايد  و  است 
مسائل آن است كه چون مسابقات المپياد رياضى در لنينگراد (و در 
برگزار  دبيرستانى  در همه ى سطوح  ديگر شهرهاى شوروى سابق) 
مى شده است، بنابراين مسائلى مناسب همه ى سنين دارد و مى تواند 
هر دانش آموز علاقه مند را با مسائل خود ساعت ها به چالش بكشاند. 
براى  كه  كتاب  مسائل  از  بعضى  كه  است  آن  توجه  جالب  نكته ى 
دانش آموزان سال ششم و هفتم اين شهر (معادل اول و دوم راهنمايى 
كه  هستند  دشوارى  بسيار  مسائل  شده اند،  مطرح  خودمان)  كشور 
حل آن ها براى بسيارى از دانش آموزان دبيرستان ها مى تواند كاملاً 
چالش برانگيز باشد! وقتى تصميم گرفتم بعضى از مسائل اين المپيادها 
را براى اين شماره انتخاب كنم، حيفم آمد كه آن را به يك شماره 
و چند مسئله محدود كنم و تصميم گرفتم طى چند شماره ى پياپى 
ويژه ى  مسائل  از  مسئله  پنج  اين شماره  در  بپردازم.  مسائل  اين  به 
در  و  مى كنم  مطرح  و  انتخاب  را   1990 سال  در  دهم  كلاس هاى 
شماره هاى بعد به مسائل ديگرى مى پردازم. سعى كرده ام مسائلى را 
انتخاب كنم كه حل يا راهنمايى آن ها در كتاب مزبور وجود نداشته 
ببرند  اين مسائل لذت كافى  از  اميدوارم كه خوانندگان مجله  باشد. 
و قبل از ملاحظه ى راه حل آن ها، خود نيز سعى كنند با آن ها، ولو 
اندك زمانى به چالش بپردازند. من خود طى سال هاى متمادى از اين 
مسائل به راستى لذت برده ام و اميدوارم براى شما نيز چنين باشد. در 
انتها ذكر اين نكته هم بد نيست كه پس از فروپاشى شوروى سابق، 
نام شهر لنينگراد دوباره به    سن پترزبورگ تغيير يافته است و المپياد 

رياضى آن با اين نام هم چنان برگزار مى شود. 

صورت مسائل
1. آيا مى توان با استفاده از رقم هاى 1، 2، 3، 4، 5 و 6 (و از 

هركدام يك بار) عددى شش رقمى و بخش پذير بر  11 درست كرد؟
2. چند جمله اى f با ضريب هاى درست داده شده است. مى دانيم 
 10 بر    f(7) كنيد  ثابت  است.  بخش پذير  بر2    f(5) و    5  f(2)بر 

بخش پذير است.
3. براى عدد حقيقى و مثبت x مى دانيم: 
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2 1 و درنتيجه:                                    0
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2 بنابراين:                                                   0
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2 2 و طبق قضيه ى بولتزانو:                              

استفاده  (عادكردن)  بخش پذيرى  رابطه ى  ويژگى هاى  از   .4
مى كنيم:

b ab | a ab

b ab | b ab

⎫+ + + + ⎪⇒⎬
+ + + + ⎪⎭

2 2

2 2

1 1

1 1
 

b ab | b(a ab ) a(b ab ) b a+ + + + − + + = −2 2 21 1 1  
b ab | b a⇒ + + −2 1  

ولى روشن است كه اگر a,b∈|N باشند، داريم:
b ab b a⇒ + + > −2 1  

.a = b :باشد و از آن جا b - a  =0 پس بايد .(b2≥ b زيرا)
5. بدون آن كه دايره ى محيطى مثلث CPQ را رسم كنيم، ثابت 
 C و سه نقطه ى ( R′ مى كنيم كه نقطه ى برخورد BD و AP (نقطه ى
P، وQ رئوس يك چهارضلعى محاطى اند. بنابراين دايره ى محيطى 
′R همان R است. درنتيجه R ،  A و  ′R مى گذرد و مثلث CPQ از 

P بر يك استقامت اند.
(ض زض) حالت  به   ABQ و   CBQ مثلث  دو  شكل،  مطابق 

بنابراين:   .(BQ  =BQ و   AB=BC   ، B B
∧ ∧
= = �

1 2 45 ) همنهشت اند 
C و نيز داريم: A A

∧ ∧ ∧
= +1 21

PQA B A C A
∧ ∧ ∧ ∧ ∧
= = ⇒ = ⇒ = +� �

2 2 2 1145 45
2

  (1)
R′1 برابر است با: AR نيز زاويه ى خارجى B′ در مثلث 

R B A A
∧ ∧ ∧ ∧
′ = + = +�1 1 1 145   (2)  

C (2) و (1) R
∧ ∧

′⇒ = 11   و  
R R C R
∧ ∧ ∧ ∧
′ ′ ′+ = ⇒ + =� �
1 2 21180 180  

آن چه  طبق  و  است  محاطى   CQR P′ چهارضلعى  بنابراين، 
نقطه ى  لذا  مى گذرد.  R′ از  CPQ مثلث  محيطى  دايره ى  گفتيم،  كه 
′R بر R منطبق است. يعنى حكم  ′R و برخورد آن با BD همان 

اثبات شده است. 

n n
n nf (x) C x C x ... C x C−

−= + + + +1
1 1 0

f (b) f (a)− =

 
n n n n

n nC (b a ) C (b a ) C (b a)− −
−− + − + + −�1 1
1 1

و با توجه به اتحاد
 m m m m mb a (b a)(b ab a )− − −− = − + + +�1 2 1  

درنتيجه:  و  دارند  را   b a− عامل  پرانتزها  همه ى  كه  است  بديهى 
. b a | f (b) f (a)− −

اكنون با توجه به لم فوق داريم:
| f ( ) f ( ) | f ( ) f ( ), | f ( )− − ⇒ −7 2 7 2 5 7 2 5 2  
| f ( )⇒ 5 7  (*)  
| f ( ) f ( ) | f ( ) f ( ), | f ( )− − ⇒ −7 5 7 5 2 7 5 2 5  

| f (v)⇒ 2   (* *)     
| f ( )= ×10 2 5 7 و با توجه به دو رابطه ى * و * * بديهى است كه: 

؛ يعنى f (7) بر10 بخش پذير است.
3. معادله را به صورت زير تغيير مى دهيم:

n n nf (x) x (x x x )− −= − + + + + =�1 2 1 0  
حال از قضيه ى موسوم به قضيه ى بولتزانو استفاده مى كنيم:

] باشد و داشته باشيم:  ]a,b قضيه : اگرf  تابعى پيوسته در بازه ى 
معادله ى  آن گاه   ، f (b) >0 و   f (a) <0 يا   f (b) <0 و   f (a) >0

] لااقل يك ريشه ى حقيقى دارد. ]a,b f در بازه ى  (x) =0

اكنون مى نويسيم:
n

n xf (x) x
x
−

= −
−
1

1
 

  

n n n n nx x x x x
x x

+ +− − + − +
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1 11 2 1
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x
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−
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قضيه ى  كمك  به  و   
n

− >
1

1 0 پس،   ،n >  1 چون  و 
گذر  (براى   n( ) n

n
− >
1

2 كرد:  ثابت  مى توان  رياضى  استقراى 
بنابراين: كنيد).  استفاده  نيوتون  دو جمله اى  بسط  از  استقرايى 

nn ( )
n

− − <
1

2 0
و از آن جا:
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R 1 1 1 1B A AB AAA   (2)
(2) و (1) C RC RC R

∧ ∧
′⇒⇒⇒ CC 1111 و

R
∧ ∧ ∧∧∧ ∧∧∧
′ ′RRRRRRR � �′′′C R1 2 222R 1 18880′C RR ===C RRR′C RRR′C RRR 2+C RRR

آن چه  طبق  و  است  محاطى   CQR PR PR P′ چهارضلعى  اين، 
نقطه ى  لذا  مى گذرد.  RRR′′′ از CPQ مثلث محيطى  دايره ى  م، 
بر R منطبق است. يعنى حكم  R′ ′RRR و همان BD آن با 

ده است.

(


