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ــود دارند که در  ــت جریان هایي وج ــت و صنع در طبیع
ــوند. این نوع جریان ها را  زمان هاي معیني متناوباً تکرار مي ش

»متناوب« مي نامند و به کمک توابع متناوب تعریف مي کنند.
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تعريف: فرض کنیم تابع 
مفروض باشد. تابع f(x) را در این دامنه متناوب مي نامند اگر  
ــته باشد به طوري که براي هر  عدد مثبتي مانند T وجود داش

 داشته باشیم: 
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هر وقت از توابع متناوب سخن به میان مي آید، دانش آموزان 
به درستي از توابع مثلثاتي نام مي برند. اما آن ها باید بدانند که 
ــلاوه بر توابع مثلثاتي، توابع غیرمثلثاتي هم وجود دارند که  ع
ــتند. در این مقاله با این نوع توابع آشنا مي شویم.  متناوب هس
 متناوب اند. توابع متناوب 
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مثلاً توابع *
را غالباً به صورت زیر هم تعریف مي کنند: 
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ــت.  ــع دلخواهي اس ــاوب و f تاب ــع متن ــه در آن g تاب  ک
به عنوان مثال توابع زیر متناوب هستند:
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ــائلي مواجه  ــي معمولاً با مس ــتة ریاض دانش آموزان رش
مي شوند که در آن ها از دانش آموز خواسته مي شود ثابت کنند 
ــت. در اینجا دانش آموزان ابتدا متناوب بودن  تابعي متناوب اس
تابع را حدس مي زنند و سپس با استفاده از تعریف تابع متناوب، 

به اثبات آن مي پردازند.
براي اثبات نامتناوب بودن تابع، به دو طریق عمل مي شود: 

1. با استفاده از تعریف تابع متناوب؛
2. با استفاده از تعریف تابع نامتناوب.

تعریف: تابع نامتناوب تابعي است که تعریف تابع متناوب در 
آن صدق نمي کند.

ــود،  اگر به ازاي هر  یعني تابع f(x) نامتناوب نامیده مي ش
 یافت شود؛ طوري که حداقل 
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 عددي مانند 
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ــرایط سه گانه که در تعریف تابع متناوب آورده شده  یکي از ش
است، برقرار نباشد.

 متناوب نیست.
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مثال 1. ثابت کنید تابع 
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اثب�ات: دامنة تابع مجموعه اعداد حقیقي منهاي 
است.
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ــرط )1( در تعریف تابع متناوب نقض شده است.  یعني ش
 متناوب نیست.
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پس تابع 
 متناوب نیست.
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مثال 2. ثابت کنید تابع 
اثبات: 

روش اول: دامنة تابع مجموعه اعداد حقیقي است. بنابراین 
 در دامنة تعریف تابع 
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براي هر T دلخواه نقاط 
 حداقل 
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قرار دارند. پس لازم است ثابت کنیم به ازاي هر 
یک مقدار براي x وجود دارد که در ازاي آن داشته باشیم: 
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 را در نظر گرفت. در این 
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ــوان  در حالت خاص مي ت
صورت داریم: 
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روش دوم: براي اثبات نامتناوب بودن تابع مي توان از قضیة 
زیر استفاده کرد: 

ــند،  ــته باش قضی�ه: اگر همة توابع متناوب چند ویژگي داش
ــد، متناوب  ــته باش  هر تابعي که یکي از این ویژگي ها را نداش

نیست.



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

14 شمارۀ  3
    بهار 1392
دورۀ  بيست و دوم      

ویژگي هاي توابع متناوب
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ــد، آن گاه همة نقاط  داشته باش
دارد. که در آن n عدد صحیح دلخواه است. این نشان مي دهد 
که دامنة توابع متناوب شامل همة اعداد مثبت و منفي از بازة 
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 متناوب 

y f (x)
x D
) x T D(f )
) x T D(f )
) f (x T) f (x)

y {x}
y , x R
y f (g(x))

y cos x , y log cos x , y | sin x |
T
x D(f )

f (x) sin
x

x
T
x T
x T ( T) T , x T D(f )

f (x) sin
x

f (x) x
x T
x T
f (x T) f (x)
x

f (x) f (x) , f (x T)

∗

=
∈
+ ∈
− ∈
+ =

=
= ∈
=

= = =
>
∈

=

=
≠
= −
+ = − + = + ∉

=

=
+
−
+ ≠

=

= = +

2

0

0 0

2

1
2
3

3

3 2
0

1

0
0

0
1

0
0

x
a

x

f (T) T
f (x T) f (x)

x nT
( , )

y log
x
f (x nT) f (x)
T , x Z

y a (a )

y
x(x )

x
x
f (x T) f (x)
T T
x R
f (x) {x} sin x
T
{x T} sin(x T) {x} sin x
{T} sin T ( )
x T
{ T} sin T ( )
x
{T} { T}
{T} { T}
{T

= = >
⇒ + ≠
+

−∞ +∞

=

≤
+ =

> ∈

= ≠

=
−

=
=
+ =

=
∈

= +
>
+ + + = +
+ =

= −
− − =
=
+ − =
= − =

2

0

0

0

0

0
0

1
2

2
0

0

0 1

0 2
0

0
0

}
sin T
T k ,k Z
k
T k

=
=

= π ∈
≠
= π

0
0

0

ــود که مثلاً تابع  از آنجا نتیجه مي ش
 به دامنة تابع تعلق ندارد.
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نیست، زیرا هر 
2. براي تابع متناوب f(x) در ازاي xهایي که از نظر تعداد 
ــند، مقادیر نظیري پیدا مي شوند که بین آن ها  نامتناهي باش
ــر چه قدر که بزرگ  ــداد مثبت و منفي از نظر قدرمطلق ه اع
باشند، وجود دارند. این ویژگي از تساوي زیر نتیجه مي شود که 

همواره صادق است: 
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دربارة توابع متناوب با دورة 
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و در آن داریم: 
در حالت خاص تابع متناوب در دامنة تعریف خود نمي تواند 

صعودي یا نزولي یکنوا باشد.
 متناوب نیست، زیرا تابع صعودي 
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مثلاً تابع 
یکنوا است.

ــود نمي توانند از  ــاوب در دامنة تعریف خ ــع متن 3. تواب
نقطه نظر تعداد، نقاط انفصال متناهي داشته باشند. مثلاً تابع 
 متناوب نیست؛ زیرا تنها داراي دو نقطة انفصال 
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ــة انفصال همان نقطة  . منظور از نقط
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 و 
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ــت:  اس
ناپیوستگي است.

ــة اعداد حقیقي  ــع f(x) متناوب و در مجموع ــر تاب 4. اگ
تعریف شده باشد، آن گاه معادلة:
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ــه در آن T به عنوان مجهول و x پارامتر در نظر گرفته  ک
 خواهد 
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ــة مثبت مانند  ــت کم یک ریش مي شود، دس
 در معادله صدق 

y f (x)
x D
) x T D(f )
) x T D(f )
) f (x T) f (x)

y {x}
y , x R
y f (g(x))

y cos x , y log cos x , y | sin x |
T
x D(f )

f (x) sin
x

x
T
x T
x T ( T) T , x T D(f )

f (x) sin
x

f (x) x
x T
x T
f (x T) f (x)
x

f (x) f (x) , f (x T)

∗

=
∈
+ ∈
− ∈
+ =

=
= ∈
=

= = =
>
∈

=

=
≠
= −
+ = − + = + ∉

=

=
+
−
+ ≠

=

= = +

2

0

0 0

2

1
2
3

3

3 2
0

1

0
0

0
1

0
0

x
a

x

f (T) T
f (x T) f (x)

x nT
( , )

y log
x
f (x nT) f (x)
T , x Z

y a (a )

y
x(x )

x
x
f (x T) f (x)
T T
x R
f (x) {x} sin x
T
{x T} sin(x T) {x} sin x
{T} sin T ( )
x T
{ T} sin T ( )
x
{T} { T}
{T} { T}
{T

= = >
⇒ + ≠
+

−∞ +∞

=

≤
+ =

> ∈

= ≠

=
−

=
=
+ =

=
∈

= +
>
+ + + = +
+ =

= −
− − =
=
+ − =
= − =

2

0

0

0

0

0
0

1
2

2
0

0

0 1

0 2
0

0
0

}
sin T
T k ,k Z
k
T k

=
=

= π ∈
≠
= π

0
0

0

داشت که به ازاي همة مقادیر پارامتر 
مي کند.
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ــد تابع  مث�ال 3. ثابت کنی
نیست.
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اثبات: فرض کنیم تابع با دورة تناوب 
)تناقض(، در این صورت به ازاي هر x دلخواه تساوي زیر برقرار 
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این تساوي به ازاي 
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به ازاي 
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از جمع تساوي هاي )1( و )2( داریم: 
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جزء اعشاری هر عدد، همواره نامنفي است، پس: 
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، آن گاه از معادلة 
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یعني T عدد صحیح است. اگر: 
. اما اگر 
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ــود:  )2( نتیجه مي ش
 عدد صحیح نیست.
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، آن گاه 
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ــترك  ــة مش بنابراین معادله هاي )1( و )2( تنها یک ریش

T دارند. پس تابع f(x) متناوب نیست.
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ــا دورة تناوب T، در بازه اي  ــر در تابع متناوب f(x) ب 5. اگ
 نامساوي زیر برقرار باشد: 
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مانند 
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ــه ازاي همة مقادیر متغیر x برقرار  ــاوي ب آن گاه این نامس
است.

ــود که اگر تابع متناوب f(x) به ازاي  از آن جا نتیجه مي ش
همة مقادیر حقیقي تعریف شده و پیوسته باشد، آن گاه عددي 
 تساوي 
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 وجود دارد که به ازاي همة مقادیر 
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مانند 
زیر برقرار است: 
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تمرین همراه با حل
 π ــا دورة تناوب  ب
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مس�ئلة 1. ثابت کنید تابع 
متناوب است.

ــت. بنابراین به  حل: دامنة تابع مجموعه اعداد حقیقي اس
 به دامنة تابع تعلق دارند. پس 
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 و 

T
[a,a T]
| f (x) | M
M
x R
| f (x) | M
f (x) | sin x |
x T
x T
f (x ) f (x)
f (x ) sin(x ) sin x sin x f (x)

f (x) cos x sin x

cos (x ) sin(x ) cos x sin x
T

Tx

Tf ( )

T Tf ( T) f ( )

T T Tcos ( ) sin( ) cos ( ) sin

=
+
≤

>
∈

≤
=

+
−
+ π =

+ π = + π = − = =

= +

+ π + + π = +
< < π

= −

−

− + =

− + − ≠ − +

4

4 4

4 4

0

0

2 2
0 2

2

2

2 2

2 2 2
T

Tsin( )

Tsin( )

Tcos( )

Tcos( )

f (x) cos x cos x
cos(x T) cos( (x T)) cos x cos x

x
cos T cos T ( )

cos T
cos T

cos T cos T ( )

−

−

= +
+ + + = +

=
+ =
≤
≤
+ ≤

2

2

2

2

2
3 2

3 2 3 2
0

3 2 4 1
1

2 1
3 2 4 2

ازاي هر x نقاط 
تساوي زیر را بررسي مي کنیم: 
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داریم: 
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 را 
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مس�ئلة 2. دورة تناوب اصلي تابع 
پیدا کنید.

حل: دامنة تابع مجموعه اعداد حقیقي است. پس به ازاي 
 به دامنة تابع تعلق دارند. 
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هر x از دامنه، اعداد
عدد 2π دورة تناوب تابع است، زیرا: 
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شمارۀ 153
بهار 1392

دورۀ  بيست ودوم

 2π کوچک تر از T ــت مي کنیم هیچ عدد مثبتي مانند ثاب
دورة تناوب تابع f(x) نیست.

فرض کنیم چنین نباشد )تناقض(. عددي مانند T وجود 
.
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دارد که دورة تناوب تابع است و در ضمن: 
 باید 
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 را در نظر مي گیریم. مقدار 
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ــدد  ع
برابر باشد با: 
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اما داریم: 
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 متمایز از صفر و از نظر علامت 
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 و 
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زیرا: 
 همانند هستند و این تناقض 
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 و 
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متمایز، اما 
است.

 را 
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مسئلة 3. دورة تناوب اصلي تابع 
پیدا کنید.

ــتند. فرض  ــداد حقیقي هس ــة اع ــة تابع هم ح�ل: دامن
 x ــن صورت به ازاي هر ــد. در ای  کنیم T دوره تناوب تابع باش

داریم: 
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 تساوي بالا به صورت زیر نوشته مي شود.
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به ازاي 
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 پس داریم: 
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 و 
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چون 
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 است.
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کوچک ترین ریشة مثبت دستگاه 
 دورة تناوب تابع 
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است. زیرا براي هر x اعداد
دارند و داریم: 
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 متناوب 
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مسئلة 4: ثابت کنید تابع 
نیست.

 که در آن a عددي 
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ح�ل: قرار مي دهیم 

ــت. از تساوي بالا  ثابت متعلق به مجموعه مقادیر برد تابع اس
نتیجه مي شود: 
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ــه  ــود که این معادله بیش از دو ریش از آنجا معلوم مي ش
ندارد. بنابراین تابع f(x) در بیش از دو نقطه نمي تواند مقادیر 
ــد. پس بنا بر ویژگي 2 تابع نمي تواند  نظیر خود را اختیار کن

متناوب باشد.
 را ثابت کنید.
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مسئلة 5. نامتناوب بودن تابع 
 تعریف پذیر است. بنابراین، بنابر 

cos T
cos T

T
cos(x ) cos( (x )) cos x cos x

x xf (x)
x x

x x a
x x

( a)x (a )x a
f (x) Arcsin x
[ , ]

f (x) x cos(x )
T
x [ ,T]
f (x) T
x R

x cos(x ) T

n T

x n
f (x) cos log x
x

=
 =
= π

+ π + + π = +

− +
=

+ +
− +

=
+ +
− − + + − =
=

− +

=
>
∈

≤

∈

≤

π >

= π

=

=

2

2

2

2

2

2

2

1
2 1
2

3 2 2 2 3 2
10 1

1
10 1

1
10 1 1 0

1 1
2

0
0

2

2

2
2

0
D(f ) ( , ) ( , )
T
T D(f )

T T D(f )

f (x) sin x

sin x

sin x T sin x

x T x x , x N

x T x

x T x

x T x x

T x

x
x [x]
{ / } /
{ / } /
[x] Z
{x}

= −∞ ∪ +∞
>
∈
= − ∈

=

=

+ = =

+ − = π ∈

+ ≥

+ ≥ π+

+ ≥ π + π +

⇒ ≥ π + π

−
=

− =
∈
≥

2

2

0 0
0

0

1
1

2

2
4 4
4 4

1 2 0 2
2 7 0 3

0

حل: تابع در بازه 
ویژگي 1 نمي تواند متناوب باشد.

 را ثابت 
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ــودن تابع  مس�ئلة 6. نامتناوب ب
کنید.

حل: دامنة تابع مجموعة اعداد حقیقي است. از راه تناقض 
ــع متناوب  ــم. فرض کنیم تاب ــئله را ثابت مي کنی ــم مس حک
ــع f(x) در مجموعة  ــد. چون تاب  باش
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و دورة تناوب آن 
 داریم: 
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ــت و در ازاي  ــداد حقیقي تعریف پذیر اس اع
 نامساوي زیر 
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، بنابر ویژگي 5 به ازاي هر 
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، آن گاه 
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اما اگر n طوري باشد که داشته باشیم: 
 برقرار نیست و این تناقض 
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ــاوي بالا به ازاي  نامس
است.

 متناوب نیست. 
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مسئلة 7. ثابت کنید تابع 
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حل: دامنة تعریف تابع مجموعه اعداد حقیقي به جز 
. اگر تابع f(x) متناوب 
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است؛ یعني: 
 است، بنابر تعریف 
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باشد، آن گاه چون 
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با دورة 
 و این 
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ــد نتیجه بگیریم:  توابع متناوب بای
درست نیست.

 متناوب نیست. 
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مسئلة 8. ثابت کنید تابع 
حل: فرض مي کنیم تابع، متناوب و دورة تناوب آن T باشد.

ــه در  ــم ک ــاب مي کنی ــوري انتخ ــت x را ط ــدد مثب ع
ــم:  داری ــورت  آن ص ــد. در  کن ــدق   ص
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ــرط  ش
؛ یعني: 
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ــن:  بنابرای و   
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ــه:  ک ــت  اس ــح  واض
.
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ــاوي اعداد مثبت قرار دارند. بنابراین  در هر دو طرف نامس
مي توانیم طرفین آن را مجذور کنیم. خواهیم داشت:
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 را مي توان طوري انتخاب 
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ــت. زیرا  که این تناقض اس
 T کرد که هرچه بیشتر بزرگ باشد؛ یعني به ازاي مقدار ثابت

نامساوي اخیر نمي تواند برقرار باشد.

پي نوشت ....................
* منظور از {x} جزء 
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اعشاري x، یعني 
 x جزء صحیح [x] است که
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است. مثلاً: 
. توجه 
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و 
 و 
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دارید که: 
.
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