
مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

16 شمارۀ  3
    بهار 1392
دورۀ  بيست و دوم      

صورت مسائل
1. ثابت کنید، عددهاي مثبت و گنگ a و b به گونه اي وجود 

دارند که به ازاي آن ها، ab عددي طبیعي باشد )1975(.
ــة  ــه مجموع ــیمي ک ــر تقس ــراي ه ــد ب ــت کنی 2. ثاب
ــه دو زیرمجموعة جدا از   را ب
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ــت کم یکي از زیرمجموعه هاي حاصل  هم افراز کند، دس
شامل سه عدد است که مجموع دو تا از آن ها، با دو برابر 

سومي برابر است )1978(.
3. جواب هاي درست این معادله را پیدا کنید )1981(: 
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 وجود دارد که در مورد آن 
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4. آیا تابع یک  به یک 
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براي هر مقدار x∈R داشته باشیم: 
ــدّب، مختصاتي صحیح  ــاي یک پنج ضلعي مح 5. رأس ه
دارند. ثابت کنید مساحت این پنج ضلعي حداقل مساوي 

 است )1998(.
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ــاز مثلث ABC باشد. M و N به  6. فرض کنید AD نیم س
ترتیب دو نقطه روي AB و AC هستند، به طوري که داریم: 
 MN و AD خطوط .
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نیز در P متقاطع اند. ثابت کنید: 
.)1999(
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كليدواژه ه�ا:  رومانی، المپي�اد رياضی، تابع يک به ي�ک، پنج ضلعی محدب، 
نقطة شبکه ای

المپیاد ریاضي در

 رومانی 
ــتان را مي توان بنیان گذار  ــر چنان که قبلاً گفته ایم، مجارس اگ
المپیاد ریاضي دانست، بدون تردید روماني را مي توان مهد المپیادهاي 
ریاضي و پایه گذار المپیاد بین المللي ریاضي دانست. چرا که این کشور 
از نخستین کشورهاي پیشنهاددهندة این رقابت ها و میزبان دو دورة 
ــال هاي برگزاري این مسابقات،  ــت آن بوده است. در طول س نخس
روماني پنج دوره در سال هاي 1959 )نخستین دوره(، 1960، 1969، 
ــال هاي 1959،  1978، 1999 میزبان بوده و در پنج دوره نیز در س
1978، 1985، 1987 و 1996 مقام نخست این رقابت ها را به دست 
ــابقات  ــال هاي دیگر نیز بارها به مقام هاي بالاي این مس آورد. در س

جهاني دست یافته است.
ــي  ــال هاي پایان ــتان، از س ــد مجارس ــز، مانن ــي نی در رومان
ــد. از  ــاز ش ــتاني آغ ــي دبیرس ــابقات ریاض ــم مس ــرن نوزده ق
ــي  ــر ریاض ــة معتب ــط مجل ــابقات توس ــن مس ــال 1902 ای  س

»Gazeta Matematica« برگزار مي شد.
ــابقات در دو مرحله انجام مي شدند. از سال  تا سال 1948 مس
ــدة وزارت آموزش وپروش قرار  ــزاري المپیادها به عه 1961، کار برگ
گرفت که تا امروز هم ادامه دارد. در حال حاضر المپیاد ریاضي روماني 
ــه مرحله انجام مي گیرد و مسائل المپیاد در مجلة مزبور چاپ  در س

مي شوند.
ــت اندرکار برگزاري  ــي گروه هاي متعددي دس ــور رومان در کش
مسابقه هاي ریاضي هستند و دانشجویان و استادان بسیاري در این 
زمینه به شدت فعال اند که از میان آن ها استادان نام آوري نیز ظهور 
کرده اند که از جملة معروف ترین آن ها مي توان از تیتو آندرسکو نام برد 
که سال ها مدیریت تیم هاي المپیاد ریاضي روماني را به عهده داشت. 
وي پس از اخذ تابعیت جدید، مدیریت و هدایت تیم المپیاد ریاضي 

کشور آمریکا را به عهده گرفت و هنوز هم در این زمینه فعال است.
ــائلي که در المپیادهاي داخلي کشور روماني طي  در میان مس
سال هاي متمادي طرح شده اند، مسائل بسیار خوب و بسیار دشواري 

ــال متفاوت  ــائل چند س را مي توان یافت. در این جا منتخبي از مس
ــطح  ــعي کرده ایم نمونه هایي را انتخاب کنیم که س را آورده ایم و س
متوسطي داشته و براي عموم دانش آموزان قابل فهم و استفاده باشند. 

راه حل ها در پي آمده اند.
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حل مسائل
 را در نظر بگیریم. با 
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مي دانیم که 
زیرا در غیر این صورت عددهاي صحیح و مثبت m و n یافت 
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و در این صورت داریم: 
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که این تساوي غیرممکن است. )چرا؟(

 را نیز در نظر 
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 و 
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ــگ  ــتیم عددهاي گن مي توانس

 کار ساده اي 
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 ولي اثبات گنگ بودن 
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بگیریم: 

نیست!

ــا برهان خلف   و A∋5. ب
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ــم:  ــرض مي کنی 2. ف
درستي حکم را نشان مي دهیم: 

ــامل  ــم هیچ یک از دو مجموعة A و B ش فرض مي کنی
ــند که مجموع دو تا از عددها مساوي  ــه عددي نباش هیچ س
ــومي باشد. اگر A∋3 باشد، آن گاه با توجه به شرط  دو برابر س
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ــم:  ــوق داری ف
ــي  ــس: B ،1∈B∋4 و B∋7. ول . پ
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و 
ــود.  ــرط فوق نقض مي ش در این صورت داریم: 4×2=1+7 و ش
 ،7∈A :3. اما اگر∈B :ــه ــت که: A∌3 و در نتیج پس لازم اس
و   
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آن گاه: 
. ولي در این صورت 
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، پس: 
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.7∈B :6×2=3+9 و تناقض ایجاد مي شود. پس لازم است که
همچنین یکي از دو عدد 4 و 6 نیز باید درB باشند، زیرا 4، 5 
ــند )5×2=6+4(. فرض کنید:  و 6 نمي توانند با هم عضو A باش
B∋4، در این صورت نتیجه مي شود: B∌2 )زیرا در غیر این صورت 
ــا: A∌8 )زیرا در  ــذا: A∋2 و از آنج (. ل
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ــز: B∋8 و از  (. و نی
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غیر این صورت: 
 .)
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ــا: B∌6 )زیرا در غیر این صورت  آنج
ــرا در غیر این صورت  ــه: A∋6 و در ضمن: B∌9 )زی در نتیج

.9∈A :پس داریم .)
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ــد، آن گاه:  حال اگر A∋1 باش
. یعني در هر 
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اگر B∋1 باشد، آن گاه: 

ــه تایي به  ــي از دو زیرمجموعة A یا B داراي یک س ــال یک ح
صورت فوق هستند. در حالت دیگر هم، با شرط B∋6 به همین 

نتیجه مي رسیم.
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ــر  ــد. در این صورت اگ کنن
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داریم: 
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ــد، آن گاه:   باش
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ــن، اگر  همچنی
نتیجه: 
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 و در نتیجه: 
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و باز هم 

 ممکن است معادله جواب 
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پس فقط به ازاي 
 که 
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 نتیجه مي شود: 
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ــد. به ازاي  ــته باش داش
. بنابراین 
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 نتیجه مي شود: 
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جوابي ندارد و به ازاي 
.
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معادله فقط دو دسته جواب دارد: 

 و 
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ــته باشد، با قرار دادن  4. اگر چنین تابعي وجود داش
 در نابرابري فوق نتیجه مي شود: 
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ــن تابعي وجود ــک نخواهد بود و لذا چنی ــس f یک به ی  پ
 ندارد.
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ــده در ترکیبیات مي گوید که اگر  ــناخته ش 5. یک قضیة ش
ــته  ــبکه اي )نقطة با مختصات صحیح( داش ــج نقطة ش پن
ــط پاره خط و اصل بین دو تا از این نقاط، یک  ــیم، وس باش
نقطة شبکه اي خواهد بود. اثبات به کمک اصل لانة کبوتري 
صورت مي گیرد. مختصات هر نقطة شبکه اي از نظر زوج و 
فرد بودن چهار حالت دارد: )فرد و فرد(، )زوج و فرد(، )فرد 

و زوج( و )زوج و زوج(.
ــیم،  ــته باش ــج نقطه داش ــي پن ــس وقت پ

ــر زوج و فرد بودن  ــا از نظ ــل دوتاي آن ه لااق
ــد. یعني مجموع  ــبیه هم دارن مختصاتي ش

ــت  طول هاي آن ها و مجموع عرض هاي آن ها عددي زوج اس
ــط این دو نقطه، مختصاتي صحیح دارد، زیرا:  و در نتیجه وس
 لذا در پنج ضلعي فوق 
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 و 
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 وسط یکي از اضلاع یا اقطار نقطه اي با مختصات صحیح چون
 M است.

ــر مي گوید که  همچنین قضیه اي دیگ
مساحت هر مثلثي که سه رأس آن سه 
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ــند، مساوي  ــبکه اي باش نقطة ش
.m∈N :است که
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زیرا مطابق شکل زیر داریم: 

A

CF

E D

B

)CF، CD، DE و EF را موازي محورها رسم کرده ایم.(
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ولي بدیهي است که m∈Z )چرا؟( و در نتیجه درستي این 
قضیه هم ثابت مي شود.

ــط یکي از  ــئلة اصلي برمي گردیم: اگر M وس حال به مس
قطرهاي پنج ضلعي ABCDE باشد، پس M درون پنج ضلعي 

است و در نتیجه: 
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ــا مختصات  ــج مثلث نقاطي ب ــة این پن ــي رئوس هم ول
 و لااقل 
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ــورت  ــاحت هاي آن ها به ص ــد، پس مس صحیح ان
 است و در نتیجه: 
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مساوي 
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اما اگر M وسط یکي از اضلاع )مثلاً AB( باشد، از M به دو 
 )CD ًنباشد )مثلا AB سر یکي از اضلاع پنج ضلعي که موازي

وصل مي کنیم. A و B را نیز به C و D وصل مي کنیم.
مثلث هاي MDC، ADC و BDC در قاعدة CD مشترك اند 
، پس مساحت هاي هیچ دوتاي آن ها با هم 
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و چون: 
برابر نیست و به صورت صعودي مثلاً به ترتیب زیر قابل مرتب 

کردن هستند: 
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 هستند، پس: 
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و چون هر سه مساحت به صورت 
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و بنابراین داریم: 
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و در نتیجه: 
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= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1

2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2

6. مطابق شکل داریم: 
ˆ ˆD B

ˆD̂ C
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN

ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN
DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1

2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2

لذا چهارضلعي AMDN محاطي است و از آنجا: 

A

B C

M N

D

p

1

1

1

2

2
ˆ ˆD B

ˆD̂ C
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN

ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN
DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1

2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2

همچنین داریم: 

ˆ ˆD B
ˆD̂ C

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN
ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN

DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1

2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2

و با جاي گذاري از رابطة )1( در رابطة )2( نتیجه مي شود: 

ˆ ˆD B
ˆD̂ C

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆD D B C A A MDN
ˆ ˆˆ ˆM D ,A A AMP ~ ADN

DN AD AN AM.AN AP.AD( )
MP AM AP

ˆ ˆ ˆD̂ C,A A ADN ~ ADC
AN AD AD AN.AC
AD AC

ˆ ˆˆ ˆD B,A A ADM ~ ADB
AM AD AD AM.AB
AD AB
AD AM.AN.AB

°

=

=

+ = + = − ⇒ + =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

= = ⇒ ∆ ∆

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1

2

1 2

2 1 2

2 2 2

2

1 1 1

2

4

180 180

1

.AC( )

AD AP.AD.AB.AC AD AP.AB.AC= ⇒ =4 3

2


