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1. به طرفین یک نامساوي مي توان عددي اضافه کرد یا از آن 
عددي کم کرد: 
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2. طرفین نامساوي را مي توان در عدد مثبتي ضرب یا بر عدد 
مثبتي تقسیم کرد: 
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3. اگر طرفین یک نامساوي را در عدد منفي ضرب یا بر عدد 
منفي تقسیم کنیم، جهت نامساوي عوض مي شود: 
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4. طرفین یک نامساوي را مي توان به توان عدد فرد رساند: 
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5. از طرفین یک نامساوي مي توان ریشة فرد گرفت: 
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ــاوي مثبت باشند، مي توان آن را به توان  6. اگر طرفین نامس
عدد زوج رساند: 
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7. اگر از طرفین یک نامساوي ریشة زوج بگیریم، باید آن ها را 
در قدرمطلق قرار دهیم: 
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8. اگر طرفین نامساوي مثبت باشند، مي توان از دو طرف ریشة 
زوج گرفت: 
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ــند، چنانچه آن ها را  ــاوي هم علامت باش 9. اگر طرفین نامس
ــود. چنانچه  ــاوي عوض مي ش معکوس کنیم، جهت نامس
طرفین نامساوي مختلف العلامه باشند، اگر آن ها را معکوس 

کنیم جهت تغییر نمي کند: 
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10. دو نامساوي هم جهت را فقط و فقط مي توان نظیر به نظیر 
با هم جمع کرد: 
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ــاوي هم جهت مثبت باشد، مي توان  11. اگر طرفین دو نامس
آن ها را نظیر به نظیر درهم ضرب کرد.
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نکات نامساوي ها
، آن گاه اگر a را به توان اعداد بزرگ تر از یک 
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ــر  1. اگ
ــود. چنانچه از آن ریشه بگیریم  ــانیم، کوچک تر مي ش برس

بزرگ تر مي شود.
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مثال: 
 اگر 
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كليدواژه ها:     نامساوي ها، خواص نامساوي ها

خواص 
نامساوي ها

مساوي
 ها

نا



شمارۀ 273
بهار 1392

دورۀ  بيست ودوم

ــاوي 2 ــدد مثبت به اضافة عکس آن بزرگ تر یا مس  2. هر ع
 است.
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اثبات: 
 همواره 
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ــاوي  ــرض مي کنیم نامس ف
 ضرب مي کنیم: 
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درست باشد. دو طرف نامساوي را در 
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ــت است، پس   همواره درس
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ــاوي  چون نامس
فرض ما هم درست بوده است.

ــاوي 2-  3. هر عدد منفي به اضافة عکس آن کوچک تر یا مس
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ــاوي  فرض مي کنیم نامس
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درست باشد. دو طرف نامساوي را در 
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ــت است، پس   همواره درس
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ــاوي  چون نامس
فرض ما هم درست بوده است.

4. اگر a و b دو عدد هم علامت باشند داریم: 
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 و 
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ــد، پس  ــون a و b هم علامت ان چ
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. پس: 
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نامنفي اند. بنا به نکتة )2(: 

.
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در نتیجه: 

5. اگر a و b مختلف العلامه باشند، داریم: 
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ــس:  ــد، پ ــون a و b مختلف العلامه ان  چ
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

28 شمارۀ  3
    بهار 1392
دورۀ  بيست و دوم      

ــه پرانتز بالا بزرگ تر یا مساوي 2 است. پس  هر یک از س
 جمع آن ها بزرگ تر یا مساوي 6 مي شود. در نتیجه:
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8. همواره داریم: 
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سه نامساوي را نظیر به نظیر با هم جمع مي کنیم: 
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، آنگاه همواره داریم: 
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9. اگر: 
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ــه نامساوي هم جهت مثبت را نظیر به نظیر درهم  این س
ضرب مي کنیم: 

a,b,c

(a b c )( )
a b c

(a b c )( )
a b c

a a b b c c
b c a c a b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

(a b c )( )
a b c

a b

≠

+ + + + ≥

+ + + +

= + + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + + ≥

⇒ + + + + ≥

+ +

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

0
1 1 1 9

1 1 1

1 1 1

3

3 9

1 1 1 9

c ab bc ac

(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c ab ac bc
a,b,c

(a b)(b c)(c a) abc

( a b)

( b c)

( c a )

≥ + +

 − ≥ + − ≥
  − ≥ ⇒ + − ≥ 
 − ≥ + − ≥  

⇒ + + − − − ≥

+ + − − − >

⇒ + + ≥ + +
>

+ + + ≥

 − ≥


− ≥

− ≥

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

0 2 0
0 2 0
0 2 0

2 2 2 2 2 2 0
0

0
8

0
0
0

a b ab

b c bc

c a ac

a b ab

b c bc

c a ac

(a b)(b c)(c a) a b c
(a b)(b c)(c a) abc

a ab b

a ab b

(a b ) (a b)

A

a b c
a b
a c

b

c

ab b

ac c

a

°

 + − ≥
 ⇒ + − ≥

  + − ≥  
 + ≥
⇒ + ≥
 + ≥

+ + + ≥
⇒ + + + ≥

± + ≥

± + ≥

+ + ± ≥

=

> +

>
 >

>

>

 >⇒ 
>

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

3 3 3

2

2

2 3

2 3

2 0
2 0
2 0

2
2
2

8
8

0
2 2 2 0

0
90

0
0

a

b c

ab ac b c a(b c ) b c

a(a ) b c a b c

a b a b( )

a b ab a b

a b ab a b

a b ab (a b)

(a b)

a b a b( )

= +

+ > + ⇒ + ≥ +

⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



ــرا:  زی  

a,b,c

(a b c )( )
a b c

(a b c )( )
a b c

a a b b c c
b c a c a b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

a b a c b c( ) ( ) ( )
b a c a c b

(a b c )( )
a b c

a b

≠

+ + + + ≥

+ + + +

= + + + + + + + +

= + + + + + +

+ + + + + + ≥

⇒ + + + + ≥

+ +

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2 2

0
1 1 1 9

1 1 1

1 1 1

3

3 9

1 1 1 9

c ab bc ac

(a b) a b ab

(b c) b c bc

(c a) c a ac

a b c ab bc ac

a b c ab bc ac

a b c ab ac bc
a,b,c

(a b)(b c)(c a) abc

( a b)

( b c)

( c a )

≥ + +

 − ≥ + − ≥
  − ≥ ⇒ + − ≥ 
 − ≥ + − ≥  

⇒ + + − − − ≥

+ + − − − >

⇒ + + ≥ + +
>

+ + + ≥

 − ≥


− ≥

− ≥

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

0 2 0
0 2 0
0 2 0

2 2 2 2 2 2 0
0

0
8

0
0
0

a b ab

b c bc

c a ac

a b ab

b c bc

c a ac

(a b)(b c)(c a) a b c
(a b)(b c)(c a) abc

a ab b

a ab b

(a b ) (a b)

A

a b c
a b
a c

b

c

ab b

ac c

a

°

 + − ≥
 ⇒ + − ≥

  + − ≥  
 + ≥
⇒ + ≥
 + ≥

+ + + ≥
⇒ + + + ≥

± + ≥

± + ≥

+ + ± ≥

=

> +

>
 >

>

>

 >⇒ 
>

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

3 3 3

2

2

2 3

2 3

2 0
2 0
2 0

2
2
2

8
8

0
2 2 2 0

0
90

0
0

a

b c

ab ac b c a(b c ) b c

a(a ) b c a b c

a b a b( )

a b ab a b

a b ab a b

a b ab (a b)

(a b)

a b a b( )

= +

+ > + ⇒ + ≥ +

⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



ــم:  داری ــواره  هم  .10
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که همواره برقرار است.
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 ضرب مي کنیم.                         
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حل: دو طرف را در 
 ضرب مي کنیم.
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اکنون دو نامساوي را نظیر به نظیر با هم جمع مي کنیم: 
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مسئلة 2. ثابت کنید: 
اثبات: فرض مي کنیم نامساوي بالا همواره درست باشد، پس: 
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 همواره درست است، پس نامساوي بالا هم 
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نامساوي 
همواره درست است.
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⇒ > + ⇒ > +

+ +
≤

+ + +
≤

⇒ + + ≤ +

⇒ < + − ⇒ ≤ −

− ≥

+ +
≥

2

2 2 2

2 2 3 3 2 2 3 3

2 3 3 3 3 3

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

3 3
3

2 2
2

4 2
2 2 2

0 2 0
0

2 2



مسئلة 3. ثابت کنید:
ــت باشد. آن گاه  ــاوي بالا همواره درس اثبات: فرض مي کنیم نامس

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



مي توان نوشت:   

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



)a+b مثبت است(. 

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



ــت، پس نامساوي مسئله همواره  ــاوي همواره درست اس این نامس
درست است.

 .
n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



، آن گاه 

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



مسئلة 4. اولاً  نشان دهید: اگر 
، ثابت کنید: 

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



n مثبت و 

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a, b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



ثانیاً اگر 
.

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



اثبات: اولاً داریم: 

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2



ثانیاً، با توجه به نابرابري اولاً، مي توان نوشت: 

n

n

a, b

a b (a b) (a b ) (a b)

a b a b ab(a b)

a b ab(a b)

a b ab(a b)
(a b)

(a b)(a ab b ) ab(a b)

a ab b ab

a ab b (a b)
a,b

a b ab
x , x , x ,..., x
x .x .x ...x

( x )(

>

+ +
≥ ⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥ +

⇒ + ≥ +
+

⇒ + − + ≥ +

⇒ − + ≥

⇒ − + ≥ ⇒ − ≥
>

+ ≥

=

+

3 3 3
3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3

2 2

2 2

2 2 2

1 2 3

1 2 3

1

0

4
2 8
4 4 3
3 3 3

2 0 0
0
2

1

1 n
n

n n
n

n n

n
n

x )( x )...( x )

a, b : ( a b)

a b ab a b ab

x x , x x ,..., x x

( x )( x )...( x ) x x ...x

( x )( x )...( x )

+ + + ≥

> − ≥

⇒ + − ≥ ⇒ + ≥

+ ≥ + ≥ + ≥

⇒ + + + ≥

⇒ + + + ≥

2 3
2

1 1 2 2

1 2 1 2
1

1 2

1 1 1 2

0 0
2 0 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 1 2
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c


