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بسط دو جمله اي 
و ویژگي هاي آن

به اتحادهاي زیر توجه کنید: 
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ــر عبارت به صورت  ه
صحیح نامنفي است، »دو جمله اي جمشید کاشاني« و بسط آن 

را به صورت چند جمله اي از a و b، »بسط غیاث الدین جمشید 
کاشاني« مي نامیم.

ــر جملة آن به   جمله دارد و ه
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ــه اي  ــن چند جمل ای
(. معمولاً جمله ها 
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صورت مضربي است از: 
 a مرتب مي شوند. مجموع توان هاي a برحسب توان هاي نزولي

و b در هر جمله نیز برابر با n است.
ضرایب بسط دوجمله اي را مي توان در مثلثي به شکل هاي 
ــکال« گفته  زیر مرتب کرد. به این مثلث، »مثلث خیام ـ پاس

مي شود.

چکيده 
ــتیم که بسط دو جمله اي  در این مقاله در پي آن هس
ــاني و مثلث خیام ـ پاسکال را  ــید کاش غیاث الدین جمش

معرفي و ویژگي هاي آن ها را بیان کنیم.

ــکال،  ــط دو جمله اي، مثلث خیام ـ پاس كليدواژه ه�ا:    بس
غیاث الدین جمشید کاشاني
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دو ستون کناري مثلث همواره عدد یک و هر درایه از جمع 
ــطر قبل به صورتي که در شکل ها نشان داده شده  دو درایة س

است، به دست مي آید.

مثال 1. حاصل بسط هاي زیر را با استفاده از مثلث خیام ـ 
پاسکال به دست آورید.
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ــلات و رابطة آن با توان،  ــي مثال ها به تعداد جم در تمام
ــمت ب به جملة فاقد x و چگونگي به دست آمدن آن،  در قس
ــال ج به توان x و در مثال آخر به علامت جمله ها دقت  در مث

کنید.
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ــان کردیم،  همان گونه که قبلاً بی
ــط اول داراي 13 جمله و بسط دوم  ــت. بنابراین بس جمله اس
داراي 19 جمله خواهد بود. با یک قضاوت سریع ممکن است 
ــود. اما تمامي  ــل داراي 32 جمله خواهد ب ــود حاص گفته ش
 داراي جمله هاي متشابه در بسط 
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ــط  جمله هاي بس
 هستند. بنابراین با آن ها ساده خواهند شد. یعني 
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بسط فوق دقیقاً داراي 19 جمله خواهد بود.

بررسي ويژگي هاي مثلث خيام � پاسکال
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ــد( تقارن ــر n فرد باش ــط )اگ ــا دو جملة وس ــد( ی  زوج باش

 دارند.
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مجموع ضریب هاي بسط 
ــت که براي به دست آوردن مجموع ضریب هاي  مطلب آن اس
هر چند جمله اي کافي است به جاي متغیرها عدد یک را قرار 
ــتدلال مي توان گفت اگر اعداد هر سطر را  دهیم. با همین اس
به طور متناوب کم و زیاد کنیم، حاصل برابر با صفر خواهد بود؛ 
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چون: 

ــط را به دست  مثال 3. مجموع ضریب هاي عددي هر بس
آورید.
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الف( 

جواب: 
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                         مجموع ضرایب
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مثال 4. مجموع ضریب هاي جمله هاي فاقد y را در بسط 
 به دست آورید.
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جواب: کافي است به جاي x و z عدد یک و به جاي y عدد 
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صفر را قرار دهیم: 
ــک در میان با یکدیگر  ــطر جمله ها را ی 3. اگر در هر س
ــان خواهد بود. براي نمونه در سطر  جمع کنیم، حاصل یکس

ششم داریم: 

n

n

n n

( x y z)

( )

a( q )S
q

...
n n!
k k!(n k)!
n

n n(n )

n

(a b) a b

(a b) a

−

− −

− − = =
+ + + = + +
+ + =
+ + + + =

−
=

−

+ + + + = −

 
=  − 

 
= 

 
  −

= 
 
 

= 
 

   
+ = +   

   
   

+ = +   
   

8

8 8

2 1

1

2 2

3
3 0 1 2 256

1 15 15 1 6 20 6
1 3 6 10
1 2 3 4 5 15

1
1

1 2 2 2 2 1

1
0

1
2 2

1
1

1 1
0 1
2 2
0 1

n k k

n n n n

ab b

(a b) a a b ab b

(a b) a a b a b ab

b

a b
n
k

n n n
(a b) a a b a b ...

n
n

−

− −

 
+  
 

       
+ = + + +       

       
       

+ = + + +       
       
 

+  
 

 
 
 

     
+ = + + +     

     


+
−

2

3 3 2 2 3

4 4 3 2 2 3

4

1 2 2

2
2

3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4
0 1 2 3
4
4

0 1 2

1
n n

n k k

n
ab b

n

( x y)
(k )

a b
n
k

( x) (y)

( x y)

( x) ( y)

x( x) x ( x )

( x)

( x )

(x y)

(a b)

−

−

−

  
+   

   

+
+

 
 
 
 
 
 

 
 
 

−

 
− 

 
 

−  
 

− + +

−

+

 
 
 
 
 
 
   

+ = + =   
   

+

+

1

9

9 6 6

12

7 5

7

5 2 8

5

8

38

2
1

9
8

6
9

2
6

3
12

3
5

12
3

5

1 2 1
1
2 1
8

2
1

5
2
8 5

2 16 10 26
1 2

n

p q n
q

q

+ = +
+ =
=

2
7 40

33

ــوع ضرایب  ، مجم
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ــط  ــه عبارت دیگر، در بس ب
ــت با مجموع ضرایب  ــي که توان a در آن ها فرد اس جمله های

جمله هایي که توان a در آن ها زوج است، برابر خواهد بود.
ــف در نظر  ــکل ال ــي را به صورت ش ــة مثلث ــر آرای 4. اگ
ــت با عددي که در  ــتون برابر اس بگیریم، مجموع اعداد هر س
 یا 
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ــطر و ستون بعدي قرار دارد؛ براي نمونه:  س
.
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ــابان ملاحظه  ــه در ابتداي کتاب حس ــه ک 5. همان گون
ــي از رابطة  ــت دنبالة هندس ــد، مجموع n جملة نخس کردی
 q ــة اول و ــه a، جمل ــد ک ــت مي آی  به دس
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قدرنسبت است. بنابراین: 



شمارۀ 413
بهار 1392

دورۀ  بيست ودوم

با توجه به مطلب اخیر، مجموع اعداد هر سطر یک واحد از 
مجموع اعداد سطرهاي قبلي بیشتر خواهد بود.

6. عدد به دست آمده از کنار هم قراردادن اعداد سطر nام 
برابر است با 11n؛ براي نمونه:
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براي توجیه عدد به دست آمده در سطر پنجم به شکل زیر 
دقت کنید: 

15101051
150161

ــکي آشنا  ــة 2 با مثلث هاي سرپینس 7. در کتاب هندس
ــزي و با این مثلث ها  ــداد زوج در مثلث را رنگ آمی ــدید. اع ش

مقایسه کنید.

بسط دو جمله اي و تركيب ها 
ــاهده کردید  ــتان مش ــال دوم دبیرس در کتاب ریاضي س
ــز از رابطة  ــيء متمای ــيء از n ش ــه تعداد انتخاب هاي k ش ک

 به دست مي آید. در حالت خاص داشتیم: 
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با اینکه با استفاده از مثلث خیام ـ پاسکال مي توان ضرایب 
بسط دوجمله اي را به دست آورد، اما این روش داراي یک ایراد 
ــت آوردن هر سطر باید سطر قبلي  ــي است. براي به دس اساس
ــطرهاي قبلي( را به طور کامل به دست  )و در نتیجه تمامي س
ــت آوردن ضریب ها،  ــیم. در نتیجه این روش به دس  آورده باش

براي nهاي بزرگ به محاسباتي پرحوصله نیاز دارد. 

به اتحادهاي زیر توجه کنید: 
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مي توان ثابت کرد که در هر بسط ضریب جملة 
. بنابراین: 
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برابر است با: 
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 به دست 
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مثال 5. ضریب جملة هفتم را در بسط 
آورید.

ام )جملة داراي 
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ج�واب: دقت کنید ضریب جملة 

. بنابراین جملة هفتم برابر است 
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ــت با:  ( برابر اس
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. در نتیجه ضریب جملة هفتم برابر است 
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ــط  ــم را در بس مث�ال 6. ضریب جملة شش
به دست آورید.
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ج�واب: جملة ششم به صورت 
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بنابراین ضریب آن عدد 
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مث�ال 7. ضریب x3 را در بسط 
به دست آورید.

ــب x2 و در جملة   ضری
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ــامل  جواب: در جملة ش
 ضریب x را به دست مي آوریم. این ضرایب به 
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داراي 

 هستند. بنابراین ضریب x3 برابر است با: 
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

42 شمارۀ  3
    بهار 1392
دورۀ  بيست و دوم      

مثال 8. ضریب جملة هفتم، با ضریب کدام جملة دیگر در 
 برابر است؟
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بسط 
جواب: به سادگي مي توان نشان داد که اگر ضریب جمله هاي 
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 برابر باشند، داریم: 

n

n

n n

( x y z)

( )

a( q )S
q

...
n n!
k k!(n k)!
n

n n(n )

n

(a b) a b

(a b) a

−

− −

− − = =
+ + + = + +
+ + =
+ + + + =

−
=

−

+ + + + = −

 
=  − 

 
= 

 
  −

= 
 
 

= 
 

   
+ = +   

   
   

+ = +   
   

8

8 8

2 1

1

2 2

3
3 0 1 2 256

1 15 15 1 6 20 6
1 3 6 10
1 2 3 4 5 15

1
1

1 2 2 2 2 1

1
0

1
2 2

1
1

1 1
0 1
2 2
0 1

n k k

n n n n

ab b

(a b) a a b ab b

(a b) a a b a b ab

b

a b
n
k

n n n
(a b) a a b a b ...

n
n

−

− −

 
+  
 

       
+ = + + +       

       
       

+ = + + +       
       
 

+  
 

 
 
 

     
+ = + + +     

     


+
−

2

3 3 2 2 3

4 4 3 2 2 3

4

1 2 2

2
2

3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4
0 1 2 3
4
4

0 1 2

1
n n

n k k

n
ab b

n

( x y)
(k )

a b
n
k

( x) (y)

( x y)

( x) ( y)

x( x) x ( x )

( x)

( x )

(x y)

(a b)

−

−

−

  
+   

   

+
+

 
 
 
 
 
 

 
 
 

−

 
− 

 
 

−  
 

− + +

−

+

 
 
 
 
 
 
   

+ = + =   
   

+

+

1

9

9 6 6

12

7 5

7

5 2 8

5

8

38

2
1

9
8

6
9

2
6

3
12

3
5

12
3

5

1 2 1
1
2 1
8

2
1

5
2
8 5

2 16 10 26
1 2

n

p q n
q

q

+ = +
+ =
=

2
7 40

33

q و p در بسط 
. بنابراین ضریب جملة 
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بنابراین: 

هفتم با ضریب جملة سی وسوم برابر است.
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ــط  ــط را در بس مث�ال 9. ضریب جملة وس
به دست آورید.

 اگر n زوج باشد، تعداد جملات 
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جواب: در بسط 
امین جمله، جملة وسط خواهد بود.
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فرد و 
ــط خواهد بود. جملة  ــة یازدهم، جملة وس بنابراین جمل
 و بنابراین ضریب آن 
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ــت با:  یازدهم برابر اس
 خواهد بود.
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مثال 10. بزرگ ترین ضریب عددي را در بسط 
به دست آورید.

ــکال و یک  ــه تقارن مثلث خیام ـ پاس ــواب: با توجه ب ج
 که 
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ــاوي  ــراي نامس ــتي ب ــتدلال بازگش اس
ــط )یا دو جملة  ــت ضریب جملة وس ــوان گف ، مي ت
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وسط( از سایر جملات بزرگ تر خواهد بود. بنابراین کافي است 
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ضریب جملة هشتم یا نهم را به دست آورید. لذا جواب 
خواهد بود.
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* سؤال: بزرگ ترین جملة بسط 
)مخصوص دانش آموزان علاقه مند(

 به دست 
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ــط  مثال 11. جملة فاقد x را در بس
آورید.



شمارۀ 433
بهار 1392

دورۀ  بيست ودوم

جواب: با توجه به فرمول بسط دو جمله اي، تمامي جمله ها 
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به شکل 

 خواهد بود.
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 باشد. در نتیجه پاسخ 
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و لذا 

ــد ضریب جمله فاقد x در  ــت کلي، اگر n زوج باش در حال

.
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بسط 

)اگر n فرد باشد چه طور؟(

ــط دو جمله اي  ــداد جمله هاي گویا در بس مث�ال 12. تع
 را به دست آورید.
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ــه صورت  ــط فوق ب ج�واب: جمله هاي بس
 و صحیح است.
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هستند که در آن ها 

 عددي صحیح 
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 گویا و لذا 
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ــن باید  بنابرای
باشد. در نتیجه k باید متعلق به مجموعة مضارب عدد 3 باشد 
. یعني بسط داراي شش 
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و داشته باشیم: 
جملة گویا )جمله هاي چهارم، هفتم و...( خواهد بود.

 وجود 
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مثال 13. چند جملة گویا در بسط 
دارد؟

ــه صورت  ــا ب ــي، جمله ه ــئلة قبل ــد مس ج�واب: همانن
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ــن  بنابرای ــتند.  هس  
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ــه k باید متعلق به مجموعة  ــند. در نتیج  باید صحیح باش
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ــد. لذا به   باش
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ــاي عدد 6 از مجموعة  مضرب ه
 عدد گویا وجود دارد.
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تعداد 
ــکال را مرور کنید.  بار دیگر ویژگي هاي مثلث خیام ـ پاس

 خواهد بود. ویژگي دوم 
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ــة  ویژگي اول رابط

 

k k

n

k

k
k

(a b)
n( )

a ( b)

(a b)
n n
k k

nk [ ]

( )

(x )
x

x ( )
k x

k k
k

(x )
x

n
n

( )

( )
k

k

( )
k

−

−

+

 
− 

 
 

× 
 

+

   
≤   +   

≤

 
 
 

+

+

 
 
 
− =
=

 
 
 

+

 
 
  
 

+

 
 
 
≤ ≤

=

20

10 10

10

15

50

12

12

203

3

3 3

3

1
2
20

3
10
20

3
10

1

2
15
8

1 2
1

12 1

12
6

12
6

1

2
1 2
20

2

0 20

2 2

3

k k

n

n

k , , , , ,

( )

( ) ( )
k

k

k

{ , , ,..., }

n n
k n k

n n n n
... ( )

n

n n n
...

n

n n

−

=

+

 
 
 

−

  =  
   

=   −   
       

− + − + − =       
       
     

+ + + =     
     
   

+ +   
   

1003

100 3

3 6 9 12 15 18
2 5

100
2 5

100
2

3
01 2 100
100 16
6

1 0
0 1 2

2
0 1

0 2

n n n n

n

n

n

n n n n

n n n

n n n n
... ...

n(n )(a b) a na b a b

n(n ) n. a b ...

(a b)

n
n n n

( ) ...
n

n n
n ...

n

− −

−

− −

−

       
+ = + + +       

       
−

+ = + +

− −
+ +

+

− −

     
+ = + + + +     −     

   
⇒ − − = + + +   −  

1 2 2

3 3

1 2

1

4 1 3 5
1

2
1 2

2 3

5 4 1

4 1 4 4 4 4 1
1 2 1

5 4 1 4 4 16
1 2

k=


16

چیزي نیست جز رابطة معروف  

ــا  ــن، ب . همچنی
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و 

توجه به ویژگي سوم داریم: 

 .
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ــما نیز مي توانید با بررسي مثلث ـ خیام پاسکال اتحادهاي  ش
ترکیبیاتي دیگري کشف کنید!

سؤال: به دست آوردن ضرایب با استفاده از فرمول ترکیب 
نیز براي مقادیر تا حدي بزرگ، وقت گیر است. آیا روشي وجود 

دارد که بتوان ضرایب را آسان تر محاسبه کرد؟
حل: خوش بختانه پاسخ این سؤال مثبت است: 
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ــوان از این   مي ت
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ــت آوردن  بنابراین براي به دس
ــت که جملة اول بسط  ــن اس ــتفاده کرد: »روش قاعده نیز اس
ــت  همواره به صورت an خواهد بود. از اینجا به بعد براي به دس
آوردن ضریب هر جمله، ضریب جملة قبلي را در توان a ضرب 
و حاصل را بر تعداد جمله هایي که تا قبل از آن نوشته شده اند، 

تقسیم مي کنیم.«

بررسي چند مثال خاص
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مثال 11. براي هر عدد طبیعي n نشان دهید 
بر 16 بخش پذیر است.

ــتفاده از استقرا است، اما  ــئله اس جواب: راه اثبات این مس
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ج�واب: با اندکي تأمل داریم: 
)چرا؟(. بنابراین با ضرب دو رابطه خواهیم داشت: 
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ــط  ــوع ضرایب جمله هاي فرد را در بس مث�ال 13. مجم
 به دست آورید.

n

n

n

a

( ) b

( ) b

b b b

( a )

( a )
a

( a ) ( a )

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)

(a b)
..........

=

+ = +

− = −

− −
= − → = ⇒ =

+

−
=

+
+ + − → =

+

+

+

+

+

+

+

2 2
2 2 2

13

13

13
113 13

0

1

2

3

4

5

6

2 3 362 3
2 3 362 3

362 1 362 11 362 3
3 3

2 1
2 1

1
3 12 1 2 1

2
1 1
1 1 1 1
1 2 1 1 2 1
1 3 3 1 1 3
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

.................

=

=

=

=

=

=

0

1

2

3

4

5

3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

11 1 1
11 11 1 1
11 121 1 2 1
11 1331 1 3 3 1
11 14641 1 4 6 4 1
11 161051 1 5 10 10 5 1

ــا جمله هاي زوج از بین  ج�واب: باید عملي انجام دهیم ت
 جمع مي کنیم. 
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بروند. بنابراین بسط 
ــیم   قرار دهیم و حاصل را بر 2 تقس
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مجموع ضرایب 
جمله هاي فرد


