
خسرو داودی 
آرش رسـتگار

بـاید دید جـوردیگر 
آموزش معلمان

تمرین های
متــفــــــاوت 

كتاب ریاضی هفتم- فصل چهارم، هندسه و استدلال
فهرست بخش ها: 

روابط بین پاره خط ها
روابط بین زاویه ها

تبدیلات هندسی )انتقال، تقارن، دوران(
شکل های مساوی )هم نهشت(

مفهوم های اصلی: 
پاره خط
نیم خط

خط
طول پاره خط

نامساوی مثلث
اندازۀ زاویه

زاویه های مکمل و متمم
چندضلعی محدب و مقعر

انتقال
تقارن محوری و مرکزی

دوران
محور اعداد بــرای اندازه گیری طول ها در برابر محور گرد شــدۀ 

منحنی روی دایرۀ مثلثاتی برای اندازه گیری زاویه ها

مهارت های اصلی: 
اندازه گیری طول

اندازه گیری فاصله
اندازه گیری زاویه

مطالعۀ طول ها و زاویه های شکل های ساده
ساختن شکل ها با شرایط داده شده در مورد طول ها زاویه ها

تشخیص شکل های مساوی

محتوای نگرشی: 
انتقال و تقــارن محوری و تقارن مرکــزی و دوران در 
بسیاری از ســاخته های دست انســان، از جمله ابزارها 
و آثــار هنری به کار می رود و با ظاهر می شــود. مثلاً در 
کاشــی کاری های مســجدها این تبدیلات قابل مشاهده 
اســت. این طور با کمک ریاضیات می توان زیبایی آفرید. 
شکل های متقارن زیبا و چشم نوازند. تبدیلات در هندسه 
هم کاربرد دارند. با ترکیب تبدیلات می توان شــکلی را به 
جای دیگر منتقل کرد و شــکل تبدیل یافته با شکل اولیه 
مساوی است. مثلاً دو مثلث مساوی را می توان با انتقال 

و دوران و اگر لازم باشد تقارن محوری به یکدیگر برد. 

محتوای شناختی: 
تســاوی شــکل ها را می توان به اطلاعــات طول ها و 
زاویه ها خلاصه کــرد. پس با اطلاعات طول ها و زاویه ها 
می توان شکل های سادۀ ریاضی را تعریف کرد. ریاضیات 
برای خلاصه کردن شــناخت و مشخص کردن یک کل با 
یک ســری جزئیات کاربرد دارد. ساختارهای ریاضی را از 
جزء به کل می سازند. به کمک ریاضی می توان مهارت های 
شناختی توصیف کردن را تقویت کرد. توصیف دقیق اشیاء 
ریاضی باعث می شودد مخاطب شما دقیقاً همان چیزی 
که شــما در ذهن خود دارید بتواند در ذهن او بســازید. 
برای همین به علوم ریاضی علوم دقیقه می گویند. به نظر 

شما آیا فلسفه هم از علوم دقیقه است؟

نکات آموزشی: 
توجه داشــته باشــید که تبدیلات هندسی که با آن ها 
در اینجــا ســر وکار دارید صلب هســتند و حافظ فاصله 
می باشــند. تبدیلات هندســی غیرصلب هم داریم مانند 
تجانس که در دستور کار دانش آموز نیست. اما بد نیست 
تبدیلات غیرصلب را هم دانش آموز ببیند تا مفهوم صلب 
را بفهمد. بد نیســت از جئوجبرا استفاده کنید تا ضریب 
تجانس را دانش آموز با دســت تغییر دهد. خوب است 
دانش آموز به این فکر کند که چرا اگر تبدیل، فاصلۀ هر دو 
نقطه را حفظ کند، هر شکلی را به مساوی خودش خواهد 
برد. تبدیلات، تمام صفحــه را حرکت می دهند. بنابراین 
موجوداتی نامتناهی هســتند. از خط و نیم خط به عنوان 
موجوداتی نامتناهی که دانش آموزان قبلاً می شناســند 
صحبت کنید. مثلاً خطی را به آن ها نشان دهید، مثل خط 
گوشۀ سقف، و از دانش آموزان بخواهید در تخیل خود آن 
را تا بی نهایت ادامه دهند. حال بپرسید که زمین که بدور 
خود می چرخد، این خط بی نهایت چطور حرکت می کند. 
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بعد بپرسید زمین که به دور خورشید می چرخد این خط 
بی نهایت چطور حرکت می کند؟ بعد بپرسید خورشید که 
به دور مرکز کهکشــان راه شیری می چرخد، چه بلایی سر 
این خط می آید؟ بعد بپرســید کهکشان راه شیری که به 
دور کهکشان مرکز دوران خود می چرخد این خط چطور و 
چطور می شود؟ از فرصت کار با اشیاء نامتناهی برای رشد 

تخیل دانش آموزان بهره تام را ببرید. 

نکات نگرشی: 
در مورد ارتباط تقارن و زیبایی با دانش آموزان بحث کنید. 
به تقارن در صورت انســان و در بدن اشاره کنید و دربارۀ 
آن و ارتبــاط ان با زیبایی و معنی باطنی آن که چرا ما دو 
گوش داریم یا دو چشــم داریم یا دو دســت داریم یا دو 
پا داریم با دانش آموزان صحبت کنید. آن ها را به مســجد 
ببرید، کاشی کاری های مســجد را به آن ها نشان دهید و 
دربارۀ تقارن های آن ها و زیبایی نتیجه شده از تقارن ها با 
آن ها صحبت کنید. اگر مسجدی با کاشی کاری های غنی 
در دســترس ندارید از یک کتاب دربــارۀ کاش کاری های 
مســجدها اســتفاده کنید. اگر چنین کتابی در دسترس 
ندارید در اینترنت کاشــی کاری های مســجد الحمراء در 
اندلس در کشور اســپانیا را با دانش آموزان نظاره کنید و 

دربارۀ آن صحبت کنید.

نکات شناختی: 
یک شــیء ریاضی را بــا چه اطلاعاتی می تــوان کاملاً 
مشــخص کرد. مثلاً یک مربع را با چه اطلاعاتی می توان 
توصیــف کرد؟ و با آن اطلاعات چگونــه می توان مربع را 
ســاخت. چند جواب مختلف ایشان  برای سؤالی را با هم 
مقایســه کنید. بعد به شــکل های دیگر مانند مستطیل، 
لــوزی، متوازی الاضلاع و ذوزنقه بپردازید. بعد به اشــیاء 
جبری بپردازید. مثلاً اینکه یک چندجمله ای با متناهی عدد 
کاملاً مشخص می شــود ولی بعد به عنوان یک تابع به ما 
می گوید که با نامتناهی عدد حقیقی چکار کنیم تا تصویر 
آن ها به دســت بیاید. اینکه شــکلی با اطلاعات متناهی 
داده شودد را به بحث بگذارید. مثلاً آیا عدد � با اطلاعات 
متناهی ساخته می شود؟ پس چرا بسط آن تکرار نمی شود 
یا تمام نمی شــود؟ چرا � عددی گنگ است. همین افکار 
را درمورد  چطور جواب می دهید؟ حال پاســخ هایتان 
در مورد � را با پاســخ هایتان در مورد  مقایسه کنید. 
چرا این پاسخ ها شبیه هم نیستند؟ حال در مورد توصیف 
دقیق اشیاء در یک اتاق تمرین کنید. حال شیئی نه چندان 
ســاده را انتخاب کنید و ســعی کنید آن را دقیق توصیف 
کنید. حال موضوعی از احساسات انتخاب کنید، مثلاً یک 
شــعر حافظ را با دانش آموزان بخوانید و هر کسی سعی 

کند احساسات خود را دقیق توصیف کند، طوری که همان 
احساسات را دیگران هم درون ذهن خود بفهمند. بعد در 
مورد این صحبت کنید که چرا احساسات را نمی توان مانند 
موجودات ریاضی دقیق توصیف کرد و این چه چیزی راجع 
به ریاضیات به ما می گوید؟ و چه چیزی راجع به شناخت 
انسانی به ما می گوید؟ اگر شناخت انسانی دقیق نیست 
پس چرا می تواند ریاضیات را بســازد که دقیق است؟ اگر 
می تواند ریاضیات را بسازد که دقیق است، پس چرا هر چه 

می سازد دقیق نیست؟

نکات آموزشی مسئلۀ 1: 
با وصل کردن مرکز کاشــی ها به کاشــی های هم شکل 
همســایه یک کاشی کاری جدید به دست دهید که همان 
شکل را بدهد. مثلاً کاشی های زیر کاشی کاری های مربوط 

را می سازند.

پاسخ های ســایر شــکل ها را به معلمان عزیز واگذار 
می کنیم. 

نکات آموزشی مسئلۀ 2: 
چنیــن اشــکالی را بــا به هم پیوســتن کاشــی ها در 
کاشــی کاری های مثلثی، مربعی یا شش ضلعی خودتان 
بسازید. ابتدا بررسی کنید که هر یک از این مثال ها چگونه 

از کاشی کاری های مربعی یا مثلثی به دست آمده اند.

نکات آموزشی مسئلۀ 3: 
کمترین تعداد مســتطیل ها در افرازهای شــکل ها با 
زاویه های قائمه یا خارج قائمه را پیدا کنید. مثلاً در شکل 

زیر حداقل سه مستطیل لازم داریم. 
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كتاب ریاضی هشتم- فصل سوم، چندضلعی ها
فهرست بخش ها: 

چندضلعی ها و تقارن
توازی و تعامد
چهارضلعی ها

زاویه های داخلی
زاویه های خارجی

مفهوم های اصلی: 
چندضلعی

توازی
تعامد

چهارضلعی
زاویه های داخلی
زاویه های خارجی

تقارن
تنوع کاشی کاری با شکل های منتظم

تقارن کاشی کاری
توازی و تعامد ضلع ها در کاشی کاری ها

مهارت های اصلی: 
پیدا کردن محورهای تقارن 

تقسیم چندضلعی  با زاویه های قائمه به مستطیل ها
تقســیم چندضلعی با زاویه های قائمه به مســتطیل ها به چند 

روش
تقسیم چند ضلعی با زاویه های قائمه به مستطیل ها با کمترین 

تعداد مستطیل ها

محتوای نگرشی: 
در ریاضیــات بــا ســاختارهای ســاده و ترکیب آن ها 
ساختارهای پیچیده می سازیم. از این رو روند ساختارسازی 
حرکــت از جزء به کل اســت. گاهی این ســاختارهای 
پیچیده متناهی هســتند مانند شکل های هندسی ساده 
یا ساختارهای ترکیباتی متناهی و گاهی این ساختارهای 
پیچیده نامتناهی هســتند. ولی قوانین به کار برده شده 
برای ســاختن آن ها متناهی اســت. مثلاً  یک عدد 
گنگ اســت. در زبان ریاضی تعریفــی متنناهی دارد و با 
این تعریف متناهی با هر دقتی می توان آن را محاســبه 
کرد. اما خود عدد  یک موجود نامتناهی است و بسط 
اعشــاری آن از قوانین تبعیت نمی کند و متناوب نیست. 
دایره هم یک شیء ریاضی متناهی است و پیچیدگی آن 
از چندضلعی های منتظم با اضلاع بسیار زیاد خیلی کمتر 
است. اما باز هم در خود عدد � را دارد که شیء نامتناهی 
است. اما عدد � به زبان متناهی دایره قابل بیان است. 

محتوای شناختی: 
عدد و شکل دو مفهوم متناظرند. شاهراه جبر و شاهره 
هندسه، دو شــاهراه موازی در ریاضیات هستند. این دو 
شــاهراه وجود دارند، چون انسان ها سبک های شناختی 
کلامــی و تصویری دارند. انســان های کلامی ســاختار 
عددی می سازند و انسان های تصویری ساختار هندسی 
می سازند. اما حقیقتی که در این دو شاهراه تجلی می کند 
نه جبری اســت و نه هندســی. با این وصف، هر تجلی 
در عالم عدد، یک تجلی در عالم هندســه دارد که متناظر 
با آن اســت. جمع دو عدد مشابه اجتماع اشکالی ساده 
است و حاصل ضرب دوعدد مشــابه مستطیل است که 
حاصل ضــرب دو پاره خط متناهی اســت. هر کار با عدد 
می توان کرد، با شــکل هم می تــوان کرد. همۀ ریاضیات 
جبری با همۀ ریاضیات هندسی مشابه و متناظر است و 

بین آن ها رابطۀ آنالوژی برقرار است.

نکات آموزشی: 
می توانیم یک شــیء ریاضی بــه دانش آموز بدهیم و 
بخواهیم ساختار آن را بیرون بکشد. مثلاً یک عدد طبیعی 
بدهیم و بخواهیم مضارب و مقســوم علیه ها را فهرست 
کند. یا مجموع مقسوم علیه های آن ها را حساب کند. یا 
تعداد اعداد طبیعی کوچکتر از آن که نســبت به آن عدد 
اول هستند را حســاب کند. یا اینکه همۀ این عددها را 
لیست کند. بعد همین کار را برای یک شیء هندسی انجام 
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دهید. مثلاً با مســتطیل شروع کنید. قطرهای آن را رسم 
کنید. دایره های به قطر هر يک از این قطرهای مستطیل 
رسم کنید و بگویید چه مشــاهده می کنيد. حال همین 
کار را برای سایر شکل های ســادۀ هندسی مانند لوزی و 
متوازی الاضلاع و ذوزنقه انجام دهید. بعد به سراغ مثلث 
قائم الزاویــه بروید و روی ضلع هــای آن مربع بنا کنید و 
ساختارهای پنهان آن را بیرون بکشید و قضیۀ فیثاغورس 
را ثابــت کنید. بعد به چندضلعی هــا توجه کنید. از یک 
چندضلعی که زاویه های آن قائمه و یا خارج قائمه هستند 
شــروع کنید و آن را به چندین روش به مستطیل ها افراز 
کنید. بعد به شش ضلعی منتظم توجه کنید و ساختارهای 
آن را بیرون بکشید. مثلاً همۀ قطرهای آن را رسم کنید و 
الگویی بیابید یا آن ها را به شش مثلث متساوی الاضلاع 
تقسیم کنید. بعد هشت ضلعی و دوازده ضلعی را مطالعه 
کنید و در مورد بیرون آوردن و بیرون کشیدن ساختار یک 

شیء ریاضی با دانش آموزان بحث کنید. 

نکات نگرشی: 
گاهی از یک ســاختار متناهی، بی نهایت ساختار دیگر 
می توان بیرون کشــید. مثــلاً در یک دایــره، بی نهایت 
چندضلعی منتظم محاط می شــود و در آن پنهان شــده 
اســت. یا در عدد � که به زبان متناهی تعریف می شــود، 
یک دنبالۀ نامتناهی از عددها در بســط اعشاریش پنهان 
شده که قابل پیش بینی نیست و سریع ترین رایانه ها هم 
نمی توانند همۀ آن ها را پیدا کنند. بعد راجع به این صحبت 
کنید که ریاضیات به چه معنی متناهی است و به چه معنی 
نامتناهی اســت. بعد راجع به زبان صحبت کنید که زبان 
بشری به چه معنی متناهی است و به چه معنی نامتناهی 
است. بعد دربارۀ مفهوم استعاره صحبت کنید که چقدر جا 
بازمی کند که زبان، معانی متنوعی داشته باشد. بعد راجع به 
کاربرد استعاره در ریاضیات صحبت کنید که چقدر می تواند 
باعث توسعۀ ریاضیات شود. مثلاً اینکه در محور اعداد یک 
نقطه روی خط می تواند نمایندۀ یک عدد باشد، استعاره ای 
است که توسط خیام درست شده است و پیش از آن نبوده 
اســت. دربارۀ این صحبت کنید که این استعاره چقدر بر 

پیشرفت و توسعۀ ریاضی تأثير داشته است. 

نکات شناختی: 
اینکه اجتماع دو شکل چه شباهتی به جمع کردن اعداد 
دارد و ضرب دکارتی دو شکل چه شباهتی به ضرب کردن 

اعداد دارد را مورد بررســی قرار دهید. چه خصوصیاتی از 
اصول موضوعۀ حساب، تعبیر هندسی پیدا می کنند؟ مثلاً 
خاصیت توزیع پذیری ضرب در جمع چه تعبیری دارد؟ آیا 
این یک استعاره از دنیای اعداد به دنیای اشکال است یا 
اصلاً حقیقت پشت صحنه ای هست که در هر دو تجلی 
کرده اســت. چرا سبک شــناختی ما نمی گذارد به هر دو 
زبان کلامی و تصویری بفهمیم، و چرا برای درک درســت 
حقیقت باید از سبک شــناختی خود فنا شویم و بیرون 
بیاییم؟ آیا می تــوان از دو طرف آنالــوژی بین اعداد و 
اشکال ادراکاتی نسبت به طرف دیگر قرض گرفت؟ حال 
که به ســاختار شــناختی خودتان فکر کردید، به ساختار 
شناختی دانش آموزان هم فکر کنید. به این فکر کنید که 
با هر دو ســاختار شــناختی باید بتوان به زبان خودش 

حرف زد. 

نکات آموزشی مسئلۀ 1: 
با رنگ آمیزی شکل های مسئلۀ ۴ همین سؤال را در آن 
چارچوب حل کنید. یعنی رنگ آمیزی هایی به دست دهید 
که اگر کل کاشی کاری n نوع رأس دارد، پس از رنگ آمیزی 

هم n نوع رأس داشته باشد. 
در مثال هــای داده شــده n=2,3,۴,6,7 نمایــش داده 

شده اند. 

نکات آموزشی مسئلۀ 2: 
آیا می توانید مشــابه این مســئله را بــرای حجم های 
افلاطونــی حل کنید و ببینید کدام یک از راه حل ها به یک 
کاشی کاری ســه بعدی فضا از حجم های افلاطونی منجر 

می شوند.

نکات آموزشی مسئلۀ 3: 
اینکه فقط با یک نوع کاشی چنان تمام صفحه را فرش 
کنید که الگو متناوب نباشــد از ســخت ترین مسئله های 
حل نشده بوده اســت که به تازگی پاسخ داده شده است. 
برای پاســخ به اینترنت رجوع کنید. حل این مسئله که 
بــا یک آجر چنان فضا را فرش کنید که متناوب نباشــد، 
آسان تر اســت. برای پاســخ به کتاب »کارگاه هندسه« 

نوشتۀ آرش رستگار مراجعه کنید. 

نکات آموزشی مسئلۀ ۴: خودتان کاشی کاری هایی با این 
خواص بسازید. 
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كتاب ریاضی نهم- فصل سوم، استدلال و اثبات در هندسه
فهرست بخش ها: 

استدلال
آشنایی با اثبات در هندسه

هم نهشتی مثلث ها
حل مسئله در هندسه

مفهوم های اصلی: 
مثلث
ارتفاع

عمودمنصف
لوزی

مفهوم تشابه در ارتباط با مفهوم نسبت
نسبت مساحت های شکل های متشابه

حجم های متشابه
نسبت حجم های احجام متشابه

مهارت های اصلی:  
حرکت از فرضیات به سمت قضایا

فرمول بندی فرضیات
باز فرمول بندی فرضیات

فرمول بندی حکم
بازفرمول بندی حکم

تشخیص احکام معادل با اثبات
تشخیص احکام معادل با شهود

تنوع استدلال
حرکت شکل در عین درست بودن حکم

محتوای نگرشی: 
استدلال ریاضی روشی است که از کتاب اصول اقلیدس 
به جا مانده اســت. واضع این روش ارسطو است. ارسطو 
بود که فلسفۀ علم را بر اساس مفهوم های اولیه و فرضیات 
و اصول اولیه بنا کرد. اثبــات قضیه های ریاضی، حرکت 
مرحله به مرحله و قدم به قدم از اصول اولیه به سمت احکام 
کلی تر است. پس، ارسطو از فرضیات شروع می کند و به 
سمت نظریه پردازی حرکت می کند. اگرچه قبل از ارسطو، 
نظریه پردازی به این مفهوم ســابقه نداشت، اما استدلال 
ریاضی قبل از آن نزد فیثاغورسیان سابقه داشت. استدلال 
در شــکل های هندســی را تالس خلق کرد و استدلال در 

اعداد را فیثاغورس پایه گذاشت.

محتوای شناختی: 
اســتدلال که یک مهارت کلامی است، در برابر شهود که 
یک مهارت تصویری اســت قرار می گیرد. مثلاً در هندسه 
وقتی خط اضافه می کشیم، برای آن استدلالی نداریم که 
بگوید حتماً باید این خط اضافه را بکشــیم. این شهود 
است که به ما می گوید این خط اضافه ممکن است کارآمد 
باشــد. خط اضافه ساختارهای جدید را آشکار می کند که 
قبلاً وجود نداشتند یا از دید ما پنهان بودند. بعد که این 
ساختارها آشکار شدند، نوبت ماست که حدس بزنیم مثلاً 
کدام مثلث ها باید برابر باشند و بعد برویم به دنبال اینکه 
آن حدس ها را اثبات کنیم. بنابراین اگرچه اثبات ریاضی 
یک مهارت کلامی و منطقی است، اما از همکاری استدلال 
و شــهود این ممکن می شود. پس اثبات نتیجۀ همکاری 
استدلال و شهود است. دلیل اهمیت استدلال و اثبات در 
ریاضی این است که استاندارد دقت اقلیدس تنها چیزی 
اســت که فعلاً می توانیم به آن تکیه کنیم و یقین ریاضی 

را بر آن بنا کنیم. 

نکات آموزشی: 
یک شــکل با اجزاء آن را در نظر بگیرید که اجزاء زیادی 
داشته باشــد. مثلاً یک مثلث را همراه دایرۀ نُه نقطه و 
همۀ ضمائم آن. حال اگــر مثلث هایی را در نظر بگیریم 
که با مثلث اولیه متشــابه باشــند. همــۀ ضمائم آن ها 
طول هایی متناســب دارند. حال ســاختارهای هندسی 
را کنار بکشــید و پاره خطی را به چندین قسمت تقسیم 

نهـمـی ها
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کنیــد و این را در نظــر بگیرید که اگر این شــکل چند 
برابر شود نســبت همۀ این قسمت ها به همدیگر حفظ 
خواهد شد. حال به مفهوم نســبت چند طول بپردازید 
na بعد سعی  : a : ... : a1 2 و هم نسبت چند عدد مانند: 
کنید برای نسبت ها یک حســاب به وجود بیاورید. مثلاً 

1ib و  =∑ i حــال داریم 
i

n

a
b

a ... a
=

+ +1
قــرار دهید. 

na حال  : a : ... : a1 2 2 برابر همان نسبت  nb : b : ... : b1

برای این ها که نسبت ها هستند حساب به وجود بیاورید. 
مثلاً جمع را تعریف کنید. 

n m

n m

a : ... : a b : ... : b
a : ... : a : b : ... : b

+
=

11

11

که خوش تعریف اســت به شرط آنکه ترتیب aiها مهم 
نباشد. ضرب را تعریف کنید:

n m i j n ma : ... : a b : ... : b a b : ab : ... : a b× =1 1 1 1

که چون ترتیب مهم نیســت خوش تعریف است. حال 
ببینید چه ساختارهایی دراین حساب جدید نهفته است. 

نکات نگرشی: 
اینکه در روش اســتدلال، قضیه هــا را مانند آجر روی 
هم می چینیم و دیواری می ســازیم که به آن یک نظریه 
می گوییم را در نظر بگیرید. حال با شبیه همان استدلال ها 
قضیه هایی مشــابه را برای مثلث های روی ســطح کره 
می سازیم و می شود تئوری دیگری و بعد می پرسیم این 

دیوار چه ربطی به دیوار اولی دارد. 
در یکــی از این دو نظریه از هــر نقطه خارج خط یک 
و تنها یک خط موازی با آن خط قابل رســم اســت. در 
هندسۀ کروی از نقطۀ خارج یک دایرۀ عظیمه هیچ دایرۀ 
عظیمه ای نمی تــوان گذراند که دایرۀ عظیمۀ اول را قطع 
کند. چون هر دو دایرۀ عظیمه در دو نقطه روبه روی قطری 
مشترکند. پس چرا در مثلث های کروی، مانند مثلث های 
ارتفاع ها  عمودمنصف ها،  نیم سازها،  میانه ها،  مسطحه، 
تعریف می شوند و قضیه های همرسی برای هر دو طرف 

درست است.

نکات شناختی: 
در یک استدلال طولانی هندسه که آن را به دقت روی 
تخته می نویسید با دانش آموزان تلاش کنید که بگویید 
در مراحل ســاختن اثبات، کجاها از اســتدلال استفاده 
کرده اید و کجاها مشــهود به کمک شــما آمده اســت. 
در مورد همــکاری اســتدلال و شــهود در ریاضیات با 
دانش آموزان بحث کنید.بعد به همکاری عقل و شــهود 
در زندگــی روزمره بپردازید و به آن ها نشــان دهید این 

همکاری چقدر در فرایند فهمیدن ما مهم اســت. حال در 
فهمیدن چیزی ســعی کنید نقش عقــل را حذف کنید و 
ببینید شهود چقدر می تواند بفهمد. بعد سعی کنید نقش 
شهود را حذف کنید و ببینید عقل چقدر می تواند بفهمد. 
حال به ریاضیات برگردید و اســتدلال بدون شــهود را با 
شهود بدون استدلال مقایسه کنید. بعد از این همه برای 

دانش آموزان نتیجۀ اخلاقی بگیرید. 

نکات آموزشی مسئلۀ 1: 
بیضی کــروی را مجموعه نقاطی روی کــره بگیرید که 
مجمــوع فاصلۀ كروی آن ها روی ســطح کره از دو نقطۀ 
داده شده ثابت باشند. ببینید چه قضیه ای شبیه هندسۀ 

اقلیدسی برای این نوع بیضی می توانید ثابت کنید.
نكات آموزشی مسئلۀ 2: 

برای ساختن مثال های بیشتر، از کاشی کاری های مکعبی 
اســتفاده کنید. برای مثال بررسی کنید آیا شکل زیر مثال 

برای مسئله هست یا خیر. 

نکات آموزشی مسئلۀ 3: 
آیا با کمک همين اســتدلال می توانید نشان دهید هر 

مثلثی یک مثلث متساوی الاضلاع است؟
نکات آموزشی مسئلۀ ۴ و 5 و ۶: 

شبیه همین کار را برای شکل های سه بعدی ساده، مانند 
مکعب، مکعب مستطیل، متوازی السطوح انجام دهید. 

نکات آموزشی مسئلۀ 7: 
آیا می توانید برای هندســۀ اقلیدسی سه بعدی مدلی 

درست شبیه همین مدل دوبعدی به دست بدهید.
نکات آموزشی مسئلۀ 8: 

آیــا می توان بــا یــک متوازی الاضلاع دلخــواه یک 
متوازی السطوح ساخت؟ با یک لوزی دلخواه چطور؟

نکات آموزشی مسئلۀ 9: 
در اینترنت به دنبال مشابه کاشی کاری هایی که معرفی 

شدند در صفحۀ هذلولوی بگردید. 
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