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مسئله حل کردن در 
برنامة ریاضی )1(

از انتشارات انجمن ریاضی آمریکا 
by: Alan Schoen Feld

 ترجمة: میرزا جلیلی 

پیشنهاداتی برای مسئله حل کردن 
روش صحیحی جهت حل مســئله وجود ندارد خیلی 
باید با شهامت بود تا راه یا راه هایی برای بررسی مسائل 
پیشنهاد نمود. تعداد راه های خوب و مؤثر برای یاد دادن 
تفکر ریاضی برابر با تعداد معلمین خوب است. علاوه بر 
این روش هایی که در یک کلاس به کار گرفته می شود 
نیز یک مســئلة شخصی اســت. آنچه برای یک معلم 
کارایی دارد شــاید برای یک معلم دیگر قابل استفاده 
نباشــد و یا برای استفاده از آن باید مورد بازنگری قرار 
داده شــود. پیشــنهادات زیر با توجه به این واقعیت ها 
تنظیم می شــوند. این پیشــنهادات  کارایی خوبی در 
کلاس های مختلف داشته است. خواهش این است که 
این پیشنهادات را مثل پیشنهاد های یک همکار نزدیک 
مورد بررســی قرار دهید. سعی کنید آن هایی را که به 
نظرتان درســت و مناسب می آید آزمایش کرده سپس 
آن هــا را طوری طراحی نمایید که به راحتی بتوانید با 

آن ها کار کنید. 

الف. پیشینه و منطق اساسی 
 اختلاف زیادی بین راهی که ما در ریاضی به کار می بریم 
و راهی که دانش  آموزان آن را می بینند وجود دارد- کار 
با ریاضی یک کار اساسی است و آن پیشروی در مراحل 
عمل، کشف و رسیدن به درک طبیعت خاص هدف ها و 
دستگاه های ریاضی است. ما ابتدا به یک مطلب ریاضی 
برمی خوریم، همان طور که در آن غور می کنیم این تصور 
در ما رشد پیدا می کند و این گمان تقویت می شود که 
در آن چیز درستی باید وجود داشته باشد. با مثال هایی 

آن را آزمانیش می کنیم و به جست وجوی مثال نقض 
می پردازیم. سعی داریم که درک کنیم که چرا آن چیز 
باید درست باشد. این کوشش ها ممکن است موفق یا 
ناموفق باشد. در شروع ممکن است بارها اشتباه کنیم 
و راه هــای عوضی پیش برویــم، کم حوصله و مأیوس 
بشــویم و یا بازنگری های پیگیر و موفقی داشته باشیم 
تا اینکه به نتیجه برسیم. بعضی از تجربه ها بسیار مهیج 
و راضی کننده است چه ما در قلمرو مجهولات تجسس 

می کنیم و خود را در حل مسائل قوی می سازیم. 

متأسفانه دانش آموزان کمتر آگاهی دارند که کار با ریاضی 
باید چنین باشد. تعجب انگیز آنکه، اغلب، دانش آموزان 
فدای حرفه ای بودن ما معلمین می شوند، مطالبی که 
باید به آن ها داده شــود زیاد است و ما نتایج مطالعات 
و کشــفیات ریاضی خود را به صورت مرتب شده ای به 
آن ها ارائه می دهیم، در نتیجه، آن ها زودتر مهارت پیدا 
می کنند اما پیدا کردن این مهارت نتایج نامیمونی نیز 
در برخواهد داشــت. چه دانش آموزان فکر می کنند که 
همة ریاضیات شــناخته شده است و باید آن ها را مثل 
گرامــر زبان آن قدر تکرار کرد تا یاد گرفته شــود. و در 
این یادگیری، برای آ ن ها هیچ نوع هیجان، لذت کشف 
و خلاقیت وجود ندارد بلکه تنها یک رضایت کوچک و 
ساده از انجام کار در برخواهد داشت. ما در کار با ریاضی 
چنان آسان برخورد می کنیم که وقتی مسئله ای برای 
دانش آموز مشــکل است احساس ضعف می کند. آن ها 
هیچ نوع آگاهی ندارند که خود ما نیز برای درک مطالب 

نو در ریاضی باید تقلّا و کوشش فراوان کنیم. 
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دیگر آنکه آن ها هیچ گونه اطلاعی ندارند که برای درک 
یک مطلب ریاضی باید با طرح ســؤال و جواب مناسب 
آن را خــوب حلاجی کرد و این کار را تا آنجا ادامه داد 
که مطلب روشــن و مفهوم شود. درک ریاضی با دوباره 
تولید و تکرار کردن مطالبی که قبلًا فراگرفته شده است، 

حاصل نمی شود. 
در اینجا من یک نکته  به نظرم می رســد و آن اینکه ما 
می توانیــم و وظیفه داریم کــه دانش آموزان را با روش 
یادگیری ریاضی آن طور که باید باشد آشنا سازیم. من 
اعتقــاد دارم که معلمین می تواننــد چنین کاری را با 

موفقیت انجام دهند. 
به طور منطقی، در اوایل آموزش ریاضی باید روش مسئله 
حل کردن را به دانش آموزان یاد داد. جای تأسف است 
که دانش آموزان به طور طبیعی فکر نمی کنند که در حل 
بعضی مسائل باید شکل کشیده شود تا مسئله روشن 
شــود و یا کشیدن شــکل ممکن است به حل مسئله 
کمک نماید و باز نمی دانند که باید درســتی احکام را 
با حــالات خاص آزمایش کنند و ناراحت کننده تر آنکه 
به ندرت تشــخیص می دهند که آن ها نیز قادرند فکر 
کنند و یا اینکه می توانند توانایی حل مسئله را با تجربه  
حاصل از شکست و موفقیت های قبلی، در خود تقویت 
نمایند. اگرچه ممکن اســت احمقانه به نظر برسد ولی 
شاید ارزش مطرح کردن داشــته باشد که اصولًا ما از 
دانش آموزان خــود می خواهیم از ریاضیات چه چیزی 

کسب نمایند؟ 
تقریباً آخرین برخورد، بیشــتر دانش آموزان با ریاضی 
در محاسبات مشتق و انتگرال است. من حقیقتاً ارزش 
زیادی در کوشش برای محاسبة سطح حادث از دوران 
یک منحنی نمی بینم این نیســت که این مطلب ذاتاً 
ارزش نداشته باشد تصادفاً هم ریاضی است و هم زیبا. اما 
به طور کلی دانش  آموزان هیچ کدام از این ها را نمی بینند. 
در داد و ســتد کنجکاوانة ریاضی، کار محاســبة یک 
ســطح می تواند یک کشف باشد و به عنوان یک کاربرد 
ماهرانه انتگرال ریمان )محاســبة ســطح زیرمنحنی( 
مورد تحســین قرار گیرد و این نکته ای است که اغلب 
دانش آموزان متوجه آن نیستند و این محاسبات را یک 

کار شاق، دنبالة انتگرال گیری می دانند. 
به نظر می رســد که خدمت واقعــی که ما می توانیم به 
دانش آموزان خود ارائه دهیم، هم به آن هایی که رشتة 
ریاضی هســتند و هم به غیر ریاضی ها، این اســت که 
آن ها را مجهز به مهارت تفکر و اندیشه کنیم تا بتوانند 
بعد از امتحانات و مدرســه آن را به کار ببرند. مطمئناً 

ریاضی می تواند یک وسیلة بسیار قوی برای این کار باشد 
غیر از این راه بهتری برای آموزش اینکه »درک« یعنی 
چه وجــود ندارد. تفکر ریاضی هم دقیق و هم منطقی 
است: تکنیک هایی که ما در حل مسائل به کار می بریم 
به طور وســیعی در این زمینه قابل استفاده هستند اما 
دانش آموزان در این مایه ها نیستند که چنین برداشتی 
از »درک« به دســت آورند و یا از آن  روش ها استفاده 
ببرند مگر آنکه به آن ها تصریح شود، بعید به نظر می رسد 
کــه آن ها بعد از یادگیــری آن تکنیک ها تفکر ریاضی 
خــود را بالا ببرند مگر آنکه ما در یادگیری آن ها نقش 
کاتالیزور داشته باشیم کمک به یافتن راه حل کنیم نه 
حل نماییم. من معتقدم که معلمین می توانند چنین 
نقشــی داشته باشند. آنچه از این بحث نتیجه  می شود 
نکاتی است که من در حل مسائل توجه می کنم و به کار 

می برم و دلایلی است که چرا چنین می کنیم. 

ایده هایی در مسئله حل کردن 
مسائل قلب ریاضیات هستند.

هالموس 

معلم در نقش راهنما 
داســتانی راجع به یکی از اســاتید معــروف ریاضی، 
کــه ارائــة برهــان او چنــان ســریع بود کــه اغلب 
دانش آمــوزان را در ابهام رها می کــرد، نقل می کنند. 
روزی در آغاز کلاس دانش آموزی دســت بلند کرد و از 
استاد خواســت که یکی از مسائل تکلیف شب را حل 
کند. استاد صورت مسئله را خواند و چند دقیقه ای فکر 
π است و روی تخته سیاه نوشت 

4
کرد و گفت بله جواب 

π دانش آ موز که زیرک بود در صدد کســب اطلاعات 
4

بیشتر برآمده و گفت: ببخشید استاد راه دیگری وجود 
ندارد؟ معلم پاســخ داد این یک سؤال جالب است، او 
برای یک لحظه در فکر عمیقی فرو رفت سپس گفت؛ 
این یک مسئلة ساده و سرراست است، البته محاسبات 
π
4

آن قدری ناجور اســت و به تخته برگشــت و یک  
π قبلی نوشــت و ســپس از 

4
خیلی تمیز دیگر کنار 

کلاس خواســت اگر سؤال دیگری دارند مطرح کنند؟ 
بخشی از مشکلات آموزش مهارت های تفکر ریاضی این 
است که خود ما به مطالب تسلط کامل داریم )مخصوصاً 
وقتی ریاضیات مقدماتی را می آموزیم( طوری که احتیاج 
به فکر کردن نداریم فقط به طور اتوماتیک عمل می کنیم. 
ما راه صحیح برخورد با بیشــتر مسائلی که در کلاس 
مطرح می شــود  می دانیم امــا دانش آ موزان نمی دانند 
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و نشــان دادن راه درســت به تنهایی کمک نمی کند 
که آن ها تمام برخوردهای نادرســت خود را با مسئله 
آزمایش نکنند. از این جهت ما باید بعضی از تفکرهای 
ریاضی خود را از پشت پرده بیرون بیندازیم طوری که 
دانش آموزان بتوانند آن ها را دنبال کنند. برای این کار 
سه راه که با هم در ارتباط مستقیم هستند وجود دارد. 
1. رفتن  ؟؟؟؟؟ جریان عمل بر مبنای قدم به قدم )حتی 

وقتی ما جواب را می دانیم(. 
مسئلة زیر را به عنوان مثال مورد  بررسی قرار دهید: 

Q(x) دو چند جمله ای با ضرایب  p(x) و فرض کنید
با ترتیب معکوس باشند. 

n n
n n np(x) a x a x ... a x a x a−

−= + + + + +1 2
1 2 1

n n
n x n nQ(x) a x a x ... a x a x a−

− −= + + + + +1 2
1 1 1

. چه رابطه ای بین ریشه های  na a≠ ≠ 00 در حالی که  
این دو معادله وجــود دارد؟ جواب خود را اثبات کنید. 
البته این مسئله یک راه حل جالب دارد که در صفحات 
بعد خواهد آمد. اما من فکــر می کنم کاری به ترتیب 
زیر حتی اگر ساختگی به نظر آید، در دراز مدت می تواند 
مفید باشد. شــما وقتی با یک چنین مسئله ای مواجه 
می شــوید چه کار می کنید؟ می دانیم یک روش کلی 
برای به دســت آوردن ریشــه های یک چند جمله ای 
وجود ندارد همچنین روشــی برای مقایسة ریشه های 
آن ها نیز موجود نیست بهترین کاری که در این شرایط 
می توان انجام داد جســت وجو برای یافتن چند مثال 
ساده اســت. امیدوارم که من به جای بررسی مستقیم 
دو معادله بتوانم تصوری شــهودی از آن ها ایجاد کنم. 
شاید هم بایستی یک زوج سه جمله ای درجة دوم را در 
نظر بگیرم و آن ها را حل کنم ببینم چه اتفاقی می افتد؟ 

p(x) ax bx c= + +2

Q(x) x bx a= + +2

که ریشه ها به ترتیب عبارت اند از: 

 b b ac b b ac,
c a

− ± − − ± −2 24 4
2 ظاهراً چیزی قابل بررسی در جواب ها مشاهده  2

نمی شود که بتوان مسئله را جلو برد و یا تعمیم داد، 
اگرچه صورت دو کسر یکی است. من در اینجا یکی دو 
دقیقه مکث می کنم و بعد چیز دیگری را مورد آزمایش 

و بررسی قرار می دهم خوب، اجازه بدهید من دو 
جمله ای خطی را مورد مطالعه قرار بدهم. 

p(x) ax b= +

Q(x) bx a= +

a بوده و عکس 
b

− b  و 
a
− که ریشه ها به ترتیب

یکدیگرند ولی این  هم زیاد جالب نیست. من هنوز 
واقعاً برداشت دقیقی ندارم که در مورد ریشه ها چه 

اتفاقی می افتد لذا کار را با انجام یکی دو مثال ساده تر 
ادامه داده به دنبال یک الگو خواهم گشت. یک کار 

جالب، ممکن است چند جمله ای هایی را امتحان کنم 
که قابل تجزیه باشند، بدین طریق آسان تر می توان 

ریشه ها را پیگیری کرد بسیار خوب، چیز ساده ای مثل 
x) چطور است؟ )(x )+ +2 3

P(x) x x= + +2 5 6
 که ریشه های آن 2- و 3- است. 

Q(x) x x ( x )( x )= + + = + +26 5 1 2 1 3 1

− است. این ها نیز معکوس  1
3

− و   1
2

که ریشه های آن
هم هستند و این نسبتاً جالب است راجع به معادلات 

زیر چطور؟ 
 P(x) ( x )( x ) x x= + − = − −23 5 2 7 6 11 35

7 است. 
2

5− و 
3

که ریشه های آن 

Q(x) x x ( x x )
( x )( x )
= − − + = − + −

= − − +

2 235 11 6 35 11 6
7 2 5 2

2 است. 
7

3− و 
5

که ریشه های آن 
اینجا نیز ریشه ها عکس یکدیگرند. این دیگر نمی تواند 

تصادفی باشد. باز هم بهتر است ادامه دهیم و در 
عوامل تجزیه دقت کنیم آیا ترتیب ضرایب آن ها نیز 

معکوس یکدیگرند؟ راجع به معادلات زیر چطور؟ 

Q(x) bdx (ad bc)x ac (bx a)(dx c)= + + + = + +2

بله، آن هم درســت اســت. من فکــر می کنم که این 
قابل تعمیم اســت. در اینجا برای ادامة کار دو راه وجود 
دارد به طور کلی فرض کنیم ریشــه های چند جمله ای 
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هستند )اگر هنوز هم  Q(x) p(x) معکوس ریشه های
مطمئن نیستیم باید با کثیر الجمله ای درجة 3 که قابل 
تجزیه باشد کار را ادامه دهیم(. در این مرحله سعی من 
این است که بحث بالا را تعمیم بدهم. اما همچنین ساده 
و سر راست نمی باشد. اولًا هر چند جمله ای قابل تجزیه 
نیست، ثانیاً پیگیری کردن ضرایب نیز کار آسانی نیست. 
شاید اکنون ارزش مکث کردن و مجدداً حدس را از ابتدا 
Q(x) و p(x) آزمایش کردن داشته باشد. فرض کنیم

دو چند جمله ای با ضرایب با ترتیب معکوس باشند ثابت 
Q(x) عکس یکدیگرند، خوب  p(x) و کنید ریشه های
اجازه بدهید دقت کنیم که مسئله چه می خواهد اینکه 

p(x) است به چه معنا می باشد؟  عددی مثل r ریشه
p(r) به چه معناست؟ آیا اینکه عکسr باید ریشة =0

)Q است؟ عجب؟  )
r
=

1 باشد به معنای  0 Q(x)
برگردیم به معادلة درجــة 2 و ببینیم در مورد آن چه 

اتفاقی می افتد. 

فرض کنیم: 
p(x) ax bx c= + + =2 0

Q(x) cx bx a= + + =2 0

p(r) ar br c= + + =2 0

p(x) باشد:  اگر r یک ریشة

)Q برابر چیست؟  )
r
1 حال ببینیم  

Q( ) c( ) b( ) a
r r r
= + + =21 1 1 0

c br ar p(r)
r r

+ +
= = =

2

2 2 0
لذا آن شدنی است               

حالا این بحث قابل تعمیم خواهد بود و من می توانم یک 
قضیه و برهان را بیان کنم. 

دو چند جمله ای با ضرایب با  Q(x) p(x) و قضیه: اگر
عکس ریشه های  Q(x) ترتیب معکوس باشند ریشه های

خواهد بود.  p(x)

p(x) باشد به قسمی  برهان: فرض کنیم r یک ریشة
علاوه بر  a و0≠ r p(r) با توجه بــه اینکه0≠ که 0=

این: 

n n
n n n

n
n n

n

n n
n n n

Q( ) a ( ) a ( ) ... a ( ) a
r r r r

( )(a a r a r ... a r
r

a r a r ) ( )(p(r))
r

−
−

−
−

−
−

= + + + +

= + + + + +

+ = =

1
1 2

2 2
1 2 1

1
1

1 1 1 1

1

1 0

Q(x) است. بر عکس اگر s یک   یک ریشة 
r
1 بنابراین 

، بسیار  p( )
s
=

1 ریشة Q(x) باشد متوجه می شویم که 0
خوب، حال موقع کالبد شکافی است این مسئله، مثل 
هر بحث کلاسیک ریاضی، به طور روشنی نتایج فکری 
مراحل حل را )فرایند( ارائه می دهد. اما الهام راه حل از 
کجا آمد؟ اگر به مسیری که بحث در آن تکامل پیدا کرد 
برگردیم دو راه نفوذی اساسی را مشاهده خواهیم کرد 
اولین آن ها به درک مسئله و برداشتی که از آن به دست 
آورده می شــود ارتباط پیدا می کند، صورت مسئله، در 
بیان کلی، کمک بسیار اندکی به یافتن راه حل می کند. 
آنچه ما انجام دادیم این بود که به منظور یافتن یک الگو 
حالات خاص را مورد آزمایش قرار دادیم، خاصه اینکه 
کوشــش اولیه در حالات خاص در مورد معادله درجة 
دوم بینش زیادی به دســت نداد و ما مجبور شدیم به 
حالات خاص تری متوسل شویم لذا کار ما عبارت بود: 

جســت وجو برای یافتن یک سری مثال های سر راست 
که محاسبة ریشــه های آن ها ساده باشد. بدین منظور 
که شــاید به طور تصادفی الگویی ظاهر گردد که قابل 

تعمیم باشد. 
در اینجا ما در جست وجوی یافتن ریشه های چند جمله ای 
بودیم و برای این  منظور آن هایی را که به سادگی قابل 
تجزیه بودند انتخاب کردیم. البته موقعیت های مختلف 
ما را به انتخاب های مختلف هدایت خواهد کرد. اما این 

استراتژی به ما اجازة حدس زدن می دهد. 
دومیــن راه نفوذی، بعد از حدس زدن پدیدار گشــت. 
اگرچه ما تقریباً می دانستیم که چرا باید مطلب درست 
باشــد. اما بحث قدری ناجور به نظر می آمد. لذا مکث 
کردیم  تا برای یک لحظه دوباره مطلب را بررسی کنیم. 
آنچه ما در آن توقف انجام دادیم مهم اســت و غالباً از 

نظر ها دور می ماند. 
ما به عقب و به مفروضات مســئله برگشــته آن ها را 
پیگیری کرده و بــرای یافتن یک ارتباط ملموس بین 

آن ها و نتایجی که می خواستیم تلاش کردیم. 
p(x) است یعنی چه؟معکوس  سؤالاتی از قبیل r ریشة
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Q(x) اســت  ) ریشــة )
r
1 r چه خواهد شــد؟ مفهوم

چیســت؟ هر کدام به تنهایی خیلی جزئی و بی ارزش 
به نظر می آید امــا این ها توجه ما را درســت به همان 
چیزهایی که ما را به یافتن راه حل کشانید، جلب کرد 
اکنون ممکن است به نظر آید که مطالب یکی دو صفحه 
آخر، شــبیه »چوب  زدن به مرده« باشد. ریاضی دان ها 
مقدمتاً علاقه مند به نتیجه هســتند  که در دو ســطر 
حاصل می شود ولی فکر مراحل حل )فرایند( که به وجود 
آورندة آن برهان اســت برای آن ها طبیعت دوم مسئله 
است تجربة من این است که این فکر فرایند حل کاملًا 
برای دانش آموزان بیگانه اســت این فرایند دو چیز را 
روشن می سازد. یکی اینکه مرموزبودن ریاضی را از بین 
می برد و آن را بیشتر عادی و قابل دسترس می سازد. به 
عبارت دیگر، وقتی دانش آموزان ببینند که ایدة را ه حل 
مسئله از کجا می آید دیگر حل یک مسئله برای آنان، 

مثل بیرون آوردن خرگوش از زیر کلاه نخواهد بود. 
دوم اینکه اســتراتژی که در بحث بالا مورد دقت قرار 
گرفت قابل تعمیم می باشد و در جاهای دیگر نیز ممکن 
است مفید واقع شود. یادگیری اینکه چگونه آن ها به کار 
گرفته شــوند به دانش آموزان کمک می کند تا در حل 

مسئله توانا شوند. 
هدف مقدماتی من از طرح بحث بالا این است که »ارائة 
درس« هنوز یک طرفه است. معلم باز توضیح می دهد 
که دانش آموز چگونه باید با مســئله برخورد کند. اگر 
مســئله حل کردن یک تجربة یادگیری شخصی است 
پــس دانش آموز نیز باید در آن درگیر گردد و آن به راه 
دومی منتهی می شود که نقش و خدمت معلم به عنوان 

راهنماست. 

2. حل مسئله با کمک دانش آموزان با 
بهره گیری از ایده های آن ها 

در اینجا مراد این است که کلاس، مسائل را با همکاری 
هم حــل کنند و معلــم تنها نقــش هماهنگ کننده 
نظرات و ایده ها را داشــته باشــد. بدین معنا که بدون 
»خود محوربودن« سؤالات مهمی را مطرح سازد و بحث 
را در مســیر صحیح خود نگه دارد. معلم نباید راه حل 
مسائل را ارائه دهد، بلکه در عوض باید به دانش آموزان 
کمــک کند تا آن ها به بهترین وجــه از اطلاعات خود 

استفاده نموده و در مسائل نفوذ کنند. 
معلم ممکن است مســائلی را به عنوان تکلیف شب به 
دانش آموزان بدهــد و در کلاس یکی را به طور مفصل 

مورد حل و بحث قرار دهد. 
در شروع کار، همان طور که برای یافتن راه حل مسئله 
تلاش و جست وجو می کنیم معمولًا سؤالات زیر مطرح 

می گردد. 
آیا کســی راه حلی پیشنهاد می کند؟ پیشنهادات دیگر 
چطور؟ چه چیز موجب شد که شما چنین فکر کنید؟ 
چه چیز باعث می شــود که شما فکر کنید که این یک 
عمل منطقی اســت که باید انجام شود؟ بسیار خوب 
اکنون ما پیشنهاداتی داریم که چیزهای درستی نیز در 
آن ها وجود دارد. با کدام یک باید شروع کنیم؟ چه چیز 
باعث می شود که شــما فکر کنید که این یک راه حل 
بهتری است؟ آیا جواب معقول به نظر می رسد؟ آیا من 

باید آن را امتحان کنم؟ ؟؟؟؟؟ 
پنج دقیقه است که این بحث ها را ادامه می دهیم و هنوز 
به جایی نرســیده ایم آیا شما واقعاً مطمئن هستید که 
منظور مسئله را خوب درک کرده ایم )صورت مسئله را 
خوب فهمیده ایم؟( چه چیزی را باید مورد بررسی قرار 
دهیم آیا چیزی از بحث های اکتشــافی ما جالب بوده 

است؟ و غیره
این گوشــه ای از گفت وگوهای باکلاس را به ما نشــان 
می دهد. امید اســت که با پشــتکار معلمان این گونه 
پرســش ها در نهایت، طبیعت ثانوی دانش آموزان شود 
و به طرح کردن آن ها عادت کنند. اگر پرسش ها خوب 
ارائه و هدایت شــود معلم در وسط سال در مرحله ای 
از پرســش ها می تواند از دانش آموزان خود سؤال کند 
»خوب حالا من قصد دارم چه  سؤالی را مطرح کنم؟« و 
معمولًا در پایان سال آن ها باید بتوانند به خوبی به معلم 
پاســخ دهند و یا در مرحله ای از خودشان سؤال کنند 

»حالا من باید چه سؤالی را برای معلم مطرح بکنم؟«

3. کار معلم در جا- حل مسائل نو 
یاد دادن اینکه چگونه مســئله حل کنیم کار بســیار 
مشکلی اســت، زیرا قانون معینی در این زمینه وجود 
ندارد. درســت وقتی که دانش آموزان فکر می کنند که 
دیگر همه چیز را یاد گرفته اند طرح یک مسئلة جدید 
آن ها را به درد ســر می اندازد. برای اینکه دانش آموزان 
نفسی تازه کنند و مرا نیز در وضع مشابهی ببینند )که 
من هم ممکن است به دردســر بیفتم( به آن ها اجازه 
می دهم به من مســئله ای برای حل بدهند درســت 
همان طــور که من مســئله برای حل کــردن به آن ها 

می دهم. آیا کسی مسئله ای برای من دارد؟ 
اگر آن ها مســئله ای نو برای من داشــتند من آن را با 
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صدای بلند روی تخته سیاه حل می  کنم و بدین ترتیب 
آن ها را تشویق می کنم که ملاحظه کنند که من چگونه 
استراتژی حل را، بدون شــکل تکراری و تمرینی آن، 
که طبیعت مرموز حل مســئله را از بین می برد، به کار 

می برم. 

ب. معلم در نقش مربی ورزش 
شــنیده ام که بعضی از همکارانم، بــرای دانش آموزان 
خود، ریاضیات را به مثابه یک »ورزش درگیر« توصیف 
کرده اند منظور آن ها این اســت که فرد باید در تجربة 
یادگیری ریاضی درگیر شود. کسی از کنار گود نمی تواند 
فریاد بارک الله را بلند کند. یک تشابه دیگر در این زمینه 
وجود دارد، معلم که نقش انتقال دهنده علم را دارد در 
ضمن نقش شبیه مربی ورزش را هم ایفا می کند. البته 
از بسیاری جهات، مهارت های قهرمانی خیلی پیشرفته تر 
از مهارت های هوشی و فکری است. تصور ویژگی های 

یک »مربی هوشی« ارزش کشف کردن را دارد. 
آموزش یک فن ســاده به یک ورزشکار را، مثلًا پرتاب 
یک توپ در بســکتبال و یا زدن سر و در تنیس را در 
نظر بگیرید. آن مربی که می گوید »تماشــا کن که من 
چطور عمل می کنم و ســپس بــرو همین طور تمرین 
بکن« به عنوان یک مربی خوب قلمداد نمی شود مسلماً 
چنیــن مربی برای مدت مدیدی شــغل خود را حفظ 
نخواهــد کرد. اما یک مربی خــوب مراحل عمل را که 
توضیح می دهد به نمایش می گذارد و سپس این مراحل 
را به مرحله های جزئی و نکات بســیار کوچک تقسیم 
می کند و ورزشــکار معمولًا از میــان همة این مراحل 
جزئی می گذرد- تا اینجــا روش مثل روش یک معلم 
ریاضی اســت- همچنین ورزشکار برای زمانی به حال 
خود واگذاشــته می شود که خود تمرین کند اما بعد از 
مدتی، مربی برمی گردد و جزئیات حرکات او را تصحیح 
می کند مثلًا می گوید »شانه های شما خیلی پایین است، 
شــما در موقع پرتاب به اندازة کافی بلند نمی شوید« و 

غیره. 
معمول نیست که مربی و ورزشکار با کمک نوار ویدئو 
حرکات آهستة ورزشکار را ببینند و بررسی کنند تنها 
کار مورد نظر این است: مراحل جزئی را از هم جدا کنید 

و با تمرین آن ها را پیشرفت دهید. 
این قســمت از آمــوزش مربی به آنچه کــه می تواند 
»مهارت های اساسی« یا »فرایند استاندارد« نامیده شود 
مربوط می شود. اما معمولًا مربی های ورزش خیلی فراتر 
از این قدم می گذارند. در حقیقت بیشــتر توجه آن ها 

صرف این می شود که ورزشکار چگونه در موقع عمل و 
نمایش تصمیمات هوشمندانه بگیرد معمولًا، بیشترین 
گله و شــکایت که از طرف مربی بعد از اشــتباه یک 
ورزشکار شنیده می شــود این است که »آن یک بازی 

بسیار سطح پایین و انجام آن مزخرف بود«. 
معادل هوشی آن را در حل مسائل معمولی مورد بررسی 
قرار دهیــد. در یک امتحان از تکنیک های انتگرال،44 
xdx از 

x −∫ 2 9
نفــر از 178 نفر دانش آموز در محاســبة

تجزیة کســرها استفاده کرده اند و 17 نفر تغییر متغیر 
x داده اند »اســتفاده از هر یک از این راه ها  sin= θ3

بی معنی و وقت گیر است« با کمی دقت می توان فهمید 
 xµ = −2 که مسئله با تغییر متغیر ساده و مقدماتی9

حل می شود.
یک توصیة استاندارد: عملًا دامنة عملیات خود را کوتاه 
کنید و هیچ راه حل مشکل و پرکاری را ادامه ندهید مگر 
آنکه مطمئن شــوید که راه حل ساده تری برای مسئله 

وجود ندارد. 
این از نوع توصیه هایی اســت که یک مربی ورزش نیز 

ممکن است انجام دهد. 
به نظر می رسد که توجه به این مطلب خیلی باارزش تر 

از این باشد که به دانش آموز راه حل مسئله داده شود. 

ج: بیــش از یک راه برای پوســت کندن گربه 
ریاضی وجود دارد. 

از آنجا که بیشتر مسائلی را که در کلاس حل می کنیم 
تمرین اســت ما معمولًا بــه یک راه حل، که شــبیه 
تکنیک های آموزش داده شده است، بسنده می کنیم و 
وقتی آن مسئله حل شد به سراغ مسئلة دیگر می رویم 

و کار حل تمرین همین جا تمام می شود. 
امــا بعد از حل تمرینات دانش آموزان فکر می کنند که 
آن ها راه حل صحیح مسئله را یاد گرفته اند و برای حل 
هر مسئله تنها یک راه صحیح وجود دارد و این برداشت 
درست نیست. مثلًا، به راه حل های زیادی که برای اثبات 
قضیه فیثاغورث وجود دارد توجه کنید، هر کدام از ما 
چقدر خوشحال خواهیم شد اگر موفق شویم راه  جدید 

بر این راه ها بیفزاییم. 
قسمتی از لذت ریاضی شامل کشف چیزهای نو است و 
قسمتی نیز کشف ارتباط بین حقایقی است که اکنون 
وجود دارد و همچنین یافتن راه های جدید برای قضایا 
و مسائلی است که اکنون راه حلی دارند. وجود مقالات 
فراوان در مجلات ریاضی تحت عنوان »یک برهان جدید 



7

برای فلان قضیه« این مطلب را به اندازة کافی روشــن 
می ســازد. دیگر آنکه اطلاع جزئی از یک چیز ممکن 

است گمراه کننده باشند. 
درک یک حقیقت ریاضی یا دستگاه ریاضی به معنای 

درک تمام پیوندهای ممکن و موجود است. 

n

i

n(n )i
r−

+
=∑

1

1 درک من از مجموع گوس 

تمامی غنای آن  است، زیرا من به آن چنین می اندیشم. 

n زوج هایی کــه مجموع هر کدام 
r

1. به عنــوان نتیجه
است.  n +1  

... (n ) (n ) n+ + + + − + − +1 2 3 2 1
2. از نظر تصویری، نصف مســاحت شکل ارائه شده در 

n(n  می باشد.  )+1 زیر یعنی نصف

جای شکل

که از نظر محاســبات حسابی می توان آن را به صورت 
زیر ارائه داد: 

 s ... (n ) (n ) n= + + + + − + − +1 2 3 2 1
s n (n ) (n ) ...= + − + − + + +1 2 3 2 1

 

3. به عنوان یک گزاره که درســتی آن با روش استقراء 
قابل بیان است. 

4. به عنوان یک حالت خاص از یک معادله دیفرانسیل 
و غیره ]یا محاسبات تعداد اقطار یک n  ضلعی محدب 
n(n را می توان از طریق هندسی، آنالیز ترکیبی  )− 3

2
  و استقراء مورد بحث قرار داد[. 

اگر من تنها یکی از این راه ها را یاد گرفته باشم ممکن 
اســت به نوعی مغبون باشم. اما این مغبون بودن تنها 
قســمتی از داستان اســت. هر یک از این راه هایی که 
راجع به مسئلة فکری شود یک بینش خاصی از تفکر 
را مجسم می ســازد که به صورت های مختلف می تواند 

تعمیم پیدا کند. 
وقتی من با یک مسئلة جدید روبه رو می شوم هر یک 
از این راه ها ممکن است کلیدی برای راه  حل آن مسئله 

باشد. 

به تعداد n  مرتبه

s (n ) (n ) (n ) ...
(n ) (n )
= + + + + + + +
+ + +

2 1 1 1
1 1



همچنین اطلاع از اینکه مســائل می توانند با راه های 
مختلف حل شوند در روشی که دانش آموزان با مسائل 
برخورد می کنند تأثیر خواهد گذاشت. دانش آموزی که 
فکر می کند که تنها یک »راه درست« برای حل مسئله 
وجود دارد ممکن است روی مسئلة خاصی مدتی فکر 
کند و اگر توفیقی حاصل نکرد آن را رها کند و منتظر 
بمانــد تا در کلاس تکنیک حل به او ارائه شــود و این 
الگویی است که بیشــتر دانش آموزان ما در مدرسه به 
کار می گیرند. شاگردی که فکر می کند جا برای کشف 
ریاضی وجود دارد و از آن استفاده می کند. احتمال زیاد 
دارد که با مســئلة بیشتر درگیر شود، پیوندهایی برای 
خودش پیدا کند و شاید به یک راه حل غیرمنتظرانه ای 

دستیابی پیدا نماید. 
مسائل نمونه و بحث های کلاسی

نوع مســائلی که مــا در کلاس مــورد بحث قرار 
می دهیــم و تجاربی که از آن هــا می آموزیم در طول 
ســال تغییر می کند مقایسه تشابه یادگیری یک بازی 
ورزشی با یک مسئله فکری مراحل پیشرفت یادگیری 
را نشان می دهد. در اوایل سال که دانش آموزان مهارت 
کمتری در تکنیک های حل مسئله دارند در آن دسته از 
تکنیک های اساسی، که بعداً در طول دوره به کار گرفته 
می شوند آموزش می بینند و تمرین می کنند )جست وجو 
برای استدلال های استقرایی، بررسی و آزمایش حالات 
خاص، اســتفاده از مسائل ســاده تر در رابطه با مسئله 
اصلی، تخصیص و تعمیم( درست به همان طریقی که 
مثلًا یک مبتــدی در تنیس آموزش می بیند و تمرین 
می کند که چگونه سرو بزند و یا چگونه با جلو و پشت 
دست آبشار بزند. زمانی که مهارت های اساسی خوب فرا 
گرفته شد می توان از آن ها در شرایط مختلفی که پیش 
می آید به طور گسترده و متنوعی استفاده کرد. مسائلی 
که مــا کار می کنیم به تدریج مشــکل تر و وقت گیرتر 
می شود. در حقیقت دانش آموزان دیگر تنها اصول حل 
مســئله را نمی بینند بلکه یک آمــوزش خوب ریاضی 
محض به آن ها داده می شــود مطلبی که اکنون رو در 
روی دانش آموزان قــرار می گیرد انتخاب تکنیک های 
مناسب برای برخورد با مسائل و استفاده مفید و مؤثر از 
آن ها می باشد. بحث های کلاسی نیز به تدریج، همان طور 
که پیش می رویم، تغییر می کنند و تأکید بیشتر روی 
طرح ریــزی راه حل ها و ارزشــیابی آن ها قرار می گیرد. 

بعضی از مسائل نمونه کلاس در زیر مطرح شده است.

مسائلی که نکته آموزند
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اغلب برای آنکه من اطمینان حاصل کنم که نکته 
خاصی به طور بارزی حتماً به دانش آموزان انتقال پیدا 
خواهد کرد از یک سری مسائل معین که در اختیار دارم 

استفاده می کنم.
این مســائل به  نظــر و تجربه مــن به طور یقین 
عکس العمل های مناســب و خاصی را در دانش آموزان 
ایجاد می نماید و اســتفاده درســت و منطقی از آن ها 

می تواند کاملًا مفید و مؤثر واقع شود.
مثلًا این مسئله ها حائز اهمیت است که در شروع 
سال تحصیلی که هنوز وضع کلاس نامرتب و غیرطبیعی 
اســت و باید جهت داده شود به دانش آموزان فهماند و 
آن ها را متقاعد کرد که شما واقعاً چیزی را برای یاددادن 
به آ ن ها دارید. در طول سال های تحصیلی بچه ها، شاید 
شما اولین معلم باشید که توجه خاص به مراحل راه حل 
مسئله دارید. دانش آموزان تا این مرحله از تحصیل خود، 
بدون آنکه نگرانی های خاصی داشته باشند کار خود را 
خوب انجام داده اند و اغلب سؤال می کنند که چرا حالا 
ناگهان ما باید این طور در حل مســائل غور و کنکاش 
کنیم. مخصوصاً وقتی مســائل مقدماتی مطرح است 
آن ها در وضع خاصی قرار می گیرند که اغلب احساس 

ناراحتی می کنند.
برای جلوگیری از بروز این احساس، دسته مسائل 
من بــرای چند روز اول کلاس معمولًا شــامل بعضی 

مسائل به صورت زیر است:
...1. مجموع دنبالة زیر را تعیین کنید.

n(n )
+ + + +

× × × +
1 1 1 1

1 2 2 3 3 4 1

برای چه مقادیری از a دستگاه معادلات زیر:
x y

(x a) y

 − =


− + =

2 2

2 2

0
1

دارای 0، 1، 2، 3، 4 یا 5 جواب است؟

3. مطلوبست محاسبه:
( ... )( ... )111 1 1000 05


100 تا یک 99 تا صفر

4. اگر مقادیر d ،c ،b ،a بین 0 و 1 باشد ثابت کنید:
( a)( b)( c)( d) a b c d− − − − ≥ − − − −1 1 1 1 1

5. چــه تعداد زیرمجموعه زوج عضوی )2 عضوی، 
4 عضوی، ...( در مجموعه ای که دارای 87 عضو اســت 
وجود دارد؟ برای مجموعه n عضوی چه حدس می زنید؟

مربع کامل  aaaa...aaa


n مرتبه

6. چــه اعدادی به شــکل
هستند.

7. یک عدد سه رقمی را در نظر بگیرید. مثلًا 123 
یک عدد شش رقمی با نوشتن دو مرتبه تکرار این عدد 
بنویسید، 123123 آیا این عدد بر 7 بخش پذیر است؟ 
بر 11 چطور؟ مانده این عدد بر 13 چیست؟ آیا می توان 

قانونی در این زمینه بیان کرد؟

8. در حالت کلی فرمولی برای چندجمله ای درجه 
n+1 پیدا کنید که از نقاط زیر بگذرد )n نقطه(

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), ..., (xn, yn)

9. مثلثی را با در دست داشــتن زاویه A، ضلع a و 
ارتفاع وارد بر ضلع a رسم کنید.

10. مثلثی را با در دست داشــتن دو ضلع a و b و 
طول میانه وارد بر ضلع سوم رسم کنید.

11. مثلث زیر را در نظر بگیرید. ثابت کنید مربعی 
قابل محاط شــدن در این مثلث وجود دارد یعنی نشان 
دهیــد که مربعی وجود دارد که چهــار رأس آن روی 

اضلاع مثلث است )دو رأس روی یک ضلع(.

جای تصویر

تجربة من این است که دانش آموزان معمولًا بیست 
دقیقه روی هر یک از این مسائل، بدون اخذ نتیجه، وقت 
صرف می کنند. اگر آن ها موفق به پیداکردن راه حل هم 
بشــوند. این راه حل اغلب اشتباه یا آبکی است مثلًا ما 
تشــخیص می دهیم که مسئله 1 همان دنبالة معروف 
ادغام است که در آن جملات مجاور وقتی که هر کدام 

به صورت زیر بیان شود.

i(i ) i i
= −

+ +
1 1 1
1 1

حذف خواهند شــد. دانش آموزانی که با این دنباله 
برخورد نکرده باشــند. احتمال ضعیف دارد که قادر به 
حل مسئله باشند. اغلب دانش آموزان اقرار کرده اند که 
بــه نظر می آید که حل آن مثــل خرگوش از زیر کلاه 
بیرون آوردن اســت و آن ها هرگز خود قادر به حل آن 

نبوده اند.
در مســئلة 2 دانش آموزان فوری به راه حل جبری 
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رو می آورند. پی گیــری راه حل های مختلف برای یک 
مسئله نیز برای آن ها خیلی مشکل است و اگر از میان 
دانش آموزان کســانی هم این کار را انجام بدهند عدة 

آن ها بسیار محدود خواهد بود.
همچنین مسائل 3 و 4 ممکن است با راه حل های 

مختلف حل گردد.
وقتی مسئله 4 در یک مجله ماهانه به چاپ رسید 
من تعداد زیادی راه حل های مختلف دریافت کردم در 
مــورد دانش آموزان به طور کلی می توان گفت که آن ها 
پرانتزها را ضرب و همة جملات را به طرف چپ منتقل 
می کننــد و با تحمل زحمات زیــاد ثابت می کنند که 

عبارت دست چپ مثبت است.
در مورد مسئله 5 دانش آموزان فوری به فرمول های 
پیچیده ترکیبات متوســل می شوند. در مورد مسئله 6 
اگر دانش آموزان به حالات خاص بپردازند مســلماً به 
نتیجه خواهند رسید. زمانی که این مسائل مطرح است 
من به کلاس اجازه می دهم مدتی روی آن ها کار کنند 
و سپس به آن ها چند قانونی کلی برای مسئله حل کردن 
می دهم که مسلماً شما با آن ها آشنا هستید. پیشنهادات 

برای مسائل فوق به قرار زیر است:
1. اگر در مســئله »پارامتر صحیح« n وجود دارد 
مسئله را برای حالات خاص n=1, 2, 3, 4, 5 حل کنید. 
ممکن اســت ضمن آزمایش حالات خاص به یک الگو 
دست پیدا کنید. اگر الگو ظاهر شد صحت آن  را با روش 

استقراء ثابت کنید.

2. هر جا ممکن است شکل رسم کنید.

3. اگر مسئله به صورت داده شده مشکل است موقتاً 
یکی از شــرایط مسئله را کنار بگذارید و در جستجوی 
مسئله ای قدری ســاده تر باشید. وقتی مطمئن شدید 
که مســئله ســاده تری که طبیعت آن با مسئله اصلی 
یکی اســت پیدا کردید قاعدتأً برای این مسئله جدید 
باید راه حل های بیشــتری وجود داشته باشد. به همه 
راه حل های این مســئله ساده شــده توجه کنید شاید 
راه حلی برای مســئله اصلی در بین آن ها وجود داشته 

باشد.

4. اگر در مسئله متغیرهای متعددی وجود دارد که 
نقش همه آن ها یکی است به دنبال مسئله متشابه با یک 
یا دو متغیر باشید. ممکن است بدین طریق موفق شوید 

راه حلی پیدا کنید.

با این اشارات، دانش آموزان معمولًا قادر خواهند بود 
ظرف چند دقیقه مســائل 1، 2، 3، 5، 7 را حل کنند 
ولی بقیه مسائل ممکن است وقت بیشتری بگیرند ولی 
در مجموع، طرح و بحث همة آن ها برای کلاس مفید 

خواهد بود.
پیشــنهادات برای حل مســائل کاملًا طبیعی و 

منطقی به نظر می آیند.
در حقیقت، برای مسئله حل کردن، نکات و 
مطالبی وجود دارد که دانش آموزان باید بدانند 

ولی نمی دانند و تذکر آن ها ضروری است.
با این سیاست و استراتژی وقتی دانش آموز از کلاس 
بیرون می آید احساس می کند که بعضی از مهارت های 
مسئله حل کردن را در کلاس یاد گرفته است و از این 

جهت خوش حال به نظر می رسد.
به ترتیب که دانش آموزان در حل مســئله مهارت 
پیدا می کنند مسائل مناسب دیگری مطرح می شوند که 
نتایج خاصی از آن ها را همراه خود به خانه خواهند برد. 
مثلًا دانش آموزان به زودی ارزش پیشنهاد مطرح شده در 
بند 1 بالا را تشخیص خواهند داد. در این موقع از سال 

مسئله زیر مفید خواهد بود:
در یک مســابقه حذفی شــطرنج بازیکنان به طور 
تصادفی زوج، زوج انتخاب می شوند و هر زوج یک بازی 
را انجام می دهد و بازنده از مســابقه حذف می شــود و 
برنــده ادامه می دهد. مثلًا اگر ما با 32 بازیکن شــروع 
کنیــم پس از بــازی اول 16 نفر بــرای دور دوم باقی 
می مانند. اگر تعداد بازیکنان فرد باشــند یک نفر بازی 
نمی کند اما مرتب بــه دورهای بعدی راه پیدا می کند. 
اگر عدة بازیکنان 15 نفر باشند یک نفر بدون بازی جلو 
مــی رود و پس از بازی اول 7 نفر برنده و آمادة دور بعد 

خواهند شد.
در حالت کلی اگر n بازیکن شرکت داشته باشند:

n بازی انجام خواهد شد 
2

اگر n زوج باشــد آن گاه

n بازیکــن به دور بعدی راه پیدا می کنند اگر n فرد 
2

و 

n بازیکن ادامــه خواهند داد  +1
2

n یا  −
+

11
2

باشــد 

n بازی انجام شده است. −1
2

سؤال: اگر n بازیکن در مسابقه شرکت کنند، 
قبل از اینکه برنده تعیین شود، چند بازی باید 

انجام گردد؟
برای حل این مسئله عدة زیادی از دانش آموزان به 
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آمــوزش و اطلاعات خود مراجعه خواهند کرد و فوری 
به تکنیک »پارامتر صحیح« متوسل خواهند شد. وقتی 
آن ها برای حالات خاص n=2, 3, 4, 5, 6 آزمایش کردند 

الگوی مسئله کاملًا روشن خواهد شد.
اگر n نفر بازی را شروع کنند و اگر در هر بازی یک 
 n-1 بازنده خواهد برد لذا n-1 نفر حذف شــود آن گاه

بازی انجام شده است.

نتیجه
ـ قبل از آنکه شــروع به حل مسئله کنید مطمئن 

شوید که مسئله را خوب فهمیده اید.
ـ راه حل های پیچیده و پرعمل را ادامه ندهید مگر 

آنکه مطمئن شوید که راه ساده تری وجود ندارد.
ـ یک هدف اصلی در حل مســائل روشن ساختن 
نقش ارائه برهان های مختلف )راه حل های مختلف( در 
ریاضیات است لذا برای رسیدن به جواب به راه حل های 

مختلف توجه کنید.
مسئله زیر نامأنوس ترین ولی از قوی ترین هاست.

مسئله: مجموع سری هندسی زیر را پیدا کنید.

nS ... ...= + + + + +
1 1 1 1
2 4 8 2

اگر دانش آموزان قبول کنند که این مجموع دارای 
حد است آن گاه راه حل زیر بهترین خواهد بود.

طرفین تساوی فوق را در 2 ضرب می کنیم می شود:

n

S

S ... ...= + + + + + +
1 1 1 12 1
2 4 8 2


همان طور که انتظار داشتیم:
S=12S=1+S⇒

وقتی دانش آموزان این شــکل راه حل را می بینند 
معمولًا احســاس می کنند که بحث ε و δ با آن ظرافت 
و دقت که به آن ها تحمیل می شــود غیرضروری است 
چرا باید آن همه کش وقوس رفت در حالی که ما چنین 

استدلال ساده و قابل قبولی برای مسئله داریم.
من بحث مسئله زیر را نیز مفید می دانم.

مسئله: مطلوبست تعیین مجموع سری زیر:
T=1+2+4+8+...+22+...
از بحثی نظیر آنچه در بالا گذشت حاصل می شود:

=T-1

 =(1+2+4+8+16+...+2n+...)-1
T



2T=2+4+8+16+...+2n+...
     =1+(2+4+8+16+...+2n+...)-1

T= -1?

)لغزش هــای ریاضی ماکســوئل1 یکــی از منابع 
قوی برای اســتدلال های نظیر استدلال بالاست. برای 
دوره های پیشرفته گل بام و اولمست2 مثال های نقض در 

آنالیز مفید می باشد(.

نکته آموزشی
آماده ساختن دانش آموزان برای مسئله حل کردن 
که حالات خاص را مورد آزمایش قرار دهند و یا مسائل 
ســاده تر در ارتباط با مســئله اصلی را بررسی کنند یا 
استراتژی مختلف مســئله حل کردن را به کار بگیرند 
باید با همان دقت و تمرین انجام شــود که ما آن ها را 
برای به کاربردن مثلًا فرمول معادله درجه دوم یا قانون 

جزءبه جزء در انتگرال گیری آماده می سازیم.
به طور کلی، من بحث منطقی زیر را برای آموزش 

هر تکنیکی مفید می دانم:
1. آمــوزش هر تکنیک را با طرح مســائل خاص، 

جالب و دلچسبی شروع نمایید.
2. در هفته های بعد، تعداد زیادی تمرین روی آن 

1 مسائل کلاس(.
3

تکنیک حل کنید )مثلًا 
3. در طول سال، به طور متعادلی، مسائلی که با آن 

تکنیک حل می شوند به کلاس بدهید.

بحث کلاس روی یک مسئله مشکل
در این قسمت کوشش من این است که گوشه ای از 
بحث های کلاس که روی مسئله زیر انجام گرفته است 

ارائه دهم.
مسئله: دو پاره خط به طول های a و r مفروضند. 
زاویه α نیز داده شــده اســت مثلثی بسازید که دارای 

خواص زیر باشد.
1. یک ضلع آن به طول a باشد.

2. شعاع دایره محاطی داخلی مثلث r باشد.
3. اندازه زاویه مقابل به ضلع a برابر α باشد.

جای شکل
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برای ســهولت در مراجعات بعدی، مثلث مطلوب 
را به T، نمایش می دهیم در شــکل، اجزایی که سیاه تر 
ترسیم شده اند مفروضات مسئله را نشان می دهند که 
می خواهیم با استفاده از آن ها مثلث T را بسازیم. کلاس 
با اســاس به کارگیری خط کش و پرگار در رســم های 
هندســی آشناســت. علاوه بر این، بچه ها رسم کمان 
درخــور زاویه α متناظر با خط a را نیز می دانند. روش 
استاندارد برای حل این گونه مسائل این است که سعی 
شــود مستقیماً مثلث مطلوب ســاخته شود راه حل را 
می توان با یکی از فرض های داده شده مسئله شروع کرد 
و آن گاه ســعی نمود با تعیین تلاقی دو مکان هندسی 
ساخته شــده نقطه ای تعیین کرد کــه به طور یگانه ای 
مثلث T را مشخص ســازد ـ کلاس همچنین با روش 
 T دیگری نیز آشناست »ساختن مثلث متشابه با مثلث
و سپس رسیدن به T با کم و زیادکردن نسبت )مقیاس( 
تشابه« شاید منطقی باشد که به دنبال چنین راه حلی 

نیز رفت.
در زیــر بحث های کلاس را کــه، مدت 40 دقیقه 
وقت ما را اشغال نمود و به وسیلة دو نفر از دانش آموزان 

یادداشت و تنظیم شده است می بینید3.

طرح تصمیم گیری
به نظر شما شروع کار باید با کدام یک از مفروضات 

زیر باشد؟
r الف ـ دایره محاطی با شعاع

ب. ضلع a از مثلث
A به رأس α ج. زاویه

آیا انتخاب الف خارج از بحث اســت؟ ببینیم اگر با 
دایره محاطی شروع کنیم وضع ضلع a چطور می شود؟

ضلع a چگونه با رأس A ارتباط پیدا می کند؟ به نظر 
می رســد که این یکی ارزش پی گیری کــردن را ندارد. 
 a اما انتخاب »ب« منطقی به نظر می رســد اگر با ضلع
شــروع کنیم ما می توانیم )I( مکان هندسی رأس A را 
رســم کنیم. )II( مکان مرکز دایره محاطی یعنی، P را 
تعیین نماییم. اما این دو مکان چگونه با هم ارتباط پیدا 
می کنند روشن نیست؟ ممکن است این مطلب ارزش 
پی گیری کردن را داشــته باشد. اما اجازه بدهید نگاهی 
هم به انتخاب »ج« بیندازیم. اگر با زاویه α شروع کنیم 
به نظر می آید که ما می توانیم دایره را محاط نماییم. آیا 
می توان از آنجا راه حلی به دست آورد؟ جواب هم ممکن 
اســت و هم ممکن نیست اما به نظر می رسد که ارزش 
دنبال کردن داشته باشد با زاویه α شروع می کنیم نقطه 

P به آسانی به دست می آید.
اما در آخر دچار تردید می شویم که آیا کدام یک از 

خط های نقطه چین ضلع a است؟ )شکل(.

جای شکل

ما طول ضلع a را و اینکه بر دایره باید مماس باشد 
می دانیم. دو نوع اطلاع راجع به ضلع a داریم اما ظاهراً 
راهی برای ارتباط آن هــا به نظر نمی آید اگرچه قدری 
باز نگهدارنده است اما هنوز هم ممکن است ما بتوانیم 
از تشابه اشــکال رسم شده چیزی به دست آوریم و این 
ارزش یک امتحان کردن مختصر را دارد. ما یک مماس 
دلخواه را در پایین دایره می کشیم و امید داریم که بعداً 
با کم و زیادکردن نسبت تشابه به a برسیم )شکل های 

زیر(.

جای شکل ها

در شــکل بالا، اگر دو مثلث متشــابه باشند داریم 
x و ایــن به نظر نمی آید که به جایی برســد و  a

R r
=

متوقف می شویم.
طرح تصمیم گیــری 5 دقیقه از وقــت کلاس را 
می گیرد. در این موقع من نقش راهنما را بازی می کنم 
و ســؤالاتی از ایــن قبیل مطرح می کنــم: خوب، چه 
انتخاب هایی ما داریم؟ آیا انتخاب های دیگر نیز وجود 
دارد؟ کدام از این ها امیدوارکننده تر به نظر می رســند؟ 
بنابراین انتخاب ما، بین ب و ج خواهد بود. شما با کدام 
یک از این دو شروع خواهید کرد؟ دانش آموزان کلاس 
راجع به کارآیی هــر یک از این دو راه بحث می کنند و 
تصمیم می گیرند. فرض ج را آزمایش کردیم به نتیجه 

نرسید.

تصمیم مدیرانه
آیا ما باید این خط فکری را بیشتر دنبال کنیم و یا 
اینکه برگردیم و راه دیگری را جستجو کنیم. بدین ترتیب 
به نظر می رســد که ما به بن بست رســیده باشیم. لذا 

تصمیم گرفتیم دوباره به انتخاب »ب« برگردیم.
1. می دانیم که ما می توانیم مکان هندسی نقاطی 
را که مقابل ضلع a هســتند و زاویة ثابتی را می سازند 
)کمان درخور زاویه α متناظر با پاره خط a( رسم کنیم.

2. می دانیــم که برای نقطــه P، یعنی مرکز دایره 
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محاطی نیز یک مکان داریم.
ما نیاز بــه اطلاع دیگری راجع به مثلث داریم. اگر 
بتوانیم مکان دیگری را برای رأس A پیدا کنیم آن گاه 
کارساختن مثلث تمام شده است. تعیین مکان دیگری 
بــرای نقطة P، مرکز دایره محاطی، به ما امکان رســم 
دایره محاطی را می دهد. همچنین به ما امکان خواهد 
داد از دو ســر پاره خط a دو مماس بر دایره رسم کنیم 

)شکل زیر(.

جای شکل

در زیر انتخاب های ممکن دسته بندی 
شده است

1. تعیین مکان رأس A وقتی ضلع a ثابت و دایره 
محاطی داخلی مثلث با شعاع ثابت که بر ضلع a مماس 

است تغییر کند. 
2. تعییــن مکان مرکز دایره محاطی داخلی مثلث 
وقتی که ضلع a ثابــت و اندازة زاویه A نیز برابر مقدار 
 α تغییر کند )کمان درخور زاویه A باشد و رأس α ثابت

نظیر وتر a( کدام یک را باید ادامه داد؟
پیشنهاد: ما در وضع غیرثابتی هستیم و اساسی 
برای یک قضــاوت خوب نداریم شــاید حالا وقت آن 
رســیده باشد که چند تا شکل تقریبی رسم کنیم چه 
مشاهده بعضی کارهای عملی و ترسیمی ممکن است ما 
را هدایت کند که یک انتخاب را بر دیگری ترجیح دهیم 
و حتی ممکن است فرضیه و ایدة جدیدی نیز به دست 
دهد. ما انتخاب های 1 و 2 را به ترتیب در شکل های 1 

و 2 آزمایش می کنیم.

انتخاب 1
تعیین مکان رأس A با در دست داشتن ضلع ثابت 
a و دایره محاطی متغیر با شعاع ثابت r به نظر نمی آید 

که این شکل راه گشا باشد.

شکل 1

انتخاب 2
 a با در دست داشتن ،P تعیین مرکز دایره محاطی

 a نظیر α متقابل به زاویه A و رأس متغیر

شکل 2 

مکان متقارن است و از دو سر پاره خط a می گذرد 
و احتمال دارد قوســی از یک دایره باشد. این انتخاب 
ممکن اســت ما را به جایی برســاند. شــکل تقریبی 
رسم شده نشان می دهد که مکان p، با در دست داشتن 
متغیر A، ممکن است دایره ای باشد، که ضلع a وتر آن 
است )اگر ما از حدس خود مطمئن نیستیم می توانیم 
شکل های دقیق تری رسم کنیم. اجازه بدهید این کشف 

عملی را دست کم نگیریم(.

لم 1 )زیرمسئله(: ثابت کنید مکان هندسی نقطه 
 A و رأس متغیر a مرکــز دایره محاطی( وقتی ضلع( P

داده شده دایره ای است که a یک وتر آن می باشد.

سؤال: چگونه این مطالب را ثابت کنیم؟ ما راجع به 
دایره و وتر و خواص آن چیزهایی در این زمینه می دانیم.
بیان لم بالا به شکل دیگر: ثابت کنید که با در 
دســت داشــتن a و α، نقطه P یک زاویه ثابت متقابل 

)متناظر( ضلع a می سازد )کمان درخور شکل زیر(.

تصویر

 α را بر حسب δ لم 2 )زیرمســئله(: فرمولی که
نشان دهد به دست آورید. در مثلث PBC داریم:

γ β
δ + + =180

2 2


2δ+γ+β=360°     )1(

تصویر

در مثل ABC نیز داریم:
α+β+γ=180°    )2(

با توجه به )1( و )2( می شود:

α
δ = +90

2


یعنی δ فقط بستگی به α دارد، و این مسئله را حل 
می کند. مرکز دایره محاطی از محل تلاقی دایره و یک 

خط، به شرح زیر به دست می آید.

α متناظر 
δ = +90

2
 1. رسم کمان درخور زاویه 
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a با پاره خط
2. رسم خط موازی a و به فاصله r از آن

جمع بندی مختصر بحث فوق
همانطور که در بالا گفته شــد، حل این مســئله 
40 دقیقه وقت کلاس را گرفت تا به نتیجه رســید. در 
صورتی که می شــد ظرف ده دقیقه با کمتر راه حل را 
ارائه داد ـ آیا این همه وقت صرف یک مســئله کردن؛ با 
شروع های نادرست آغازکردن، به عقب برگشت کردن، 
راه های کور تجربه کردن استراتژی مهم تصمیم گرفتن، 
دنبال لم ها رفتن و غیره حقیقتاً ارزش پی گیری کردن 
دارد و قابل دفاع است؟ جواب من مثبت است، اگرچه 
مطمئناً قصد این را ندارم که توصیه کنم هر مسئله ای را 

از این راه، حل کنید.
مواقعی است که ما فقط نیاز داریم اطلاعات را ارائه 
دهیــم مثلًا آن زمان که دانش آمــوزان می خواهند در 

راه حل های معمولی مهارت پیدا کنند.
ما باید دانش آموزان را هدایت کنیم که اندیشیدن 
و کشف کردن را بیاموزند. در حقیقت مهم ترین وظیفه 
ما به عنــوان یک معلــم و یک راهنما این اســت که 
دانش آموزان خود را طــوری تربیت کنیم که خودکار 
و خوداندیش باشــند. من فکــر می کنم که این طریق 
مسئله حل کردن در کلاس یک کاتالیزور برای این گونه 

آموزش است.
در محاسبة زاویة δ بر حسب α، کلاس یک کشف 
کاملًا غیرمنتظره ای انجام داد »مکان هندســی مرکز 
دایــره محاطی با مفروضات داده شــده )ضلع ثابت a و 
رأس متغیر A با زاویه α متقابل a( دایره ای اســت که 
a وتر آن است« کار این کشف به علت نیاز و همچنین 
انجام چند ترسیم تسریع شــد مهم اینکه آن در حل 
مسائل دیگر نیز مفید خواهد بود. خلاصه اینکه آن روز 
دانش آموزان در کلاس کار ریاضی کردند تجربه ای که 
آن ها در آن کشــف کوچک داشتند شبیه تجربه خود 
ماســت وقتی که با ریاضیات عالــی کار می کنیم. این 
روش مسئله حل کردن به ما اجازه می دهد که ریاضی را 
به عنوان یک درس زنده و حیاتی، که در آن کشف هم 

ممکن است و هم لذت بخش، معرفی نماییم. 
اما راجع به شروع های نادرست، عقب گردها، راه های 
کور و غیره چطور؟ در حقیقت کار ریاضی کردن شامل 
همة این مراحل می شود. کار ریاضی یعنی فائق آمدن 
بر همة این مشــکلات دانســتن آن که چه موقع باید 
کنکاش کرد. تصمیم گیری روی انتخاب هایی که جلوی 

روی ماست، چه راهی را باید دنبال نمود، کدام  ها نتیجه 
می دهند و کدام ها باید رها شوند، و غیره. دانش آموزانی 
که این مطالب را می داننــد به احتمال خیلی قوی در 
حل مسائل مبارز ه جوتر و باشهامت تر خواهند بود. آن ها 
وقتی کار ریاضی می کنند، مســئله حل می کنند و یا 
راه حل ها را شخصاً تجربه می کنند از این راه کلی مطلب 

یاد می گیرند. 
مسئله حل کردن مشــکل ریاضی دان هاست، آن 
لذت و هیجان ریاضی اســت. ما وظیفه داریم و حتی 
بدهکاریم به آن هایی که در آینده می خواهند ریاضی دان 
شوند و یا آن هایی که کار ریاضی را انجام می دهند و یا 
ریاضی را به کار می برند و یا کسانی که نسبت به ریاضی 

علاقه دارند تجربه مسئله حل کردن را یاد بدهیم.
ما معتقدیم که آموزش روش مسئله حل کردن به 
دانش آموزان هیجان و زیبایی ریاضی را نشــان خواهد 
داد. به همان درجه که در آینده می خواهند ریاضی دان 
شوند یا آن هایی که ما دانش آموزان خود را تربیت کنیم 
که مستقلًا فکر کنند و از اطلاعات خود خوب استفاده 
نمایند. ما به عنوان یــک معلم در کار خود توفیق پیدا 

کرده ایم.

نمونه مسائل کار در کلاس
1. فرض کنید p عدد اول بزرگ تر از 3 باشد. ثابت 

کنید که باقی مانده P2 بر عدد 12 برابر 1 است.

2. فرض کنید P یــک چندضلعی با 1001 ضلع 
باشد آیا: 

الف. هرگز
ب. بعضی اوقات ولی نه همیشه

ج. همیشه می توان خط راستی رسم کرد که همة 
اضلاع P را قطع کند؟

3. آیا فقط با به کار گرفتن اســکناس های 7 و 17 
تومانی می توان:

الف. یک دفترچه 5 تومانی خرید و باقی پول را نیز 
درست تحویل گرفت؟

ب. یک مجلة 11 تومانی؟ و یک باغ 98769876 
تومانی؟

4. آیا فقط با به کار گرفتن اســکناس های 6 و 15 
تومانی می توان:

الف. یک کتابچه 5 تومانــی خرید؟ یک مداد 12 
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تومانی خرید؟ یک باغ 123456789 تومانی خرید؟ )و 
باقی مانده را درست دریافت کنید(.

5. اگر c ،b ،a و d اعداد مفروض مثبت باشند ثابت 
کنید 

(a )(b )(c )(d )
abcd

+ + + +
≥

2 2 2 21 1 1 1 16

6. با در دست داشــتن قطعه خطی به طول l، آیا 
می توان پاره خطی به طول:

l( )−13 3
4

رسم کرد؟

7. مجموع زیر را پیدا کنید:

n.....
! ! ! (n )!
+ + + +

+
1 2 3
2 3 4 1

8. این هم برای کســانی که »حســاب حروفی« را 
دوست دارند، مجموع های زیر را حساب کنید )هر حرف 

متمایز نمایش یک رقم متمایز است(.

Forty
Send

Ten
More

Ten
Money

Sixty

+
+

+

پی نوشت ها
1. Maxwell,s Fallacies in Mathematics.
2. Gelbaum and Olmest

3. مطالــب در کلاس خیلی ســریع پیش می رود و یادداشــت 
برداشــتن اغلب موجب عدم توجه دقیق دانش آموزان به مطالب 
درسی می شود. ما معمولاً در کلاس بدین ترتیب عمل می کنیم که 
در هر جلسه به نوبت دو نفر از دانش آموزان یادداشت بر می دارند 
و بعد با اســتفاد از آن ها بحث کلاس تنظیم و تدوین و به وسیله 
خودم یا دستیارم تصحیح می شود و سپس بین دانش آموزان توزیع 
می گردد )از ضبط و نوار هم اســتفاده می شود( بقیه دانش آموزان 
در آن روز از نوت برداری رســمی معاف هستند ولی ممکن است 
نــکات مهم، جالب و آموزنده درس را برای خود یادداشــت کنند 
که به همین یادداشــت ها نیز به عنوان کار در کلاس توجه و نمره 

داده می شود.

شرح تصاویر
A
B
C
a
P
α

کدام یک از خط های نقطه چین ضلع a است؟
r

این شــکلی اســت که ما می خواهیم به شعاع r و 
BC=a
A'
B'
C'
R

x=?
این شــکل را می توان با رسم یک دایره محاطی به 

شعاع دلخواه R به دست آورد.
)با داشــتن ضلع a و دایره محاطی در جا ساختن 

مثلث کامل می شود(
آیا می توان ثابت کرد که زاویه δ فقط بســتگی به 

α دارد؟
δ
α
2
β
2
γ
2


