
1

سیدمحمدرضا هاشمی موسوی

1. روش حل مثلثاتی برای معادلة درجة 3 )با استفاده 
از تبدیل و اتحادهای مثلثاتی(

مقدمه
می دانیم از اتحاد زیر:

cos cos cosα = α − α33 4 3

 | a cos و با فرض 1≥| aα =3 می تــوان با معلوم بــودن 
مقــدار 3α و در نتیجه α و از آنجا cosα=x را حســاب کرد. 
x و یا  x a− − =3 3 1 0

4 4
مقدارهــای x جواب هــای معادلة 

معادلة زیر است:
cos a , x cos : cos cos cosα = = α α − α − α =3 3 13 3 0

4 4
 )1(

اگر a بین 1- و 1+ باشد دو مقدار برای )3α( معین می شود 
 cosα شــش مقدار به دست خواهد آمد و α و در نتیجه برای

دارای سه مقدار متمایز خواهد بود:

cos , cos( ) , cos( )π π
α α + α +

2 4
3 3

پس از این مقدمه،  برای حل معادلة درجة سوم )2(:
X pX q+ + =3 0                                               )2(

به روش مثلثاتی کافی اســت معادلة فوق را با یک تبدیل 
ســاده به معادلة )1( تحویل دهیم. در واقع اگر بتوان عددی 
مثل λ و زاویه ای مانند α را چنان تعیین کرد که ریشــه های 
معادلة فوق مقادیر سه گانة x=λcosα باشند، ریشه های معادلة 
مورد نظر به دســت خواهند آمد. به این منظور ابتدا تبدیل 

X=λcosα را انجام می دهیم:
p qcos p cos q ; cos cosλ α + λ α + = α + α + =
λ λ

3 3 3
2 30 0 )3(

برای اینکه معادلة )3( هم ارز معادلة مورد نظر باشــد، باید 
داشته باشیم:

p q cos,− α
= = −

λ λ2 3
3 3
4 4

p و در این  <0 شــرط اول در صورتی برقرار اســت کــه: 

| یا  cos |α ≤3 1 . در نتیجه با شــرط  p| | −
λ =

4
3

صورت: 

(، ســه ریشة  p <0 p )چون  q+ ≤3 24 27 0 q و یا 
p

≤
−

2

3
27 1
4

مثلثاتی معادلة مورد نظر به دست می آیند:

X cos , X cos( ) , X cos( )π π
= λ α = λ α + = λ α +1 2 3

2 4
3 3

bx به  X= −
α3

٭ توجه: هر معادلة درجة ســوم کامل با 
معادلة درجة سوم ناقص )2( تبدیل می شود.

کاربرد: چون ریشه های معادلة درجة سوم عمومی در حالت 
، به صورت مثلثاتی بیان می شوند، بنابراین برای حل  ∆ ≤

∆ )دارای سه ریشه  <0 معادلة درجة سوم عمومی در حالت 
حقیقی متمایز( فقط باید روش مثلثاتی را به کار برد.

2. حاصل عبارت رادیکالی A را حساب کنید:
حل:

A

A

= + − − −

+ −
= + − − −

= + − −

+ −
= + − −

= + − − = =

3

3

3

3

33

6 13 4 2 3
2 2

4 2 4 2 6 13
2 2 2 2

6 22 3
3 2

2 1 2 1 6 2
2 2 2 2

6 2 6 2 0 0
2 2 2 2
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 a c a ca b : c+ −
± = ± ≥0

2 2
a  و  b c− =2 توجه:  با فرض 3

3. به روش برداری نشان دهید هرگاه خطی وسط دو ضلع 

یک مثلث را به هم وصل کند، موازی با ضلع ســوم و برابر با 
نصف آن است:

N

CB

M

A

MA AN MN+ =
                                               )1(

حل: ابتدا دو طرف برابری )1( را در عدد 2 ضرب می کنیم:

MA AN MN+ =2 2 2
  

 AC و AB وســط ضلع های N و M ،در اینجــا طبق فرض
هستند؛ پس:

MA BA=2
 

AN    و      AC=2
 

بنابراین، از رابطة )1( داریم:
BA AC MN+ = 2
                                               )2(

:ABC از طرف دیگر در مثلث
BA AC BC+ =
                                                  )3(

از مقایســة رابطه های )2( و )3( به رابطة مطلوب خواهیم 
رسید:

BC MN ; MN BC= =
12
2

   

در اینجــا با توجه به تعریف ضرب یک عدد حقیقی در یک 
BC و طول آن نصف 



MN موازی 


بردار، نتیجه می شود که 
BC است.



4. مثلث متســاوی الاضلاع به ضلع a مفروض اســت. اگر 
نقطه های وســط ضلع های این مثلــث را به هم وصل کنیم، 
a حاصل می شود. اگر 

2
مثلث متساوی الاضلاع جدید به ضلع 

a به دست 
4

همین کار را تکرار کنیم، مثلث جدیدتری به ضلع 
خواهد آمد. اگر این عمل را بی نهایت بار تکرار کنیم، بی نهایت 

مثلث متســاوی الاضلاع حاصل می شود. مجموع محیط ها و 
مجموع مساحت های همة این مثلث ها را بیابید.

حل: می دانیم مثلث متســاوی الاضلاع به ضلع a، محیطی 
a3 و مثلث به 

2
a محیطی برابر 

2
برابر 3a و مثلث بــه ضلع 

a3 و به همین ترتیب مثلث به ضلع 
4

، محیطی برابر  a
4

ضلع 

n دارد. بنابراین، مجموع محیط های 
a
−1

3
2

، محیطی برابر  n
a
−12

همة مثلث ها )P( از مجموع دنبالة هندسی زیر حاصل می شود:

n
a a aP a ... ...

a( ...) a( ) a

−
= + + + + + =

+ + + = =
−

1

2

3 3 33
2 4 2

1 1 13 1 3 612 2 1
2

برای تعیین مجموع مساحت های همة مثلث ها )S(، با توجه 
)a و ضلع مثلث  )3

2
به طول ارتفاع مثلث متساوی الاضلاع 

)a )مشابه محاسبة محیط ها(  )
2

)a( اولیه و ضلع مثلث جدید 
به دنبالة هندسی زیر خواهیم رسید:

a a aS , S , S , ...= = =
2 2 2

1 2 3
3 3 3

4 16 64
پس مجموع مساحت های همة مثلث های تولیدشده چنین 

است:
a a aS ...

a
a

= + + + =

=
−

2 2 2

2
2

3 3 3
4 16 64

3
34

1 31
4

مجموع همة محیط ها و مساحت های تولیدشده تا بی نهایت 
نیز چنین است:

P a= 6 aS و  =
2 3
3

٭ فعالیت دانش آموز:
در مربعی به ضلع a مربع دیگری را محاط کرده ایم و در این 
مربع، مربع سوم را و این عمل را بی نهایت بار تکرار  کرده ایم. 

حد مجموع این مربع ها را به دست آورید.

) (n ) n aq ; S
(n )n

+ −
= < =

−

2 2 2

2
1 1 1

2 1
)پاسخ نهایی: 
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1. ثابت کنید به ازای هر n طبیعی نابرابری زیر برقرار است:

n
n

n
k

n( ) n( n )
kn −

− < ≤ + −
+

∑
1

1 11 1 1
1

)٭( 

الف( با اســتفاده از نابرابری ثابت شــده )٭( مقدار ســری 

 را با 3 رقم اعشــار درست تخمین بزنید و 
k k=
∑

610

1

1 هارمونیک 

نشان دهید:

k
/

k=
≈∑

610

1

1 13 815

( ثابت  n →∞ ب( با اســتفاده از حد در بی نهایت )وقتی 
کنید سری هارمونیک یک سری واگراست.

حل: 
1. برای اثبات نابرابری )٭( کافی است به یک نابرابری که به 

نابرابری میانگین حسابی ـ هندسی شهرت دارد اشاره کنیم:
n n n

x x ... x
x .x ....x

n
+ + +

≥1 2
1 2 )٭٭(                    

در واقع می توانیم هر فهرســت nتایــی از عددهای نامنفی 
حقیقی را برای نابرابری )٭٭( اختیار کنیم. حالت برابری وقتی 

رخ می دهد که اگر و تنها اگر داشته باشیم:
nx x ... x= = =1 2

ابتدا یک بــار در رابطة )٭٭(، دنبالة عددهــای زیر را قرار 
می دهیم:

n

n

n n

k kn n

n

n
k n n

k

x , x , ... , x :
n

( ) ( ) ... ( )
n ( )( )...( ) ;

n n

n
k k

n ; n ;
n n

k
n ; n( n )

n k

= =

=

=

= + = + = +

+ + + + + +
≥ + + +

+
≥ + + ≥ +

≥ + − ≤ + −

∑ ∑

∑
∑

1 2

1 1

1

1

1 11 1 1 1
2

1 11 1 1 1 1 12 1 1 1 1
2

1 1

1 1 1

1
11 1 1 1

به همین ترتیب، بار دیگر در رابطة )٭٭( دنبالة عددهای زیر 
را قرار می دهیم:

n n

n
k k

n

n

n
k

n n
k

x , x , ... , x ( )
n k k

( ) ( ) ... ( )
n ( )( )...( ) ;

n n

n
k

; n( )
n kn n

= =

=

=

= − = − = − <
+

− + − + + −
≥ − − −

−
+

≥ > −
+ +

∑ ∑

∑
∑

1 2
1 1

1

1

1 1 1 1 11 1 1
2 3 1

1 1 11 1 1 1 1 12 3 1 1 1
2 3

1
1 1 1 11

1 1

نابرابری )٭( ثابت شده است.

الف( 
n را اختیار  = 610 حل: اگر در نابرابری ثابت شدة )٭( مقدار 

کنیم:

k
( ( )

k=
− < ≤ + −

+
∑

6
6

6

10
106 6 6

10 6 1

1 110 1 10 10 1 1
10 1

پس از محاســبه های لازم به نابرابــری عددی زیر خواهیم 
رسید:

k
/ /

k=
< ≤∑

610

1

113 8154 13 8156

 را می توان برابر با میانگین این دو مقدار در 
k k=
∑

610

1

1 بنابراین، 

نظر گرفت و تخمین زد:



k

/ / /
k=

+
≈ =∑

610

1

1 13 8156 13 8154 13 8155
2

که با سه رقم اعشار درست است.

ب( 
: (n )→∞ حل: با استفاده از حد در بی نهایت 

n

n nn n

n nn n n

n nn n nn

nnn n nn

nL lim n( ) lim n( )
n n

( n )( n ) ( n ) ... )lim n( )
n (( n ) ( n ) ... )

n nlim n ( lim lim n
nn (n )

→∞ →∞

− −

− −→∞

−→∞ →∞ →∞

+ −
= −

+ +

+ − + + + + +
=

+ + + + + +

= = ∞
++ × +

1 2

1 2

2

1

1 1 11
1 1

1 1 1 1 1
1 1 1 1

11 1
 

)حالت مبهم °∞(

به همین ترتیب:

n)حالت مبهم °∞(
n

n nn n n

n nn nn

n nn n n

U lim n( n )

( n )(( n ) ( n ) ... )lim n( )
( n ) ( n ) ...

n nlim n( ) lim lim n
nn

→∞
− −

− −→∞

−→∞ →∞ →∞

= + −

+ − + + + + +
=

+ + + + +

= = ∞ 

1 2

1 2

2

1

1 1

1 1 1 1 1
1 1 1
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با توجه به مقدارهای حدی L و U که برابر ∞ هستند، داریم:
n

k
n

( )
k=

→∞

→∞∑
1

1

 یک سری واگراست.
k

( )
k

∞

=
∑

1

1 بنابراین، سری هارمونیک 

مقدمه برای تربیع دایره )با خط کش و پرگار(
ابتدا لازم است کمی دربارة امتناع تربیع دایره بحث کنیم و 

سپس به روش تقریبی آن بپردازیم.
»عنوان مســئلة تربیع دایره از این قرار اســت: با استفاده 
از خط کش و پرگار مربعی رســم کنید که مســاحتش برابر 

مساحت دایرة مفروض باشد.«
امتناع تربیع دایره: فرض کنیم دایره ای به شــعاع واحد 
مفروض باشد. می خواهیم امتناع رسم مربعی را که مساحتش 
برابر مســاحت این دایره، یعنی n، باشد ثابت کنیم. اگر رسم 
 x این مربع )به وســیلة خط کش و پرگار( مقدور باشــد، باید
طول ضلع آن عددی رسم پذیر باشد )عددی جذري است(؛ در 
x عددی جذری نیست. اثبات این موضوع  = π صورتی که 
به متعالی بودن عدد π برمی گردد که در سال 1882 به وسیلة 
لیند مان1 به اثبات رســید. همان طور که می دانیم عددی را 

متعالی گویند که ریشة معادله ای به صورت:
n nax bx ... x−+ + + α +β =1 0

با ضریب های گویا نباشد.

2. تربیع دایره به وسیلة خط کش و پرگار )تقریبی(:
 )2DE( ابتدا دایره ای به شــعاع واحد را به پاره خط مستقیم
تبدیل می کنیم )٭٭(. سپس نصف پاره خط حاصله )DE( را 
به اندازة واحد امتداد می دهیم. پس از آن نیم دایره ای به قطر 
 )DHE( رســم می کنیم. از مثلث قائم الزاویه محاطی π+1
π مشــخص می شود. سپس قطر  نیم دایره فوق پاره خط 
نیم دایره اخیر )DF( را به اندازه شــعاع دایره مفروض امتداد 
می دهیم و از انتهــای این امتداد، خطی به موازات ضلع قائم 
)FH( مثلث قائم الزاویه اخیر رســم می کنیم تا امتداد ارتفاع 
عمــود بر وتر )EH( مثلث فوق الذکر را مثلًا در نقطه ای مانند 
M قطع کند. در اینجا اگر H را رأس مثلث قائم الزاویه بگیریم 
و شــعاع دایرة مفروض را با R نمایش دهیم )مانند شــکل( 

خواهیم داشت:

DC B E F
R

R
O 

h 

M

H 


















1

1

)یك ضلع مربع مطلوب(

π
/π = 3 14153

R π

MH R , MH R ( / )= = π π =
π

3 1415
1

همان طور که دیده می شــود، MH طول ضلع مربع مطلوب 
اســت. به عبارت دیگر مســاحت مربعی به اضلاع تقریباً )با 
تقریب قابل اغماض( برابر با مساحت دایره ای به شعاع مفروض 

)R(  است.

روش عملی: در عمل کافی اســت مثلث قائم الزاویه ای بنا 
کنیم که یــک زاویة آن '34°60 )زاویــة دیگرش '29°26( 
و یک ضلع قائم آن برابر شــعاع دایرة مفروض باشــد. در این 
صــورت ضلع قائم دیگر مثلث برابر ضلــع مربع معادل دایرة 

مفروض است.

پی نوشت
1. Lindemann


