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آيــا تا به حال مقاله يا نوشــته اي كه بــراي چاپ در مجله 
مناســب باشد، نوشــته ايد؟ اصلاً به فكر نوشتن مقاله و ارسال 

آن بــراي چــاپ در مجله افتاده ايد؟ فكر مي كنيد يــك مقاله ي خوب و 
يا مســئله اي مناسب براي چاپ چه ويژگي هايي بايد داشته باشــد؟ چه زماني را بايد صرف كرد تا 

نوشته، قابل چاپ باشد؟ در اين مجال مي خواهم راجع به اين موضوعات با هم چند دقيقه اي را سپري كنيم. اول اين كه بنده 
به عنوان سردبير و همه ي دست اندركاران و اعضاي هيئت تحريريه مجله توقع داريم كه شما به عنوان مخاطبين اصليِ مجله 
دســت به قلم برده و بنويســيد و باور كنيد هيچ موضوعي به اندازه اين ما را خوشحال نمي كند كه مشاهده كنيم مقاله اي را 
دانش آموزي نوشــته و براي ما ارســال كرده است و ما حداكثر توانِ خود را به كار مي بريم تا اگر احياناً اشكالاتي در مقاله 
هســت، برطرف كرده و مقاله به نام همان شــخص به چاپ برســانيم ـ البته اين امر بارها در مجله اتفاق افتاده اســت ـ اما 
متأسفانه اين توقع ما از طرف شما برآورده نشده و ما همچنان چشم براه مقالات و نوشته هاي شما هستيم. دوم اين كه توقع 
ما از شــما در حد شــما بوده و فقط همين كه وقت بگذاريد و دســت به قلم برده و نوشته اي را تهيه كرده و براي ما ارسال 

كنيد، براي ما بسيار مهم بوده و ما را خوشحال خواهيد كرد.
ولي در هر صورت براي نوشتن يك مقاله بايد به نكات زير توجه كنيد و بعداً خواهيد ديد، آن طور هم كه تصور مي كرديد 

كار بسيار سختي نيست.
1. اولين شــرط نوشــتن، مطالعه و تحقيق اســت و اين كه بايد راجع به موضوعي كه در نظر داريد، حداقل يكي دو كتاب 

مطالعه كرده باشيد و به آن موضوع بايد احاطه داشته باشيد.
2. مقاله شما بايد شاملِ مقدمه، متن اصلي و نتيجه گيري باشد ـ كه البته گاهي اوقات متن اصلي و نتيجه گيري با هم ارائه 
مي شوند ـ در مقدمه معمولاً اهداف مقاله و مخاطبين آن و اين كه موضوع ارائه شده در چه زمينه اي و مربوط به چه مبحث 

يا كتاب درسي است قيد مي شود مگر اين كه نام مقاله و عنوان آن گوياي اين مطالب باشد.
3. شــما بايد در مقاله ي خود از اصطلاحات و واژه هايي استفاده كنيد كه مخاطبين شما با آن ها آشنا هستند و اگر مقاله 

يك موضوع درسي را شامل مي شود حتي الامكان از نمادها و رسم الخط كتاب درسي استفاده شود.
4. مي توانيد براي نگارش مقاله از دبيران محترم خود كمك گرفته و از ايشان بخواهيد منابع خوب براي مطالعه به شما 

معرفي كنند.
شــايد يكي از بهترين ســاده ترين مقالاتي كه مي توانيد براي ما ارسال كنيد، خاطرات شما از كلاس هاي درس رياضي و 

معلمين محترم رياضي است. اين خاطرات مي تواند بسيار آموزنده و در عين حال سرگرم كننده باشد.
همين طور، بعضي وقت ها به يك مسئله جالب برمي خوريد كه راه حل بسيار جالبي براي آن مي يابيد، مي توانيد آن مسئله 

را همراه با راه حل آن براي ما ارسال كنيد.
به هر صورت شروع كردن به نگارش، مهم ترين قسمت كار است و شما اگر علاقه داريد نوشته خودتان با نام خودتان 

در مجله چاپ شود شروع كنيد!
به اميد اين كه مقاله هاي شــما و دبيران محترم شــما همه ي صفحات مجله را شــامل شود. و با آرزوي 
موفقيت و شادكامي در سال جديد براي همه ي شما عزيزان، ان شاءا... در پناه خداوند متعال و 

مورد تأييدات حضرت ولي عصر(ع) باشيد.
سردبير

حرف اول
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نظريه ى هفت فاجعه 
پرويز شهريارى

   به كريستوفر زيمان توجه كنيم
آزمايشى را كه مى خواهيم مطرح كنيم به كريستوفر زيمان، شاگرد 
پروفسور توم، تعلق دارد. ماشين زيمان براى نظريه ى فاجعه ها، همان 
ــاى ترموديناميكى برعهده  ــن كردن رونده ــش كترى را براى روش نق

دارد.
ــاده اى دارد. صفحه اى قرص مانند را در  اين ماشين، ساختمان س
ــد. محور  ــه در كنار قرص بر آن عمود باش ــد با ميله اى ك ــر بگيري نظ
ــطح ميز  ــرص در مركز ميز قرار دارد. از ميله، دو فنر به موازات س ق
گذشته است. انتهاى ديگر فنر اول را به ميخى كه روى ميز كوبيده ايم، 
ــبيه مداد مى بنديم  محكم مى كنيم. انتهاى آزاد فنر دوم را به چيزى ش

كه مى تواند با دست روى ميز حركت داده شود.
ميله ى مداد مانند را، كه نوك آن روى ميز قرار دارد، كمى حركت 
ــى مى چرخد و در حالت  ــم، قرص به اندازه ى زاويه ى كوچك مى دهي
ــود به حالت تعادل قرار مى گيرد. تا اين جا همه چيز بر مدار  تازه ى خ
ــى را زاويه ى دوران قرص  ــى خود جريان دارد. اگر متغير درون طبيع
ــات نوك مداد را متغيرهاى بيرونى بگيريم، هر تغيير كوچك  و مختص

متغيرهاى بيرونى به تغيير كوچكى در متغير درونى مى انجامد.

ــرص هم دوباره  ــى حركت مى دهيم، ق ــداد را دوباره كم ــوك م ن
به اندازه ى زاويه ى كوچكى مى چرخد. همه چيز مثل سابق است.

ــد... و يكباره قرص از   ــاز هم به حركت خود ادامه مى ده مداد ب

ماشين زيمان

2
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جا كنده مى شود و با سرعت، نزديك به 180 درجه مى چرخد! تغيير 
كوچكى در متغيرهاى بيرونى، به تغيير تند و جهشى در متغير درونى 

مى انجامد!
ــن را هم مى توان فاجعه ناميد. نظريه ى فاجعه در اين مورد چه  اي
ــگفت را چگونه روشن مى كند:  مى گويد؟ براى مثال، اين پديده ى ش
ــى براى  مداد را روى يك منحنى حركت مى دهيم تا به نقطه ى جهش
ــطح ميز علامت مى گذاريم. حالا  ــيم، اين نقطه را روى س قرص برس
مداد را روى همان منحنى و در جهت عكس حركت مى دهيم، با كمال 
ــويم كه لحظه ى جهش براى قرص، نه در همان  شگفتى متوجه مى ش

نقطه ى قبلى، بلكه خيلى بعدتر پيش مى آيد!
ــه ى فاجعه ها را  ــئله هاى مربوط به نظري به طور كلى، همه ى مس
ــن كرد:  طبيعت جهش ها چگونه  مى توان به اين صورت تنظيم و روش
ــه حالت ديگر، جنبه ى  ــذار از يك حالت تعادلى ب ــت كه ضمن گ اس

تدريجى تغيير را از دست مى دهند؟

    با گاليله مشورت كنيم
ــيله ى آزمايش تازه را از گاليله ئو گاليله اقتباس مى كنيم. اين  وس
دانشمند، بسيارى از قانون هاى مكانيك را با غلتاندن يك گلوله روى 
ــير ناودان مانندى پيدا كرد كه شكلى نيم دايره داشت و تحدب آن  مس

به سمت پايين بود.
اگر گلوله را به حال خود بگذاريم، چه پيش مى آيد؟ به اين طرف 
ــير متوقف  ــرآخر، در پايين ترين نقطه ى مس و آن طرف مى غلتد و س
مى شود. اگر مسير را نمايش تغييرات يك تابع بگيريم، اين پايين ترين 
ــادآورى مى كنيم كه اگر  ــت. ي ــه، همان نقطه ى مينيمم منحنى اس نقط
ــم كنيم، يك خط  ــاس بر منحنى تابع را، در نقطه ى مينيمم آن رس مم

راست افقى به دست مى آيد.
مسير ناودانى را خم مى كنيم تا در پايين آن، تپه اى كه دو گودال 
در دو طرف خود دارد، به وجود آيد. حالا، اگر گلوله را به حال خود 
ــه پيش مى آيد؟ گلوله در يكى از دو گودال ـ يكى از دو  بگذاريم، چ
نقطه ى مينيممى كه مماس بر منحنى مسير در آن جا افقى است ـ تعادل 

پايدار پيدا مى كند و متوقف مى شود.
ــى، نقطه ى  ــه روى اين منحن ــت ك ــه به اين نكته جالب اس توج
ديگرى هم وجود دارد كه در آن جا، مماس بر منحنى به صورت افقى 
درمى آيد. اين نقطه، همان رأس تپه، يعنى نقطه ى ماكزيمم است. بنابر 
ــمى، يعنى افقى بودن مماس، اين نقطه با نقطه ى تعادل  ــانه ى رس نش
خويشى دارد. جالب تر اين است كه اين نقطه هم درواقع، يك نقطه ى 
تعادل است، منتهى تعادلى ناپايدار. وقتى كه گلوله به رأس تپه رسيد، 

بعد از يك توقف كوتاه، به طرف يكى از دو گودال فرو مى غلتد.
ــت. اگر  ــس رأس تپه، نقطه ى تعادل پايدار اس ــه گودال، برعك ت

گلوله را از جايى كه آرميده است اندكى تكان دهيم، كمى به اين طرف 
و آن طرف مى غلتد و دوباره در نقطه ى مينيمم آرام مى گيرد.

حالا ناودان را كمى دستكارى مى كنيم و شكل آن را اندكى تغيير 
ــه يكى از گودال ها (همان كه گلوله ى ما در آن جا آرميده  مى دهيم. ت
ــه با رأس تپه در يك ارتفاع قرار  ــت) را بالا مى آوريم تا جايى ك اس
گيرد. در اين صورت، در يك ناودان خم شده، گلوله اى قرار مى دهيم. 
ــى از گودال ها ـ آن جا  ــه را به حال خود بگذاريم،در ته يك اگر گلول
ــت ـ يعنى در نقطه ى مينيمم نسبى  ــير خطى افقى اس كه مماس بر مس
ــه باز هم مماس بر منحنى  ــتد. ولى در نقطه ى عطف، جايى ك مى ايس
افقى است، گلوله به حالت تعادل درنمى آيد و به طرف پايين مى غلتد 

تا وقتى كه به نزديك ترين نقطه ى مينيمم نسبى برسد.
ــن منحنى، نقطه اى وجود  ــود. روى اي  منحنى ما پيچيده تر مى ش
ــن نقطه نه نقطه ى ماكزيمم  ــت، ولى اي دارد كه مماس در آن افقى اس
است و نه نقطه ى مينيمم، بلكه نقطه ى عطف است. در چنين نقطه اى، 
ــاى خود كنده  ــت نمى آورد؛ از ج ــا تعادل خود را به دس ــه ى م گلول

مى شود و به طرف گودال ديگر مى غلتد.
  

    به فنر خود برگرديم
ــا در بخش قبل به  ــم... همه ى اين ه ــه، پايين ترين نقطه، مينيم ت
ــه، يعنى ميزان انرژى  ــد. ولى ارتفاع گلول ارتفاع گلوله مربوط مى ش
ــت يادآورى كنيم كه همين گلوله اى كه در قعر  ــيلى. خوب اس پتانس
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زاويه دوران

ژى
انر

ــته به محل قرار گرفتن مداد،  ــت، ماشين زيمان، بس گودال افتاده اس
ــد (براى حالتى كه  مى تواند در يك تا دو حالت به تعادل پايدار برس
دو تعادل پايدار داريم، روى تصوير ماشين، يكى از حالت ها را رسم 
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دوران متناظر اين نقطه ها را در قرص، زاويه هاي بحراني گويند.

   دوباره مقداري رسم مي كنيم
حالا ديگر مي توانيم كمي به رياضيات بپردازيم.

ــطح ميز، دو محور مختصات را رسم مي كنيم تا روي آن  روي س
ــطح ميز  ــوم را عمود بر س ــان دهيم. محور س موضع نوك مداد را نش

مي گيريم. چند سطر بعد، هدف اين كار را خواهيم فهميد.

ــان داده ايم). روى منحنى  ــت ديگر را با خط چين نش ــم و حال كرده اي
انرژى پتانسيلى فنرهاى كشيده شده، زاويه هاى متناظر دوران قرص 

ــر دو زاويه براى تعادل پايدار  ــان داده ايم. اگ را با حرف A نش
ــته باشد، بين آن ها، زاويه ى تعادل ناپايدار وجود  وجود داش

دارد(B). ممكن است موقعيتى از مداد وجود داشته باشد 
ــا مماس افقى، روى  ــه ازاى آن، نقطه ى عطفى ب كه ب
ــت كه  ــود (C). در همين موارد اس ــى پيدا ش منحن

قرص به حالت جهشى مى رسد.
 به نمونه اي از يك قانون مهم فيزيكي تبديل مي شود. 

ــخص كننده ي  ــتگاه فيزيكي، مش حالت تعادل پايدار يك دس
اين وضع است كه انرژي دستگاه در اين حالت، مينيمم است.

با آگاهي از اين موقعيت نظري، دوباره به قرص و فنرهاي خود 
ــت مخالف ميخ دور  ــداد را از محور قرص و در جه ــم. م برمي گردي

مي كنيم و فعلاً آن را در همان جا محكم مي كنيم.
ــرص را مي چرخانيم و زاويه ي دوران را از طرف ميخ به  حالا ق
ــيل فنر  ــه ازاي هر زاويه ي دوران، انرژي پتانس ــاب مي آوريم. ب حس

كشيده شده را معين مي كنيم.
ــبت به زاويه ي دوران  ــي نمايش تغييرات انرژي را نس اگر منحن
ــم كنيم، شبيه همان نيم دايره اي كه تحدبي به طرف پايين دارد، به  رس

دست مي آيد.
ــده، معرف مينيمم انرژي پتانسيل است. اگر  ــم ش قعر منحني رس
ــرص را به اندازه ي همين زاويه دوران دهيم، به حالت تعادل پايدار  ق

مي رسد.
با جابه جا كردن محل مداد، مي توان حالتي را پيدا كرد كه در آن، 
ــكل دهد و در پايين آن تپه اي ظاهر  ــيل تغيير ش منحني انرژي پتانس
ــن صورت، براي  ــد. در اي ــود كه در هر طرف آن يك گودال باش ش

قرص، دو حالت تعادل پايدار وجود دارد.
ــتحاله اي را انجام داد كه با آن از آزمايش  ــرانجام مي توان اس س
آخر با ناودان گاليله آشنا هستيم. جاي مداد را آن قدر تغيير مي دهيم 

تا قعر يكي از گودال ها با رأس تپه در يك سطح قرار گيرد...
... خطر! قرص با حركتي تند و ناگهاني، خود را به حالت تعادل 

پايدار تازه اي مي رساند.
ــت كه بايد هميشه به خاطر داشت: حالت تعادل  و اين چيزي اس
ــيدن  پايدار و ناپايدار قرص و همچنين، موقعيت هايي كه قرص با رس
ــانه دارند؛ اگر  به آن ها به حركتي تند و ناگهاني مي افتد، همه يك نش
ــر بگيريم، در  ــي متناظر انرژي آن در نظ ــا را روي منحن ــن نقطه ه اي

همه ي اين موارد، مماس بر منحني، خطى افقي است.
ــكل منحني ها (به منحني انرژي دقيق تر توجه كنيد!)،  بسته به ش
ــه باشد. زاويه هاي  ــت يك، دو يا س تعداد اين گونه نقطه ها ممكن اس

A

C

A

Bهش
ج

هش
ج
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مداد را در جايي محكم مي كنيم و زاويه هاي بحراني دوران قرص 
ــته و  ــر براي هر وضع مداد، روي محوري كه از نوك آن گذش را اگ
ــر زاويه هاي بحراني را جدا كنيم  ــت، مقادي بر صفحه ي ميز عمود اس
ــخص  ــكل قبل با حرف هاي B، A و C مش (همان مقاديري كه در ش
شده بودند)، سطح عجيب و غريبي به دست مي آيد. مقطع اين سطح، 
ــت، به روشني  ــان داده شده اس ــكل با علامت پيكان نش كه روي ش
نشان مي دهد كه وقتي به لبه ي چين ها در سطح برسيم، حالت جهش 

ــد.  ــش مي آي ــي پي ناگهان
در اين وضع معين مي كنيم. مي دانيم كه بسته به جاي مداد، تعداد 
ــت يك، دو يا سه باشد. همه ي اين مقادير را،  اين زاويه ها ممكن اس
ــد، روي محور عمودي در دستگاه سه بعدي خود،  هر چند تا كه باش

ــد، جدا مي كنيم. ــته باش كه از نوك مداد گذش
مداد را در جاهاي تازه اي قرار مي دهيم و اين روند را پشت سرهم 
تكرار مي كنيم و همه ي نقطه هاي جديد را در دستگاه مختصات خود 
ــرانجام، اين نقطه ها به هم متصل مي شوند و سطحي  قرار مي دهيم. س

ــكيل مي دهند. را تش
ــكل نگاه كنيد. آيا عجيب و غريب نيست؟ چنين سطحي را  به ش

ــطح چين دار مي گويند. س
به كمك اين تصوير، مي توان به سادگي همه ي آن چه را كه مربوط 
ــود و از جمله جهش هاي  ــدن مداد ـ ب ــه قرص ـ ضمن جابه جا ش ب
ناگهاني آن را پيش خود تصور كرد. اين جهش ها وقتي پيش مي آيد 

ــيم. ــطح چين دار برس كه به لبه هاي س
ــرا وقتي مداد را در يك  ــب را هم مي توان فهميد كه چ ــن مطل اي
ــي در  ــير ولي در دو جهت مختلف جابه جا مي كنيم، حالت جهش مس
ــير پيش نمي آيد. به خصوص، اين پيشامد  نقطه ي يگانه اي از اين مس

ــخص كرده ايم. ــكل مش را با علامت پيكان روي ش

    هفت فاجعه 
ــه متغير شركت  ــرح آزمايش با قرص، تنها س ــانس آورديم. در ش ش
ــوك مداد) و يك متغير دروني  ــت: دو متغير بيروني (مختصات ن داش

ــرص). ــه ي دوران ق (زاوي
ــرح پيشامدها به كمك شكل، يك  به همين دليل بود كه براي ش
ــرد. روي همين  ــراي ما كفايت مي ك ــه بعدي مختصات ب ــتگاه س دس

ــازيم. ــطح پر راز و رمز خود را بس ــتيم س ــتگاه بود كه ما توانس دس
ــيار  ــد، با حالت بس البته وقتي كه متغيرهاي دروني چهار تا باش
ــتيم. مگر نه اين  است كه جهان ما چهار بعدي  جالب تري روبه رو هس
است (سه بعد فضايي به اضافه ي زمان). پروفسور رنه  توم ثابت كرده 
ــت كه در چنين مواردي، بدون ارتباط با تعداد متغيرهاي بيروني،  اس
ــور، هفت «فاجعه ي  ــا هفت نوع جهش (و يا به بيان خود پروفس تنه

ــد. ــته باش مقدماتي») مي تواند وجود داش
ــن «فاجعه ها» را به  ــه به كمك آن ها مي توان اي ــطحي ك هفت س
ــاعرانه اي دارند: سطح  ــرح داد، نام هاي ظريف و ش صورت عيني ش
ــطح دنباله دار، سطح  ــتويي، س ــكن دار، سطح پرس ــطح ش پرچين، س

ــهموي. ــطح هذلولوي و س ــطح بيضوي و س پروانه اي، س
ــازده فاجعه مي تواند  ــد، ي ــداد متغيرهاي دروني پنج باش اگر تع
ــش متغير دروني يا بيشتر داشته باشيم،  ــته باشد و اگر ش وجود داش

ــود. تعداد فاجعه ها بي نهايت مي ش

    هم گردباد، هم موج و هم تقسيم ياخته ها 
ــي از عهده ي توضيح  ــا، مي توان به خوب ــك نظريه ي فاجعه ه به كم
ــي (گذار از  پديده هاي فيزيكي مربوط به گذارهاي مرحله اي و جهش
حالت جامد به مايع، از مايع به گاز و غيره) برآمد. مكانيك مايعات 
ــت.  ــاي طوفاني آن را هم، مي توان مثالي براي فاجعه دانس و پديده ه
ــم كه نيروي خود را در صخره ها گم مي كنند،  موج هاي پرتلاطمي ه
ــي هم، كه سرچشمه ي الهام  ــت. زيست شناس مثالي از همين نوع اس
ــور توم است، نمايشگر مواردي از پديده هاي  نيرومندي براي پروفس
ــيم ياخته ها، تحريك عصبي،  ــت. از اين قبيل است تقس فاجعه اي اس

ــكل و غيره. توزيع ش
ــه دامنه ي كاربرد نظريه ي  ــان مي دهد ك ذكر همين چند نمونه نش
ــترده است. در ضمن اين موضوع را نبايد  فاجعه ها، تا چه اندازه گس
ــاد برد كه در طبيعت كمتر به صورت خالص خود، با فاجعه هاي  از ي
ــت واقعي هم، تنها  مقدماتي برخورد مي كنيم، همان طور كه خط راس
ــه، مدل هايي را ارائه مي دهد كه در  ــه وجود دارد. اين نظري در هندس
ــت به  ــند، درس تقريب اول، مي توانند معرف پديده هاي موردنظر باش
ــيد ـ آن طور  همان ترتيب كه دايره مي تواند مدل خوبي براي خورش
كه ما مي بينيم ـ باشد؛ ولي روشن است كه خورشيد واقعي با تصوري 
ــت. مدلي براي ساده تر كردن  كه ما در ظاهر از آن داريم، متفاوت اس
ــت و كاربرد آن در محدوده اي است كه به هدف آن، لطمه اي  كار اس
ــات موكل خود  ــن كه وكيلي به فكر نج ــلاً، براي اي ــاورد. مث وارد ني
ــت ـ بعضي  ــوم عام خود، يك مورد فاجعه اي اس ــد ـ كه به مفه باش
ملاحظه هاي كوچك رواني، خيلي بيشتر نتيجه بخش است تا استفاده 
ــت آوردن  از عامل هاي فوق العاده زياد موضوع در كامپيوتر و به دس

ــيم پرپيچ و خم گيج كننده. ترس
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ــه ى  مقال ــه ى  ادام در 
گراف هاى كامل در شماره ى 

ــا تعريف  ــن مقاله ب ــان، در اي 68 بره
مسير و دور در يك گراف و تعريف گراف مكمل، سعى در 

تكميل اين بحث داريم.

 دور و هم بندى در گراف هامسير،

حميدرضا اميرى
ــير: در يك گراف از مرتبه ى p، مسيرى به طول m از  تعريف مس
ــت شامل (m +1) رأس دوبه دو متمايز كه با  رأس a به b دنباله اى اس

a شروع و به b ختم شود.
ــخص  ــيرهايى با طول هاى متفاوت مش ــال: در گراف زير، مس مث

شده اند:

ab  1 مسير به طول
abc  2 مسير به طول

abcde     e به a مسير به طول 4 از
ــاوت از رأس a به b در  ــيرهاى با طول هاى متف ــه: تعداد مس نكت

گراف كاملِ kp از دستورهاى زير قابل محاسبه است:

kp در b به a تعداد مسيرهاى از رأس
p

k k
k

n!(p ) , ((n) )
(n k)!

−

=

= − =
−∑

2

0
2

kp در b به a تعداد مسيرهاى از رأس [ ](p )! e= − ×2
 (a به b و از b ــه ــيرهاى بين a و b (از a ب ــر: اگر تعداد مس تذك
ــيرهاى از a به b را  ــت تعداد مس ــراف kp را بخواهيم، كافى اس در گ
 kp ــيرهاى بين رأسهاى متمايز در گراف دوبرابر كنيم و اگر همه ى مس
 p ضرب كنيم (هر دو نقطه از p⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠2 ــت آن را در  را بخواهيم، كافى اس

تعداد مسيرهايى را بين يكديگر تعريف مى كنند).

kp تعداد كل مسيرها بين رؤوس متمايز در = [ ]p
(p )! e⎛ ⎞

× × − ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 22

در رابطه ى اخير e عدد اويلر است كه تقريباً برابر با 2/72 در نظر 
گرفته مى شود و علامت [     ] نشان دهنده ى جزء صحيح است.

ــير به طول صفر تعريف  ــير از رأس a به رأس a را مس تذكر: مس
مى كنيم.

ــى چون a در گراف  تعريف دور: يك دور به طول m روى رأس
 a رأس دوبه دو متمايز كه با m ــت شامل G از مرتبه ى p دنباله اى اس

شروع و به a ختم شود.
تذكر: دورهايى كه رأس هاى به كار رفته و يال هاى طى شده روى 

آن ها با هم برابر باشد، يك دور به حساب مى آيند.
ــك از 6 دور abc و acb و bca و  ــال: در گراف زير (k   4) هري مث
ــاب مى آيند، و دورهاى abcda و  bac و cab و cba يك دور به حس

abdca دو دور متفاوت با طول هاى 4 هستند.

..
. .
.
.
.

a
b

c

d

e

f
g
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نكته: تعداد دورهاى به طول k در گراف كامل kp از رابطه ى زير 
به دست مى آيد:

kp در k تعداد دورهاى به طول = p
(k )!

k
⎛ ⎞

× −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 مثال: در گراف ساده ى G چند دور به طول 4 وجود دارد؟12
حل: هر 4 ضلعى بدون قطر فقط يك دور به طول 4 دارد. بنابراين 

مى توان گفت:

G 1= تعداد دورهاى به طول 4 در+ k 5 1+ تعداد دورهاى به طول 4 در
=1+15+1=17

(k   5 دورهاى به طول 4 در = ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

51
42 ×3!= 1

2 ×5×6=15)
ــر: تعداد كل دورهاى موجود در گراف kp (از دور به طول 3  تذك

تا دور به طول p) از رابطه ى زير به دست مى آيد:

kp تعداد كل دورها در = 
p

k

p
(k )!

k=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

3

1 12

ــير بين رؤوس يك گراف، يك رابطه ى  نكته: رابطه ى وجود مس
 G ــى، تقارنى و تعدى را دارد) و اگر ــت (خواص انعكاس هم ارزى اس

يك گراف k بخشى باشد، داراى k كلاس هم ارزى است.
مثال: گراف دوبخشى G به صورت زير داراى دو كلاس هم ارزى 

] است. ] { }e e,g, f= ] و  ] { }a a,b ,c,d=

( aRb ⇔ (بين a و b مسيرى وجود داشته باشد 

ــه ي p را همبند مي ناميم،  ــف گراف همبند: گراف G از مرتب تعري
ــته  ــير وجود داش ــرگاه بين هر دو رأس متمايز در G حداقل 1 مس ه

باشد.
تذكر: گراف k1 كه فقط از يك رأسِ ايزوله تشكيل يافته، گرافي 

همبند است.
ــد،  ــته باش p كه رأس ايزوله داش ≥ تذكر: هر گراف از مرتبه ي 2

همبند نيست.
مثال: گراف هاي زير همگي ناهمبندند: 

تذكر: هر گراف كامل همبند است.
ــيم  ــته باش ــه: اگر در گراف G از مرتبه ي p و اندازه ي q داش نكت
ــارت ديگر، اگر  ــت. به عب ــن صورت G همبند نيس ، در اي q p< −1

q است. p≥ −1 گراف G همبند باشد، همواره 
ــيم  ــته باش ــه: اگر در گراف G از مرتبه ي p و اندازه ي p داش نكت

، در اين صورت G همبند است. p
q

−⎛ ⎞
≥ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 12

ــي از  ــراف از مرتبه ي p كه رأس ماكزيمم (رأس ــه: در هر گ نكت
درجه ي p- 1) داشته باشيم، آن گراف همبند است.

ــش: كدام يك از دنباله هاي زير مربوط به يك گراف همبند  پرس
است؟

1) 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 2 و 2 و 3
2) 1 و 1 و 1 و 1 و 3 و 3 

3) 1 و 2 و 3 و 3
4) 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 2 و 2 و 4

ــه ي 1 داريم p=8 و q=6 و چون  ــل: گزينه ي 2، زيرا در گزين ح
q<p - 1، پس گراف متناظر با آن همبند نيست. هم چنين در گزينه ي 
ــت.  4 داريم p=9 و q=7 و q<p - 1 و گراف متناظر با آن همبند نيس

گزينه ي 3 نيز مُعرِف دنباله اي گرافيكال نيست.
ــش: گراف G از مرتبه ي 8 ناهمبند است. اين گراف حداكثر  پرس

چند يال دارد؟
22 (4  21 (3  19 (2  20 (1

حل: گزينه ي 3 صحيح است، زيرا كافي است يك رأس را ايزوله 

.
.

.
.

.
.
..

.

.

.
.
.a b

c d
.

.
.

e

g f

.
. ... . .. ..

. .
..

.

.
.
.

d

a b

c

(k   4)

.
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كنيم و با هفت رأس باقي مانده گراف k7 بسازيم.

kq ×
= =

7

7 6 212
ــش: گراف G از مرتبه ي 9 مفروض است. اين گراف حداقل  پرس

چند يال بايد داشته باشد تا مطمئن باشيم همبند است؟
29 (4  28 (3  26 (2  21 (1

حل: گزينه ي 4 صحيح است، زيرا: 
→ شرط همبندي 

 p
q q

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≥ + ⇒ ≥ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 81 1 292 2
ــت  ــراف: مكمّل گراف G از مرتبه ي p گرافي اس ــل يك گ مكمّ
ــن دو گراف روي هم، گراف  G از مرتبه ي p به طوري كه اي ــون  چ

كامل از مرتبه ي p را تشكيل مى دهند. به مثال زير توجه كنيد: 

تذكر: همواره مجموع يال هاي يك گراف و مكمّل آن گراف برابر 
است با تعداد يال هاي گراف كاملِ هم مرتبه با آن گراف؛ يعني: 

p(p )q(G) q(G) −
+ =

1
تذكر: اگر G گرافي از مرتبه ي p باشد و a رأسي در اين گراف و 2

باشد، همواره داريم:  G ā رأسِ متناظر با آن در گراف 
dega+degā= p - 1

−r منتظم از مرتبه ي p باشد، مكمل  G نيز  تذكر: اگر G گرافي 1
r است. r p+ = −1 2 −r منتظم است و همواره 1 2 گرافي 

مثال: چند گرافِ 3- منتظم از مرتبه ي 6 وجود دارد؟
حل: مكمل گرافِ 3- منتظم از مرتبه ي 6 گرافي است 2- منتظم 
از مرتبه ي 6 و چون تعداد گراف هاي 2- منتظم از مرتبه ي 6 همواره 
ــر را داريم، پس تعداد گراف هاي  ــت با 2، يعني دو گراف زي برابر اس

3- منتظم از مرتبه ي 6 نيز 2 است.

a b

cd

G

a b

cd

G

.
d

a b

c
K 4

. .

.. .
.. .

.
.
.

.. ....
.

. .
.

..,
بقيه در صفحه ي 21

چند راديكال مسلسل
فرستنده: عباس روح الامينى از سيرجان

اينجانب «عباس روح الامينى» تاكنون چند مقاله به دفتر 
ــال نموده ام و هنوز جوابى دريافت نكرده ام، چرا  مجله ارس

مجلات ايران به نامه هاى ارسالى بى توجهى مى نمايند؟
ــيرجان هيچ امكانات علمى و آموزشى ندارد، براى  س
همين من به عضويت خانه رياضيات كرمان درآمده ام و هر 
هفته به كرمان مسافرت مى كنم تا از امكانات و كلاس هاى 

آن بهره مند شوم.
ــه ــاى هفت ــر انته ــان، ه ــه كرم ــفر ب آرم س
ــن نرفته ــاد م ــى از ي ــه رياض ــون خان چ
ــد ز سيرجان ــق رياضى مرا درمى كش عش
ــوب كرمان ــهر خ ــه آرد مرا در ش ــر هفت ه
ــر واف ــاب  كت ــد  باش ــى  رياض ــه  خان در 
ــافر ــدم، گرديده ام مس ــه كرمان ش ــازم ب ع

ــى را خيلى خوب  ــه زبان انگليس ــن ترجمه كردن ب م
ــردبير مجله رياضى اسپكتروم1 خودش  ــتم ولى س بلد نيس
نامه هاى من را ويرايش كرده، چاپ مى كند و مجلات را هم 
مجانى برايم مى فرستد، ولى مجلات ايران جواب نامه هايم 

را هم، نمى دهند؟!!
 (Volume 43 Number 1) بگذريم. در مجله رياضى ...
در صفحه 33 شخصى به نام «ياسار اتَسَ»2 دانشجوى رشته ى 
ــگاه مارى كورى پاريس است، دَه تا راديكال  فيزيك در دانش
ــال نموده كه من آن ها را جهت  ــل براى آن مجله ارس مسلس

آشنايى دانش آموزان ارسال مى نمايم.
ــدوارم دانش آموزان  ــرده ام، امي ــده آن ها را اثبات ك بن

بتوانند، اين راديكال هاى مسلسل را اثبات كنند.

�

4
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پور
سى 

ا يا
رض

لام
غ

تاريخچه ي 

ــي «تاريخچه ي مجلات  در پي بررس
ــماره هاي 40،  ــي ايران» به ش رياض
ــيم و  41 و 42 مجله ي يكان مي رس
به مسئله هاي جالبى برمي خوريم كه 
ــال 1346 به  ــتان س در پاييز و زمس

چاپ رسيده اند.
ــن  ــا اي ــل 40 ب ــماره ي مسلس در ش

مسئله ي جالب مواجه مي شويم: 

حل يك مسئله از مسائل 
شيخ بهائي

ــماره ي يكم  در يكان ش
ــاب  ــه نقل از خلاصة الحس ب
ــيخ بهائي با عنوان مسائل  ش
ــئله درج  ــل هفت مس لاينح
شده بود. آقاي علي رضائي، 
دبير دانشمند رياضيات (فعلاً 

α =1 ؛ a =
9
4  ، b =

1
4 x و  =2 5

4
α داريم:  و در حالت خاص 10=

 a = 36 b و  =16 x و  =2 26

ــماره در مقاله اي با عنوان كارمند بازنشسته ي راه آهن  در اين ش
به اين داستان برخورد مي كنيم كه: 

ترن هايي كه از كنار يكديگر مي گذرند 
ــن گذشته بود كه تلفن منزل  چند روزي از ملاقات دكتر و جانس
ــين تقاضا كرد كه اگر  ــن زنگ زد. از آن طرف، دكتر از مكانيس جانس
ــش ملاقات كند.  ــر آن روز وي را در مطب ــت در بعدازظه ممكن اس
ــت، دعوت دكتر را  ــه وقت داش ــته بود و هميش ــن كه بازنشس جانس
ــا دكتر گفت با معماي  ــر به ديدار وي رفت. در آن ج ــت و عص پذيرف

تازه اي مواجه شده است و آن را براي جانسن چنين شرح داد: 
ـ با يكي از بيمارانم راجع به آن چه براي تو پيش آمده بود، صحبت 
ــئله اي مربوط به خودش را براي من بيان كرد:  كردم و او در مقابل، مس
ــخص براي رفتن سر كارش از راهي بايد بگذرد كه يك رشته ي  اين ش
تنهاي راه آهن را قطع مي كند. اين يك رشته ى راه آهن اغلب براي عبور 
ــود كه هم از نظر طول و هم از اين نظر  ــتفاده مي ش ترن هاي تجاري اس
ــته از شهرها مي گذرد معروف است. بسيار رخ داده كه شخص  كه آهس
مزبور مجبور شده است پشت راه بند، خودرو خود را متوقف كند و پشت 
فرمان انتظار بكشد تا زماني كه ترن تجاري  با دنباله  ي دور و درازش 
آهسته بگذرد و راه براي خودرو وي باز شود. او به من گفت كه ترجيح 
ــته راه آهن وجود داشته باشد، زيرا  ــته،  دو رش مي دهد به جاي يك رش
گاهي پيش آمده كه دو ترن در جهت هاي مخالف از آن راه مي گذرند و 

اين باعث مي شود كه زمان توقف اجباري وي دو برابر گردد.
ــما اين شخص درست پيش بيني مي كند؟ يعني اگر  آيا به عقيده ي ش
دو رشته راه آهن وجود داشته باشد، زمان توقف وي در حالت اخير كمتر 

مي شود؟
مكانيسين بازنشسته اظهار داشت: 

ـ كاملاً صحيح است. اگر تعداد كل ترن هايي كه از دو رشته راه آهن 

بازنشسته) حل يكي از اين مسائل را مرقوم داشته اند كه در زير چاپ 
مي شود:

مطلوبست حل هر يك از دو معادله ي زير:
x b− =2 10 x و  a+ =2 10

معادلات را در حالت كلي زير حل مي كنيم:
(1) x a+α =2

(1) x b−α =2

معادله ي (1) را چنين مي نويسيم: 
x a−α = − α2 2

تساوي زير را در نظر مي گيريم: 
a ( a )− α = −α 242

كه از آن نتيجه خواهد شد: 
a ( )α +
= 22

2 و از معادله ي (2) نيز حاصل مي شود: 
b ( )−α
= 22

2
ــرار دهيم نتيجه  ــادلات (1) و (2) ق ــن مقادير را در مع ــون اي چ

خواهد شد: 
x α +

=
2

2 4
4

ــر نظير a و b و x را  ــر مختلف α مي توان مقادي و در ازاي مقادي
تعيين كرد. مثلاً: 

 α ؛ 0= a =1  ، b =1 ، x =2 1

4 مجلات رياضي ايران
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ــتفاده مي كنند با تعداد ترن هايي كه روي يك رشته حركت مي كنند  اس
برابر باشد، در تقاطع آن ها زمان انتظار به حد وسط تقليل خواهد يافت. 
اگر دو ترن با هم از آن جا بگذرند زمان توقف اجباري در راه بسته براي 

آن دو درست برابر است با زمان توقف براي يك ترن تنها.
دكتر پاسخ داد: 

ــه محل  عبور ترن ها از  ــت، اما براي وقتي ك ـ اين موضوع درس
يكديگر درست محل تقاطع جاده با راه آهن باشد. در حالت هايي غير 
ــت پيش بيايد  از اين، وضع فرق مي كند. يك حالت هم كه ممكن اس
ــد كه  ــت كه لوكوموتيو يكي از ترن ها هنگامي به معبر برس حالتي اس
ــتن باشد. راجع به اين  ــت واگن انتهايي ترن ديگر در حال گذش درس

حالت چه مي گوييد؟
مكانيسين پاسخ داد: 

ــرن در آن محل هرگز به هم  ــن حالت و حالتي كه دو ت ــن اي ـ بي
نرسند هيچ فرقي نيست.
دكتر اظهار داشت: 

ــبات  ــتباه مي كنيد. اجازه بدهيد با محاس ــما اش ـ در اين مورد ش
مقدماتي دليل اشتباه شما را برايتان توضيح دهم. فرض مي كنيم به طور 
متوسط در هر جهت يك ترن از راه آهن بگذرد و زمان عبور هر ترن 
ــا اين پيش فرض ها زمان توقف  ــد. ب از معبر محل تقاطع 6 دقيقه باش
پشت راه بند را حساب مي كنيم؛ احتمال اين كه اتومبيل موقعى به محل 
ــته باشد برابر با يك  ــد كه ترن از آن مي گذرد يعني راه بس تقاطع برس

برده است.
احتمال اين كه درست هنگامي برسد كه ترن به معبر مي رسد برابر 

است با احتمال آن كه درست موقعى كه ترن آنجا را ترك مى كند.
ــد تا ترن بگذرد.  ــه دقيقه انتظار بكش ــم رفته، وي بايد س روي ه

بنابراين، زمان متوسط توقف 0/3 دقيقه خواهد شد.
ــر بگيريم كه ترن ها در محل  ــون حالت فوق العاده اي را در نظ اكن
ــو يكي در مقابل  ــر بگذرند كه لوكوموتي ــع به وضعي از يكديگ تقاط
ــده باشد. خيلي ساده است كه اگر تعداد  واگن انتهايي ديگري واقع ش
ــا را نصف بگيريم و در عوض، طول هر ترن را دو برابر در نظر  ترن ه
ــد. احتمال مربوط به اين كه  بگيريم. در نتيجه فرقي حاصل نخواهد ش
با راه بسته روبه رو شويد همان احتمال قبلي خواهد بود. اما اگر پشت 

راه بند توقف كرده باشيد زمان انتظار شما دو برابر خواهد شد. 
بنابراين، چنين دو ترني براي اتومبيل سواري كه مجبور به توقف 

شده وضعي دو مرتبه بدتر ايجاد مي كند: 
مكانيسين در حالي كه به موضوع فكر مي كرد، گفت: 

ــل تقاطع چند  ــور دو ترن از مح ــه اگر بين عب ــت ك ـ واضح اس
ــد از اين مدت زمان  ــد، راننده ي خودرو مي توان ــه اي فاصله باش دقيق
ــتفاده كند و قبل از عبور ترن ديگر از راه آهن بگذرد و اين حالت  اس

ــت سرهم از معبر بگذرند و جاده را در تمام  بر حالتي كه دو ترن پش
طول مدت بسته نگاه دارند، برتري دارد.

دكتر گفت: 
ــه اين نتيجه  ــديد. فعلاً ب ــه موضوع را متوجه ش ــحالم ك ـ خوش
ــر مي گذرند، زمان  ــه در حالت كلي كه ترن ها از يكديگ ــيده ايم ك رس
ــور از گذرگاه  ــت خاصي كه در عب ــود و در حال ــف نصف مي ش توق
لوكوموتيو يكي مقابل واگن انتهايي ديگري واقع مي شود، زمان توقف 

دو برابر خواهد شد.
مكانيسين اظهار داشت: حالتي را بررسي مي كنيد كه ترن ها وقتي 
در محل تقاطع از يكديگر مي گذرند، لوكوموتيو يكي در نيمه ي طول 

ديگري واقع شده باشد؛ و دكتر چنين پاسخ داد: 
ــت. چنين حالتي معادل است با وقتي كه تعداد  ــاده اس ـ خيلي س
ترن ها نصف باشد، اما طول هر يك از آن ها يك برابر و نيم بزرگ تر 

ــد. در چنين وضعي احتمال مربوط به اين كه وقتي به محل تقاطع  باش
1/ ضرب مي شود و حد متوسط زمان  5

2
ــيم كه راه بسته باشد در  برس

انتظار براي باز شدن راه در 1/5 ضرب مي شود. روي هم، اضافه شدن 
زمان متوسط انتظار برابر مي شود با: 

/ / /× =
1 5 1 5 1 1252

ــتن نيم طول ترن ها، 12/5 درصد  بنابراين زمان انتظار براي گذش
افزايش خواهد داشت: 

ــين گفت كه براي يك چنين وضعي، محاسبه ناجور است  مكانيس
و دكتر چنين توضيح داد: 

ــخ آن هم قابل تأمل است. فعلاً نمودار سه حالت گفته شده  ـ پاس
را رسم مي كنيم:

ــط  ــطح كل متناظر با افزايش زمان متوس ــود كه س ملاحظه مي ش
به طور قابل ملاحظه اي از سطح متناظر با كاهش زمان متوسط بيش تر 

0/00

0/50

1/00

1/25

2/00

ظار 
 انت

مان
ت ز

يرا
تغي

نوع عبور ترن ها 
٪0                  ٪50                 ٪100
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است. بنابراين نتيجه مي گيريم كه به طور متوسط، روبه رو شدن دو ترن 
در گذرگاه هاي مختلف باعث مي شود كه به مدتي بيش تر از وقتي كه 

همان تعداد ترن بر يك رشته راه آهن مي گذرند جاده بسته باشد.

در شماره ي 41 باز هم تحت عنوان كارمند بازنشسته راه آهن به 
مسئله ي زنبور و راه حل آن مي رسيم: 

مسئله ي زنبور
ــش كرد كه معماي  ــس از كمي مكث از دكتر خواه ــين پ مكانيس
ــاخت،  ديگري مطرح كند. دكتر گفت كه يك معما را مطرح خواهد س

اما بسيار ساده است و آن را چنين شرح داد: 
ــتگاه A و B به فاصله ي 160  ــك لحظه از دو ايس ــرن در ي دو ت
كيلومتر به طول يكديگر حركت مي كنند. سرعت هر يك از آن ها 80 
ــاعت است. در همان لحظه ي حركت ترن ها، زنبوري از  كيلومتر در س
ــاعت به طرف B پرواز مي كند. اين  ــرعت 100 كيلومتر در س A با س
ــه از B مي آيد ملاقات مي كند جهت  ــور در لحظه اي كه ترني را ك زنب
ــرف ترن اول برمي گردد. بعد از  ــت خود را تغيير مي دهد و به ط حرك
ملاقات با اين ترن باز جهت حركت خود را تغيير مي دهد و به طرف 
ترن دوم پرواز مي كند و اين عمل را به همين ترتيب و با همان سرعت 
ــت اوليه ادامه مي دهد تا لحظه اي كه دو ترن را با هم ملاقات كند.  ثاب

در اين لحظه از ترس سقوط مي كند و مي ميرد.
معلوم كنيد كه اين زنبور در مجموع چند كيلومتر مسافت در حال 

پرواز بوده است؟

جانسن اظهار داشت: 
ــاده است. دو ترن با سرعت 80 كيلومتر در ساعت به  ـ خيلي س
ــتگاه 160 كيلومتر  ــر حركت مي كنند. فاصله ي دو ايس طرف يكديگ
است. بنابراين آن ها درست در وسط راه در نقطه اي كه از دو ايستگاه 
ــروع  ــت، يكديگر را ملاقات مي كنند. از ابتداي ش ــه يك فاصله اس ب
ــاعت طول  ــات آن ها روي هم يك س ــا زمان ملاق ــت ترن ها ت حرك
مي كشد، بنابراين زنبور مدت يك ساعت در پرواز بوده است و چون 

ــرعت پرواز آن هم 100 كيلومتر در ساعت است پس كل مسافتي  س
ــت است؟  ــت. آيا درس كه زنبور در حال پرواز بوده 100 كيلومتر اس

دكتر پاسخ مكانيسين را تأييد كرد و گفت: 
ــي كه به كار برديد و جواب مسئله  ــت است. اما روش ـ كاملاً درس
ــان مي دهد كه شما رياضي دان  ــادگي به دست آورديد، نش را به اين س
نيستيد. يك رياضي دان براي حل اين مسئله از سري ها استفاده مي كند، 
ــري در نظر مي گيرد كه هر جمله ي آن يكي از فاصله هاي  وي يك س
پيموده شده توسط زنبور است. اما اين راه  خيلي ساده هم نيست، زيرا 

تعيين فرمولي كه هر يك از فاصله ها را بيان كند كار مشكلي است.
تعريف مي كنند كه وقتي اين مسئله را براي جان ون نيومن رياضي دان 
ــتند كه ظرف چندين ثانيه  بزرگ معاصر مطرح كرده اند و از وي خواس
ــؤال  ــت آن را پيدا كند، وي اين كار را كرد. وقتي از او س جواب درس
ــئله را از چه راهي حل كرده است، پاسخ داد كه مجموع يك  ــد مس ش
سري نامحدود را حساب كرده است. راجع به نيومن، حكايت مي كنند 
كه بعضي محاسبات پيچيده ي رياضي را در ذهن خود با همان سرعت 

ماشين هاي محاسبه ي الكترونيكي انجام مي داده است.
ــماره با عنوان مسئله ي مسابقه، مسئله ي زير از حساب  در اين ش

استدلالي آورده شده است: 
با جايزه ي دو هزار ريال 

حساب  از  نمونه  «مسائلي  جزوه هاي  مؤلف  كاشاني  محمود  طرف:  از 
استدلالي»

ــن كنيد كه عبارت  ــح a و b را چنين تعيي ــئله: دو عدد صحي مس
a) قابل  b)− a) بر  b )+ −2 2 1 a) و عبارت  b)+ ــر a) ب b )+ +2 2 1

قسمت باشد.
شرايط تعلق جايزه: 

ــئله بايد با توجه به تعريف عدد صحيح در نظريه ي اعداد  1. مس
(عددهاي صحيح مثبت، منفي يا صفر) حل شود.

ــئله بايد صددرصد كامل حل شود به طوري كه شرح هيچ  2. مس
نكته ي مبهم يا حالت خاص از قلم نيفتاده باشد.

ــخ ها حداكثر تا روز آخر ماه دي به اداره ي مجله ي يكان  3. پاس
رسيده باشد.

4. پاسخ ها با خط خوانا نوشته شده باشد و روي ورقه ي مربوط، 
نام و نشاني كامل و مخصوصاً  دبيرستان و پايه ي تحصيلي حل كننده 

ذكر شده باشد.
ــت.  ــئله ي زير اس ــوق حالت خاصي از مس ــئله ي ف تذكر ـ مس
ــل كنيد: به ازاي چه مقادير صحيح  ــد آن را به صورت كلي ح مي تواني

(مثبت، منفي يا صفر) از اعداد a و b عبارت 
a) و عبارت  b)+ a) بر b nab )+ + +2 2 2 1

a) بخش پذير است. b)− a) بر  b nab+ +2 2 2 -1)
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شكل 2

شكل 1
A

C

ˏ
A

ˏ
B

ˏ
C

γ

α
β

B

در شماره ي 42، مجله به مقاله هاي جالب زير مي پردازد: 

خواص مثلث شبه قائمه 
 Pseudo rectangle triangle

تهيه از: جعفر آقاياني چاوشي
ــد، مثلث شبه قائمه  مثلثي كه تفاضل دو زاويه ي آن يك قائمه باش
ــبه قائمه باشد، يعني  ــود. اگر مثلث ABC در رأس A ش ناميده مي ش

، داراي خواص زير است. ˆB̂ C− = داشته باشيم: 90
.CH و BH واسطه ي هندسي است بين AH 1. ارتفاع

2. نيمسازهاي داخلي و خارجي زاويه ي A با يكديگر برابرند.

3. ارتفاع AH بر دايره ي محيطي مثلث مماس است.
4. قرينه ي رأس A نسبت به ضلع BC بر نقطه ي تلاقي ارتفاعات 

واقع است.
ــره ي محيطي روابط زير  ــعاع داي ــن اندازه هاي ضلع ها و ش 5. بي

برقرار است: 
b c aR− =2 2 2 b و  c R+ =2 2 24

 A ــع ثابت بماند و رأس ــر ضلع BC از حيث اندازه و وض 6. اگ
ــبه قائمه باقي  ــه ي مثلث تغيير مكان دهد تا همواره مثلث ش در صفح
بماند، مكان A و همچنين مكان نقطه ي تلاقي ارتفاعات، يك هذلولي 

متساوي القطرين خواهد بود.

قضيه اي درباره ي مثلث مورلي
از ماهنامه ي رياضيات آمريكا 

ترجمه: غلامحسين بهفرو
ــه  ــخص ABC  را به س اگر هر يك از زاويه هاي مثلث غير مش
قسمت متساوي تقسيم كنيم، از برخورد دوبه دو خطوط حاصل مثلثي 
ــت (مجموعه ي علمي يكان  ــت مي آيد كه متساوي الاضلاع اس به دس

سال). اين مثلث به نام مثلث مورلي معروف است (شكل 1).
مثلث ABC و يك مثلث دلخواه ΄A΄B΄C واقع در داخل آن را در 

نظر مي گيريم. اگر γ، β ،α زاويه هاي بين اضلاع متناظر از اين دو 
مثلث باشند (شكل 2) روابط زير برقرار خواهد بود:

 
 A A′ = +β − γ B و  B′ = + γ −αو C C′ = + α −β

حال قضيه ي زير را مطرح مي كنيم: 
قضيه ـ شرط لازم و كافي براي آن كه اضلاع مثلث مورلي مربوط 
به مثلث ABC با اضلاع مثلث مورلي مربوط به مثلث ΄A΄B΄C نظير 

به نظير با هم موازي باشند، آن  است كه داشته باشيم: 
B C B C′ ′− −

= α +3 3
كه با در نظر گرفتن جهت زاويه ها نتيجه خواهد شد: 

α +β+ γ =0
به آساني ثابت مي شود كه شرط فوق، وقتي كه ΄A΄B΄C يكي از 

هشت مثلث زير باشد، برقرار خواهد بود: 
1. مثلث ميانه اي مثلث ABC؛

2. مثلث ارتفاعيه ي مثلث ABC؛
ــردن مراكز دايره هاي محاطي خارجي به  3. مثلثي كه از وصل ك

دست مي آيد؛
ــاس اضلاع مثلث ABC با  ــي كه از وصل كردن نقاط تم 4. مثلث

دايره ي محاطي داخلي به دست مي آيد؛
5 و 6 و 7. مثلث هايي كه از وصل كردن نقاط تماس اضلاع مثلث 

ABC با دواير خارجي آن به دست مي آيد.

8. مثلثي كه از خطوط مماس بر دايره ي محيطي مثلث ABC در 
رأس هاي آن به دست مي آيد.

 كارمند بازنشسته ي راه آهن
كبوتران نامه بر 

در ملاقات ديگري كه بين جانسن مكانيسين بازنشسته ي راه آهن و 
دكتر پزشك ناحيه روي داد، جانسن داستاني از يك مأموريت جالب كه 
در زمان اشتغال به كار براي وي اتفاق افتاده بود براي دكتر شرح داد. او 
گفت: روزي از طرف هيأت  نقل و انتقالات به وي مأموريت دادند تا به 
هنگام كار در يكي از ترن هاي عادي دو كبوتر نامه بر را با خود ببرد و 
آن ها را دقيقاً در فاصله ي 80 كيلومتري يكديگر و درست به فاصله ي 

يك ساعت از هم رها كند.
ــيري كه راه آهن از آن مي گذشت كاملاً  ــبختانه قسمتي از مس خوش
ــتقيم 160 كيلومتري به نحوي بود  ــود. طول اين خط آهن مس هموار ب
ــاعت مي پيمودند. در اين  ــت در مدت 2 س كه ترن ها اين فاصله را درس
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ــت و در آن ها ترن ها به  ــتگاه هايي وجود داش فاصله ايس
نسبت تعداد مسافراني كه پياده يا سوار مي شدند توقف 
ــتند، اما با كم و زياد كردن سرعت،  اين زمان هاي  داش

توقف جبران مي شد و در نتيجه، فاصله ي 160 كيلومتري 
درست در 2 ساعت طي مي شد.

اما از اين كه ما فاصله ي 160 كيلومتري را در مدت 2 ساعت 
طي مي كرديم و سرعت متوسط ما 80 كيلومتر در ساعت بود، نمي توان 

اطمينان داشت كه يك فاصله ي زماني يك  ساعتي وجود داشته كه در آن 
مسافت 80 كيلومتر پيموده شده باشد.

دكتر اظهار داشت: «اين چنين نيست. بدون در نظر گرفتن 
تغييرات سرعت در فاصله ي 2 ساعت 

به سادگي مي توان ثابت كرد كه در 
هر حال فاصله اي يك ساعتي وجود 

ــاعتي  يك فاصله ي يك س
ــم و آن را به  ــر مي گيري ــزا در نظ مج
تدريج در طول مسير (شكل در پايين 
است) جا مي دهيم به طوري كه ابتدا يك 
ساعت اول و بعد به تدريج يك ساعت دوم را دربرگرفته  
ــاعت مجزا كه آن را در  باشد. در اين يك س
ــير پخش كرديم سرعت متوسط  طول مس
همان سرعت مطلوب است. از آن جا كه اين 
فاصله يك ساعت اول را دربر دارد، در ابتداي آن 
سرعت متوسط كم تر از 80 كيلومتر در ساعت مي باشد 
و چون يك ساعت دوم را هم دربرمي گيرد، در پايان، سرعت 

متوسط آن بيش تر از 80 كيلومتر خواهد بود.
ــاعت سرعت متوسط  ملاحظه مي كنيم كه در طول يك س
ــر از 80 كيلومتر در  ــن دو مقدار محصور مي ماند، يكي كم ت بي
ــاعت و ديگري بيش تر از آن. بنابراين، بخشي از مسير وجود  س
دارد كه ضمن آن در اين فاصله ي يك ساعتي سرعت متوسط دقيقاً برابر 

با 80 كيلومتر در ساعت است و به اين صورت حكم ثابت مي شود.»
مكانيسين بازنشسته حق را به جانب دكتر داد و چنين اظهار داشت: 
«آنچه گفتيد به جاي خود درست است، اما اين موضوعي نبود كه به كار 
ــتم شروع  هيئت نقل و انتقالات بيايد. براي اين كه هيچ گاه من نمي توانس
اين فاصله را تعيين كنم و در نتيجه نمي توانستم ساعت رها شدن كبوتران 
ــيد مسئله ي كوچكي كه سراغ  را معلوم كنم. فعلاً هم چنانچه مايل باش
دارم مطرح كنم، شايد براي شما جالب باشد.» قرار شد كه اين مسئله در 

جلسه ي بعد مطرح شود. ــافت 80 كيلومتر پيموده مي شده است. راه  ــته است كه طي آن مس داش
ساده ي اثبات اين مطلب از اين قرار است: 

ــاعتي را به دو فاصله ي يك ساعتي تقسيم مي كنيم.  فاصله ي دو س
ــاعت دوم دقيقاً  ــاعت اول و نه در يك س فرض مي كنيم كه نه در يك س
ــافت 80 كيلومتر را نپيموده باشيد، وگرنه مسئله خيلي ساده خواهد  مس
بود. بنابراين مي توانيم فرض كنيم كه در يك ساعت اول سرعت متوسط 
ــاعت و در دومين ساعت بيش تر از اين  ــما كمتر از 80 كيلومتر در س ش
ــرد كه اگر به ترتيب عكس فرض  ــت. ملاحظه خواهيد ك مقدار بوده اس

كنيم، اثبات فرق نخواهد كرد.

يك ساعت 

ساعت اول ساعت دوم 

ساعت اول ساعت دوم 
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ش برداري
و رو

ي مثلثي 
نامساو اشاره

در اين مقاله قصد داريم شما را با روشي جالب براي اثبات نامساوي 
مثلثي آشنا كنيم. در اين جا ابتدا نامساوي مثلثي را مطرح و سپس روش 
ــه مي كنيم. روش برداري از جمله روش هاي كاربردي  برداري را ارائ

ــائل رياضي است و از  در حل مس
آن در همه ي شاخه هاي رياضي 
ــد. اين روش  ــتفاده مي كنن اس
ــراي تعيين ماكزيمم  بيش تر ب

ــادلات و اثبات  ــم و حل مع و مينيم
نابرابري ها استفاده مي شود.

مؤلفان: ميلاد محبي و سينا عبدالهي نژاد
دانش آموزان دوره ي پيش دانشگاهي

ــاي  ــوع اندازه ه ــث، مجم ــر مثل ــي: در ه ــري  مثلث ــه ي نابراب قضي
ــر ــي اگ ــت. يعن ــر اس ــوم بزرگ ت ــع س ــدازه ي ضل ــع از ان ــر دو ضل ه
. AC AB BC+ >  C , B , A سه نقطه ي متمايز ناهمخط باشند، آن گاه: 

ــم قضيه را اثبات كنيم، ولي ابتدا چند خاصيت از  حالا مي خواهي
بردارها را بيان مي كنيم:

b(x را در نظر بگيريد. خواهيم داشت: , y )
��

2 2 a(x و , y )
��

1 1 بردارهاي
) a x y b x y= + = +

���� 2 2 2 21 1 2 21
         

(ˆ(α زاويه ي بين دو بردار است) a.b a . b . co s ;

a .b x x y y

= α

= +

�� ���� ��

����
1 2 1 2

2

، ضرب داخلي دو بردار است.) a .b
���� (منظور از 

ABC را به صورت زير روي محورهاي مختصات 
� حالا ما مثلث 

قرار مي دهيم.

اكنون خواهيم داشت:  
AB( c, d) ,AC((b c) , d)− − − −
���� ����         

AB.ACˆ ˆAB.AC AB . AC .cos cos
AB . AC

= α⇒ α=
����� ����� ����� ������

���� ����
���� ����

ــچ زاويه اي برابر 1 و 1-  ــينوس هي مي دانيم كه در هر مثلث، كس
−1 cos< α <1 نيست1 .پس همواره:

AB.AC ( c (b c)) ( d ( d))cos cos
AB . AC c d (b c) d

− × − + − × −
α = ⇒ α =

+ × − +

���� ����
���� ����

2 2 2 2

c bc d c bc d

(c d )((b c) d ) (c d )((b c) d )

− + − +
= ⇒ > −

+ − + + − +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1

)c bc d (c d ) ((b c) d⇒ − + > − + − +2 2 2 2 2 2

(c bc d ) (c d )((b c) d )⇒ − + > − + − +2 2 2 2 2 22 2

(⇒ c d ) (c d bc) (c d )((b c) d )+ + + − + + − + >2 2 2 2 2 2 2 22 2 0

(c d ) (d c b bc) ((b c) d )(c d ) b⇒ + + + + − + − + + >2 2 2 2 2 22 2 2 22 2

( c d ) ( (b c) d ) ((b c) d )(c d ) b⇒ + + − + + − + + >2 2 22 2 2 2 2 2 2 22

( c d (b c) d ) b+ + − + >2 22 2 22

c d (b c) d b AB AC⇒ + + − + > ⇒ +2 2 2 2 BC>

 BC AC AB+ > BC و  AB AC+ > براي بقيه ي اضلاع يعني 
نيز به همين صورت حكم اثبات مي شود.

پي نوشت
1. زيرا در هيچ مثلثي، زاويه اي وجود ندارد كه اندازه ي آن 00 يا 00 18 باشد.

y

x

α

A(c,d)

B(o ,o) C(b,o)

A

B C
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اصل لانه كبوتري

شهرام صدر
مير

اشاره

2 آلمان  1 در 13 فوريه سال 1805 ميلادي در شهر دورن يوهان پتر گوستاف لوژون ديريكله

3 سمت استادي داشت. او از شاگردان بااستعداد گاوس  متولد شد و به ترتيب در برلين و برسلاو

4 منصوب  ــين وي در دانشگاه گوتينگن ــال 1855 به عنوان جانش بود كه با مرگ گاوس در س

ر ناتمام 
ت. زماني كه او در گوتينگن بود، اميد داشت آثا

شد كه نشانه اي از شايستگي هاي اوس

گاوس را به پايان برساند، ولي مرگ زود هنگام او در سال 1859 مانع از آن شد.

ــهرت ديريكله در رياضيات، تحقيقات مهم او در سري هاي فوريه و نظريه ي اعداد  دليل ش

» يا همان اصل «لانه كبوتري» را بيان كرد. 
ــوي ديريكله ــال 1834 اصل «كش ــت. او در س اس

ي متناهي در 
ساده، كاربردهاي فراواني براي حل مسائل مربوط به مجموعه ها

ــيار  اين اصلِ بس

ــه دارد، در ادامه، به بيان اين اصل مي پردازيم و كاربرد آن را  نظريه ي اعداد، تركيبات و هندس

با ارائه ي مسائل گوناگون بررسي مي كنيم.
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. .
.A

BH

a
2

a

اصل لانه كبوتري 
فرض كنيد m و n دو عدد طبيعي باشند و داشته باشيم: m<n . اگر 
n شى را در m خانه قرار دهيم (به هر صورت، اعم از اين كه خانه اي 
خالي بماند يا نماند)، آن گاه حداقل يكي از اين خانه ها شامل دو شى 

يا بيش تر خواهد بود.
ــداد لانه ها تصور كنيم،  ــون اگر n را تعداد كبوترها و m را تع اكن

اصل لانه كبوتري را خواهيم داشت.
ــتفاده از اين اصل ساده و بديهي، مي توان در مواقع حساس ،  با اس
مسائل مهم و مشكل را حل كرد. در واقع، بدون استفاده از اين اصل، 

اثبات چنين مسائلي، كاري بسيار دشوار خواهد بود.
ــت.  مثال A :1 يك زيرمجموعه ي 7 عضوي از اعداد طبيعي اس
ــيم كنيم، ثابت كنيد كه حداقل دو عضو از  اگر اعضاي A را بر 6 تقس

اين مجموعه، داراي باقي مانده ي يكسان اند.
ــيم كنيم،  ــل: اگر هر يك از اعضاي مجموعه ي A را بر 6 تقس ح
 { }, , , , ,0 1 2 3 4 5 آن گاه باقي مانده ي تقسيم، يكي از عددهاي مجموعه ي  

است. حال اگر 6 لانه به صورت زير درنظر بگيريم:
 

r r r r r r= = = = = =0 1 2 3 4 5
���� ���� ���� ���� ���� ����

ــر تصور كنيم، اگر  ــه ي A را به عنوان 7 كبوت ــاي مجموع و اعض
ــك لانه وجود  ــد، آن گاه حداقل ي ــل لانه ها قرار گيرن ــا داخ كبوتره
ــت، يعني حداقل دو عدد يافت  دارد كه در آن دو يا بيش تر كبوتر اس

مي شوند كه پس از تقسيم بر 6، هم باقي مانده هستند.
مثال 2: 5 نقطه داخل مربعي به ضلع a مفروض اند. ثابت كنيد كه 

a2 است.
2

حداقل فاصله ي دو نقطه از اين 5 نقطه، كم تر از 
ــكل 1)،  ــيم مي كنيم (ش حل: ابتدا مربع را به چهار مربع برابر تقس
سپس هر يك از آن ها را به عنوان يك لانه تصور مي كنيم. اكنون اگر 
5 نقطه را 5 كبوتر در نظر بگيريم كه مي خواهند لانه ها را اشغال كنند، 
آن گاه طبق اصل لانه كبوتري، حداقل يك لانه وجود دارد كه در آن، 

دو يا بيش تر كبوتر قرار دارند. بنابراين داريم: 

a aAH AH
a aAH BH

a aBH BH

⎧
< ⇒ <⎪⎪ ⇒ + < +⎨

⎪ < ⇒ <⎪⎩

2
2

2 2
2 2

2
2

2 4
4 4

2 4

ــم  داري ــورس،  فيثاغ ــه ي  قضي ــق  طب  ∆ABH ــث  مثل در 
AB2= AH2+BH2؛ بنابراين: 

a aAH BH AB AB a+ < ⇒ < ⇒ <
2 2

2 2 22 2
4 2 2

ــه ضلع a را به اين  ــؤال پيش مي آيد كه چرا مربع ب ــون اين س اكن
ــيم بندي كرديم، و چرا اين مربع را به صورت شكل هاي  صورت تقس

زير تقسيم بندي نكرديم؟

ــت كه در حل يك مسئله، انتخاب روش هاي مجاز  پاسخ آن اس
ــت و هر  ــئله با ما اس ــه به اصول و فرض هاي مس ــي با توج و منطق
راهي كه به نظرمان مي رسد، مي توانيم انتخاب كنيم، اما با تقيسم بندي 
ــكل الف به حكم مسئله نمي رسيم. بديهي است كه با استفاده  مانند ش

a

a
B

A

a
4

a
4

a
4

a
4

(شكل 1)

(الف)

(ب)
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. .

. A

BH

a

a

مرحله جعبه ي اول جعبه ي دوم
1 1 6
2 2 5
3 3 4
4 4 3
5 5 2
6 6 1

ــه كبوتري، مي توانيم نتيجه  از اصل لان
ــه يا بيش تر  ــم كه حداقل 2 نقط بگيري
ــكل  داخل يكي از مثلث هاي قائم الزاويه ش
ــت ولي در اين صورت  الف قرار خواهند داش
ــه كمتر از  ــه ي حداقل 2 نقط فاصل

عدد a مي شود.
ــه  ــث قائم الزاوي ــون در مثل چ
فاصله ي بين هر دو نقطه از وتر كوچكتر 
ــا بيش تر وجود دارند كه  ــت، پس AB<a. يعني حداقل 2 نقطه ي اس
فاصله ي آن ها كمتر از a است و اين نتيجه نيز صحيح است ولي معادل 

با حكم مثال 2 نيست.
ــيم بندي شكل ب به اين نتيجه مي رسيم كه حداقل 2 نقطه  در تقس
يا بيش تر يافت مي شوند كه فاصله ي آن ها كمتر از قطر مستطيل است، 
ــت ولي معادل با  AB و اين نيز نتيجه اي صحيح اس a<

15
4

ــي  يعن
حكم مثال 2 نيست.

ــد كه از كجا فهميديم بايد مربع را به صورت  ــؤال اين باش اگر س
شكل 1 تقسيم بندي كنيم تا به حكم مسئله برسيم، در جواب مي توان 
ــت و ابتكار فراوان در زمينه ي  ــتگي به تجربه، خلاقي گفت كه اين بس

حل مسائل اصل لانه كبوتري دارد.
پرسش 1: اگر 5 نقطه را داخل مربعي به ضلع 10 در نظر بگيريم، 
ــل دو نقطه وجود دارد كه فاصله ي آن ها كم تر از يكي از  آن گاه حداق

عددهاي زير است؛ آن عدد كدام است؟
5 2

2  (2    5 2  (1
2 5  (4   10 2  (3

ــئله ي قبل، با فرض  ــت، زيرا طبق مس حل: گزينه ي 1 صحيح اس
a=10 داريم: 

AB a, a AB< = ⇒ <
2 10 5 22

ــعاع a در نظر مي گيريم.  ــال 3: 5 نقطه را داخل دايره اي به ش مث
a است. 2 ثابت كنيد كه حداقل فاصله ي دو نقطه، كم تر از 

ــم و دايره را به چهار  ــم مي كني ــل: ابتدا دو قطر عمود برهم رس ح
ــپس هر يك از اين قسمت ها را به  ــيم مي كنيم، س ــمت برابر تقس قس
ــور مي كنيم. اكنون اگر 5 نقطه را 5 كبوتر در نظر  ــوان يك لانه تص عن
ــد، آن گاه طبق اصل لانه  ــغال كنن ــم كه مي خواهند لانه ها را اش بگيري
ــه در آن دو يا بيش تر كبوتر  ــري، حداقل يك لانه وجود دارد ك كبوت

قرار دارند. بنابراين داريم: 
AH a AH a

AH BH a
BH a BH a

⎧ < ⇒ <⎪ ⇒ + <⎨
< ⇒ <⎪⎩

2 2
2 2 2

2 2 2 ⇒

AB a⇒ <2 22   AB a⇒ < 2

ــه قطر 8 درنظر مي گيريم،  ــش 2: 5 نقطه را داخل دايره اي ب پرس
حداقل دو نقطه وجود دارد كه فاصله ي آن ها كم تر از يكي از عددهاي 

زير است، آن عدد كدام است؟
2 2  (2    2  (1
8 2  (4   4 2  (3

ــت و طبق  ــعاع دايره 4 اس ــت، زيرا ش حل: گزينه ي 3 صحيح اس
مسئله ي قبل داريم: 

AB a< 2 a و AB= ⇒ <4 4 2
ــفيد و آبي  ــبز، س مثال 4: داخل جعبه اي، 7 مهره به رنگ هاي س
ــه قرار مي دهيم. ثابت كنيد كه  ــود دارد. اين مهره ها را در دو جعب وج

يكي از اين دو جعبه، حداقل داراي دو مهره ي هم رنگ است.
حل: طبق جدول ذيل، مي توان مهره ها را داخل دو جعبه قرار داد. در 
صورتي كه از مرحله ي اول تا مرحله ي سوم از اصل لانه كبوتري براي 
جعبه ي دوم استفاده كنيم و از مرحله ي چهارم تا مرحله ي آخر از اصل 

لانه كبوتري براي جعبه ي اول استفاده كنيم، حكم مسئله برقرار است.
ــه رنگ را به عنوان 3 لانه و تعداد مهره ها را به  در هر مرحله، س
عنوان كبوترها در نظر مي گيريم. براي مرحله ي اول، 3 لانه و 6 كبوتر 
ــا داخل لانه ها قرار گيرند،  ــه ي دوم داريم. اكنون اگر كبوتره در جعب
حداقل يك لانه وجود دارد كه در آن، بيش از يك كبوتر است؛ يعني 

در جعبه ي دوم، حداقل دو مهره ي هم رنگ وجود دارد.
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    زمستان 1389
متوسطه

ــاوي الاضلاع به ضلع 4 در نظر  ــال 5: 5 نقطه داخل مثلث متس مث
بگيريد. ثابت كنيد حداقل فاصله ي دو نقطه، كم تر از 2 است. 

ــمت برابر تقسيم  ــكل زير به چهار قس حل: ابتدا مثلث را مانند ش
مي كنيم. سپس هر قسمت را به عنوان يك لانه در نظر مي گيريم. اگر 
ــغال مي كنند،  5 نقطه را به عنوان 5 كبوتر تصور كنيم كه لانه ها را اش
آن گاه طبق اصل لانه كبوتري، حداقل يك لانه وجود دارد كه در آن، 
ــم دو نقطه ي B و A داخل  ــا بيش تر كبوتر قرار دارد. فرض كني دو ي
ــد. چون در مثلث متساوي الاضلاع،  ــته باش مثلث MNK∆ قرار داش
ــت، پس  ــر دو نقطه كم تر از طول ضلع اين مثلث اس ــه ي بين ه فاصل

.AB<2

مثال 6: اگر در يك مهمانى n نفر حضور داشته باشند، ثابت كنيد 
ــت  ــتان آن ها باهم برابر اس حداقل دو نفر وجود دارند كه تعداد دوس

(اگر A با B دوست باشد، B هم با A دوست است).
ــى كه كم ترين دوست را دارد، تعداد دوستانش برابر صفر  حل: كس
  n -2 است و كسى كه بيش ترين دوست را دارد، تعداد دوستانش برابر
ــى كه دوست ندارد، با بقيه دوست  ــت (زيرا او به جز خودش و كس اس
ــخص، مى تواند يكى از اعداد  ــت)؛ بنابراين، تعداد دوستان يك ش اس

n - 2,...,0,1,2 باشد. اگر لانه ها را به صورت زير در نظر بگيريم:
(F : به منظور تعداد دوست است.)

F F F F n
...

= = = = −
��������� ��������� ��������� ���������

0 1 2 2

ــه و n  كبوتر داريم. پس طبق اصل  ــه مى كنيم كه n -1  لان ملاحظ
لانه ى كبوترى، حداقل يك لانه وجود دارد كه با دو يا بيش تر كبوتر 
ــغال مى شود، يعنى دو نفر وجود دارند كه تعداد دوستان آن ها با هم  اش

برابر است.
ــوى از اعداد طبيعى  ــال 7: ثابت كنيد كه هر مجموعه ى n  عض مث
مانند A ، حداقل داراى يك زيرمجموعه است كه حاصل جمع اعضاى 

آن بر n  بخش پذير است.
، در اين صورت  { }nA a ,a ,..., a= 1 2 اثبات با برهان خلف: اگر 
ــك از n 2  زيرمجموعه ى A  داراى خاصيت فوق  فرض مى كنيم هيچ ي
ــند، يعنى حاصل جمع اعضايشان بر n  بخش پذير نباشد، به ويژه  نباش

هر يك از مجموعه هاى:
{ } { } { } { }n nA a ,A a ,a ,A a ,a ,a ,...,A a ,a ,..., a= = = =1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2

ــان مضرب n  نيست. پس اعداد زير هيچ يك  نيز مجموع اعضايش
بر n  بخش پذير نيستند:

n nS a ,S a a ,S a a a ,...,S a a ... a= = + = + + = + + +1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2

  n عدد طبيعى بر  n ــيم اين از طرفى مى دانيم كه باقى مانده ى تقس
ــت (صفر جزء باقى مانده ها نيست، زيرا بر  يكى از اعداد 1 تا n -1  اس
n بخش پذير نيست). لذا چون n عدد موجود است و n -1  باقى مانده 
 n طبق اصل لانه ى كبوترى، لااقل 2 عدد از اين ( n -1 از 1 تا) داريم
 Si با هم برابر مى شود. فرض مى كنيم n عدد باقى مانده ى تقسيمشان بر

و  Sj در تقسيم بر n هم باقى مانده باشند كه j>i پس:
Sj -Si=kn, Sj - Si=ai+1+...+aj

ــتند و اگر قرار دهيم  ــت كه ai+1,...,aj اعضاى A هس و واضح اس
 B و ديديم كه مجموع اعضاى B A⊂ ــواره  } هم }i jB a ,..., a+= 1

ــض دارد. پس حكم ثابت  ــت و اين با فرض خلف تناق مضرب n اس
مى شود.

پرسش 3: 5 نقطه ى متمايز از محيط دايره ى مثلثاتى مفروض اند. 
در اين صورت كدام درست است؟

1) حداقل دو نقطه، داراى نسبت هاى مثلثاتى برابر هستند.
ب) حداقل دو نقطه، تانژانت هاى برابر دارند.
3) حداقل دو نقطه، سينوس هاى برابر دارند.

4) حداقل دو نقطه، نسبت هاى مثلثاتى هم علامت دارند.
ــت، زيرا اگر هر ربع دايره ى مثلثاتى را  حل: گزينه ى 4 صحيح اس
ــك لانه در نظر بگيريم و هريك از آن 5 نقطه را كبوتر فرض كنيم،  ي
چون تعداد كبوترها از لانه ها بيش تر است، طبق اصل لانه ى كبوترى، 
حداقل 2 نقطه از اين 5 نقطه در يك ربع دايره واقع مى شوند. بنابراين، 

نسبت هاى مثلثاتى آن ها هم علامت خواهد بود.
مثال: نشان دهيد كه هر زيرمجموعه ى شش عضوى از مجموعه ى 
ــه مجموع آن ها برابر 10  ــل دو عضو دارد ك } حداق }S , , ,...,= 1 2 3 9

است.
حل: هر لانه را براى دو عددى از مجموعه ى S در نظر مى گيريم 

كه مجموعشان برابر با 10 است. بنابراين داريم:

, , , ,
������ ������ ������ ������ ������

1 9 2 8 3 7 4 6 5

ــرگاه 6 عضو  ــت. ه ــه تعداد لانه ها 5 تاس ــه مى كنيم ك ملاحظ
زيرمجموعه اى از S را به عنوان 6 كبوتر در نظر بگيريم و قرار باشد 
ــغال كنند، آن گاه طبق اصل لانه ى كبوترى،  كه كبوترها لانه ها را اش
ــد كه در آن حداقل دو كبوتر قرار گيرد، پس در آن  لانه اى بايد باش

B



20
دوره ي بيستم/ شماره ي 3

    بهار 1390
متوسطه

1
2 1

2

1
2

1
2

1
2 1

2
1
2

1
2

1
2

A B

C

. .

.

ــت. ــان برابر با 10 اس لانه دو عدد وجود دارد كه مجموعش

تعميم يافته ى اصل لانه ى كبوترى
ــه در آن ها تعداد  ــديم ك ــائلى روبه رو ش ــا اين جا معمولاً با مس ت
ــداد لانه ها بود، يعنى k لانه و k +1  كبوتر  ــا يكى بيش تر از تع كبوتره
ــى از لانه ها دو  ــل لانه ى كبوترى حداقل در يك ــتيم كه طبق اص داش

كبوتر يا بيش تر قرار دارد.
ــا از چند برابر تعداد لانه ها  ــت كه اگر تعداد كبوتره اما بديهى اس
ــت كه «حداقل دو كبوتر  ــد، آن گاه نتيجه بيش از اين اس بيش تر باش
ــال، فرض كنيد  ــى از لانه ها وجود دارد». براى مث ــا بيش تر در يك ي
ــغال  ــد كبوترها لانه ها را اش ــه و 10 كبوتر داريم. اگر قرار باش 3 لان
كنند، درحالتى كه كبوترها در تمام لانه ها پخش باشند، به طور شهودى 
ملاحظه مى كنيم كه وقتى 9 كبوتر لانه ها را اشغال كرده باشند، در هر 
ــه كبوتر دهم در هر لانه قرار بگيرد،  ــه 3 كبوتر قرار دارد. چنان چ لان
حداقل در يكى از لانه ها 4 كبوتر يا بيش تر قرار خواهند داشت و اين 

تعميم يافته ى اصل لانه ى كبوترى است.
××× ×××× ×××������� �������� �������

ــوان تعميم يافته ى اصل لانه ى كبوترى را به اين صورت بيان  مى ت
كرد:

ــل  ــوند (m>n)، آن گاه حداق ــه ش ــر وارد n لان ــرگاه m كبوت ه
m كبوتر وارد يك لانه مى شوند.

n
−⎡ ⎤

⎢⎣ ⎦

1
+⎥ 1

مثال 9: در كلاسى 25 نفر دانش آموز حضور دارند. ثابت كنيد كه 
حداقل 3 نفر آن ها در يك ماه از سال به دنيا آمده اند.

ــه و m =25  را تعداد  ــوان n =12  لان ــال را به عن ــل: 12 ماه س ح
كبوترها در نظر مى گيريم. در اين صورت داريم:

m
n
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 25 11 1 312
بنابراين حداقل 3 نفر آن ها در يك ماه از سال به دنيا آمده اند.

ــه با 7 خودرو به  ــر از دانش آموزان يك مدرس ــال 10: 26 نف مث
سمت منزلشان حركت مى كنند. ثابت كنيد كه در هر خودرو حداقل 4 

نفر دانش آموز قرار دارند.
ــه و m=26 نفر را به عنوان  ــودرو را به عنوان n=7 لان ــل: 7 خ ح

كبوترها در نظر مى گيريم، در اين صورت داريم:
m

n
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 26 11 1 47
بنابراين، حداقل 4 دانش آموز در يك خودرو قرار دارند.

مثال 11: در كشوى كمد لباس ها چند جفت جوراب قرمز، آبى و 

ــفيد وجود دارد. چند لنگه جوراب (بدون آن كه به رنگ آن ها نگاه  س
ــو بيرون بياوريم تا مطمئن شويم كه حداقل 3 جفت  كنيم) بايد از كش

جوراب يك رنگ برداشته ايم؟
حل: هر رنگ را به عنوان يك لانه در نظر مى گيريم، در اين صورت 
n=3. از طرفى مى خواهيم حداقل در يك لانه 3 جفت جوراب هم رنگ 

يا 6 لنگه جوراب هم رنگ داشته باشيم. بنابراين داريم:
m

n
−⎡ ⎤ + =⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1 mn و 6 −⎡ ⎤= ⇒ =⎢ ⎥⎣ ⎦

13 53
m m m−

⇒ ≤ < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ <
15 6 15 1 18 16 193

درنتيجه، حداقل بايد 16 لنگه جوراب از كشو برداريم.
مثال 12: در يك مثلث متساوى الاضلاع به ضلع واحد، 10 نقطه 
به طور تصادفى انتخاب مى كنيم. ثابت كنيد سه تا از اين نقاط، رؤوس 

مثلثى با محيط كم تر از 1/5 واحد هستند.

ــك مى كنيم.  ــار لانه تفكي ــث را به چه ــكل، مثل ــل: مطابق ش ح
ــغال كنند، آن گاه در يك لانه حداقل  چنان چه 10 نقطه، لانه ها را اش
ــه نقطه را به هم  ــود دارد. چنان چه اين س ⎡− نقطه وج ⎤ + =⎢ ⎥⎣ ⎦

10 1 1 34
وصل كنيم، مثلث ABC به وجود مى آيد كه طول هريك از اضلاع آن 

1 است. بنابراين داريم؛
2
كوچك تر از 

AB

AC AB AC BC

P AB AC BC /

BC

⎧ <⎪
⎪
⎪ < ⇒ + + < + +⎪
⎨
⎪ ⇒ = + + <
⎪
⎪ <⎪⎩

1
2
1 1 1 1
2 2 2 2

1 5
1
2

مثال 13: هرگاه S يك زيرمجموعه ى 70 عضوى از اعداد طبيعى 
ــد، چنان چه اعضاى S را بر 20 تقسيم كنيم، ثابت كنيد حداقل 4  باش

عضو داراى باقى مانده ى يكسان هستند.
ــيم كنيم،  ــى را بر 20 تقس ــدد طبيع ــى كه هر ع ــل: در صورت ح
ــيم آن عدد بر 20 يكى از عددهاى زير خواهند بود.  باقى مانده ى تقس
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19 و ... و 2 و 1 و 0 خواهد بود. 
ــان n=20 است، به عنوان  چنان چه اين باقى مانده ها را، كه تعدادش

لانه ها و m=70 را تعداد كبوترها در نظر بگيريم، خواهيم داشت:
m

n
−⎡

⎢⎣

1 −⎤ ⎡ ⎤+ = + =⎥ ⎢ ⎥⎦ ⎣ ⎦

70 11 1 420
ــيم بر 20، باقى مانده هاى يكسان  درنتيجه، حداقل 4 عدد در تقس

دارند.
ــن و رضا و  ــا نام هاى حمزه، محمود، حس ــال 14: هفده نفر ب مث
نام هاى خانوادگى مشيرى، احمدى، بصيرى و ابوالحسنى در جلسه اى 
ــان دهيد كه حداقل 2 نفر وجود دارند كه نام و نام  ــدند. نش حاضر ش

خانوادگى آن ها باهم يكسان است.
ــر را به عنوان 17 كبوتر و 4 خانه با  ــل اول: چنان چه 17 نف راه ح

نام هاى زير را به عنوان 4 لانه در نظر بگيريم، خواهيم داشت:
×××× ×××× ××××× ××××����� ����� ������                  حمزه        محمود        حسن         رضا�����

m=17 و n=4 m
n
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⇒ + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 17 11 1 54

در نتيجه حداقل 5 نفر وجود دارند كه نام هاى آن ها يكسان است. 
ــر را به عنوان 4 لانه در نظر  ــون چنان چه 4 خانه با عنوان هاى زي اكن
بگيريم و قرار باشد حداقل 5 نفر بالا آن ها را اشغال كنند، آن گاه طبق 

اصل لانه ى كبوترى داريم:
×�����      ××������    ×�����    ×�����

                 مشيرى       احمدى        بصيرى         ابوالحسنى
ــوند كه يك خانه را پر كنند،  ــه حداقل 2 نفر يافت مى ش در نتيج
ــان دارند، نام خانوادگى آن ها نيز  يعنى حداقل دو نفر كه نام هاى يكس

يكسان خواهد شد.
ــدا، 16 لانه با عنوان هاي زير در نظر  ــل دوم: مى توان از ابت راه ح
ــغال  گرفت، چنان چه 17 نفر به عنوان 17 كبوتر، بخواهند آن ها را اش
ــود دارد كه در آن حداقل 2 كبوتر  ــد، آن گاه حداقل يك لانه وج كنن

قرار خواهد داشت.
×�����         ×�����         ×�����           ×�����  

    حمزه ابوالحسنى     حمزه بصيرى        حمزه احمدى     حمزه مشيرى
×�����        ×�����         ×�����          ×�����  

   محمود ابوالحسنى        محمود بصيرى      محمود احمدى     محمود مشيرى
×�����        ××������         ×�����          ×�����  

  حسن ابوالحسنى        حسن بصيرى       حسن احمدى      حسن مشيرى
×�����         ×�����        ×�����         ×�����

   رضا ابوالحسنى      رضا بصيرى      رضا احمدى       رضا مشيرى

پي نوشت
1. Peter Gustav Lejenue Dirichleh

2. Düren

3. Breslau

4. Gottingen

ادامه ي مطلب صفحه ي 9

,+ = + + + + +�
3 5

2 3 2 4 52 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ,+ = + + + + +�
3 5

2 3 2 4 52 23 3 13 3 3 3 3 3 3 3 3 32

( ) ,+ = + + + + +�2 3 3 2 4 5 5
2 2

2 1 1 1 1 1 1 1 1 11 178 2 2 2 2 2 2 2
2 2

,= + + + + +�5 1 1 1 11 1 1 1 14 2 4 8 16          

,= + + + + +�3 5
2 2

5 1 1 1 12 4 8 16 322 42 2
2 2

,= + + + +�33 1 1 1 1 1 1 1 1
256 4 4 16 16 64 64 256 256

= +3 4 ,+ + + +�2 3 4 54 4 4 4

,= + + + +�2 2 3 3 4 424 2 16 2 16 2 16 2 16

,= + + + +�2 2 3 3 4 4288 4 64 4 64 4 64 4 64

.= + + + +�2 2 3 3 4 44224 8 256 8 256 8 256 8 256

پي نوشت
1. Math. Spectrum

2. Yasar Atas

چند راديكال مسلسل
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ــاد  المپي ــه ي  تاريخچ ــاره ي  درب
رياضي لنينگراد و مسائل آن نوشتيم. 

در اين جا سؤالات ديگري از اين المپيادها 
ــا ارائه مي دهيم. اين  ــراه با راه حل آن ه را هم
مسائل از المپياد سال 1993 انتخاب شده اند.
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المپيادهاي رياضي
لنينگراد   2

مسائل 
1. آيا پنج عدد طبيعي مختلف وجود دارد به گونه اي كه حاصل ضرب دو عدد بزرگ تر 

با مجموع هر پنج عدد برابر باشد؟
ــط به دو عدد دو رقمي تفكيك كرده ايم. معلوم  2. عددي چهار رقمي را از وس
ــت. آيا ممكن  ــد عدد چهار رقمي بر مجموع دو عدد دو رقمي بخش پذير اس ش

است مجموع اين اعداد برابر 94 باشد؟
ــوژ ABCD قرار دارد  ــط ضلع BC چهارضلعي ك 3. نقطه ي M وس

ــدار زاويه ي ــم مق 120 درجه است. و مي داني ˆAMD

ثابت كنيد:

AB BC CD DA+ + ≥
1
2

4. نقطه هاي F ,E ,D را روي ضلع هاي 
ــاقين  ــاوي الس ــث متس AC و AB و BC از مثل

ــر گرفته  ايم كه  ــوري در نظ AB) ط BC) ABC=

طول پاره خط هاي راست DE و DF و دو زاويه ي BACˆ و 
FDEˆ برابر باشند. ثابت كنيد:

AE+FC=AC

روي  را   F و   E و   D ــاي  نقطه ه  .5
ــث  ــاي AC و AB و  BCاز مثل ضلع ه
 (AB BC) ABC= متساوي  الساقين 
ــته  طوري در نظر گرفته ايم كه داش

باشيم:
AE+FC=AC و  DE=DF

 BAC ثابت كنيد دو زاويه ي
و FDE برابرند.
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α

αβ β

ــده ي f(x) در بازه ي (∞+ و0]وجود  6. ثابت كنيد تابع تعريف ش
دارد به نحوي كه داشته باشيم: 

xf (f (....f (x)...)
x

=
+1

(از نماد f، 239 بار استفاده شده است).
ــازه ي (∞+ و0] وجود دارد  ــع معين f(x) در ب ــت كنيد تاب 7. ثاب

به گونه اي كه داريم:
f (f (....f (x)...) x x= + +1 2

(از نماد f، 45 بار استفاده شده است).

پاسخ ها
  x2 و x1 ،ــه كوچك ــور را به ترتيب از بزرگ ب ــاي مزب 1. عدده
ــئله داريم: ــا توجه به فرض  مس ــم و ب ــرض مي كني و x3 و x4 و x5  ف

x بنابراين: x x x x〉 〉 〉 〉1 2 3 4 5

x x , x x , x x , x x≥ + ≥ + ≥ + ≥ +1 2 2 3 3 4 4 51 1 1 1
 x x x x x x x= + + + +1 2 1 2 3 4 5 حال اگر داشته باشيم: 

نتيجه مي شود:
x x x x x x x

x x x x x x x
(x )(x ) x x x

(x )(x ) x x

= + + + +

⇒ − − + = + + +

⇒ − − = + + +

− − ≥

1 2 1 2 3 4 5
1 2 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5

1 2 2 3

1 1
1 1 1

1 1

x پس:  x≥ +2 3 1 x و  x≥ +1 2 1 و چون
(x )(x ) x x− − ≥1 2 2 31 1

در نتيجه داريم:
x x x x x+ + + ≥3 4 5 2 31

x x⇒ + + ≥4 51 x (x ) , x x− ≥ +3 2 2 31 1
x (x ) x x x x (x )(x )⇒ − ≥ ⇒ + + ≥ ≥ + +2 2

3 2 3 4 5 3 4 51 1 1 2

x x x x x x⇒ + + ≥ + + +4 5 4 5 4 51 2 2
x x x⇒ + + ≤4 5 4 1 0

كه اين نتيجه غيرممكن است.
ab cd abcd+ 2. مطابق فرض مسئله داريم:
cd خواهيم داشت: y= ab و x= و با فرض 

abcd d c b a (d c) (b a)= + + + = + + +10 100 1000 10 100 10

cd ab y x x y y x= + = + ⇒ + +100 100 100
                 

(x y) (x y) x x y x⇒ + + + ⇒ +99 99

ــون  9 و چ x4 99 ــود:  ــه مي ش x نتيج y+ = 94 ــرض ــا ف و ب
ــه اين نيز  ــه  x=94 و y=0 ؛ ك x94 و در نتيج ــس  ) پ , ) =94 99 1

غيرممكن است.
 C (قرينه ي) ــاب AMDˆ بازت = 	120 ــكل، داريم.  ــق ش 3. مطاب
 C′ را رسم و (B )′  AM نسبت به  B و قرينه ي (C )′  MD نسبت به

′B را به A و D و M وصل مي كنيم. و 

ــا يكديگر و  MC ب D′ ــاي MCD و  ــه مثلث ه ــت ك بديهي اس
مثلث هاي MAB و ′MAB نيز با يكديگر هم نهشت اند و در نتيجه:

ˆ ˆ ˆ ˆMC MD MB MB BC, M M , M M′ ′= = = = = =1 2 3 4
1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆM M M M , B MC′ ′⇒ + = + = =	 	
1 3 2 4 60 60

و  ــت  اس ــلاع  الاض ــاوي  متس  B MD′ ــث′ مثل ــن  بنابراي
. هم چنين مطابق اصل حمار مي توان نوشت: BCB D MB′ ′ ′= = 2

BCDD D B AB AD DC AB AD′ ′ ′ ′+ + ≥ ⇒ + + ≥2

، پس مي توان  ˆ ˆBAC FDE= 4. مطابق شكل، چون AB=AC و 
فرض كرد كه:

ˆ ˆ ˆBAC BCA FDE= = = α

بنابراين:
ˆˆ ˆFDA ACF DFC

ˆ ˆ ˆEDA DFC EDA

= +

⇒ α + = α + ⇒ ˆDFC= = β

ــر دارند  ــه ي براب ــث DFC و AED دو زاوي ــه دو مثل و در نتيج
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A C

F

E

D D´

B

ˆ و چون  ˆD E=1 1 ــت، يعني:  ــا نيز برابر اس ــوم آن ه و لذا زاويه ي س
ــه حالت دو زاويه و  ــث DFC و ADE و ب ــس دو مثل ، پ DF DE=

ضلع بين هم نهشت اند و از آن جا:
DC AE,FC AD
AD DC A

= =
+ = E FC AC AE FC+ ⇒ = +

ــت، يعني در  ــئله ي 4 اس ــس مس ــع عك ــئله در واق ــن مس 5. اي
ــرض AE+FC=AC  مي خواهيم ثابت  ــا ف ــكل و اين بار ب همان ش
 AC را روي D′ ــه ي ــن منظور، نقط . براي اي ˆ ˆBAC FDE= ــم:  كني
ــه به فرض  D و با توج C AE′ = ــه  ــم ك ــر مي گيري ــوري در نظ ط
AD و  FC′ = AE نتيجه مي شود كه  FC AC AD D C′ ′+ = = +

D به حالت دو ضلع و  AE′ و  D FC′ ، پس مثلث هاي  ˆ ˆA C= چون 
زاويه ي بين هم نهشت اند.

axaax a xa xf (f (f (x ))) f ( ) axa x a axa
a x

+= = =
+ ++

+

22
22 3

2
axf (f (f (x ))) a x⇒ =
+3

و به صورت استقرايي مي توان حدس زد:

f (f (....( f ( x ))...
n

axf ( ) a nx=
+
�����


ــتقراي رياضي اثبات  ــتي اين حدس را به كمك قضيه ي اس (درس
كنيد.) 

 xf (f (...f (x)...) x=
+1

حال اگر داشته باشيم  
axنتيجه مي شود: x ax ax ax nxa nx x= ⇒ + = +

+ +
2 2

1
ax nx a n⇒ = ⇒ =2 2

ــي:  ــود، يعن ــرض ش a ف n= = ــه 239 ــت ك ــي اس ــي كاف يعن
xf و با اين فرض خواهيم داشت: (x) x=

+
239

239
xf ( f (. . . f (x) . . . ) x=
+
�������
 1

239
ــئله ي قبلي است كه براي دانش آموزان  ــئله مشابه مس  7. اين مس
پايه اي ديگر طرح شده بود. راه حل آن نيز مشابه مسئله ي قبلي است 
ــود. براي راهنمايي  ــه دانش آموزان واگذار مي ش ــوان تمرين ب و به عن

f فرض شود. (x) ( x )a= + 21 مي گوييم كه 

ــت و  ′D از E و F به يك فاصله اس ــي  ، يعن D F D E′ ′= ــس پ
ــت. پس′D نقطه ي برخورد عمود  بنابراين روي عمودمنصف EF اس
 DE=DF ــه طبق فرض ــت و از آن جا ك ــف EF و ضلع AC اس منص
′D بر هم  پس با استدلالي مشابه، D نيز همين نقطه است، يعني D و 

.DC=AE و AD=FC منطبق اند و
ˆ و  ˆADE DFC= مثلث هاي ADE و CFD هم نهشت اند و

، بنابراين: ˆ ˆDEA FDC=
ˆ ˆ ˆFDE (FDC ADE)

ˆˆ ˆ ˆ ˆ(DEA DFC) (DEA EDA) BAC

= − +

= − + = − + =

	

	 	
180

180 180

axf نتيجه مي شود: (x) a x= + 6. با فرض 
axa a x axa xf (f (x)) ax a xa axa
a x

+= = =
+++

+

2
2 22

ــد تصور كرد كه يگانه عمل رياضيات  نباي

ــادم  «خ را  آن  ــه  ك

ــد  ــوم» ناميده ان عل

ــت به علوم  خدم
ديگر و تلاش در پيشرفت آن هاست؛ 

نام  دانش  اين  بر 

ــده است. اگر در مواردي  «ملكه ي علوم» نيز اطلاق ش

ــران ثروتمندتر خود تقاضاي كمك  اين ملكه از خواه

ي دارد، در عوض صاحب كبريا 
مي كند و انتظار خدمات

ــز از هيچكس كمك  ــت و هرگ ــت عظيمي اس و مناع

ــزد نمي خواهد و در انتظار لطف  بي اجر و زحمت بي م

ــان ديگران نيست و آن چه را كه دريافت مي كند  و احس

به طور افزون تر خواهد پرداخت.

ارِيك تمپل بل

ادب رياضى
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اشاره
ــه اى از  ــا مقدم ــل ب ــمت قب در قس
ــارف در قرون  رمزنگارى هاى متع
ــنا  آش به صورت توصيفى  ــته  گذش
ــديد. در اين قسمت و قسمت هاى  ش
و  ــگارى  رمزن ــول  اص ــا  ب ــدى  بع
حاصل  «تك الفبايى  رمزگشايى هاى 
از الفباى متعارف مستقيم»، «رمزهاى 
ــاى  ــر تبديل ه ــى ب ــى مبتن تك الفباي
خطى» و «سيستم هاى چند حرفى» و... 
ــد. در اين قسمت به  ــنا خواهيد ش آش
ــى حاصل از الفباى  رمزهاى تك الفباي

متعارف مستقيم (رمز 
 ( ى ر ا ــذ ى گ جا

مى پردازيم. در آخر نيز 
براى آزمودن يافته ها، چند تمرين 

خواهيم آورد.

سيد محمدرضا هاشمى موسوى
hashemi_moosavi@yahoo.com

كليدواژه ها: پيام رمز، رمز جاى گذارى، دنباله ى صريح، دنباله ى 
ــزى، رمزهاى تك الفبايى، الفباى جاى گذارى، عدد كليدى، كليد  رم

رمز، فراوانى حروف.

هم نهشتى و كاربردهاى آن
رمزنگارى و رمزگشايى(12)

رمزهاى تك الفبايى حاصل از الفباى متعارف مستقيم
 (رمز جاى گذارى)

رمز سزارى
ــيم،  ــتم هاى رمزنگارى كه مى شناس ــن سيس ــى از قديمى تري يك
ــبت به  ــزار به كار برده و به همين مناس ــت كه ژول س ــتمى اس سيس



ــوم است. در اين روش رمزنگارى به جاى هر حرف از پيام، حرف سومِ بعد از آن از حروف الفباى معمولى قرار داده  ــزارى موس رمزنگارى س
مى شد. البته سزار الفباى رومى را به كار مى برد، ولى ما شيوه ى او را با الفباى امروزى (انگليسى) شرح خواهيم داد.

فرض كنيد بخواهيم پيام زير را به رمز درآوريم:
«I CAME I SAW I CONQUERED»

ابتدا زير هر حرف از پيام، حرفى را مى نويسيم كه در حرف هاى الفبا به ترتيب معمول، سه حرف پس از آن قرار گرفته است، يعنى به جاى 
I حرف L قرار مى گيرد، به جاى C حرف F، به جاى A حرف D و غيره. نتيجه ى كار چنين است:

بنابراين، پيام رمزى چنين است:
«L FDPH L VDZ L FRQTXHUHG»

ــت تلاش براى  ــى مى كند و از چگونگى تهيه ى آن اطلاعى ندارد، ممكن اس ــد. براى فردى كه آن را بررس نتيجه كاملاً نامفهوم به نظر مى رس
ــرعت معلوم مى شود. فقط كافى است به جاى هر  ــى كه رمز را مى داند، معناى پيام به س ــد. از طرف ديگر براى كس ــف آن كاملاً بى ثمر باش كش
ــت جايگزين كنيم تا مطلب اصلى  ــه حرف پيش از آن قرار گرفته اس حرف از پيام رمزى، حرفى را كه در حرف هاى الفبا به ترتيب معمولى س

فاش شود.
ــود. راهى  ــته مى ش ــت كه در آن به جاى هر حرف از پيام اصلى حرف ديگرى گذاش اين مثالى از نوعى رمز به نام «رمز جاى گذارى» اس
ــتفاده از «الفباى جاى گذارى» است كه نشان مى دهد چه حرفى به جاى چه حرف ديگر قرار  ــب براى نمايش دادن به اين جاى گذارى اس مناس
ــتن دنباله ى الفباى معمولى در يك سطر و سپس بازنويسى آن در  ــزارى، عبارت از نوش ــاختن الفباى جاى گذارى در رمز س مى گيرد. روش س
سطر دوم، منتها با شروع از D به جاى A است. وقتى كه در سطر دوم به حرف آخر الفبا رسيديم، بعد از حرف Z به ترتيب حرف هاى B ،A و 

C را مى نويسيم، درواقع دنباله ى الفبا را به صورت چرخه اى در نظر مى گيريم كه به طور متوالى تكرار مى شود:

سطر اول را دنباله ى صريح و سطر دوم را دنباله ى رمزى مى خوانيم. به اين ترتيب، عمل به رمز درآوردن را مى توانيم به اين صورت انجام 
دهيم كه به جاى هر حرف از پيام صريح، حرف زيرين آن در الفباى جاى گذارى را قرار دهيم. براى رمزگشايى مى توانيم به جاى هر حرف از 
پيام رمزى،  حرف بالايى آن در الفباى جاى گذارى را بگذاريم (به بيان رياضى مى گوييم عمل از رمز درآوردن معكوس عمل به رمز درآوردن 
ــزارى را مى توان به صورت عددى نيز انجام داد. فرض كنيد به هر حرف، عددى اختصاص دهيم كه مكان  ــت). فرايند رمزنگارى در رمز س اس

آن را در دنباله ى معمولى الفبا (شكل صريح) نشان دهد. در اين صورت تناظر زير را خواهيم داشت:

حال براى به رمز درآوردن پيام مورد نظر، به طريق زير، مرحله به مرحله، عمل مى كنيم:
1) به جاى هر حرف، عدد متناظر با آن را قرار مى دهيم.

DEREUQNOCIWASIEMACI
↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓

GHUHXTQRFLZDVLHPDFL

: متن اصلى

: پيام رمزى

ZYX....RNMLKJIHGFEDCBA
↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓
CBA....RQPONMLKJIHGFED

: دنباله ي صريح (1

: دنباله ي رمزى (2

ZYX....MLKJIHGFEDCBA
↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓↓
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: دنباله ي صريح

: دنباله ي رمزي
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2) به هريك از اين اعداد 3 واحد اضافه مى كنيم.
3) به جاى اعداد حاصل، حروف متناظرشان را مى گذاريم.

همان طور كه انتظار داشتيم، نتيجه همان پيام رمزى است كه از پيش به دست آمده بود.
تمرين. پيام زير را كه با رمز سزارى به رمز درآمده است، از رمز درآوريد.

1. FRZDUGV GLH PDQB WLPHV EHIRUH WKHLU GHDWKV

الفباى متعارف مستقيم
ــبت به دنباله ى صريح انتخاب كرد. او مى توانست هر عددى را براى  ــزار عدد 3 را به عنوان ميزان انتقال دنباله ى رمزى نس نمى دانيم چرا س
ــد. درواقع، به  ــته باش اين منظور به كار ببرد، فقط كافى بود كه از پيش با طرف مكاتبه ى خود درباره ى چگونگى به رمز درآوردن، قرارى گذاش
ــد. براى مثال، مى توان قرار گذاشت كه طبق طرحى،  ــته باش ــب، ميزان انتقال مى تواند در هر پيام با پيام ديگر فرق داش فرض يك قرارداد مناس
ــود و باقى مانده ى اين عدد به يك عدد ثابت مانند 26 (تعداد حروف الفباى لاتين)، ميزان انتقال يعنى مقدار  ــبت داده ش به هر پيام يك عدد نس
ــود: به تعداد كلمات هر پيام، شماره ى پيام و  ــت به يكى از اين ويژگى ها مختص ش ــود. براى مثال، چنين عددى ممكن اس تغيير مكان گرفته ش

تاريخ ماهى كه پيام فرستاده مى شود، عددى كه از يك فرايند به دست مى آيد كه اصلاً ربطى به آن مكاتبه ندارد.
ــود و هم در به رمز درآوردن و هم در از رمز درآوردن به كار رود.  ــاخته ش ــتن اين عدد، الفباى جايگزين مى تواند س در هر صورت با داش
ــد (به اين ترتيب كه دنباله ى رمزى  ــده باش يك الفباى جاى گذارى كه در آن هم دنباله ى صريح و هم دنباله ى رمزى از الفباى معمولى گرفته ش

پس از مقدار مشخصى تغيير مكان به دست آمده باشد). «الفباى متعارف مستقيم» خوانده مى شود.
ــت كه بايد به P، معادل عددى هر حرف زبان  ــددىِ معادل مى توان گفت: C=P+K؛ كه در آن K، مقدار تغيير مكان، عددى اس ــد ع در فراين
ــد، آن گاه حرف A از دنباله ى صريح مقابل حرفى از  ــت آيد. اگر مقدار تغيير مكان K باش ــين رمزى آن، به دس ــود تا C، جانش صريح، اضافه ش

دنباله ى رمزى واقع است كه متناظر با (K +1) است.
ــكيل داد. اين ابزار از دو دايره ى هم مركز ساخته مى شود كه در پيرامون  ــتقيم را تش ــرعت مى توان الفباى متعارف مس ــاده به س با ابزارى س

هريك از آن ها، حرف هاى الفبا به ترتيب نوشته شده اند (مطابق شكل 1).
حلقه ى بيرونى دنباله ى صريح و حلقه ى درونى كه قابل چرخيدن است، دنباله ى رمزى است. اگر 
ــل A از حلقه ى بيرونى، حرف متناظر (K +1) از حلقه ى درونى را قرار دهيم، الفباى جاى گذارى  مقاب
ــت (شكل (1) براى حالت K =6 رسم شده است). جالب  ــد، خواهيم داش را كه ميزان انتقال آن K باش
ــابهى را به كار مى برد. الفبايى كه اين ابزار توليد  ــال ها پيش، ارتش آمريكا ابزار مش ــت كه س توجه اس
مى كرد، با الفباى متعارف مستقيم اين تفاوت را داشت كه دنباله ى رمزى در آن به ترتيب وارونه نوشته 
ــن دنباله با قرار گرفتن در مقابل  ــن دنباله اى «دنباله ى متعارف وارونه» و الفبايى كه اي ــده بود. چني ش

دنباله ى صريح معمولى توليد مى كند «الفباى متعارف وارونه» ناميده مى شود.
ــاب هريك از 26  ــتفاده كنيم، آن گاه انتخ ــتقيم اس ــاختن الفباى متعارف مس اگر از دايره براى س

782182420171861226422128164612
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: (مرحله ى 2)

: (مرحله ى 3)
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: (مرحله ى 1)
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طبق آن ميزان انتقال معلوم شود چنين عددى به دست آيد، بايد در اين 
قرار مشخص شده باشد كه چه عددى جانشين آن شود.

ــتم رمزنگارى دو اصل اساسى دارد: سيستم كلى و كليد  هر سيس
ويژه.

«فرايند كلى مورد استفاده و جزئيات نحوه ى استفاده از آن فرايند 
كلى را سيستم كلى و مشخص كننده ى جزئيات نحوه ى استفاده از اين 
ــزارى از  ــد را كليد ويژه مى نامند.» براى مثال در رمزنگارى س فراين
يك الفباى متعارف مستقيم با كليد ويژه ى 3 استفاده مى شود. از آن جا 
كه در اين سيستم تنها يك الفباى جاى گذارى به كار مى رود، نتيجه را 

«رمز تك الفبايى» مى نامند.

تمرين
ــازيد و پيام  ــتقيم با ميزان انتقال 7 بس 1) يك الفباى متعارف مس

زير را به رمز درآوريد:
THE FAULT DEAR BRUTUS IS NOT IN OUR STARS 

BUT IN OURSELVES.
ــتن آن كه الفباى متعارف مستقيم آن  2) پيام رمزى زير را با دانس

با ميزان انتقال 11 است، از رمز درآوريد.
ESPCP TD L ETOP TY ESP LQQLTCD ZQ XPY HSTNS 

ELVPY LE ESP QWZZO WPLOD ZY EZ QZCEFYP.

پاسخ ها
1) AOL MHBSA KLHY IYBABZ PZ UVA PU VBY 

ZAHYZ IBA PU VBYZLSCLZ. 
2) THERE IS A TIDE IN THE AFFAIRS OF MEN 

WHICH TAKEN AT THE FLOOD LEADS ON THE 

FORTUNE. 

پي نوشت
1. Vigenére

ــب  ــتقيم با قرار دادن دايره ى درونى در وضع مناس الفباى متعارف مس
ــود. چنين امكانى را «ويژنر»1 رمزنگار فرانسوى به  امكان پذير مى ش
طريقى ديگر فراهم آورد. او در يك مربع حرف هاى الفبا را نوشت، به 
ــطر، دنباله ى معمولى الفبا را نوشت و در  اين طريق كه در بالاترين س
ــطر متعاقب آن، دنباله اى را نوشت كه از انتقال دنباله ى قبلى به  هر س
اندازه ى يك حرف به سمت چپ به دست مى آمد. با قرار دادن الفباى 
ــع، هر الفباى متعارف  ــى به عنوان دنباله ى صريح در بالاى مرب معمول
ــتقيم از تركيب دنباله ى صريح با يك سطر مناسب در مربع، قابل  مس
ــا اولين حرف دنباله ى  ــك از اين الفباها به راحتى ب ــول بود. هري حص

رمزى آن معين مى شد (شكل 2).

ــتم هايى است كه هريك از آن ها را  ــاس سيس توجه: اين مربع اس
بيان خواهيم كرد.

ــود،  ــته مى ش ــاره ى قرارى كه براى تعيين ميزان انتقال گذاش درب
ــت كه اگر طبق قرار ما عدد  ــويم. واضح اس نكته اى را بايد متذكر ش
تعيين كننده ى كليد رمز پيام بتواند مضربى از 26 باشد، مرتكب اشتباه 
ــيم بر 26 باقى مانده اى برابر صفر  ــده ايم، زيرا چنين عددى در تقس ش
خواهد داشت و درنتيجه پيام بايد به زبان معمولى نوشته شود. بنابراين، 
قرار ما بايد به گونه اى باشد كه طبق آن نتوان عدد 26 (يا هر مضربى 
از آن) را به عنوان ميزان انتقال به كار برد؛ اگر از فرايندى كه قرار است 
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ــمت (11) در مجله ي رشد برهان شماره ي 68 است كه به علل اشكالات چاپى،  ــطر مربوط به انتهاى مقاله ى قس اين چند س
حذف شده بود:

«فارغ التحصيلان رياضيات پيشرفته در ارتش ها و دستگاه هاى اطلاعاتى؛ كارطراحى سيستم هاى رمزى، و شكستن رمزهاى 
حريف به كارگيرى انواع دستگاه هاى رمزنگار رايانه اى، و طراحى سيستم هاى كدنيگ مشغول اند.

ــتم هاى پيچيده ى ديجيتالى و نوآورى هايى در زمينه هاى رمزهاى  ــتى و قراردادى، جاى خود را به سيس امروزه رمزهاى دس
مخابراتى و ارتباطى داده اند.»

ش و اصلاح
پوز

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z

B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A

C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B

D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C

E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D

F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E

G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F

H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G

I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H

J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I

K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J

L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K

M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L

N O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M

O P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N

P Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O

Q R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P

R S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q

S T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R

T U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S

U V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T

V W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U

W X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V

X Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W

Y Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X

Z A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y

صريح

زي
رم
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يك دنباله، تابعي است كه دامنه ي آن مجموعه ي اعداد 
ــك جمله ي دنباله  ــك از مقادير برد آن، ي ــد و به هري طبيعي باش

ــي، جمله هاي دنباله را توليد  ــد. در واقع، مقادير برد چنين تابع گوين
مي كند.

ــت. در اين دنباله   يك دنباله اس
N

nf (x) n→
= +� ــال، تابع 1 ــراي مث ب

داريم:
nf ( ) , f ( ) , f ( ) , ... , f (n) , ...n= = = = +

1 2 31 2 32 3 4 1
پس جمله هاي اين دنباله عبارت است از:

       n, , ,..., ,...n+
1 2 3
2 3 4 1   

جمله ي اول دنباله را با a1 و جمله ي دوم را با a2 و جمله ي سوم 
را با a3 و ... و جمله ي nام دنباله دار را با an نشان مي د هيم. به جمله ي 
}يا  }na nام، جمله ي عمومي دنباله هم مي گوييم. و خود دنباله ها را با 

n نشان مي دهيم.
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭+1 n يا 

na n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

= +1

حدّ دنباله و دنباله ي همگرا
) هرگاه به  )L∈� ــت  } داراي حدّ L اس }na ــه ي  ــم دنبال مي گويي
ازاي هرε〉0 عدد طبيعي M وجود داشته باشد، به طوري كه از مرتبه ي 
. اين گفته را با نمادهاي رياضي  na L− 〈ε داشته باشيم n M≥ مانند 

چنين نشان مي دهيم.
nM N : n M a L∀ε〉 ∃ ∈ ≥ ⇒ − 〈ε0

 L ــا دنباله به عدد ــت ي ــن صورت مي گوييم دنباله همگراس در اي
 براي يافتن عدد طبيعي M، بايد 

n
nlima L

→∞
= همگراست و مي نويسيم 

n رسيد. عمل  M≥ na شروع كرد تا به نامساوي  L− 〈εاز نامساوي
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n يك جست وجو و بررسي است و  M≥ na به  L− 〈ε ــيدن از رس
na رسيد.  L− 〈εــاوي n به نامس M≥ پس از يافتن M بايد بتوان از 

در واقع، روابط حل بايد برگشت پذير باشد.
ــت كنيد كه حدّ  ــتفاده از تعريف حدّ دنباله ثاب ــئله ي 1: با اس مس

} عدد 1 است. }n
n
+2 دنباله ي 

n

nlim n→∞

+ =2 يعني:                                                    1

حل: براي اين كار بايد ثابت كنيم:
nM N : n M n
+∀ε〉 ∃ ∈ ≥ ⇒ − 〈ε20 1

n
n
+ −2 nn n

nn n ε
+ −〈ε ⇒ 〈ε ⇒ 〈ε⇒ 〈ε⇒ 〉2 12 21 2

n⇒ 〉 ε
2

 هم مثبت است، ولي ممكن است 
⎣ ⎦ε
) عدد مثبتي است پس 2 ⎦ε چون (

ــت، اما  ⎢ حتماً عدد طبيعي اس ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ε
2 ــد، در حالي كه   عدد طبيعي نباش

⎣ ⎦ε
2

M را در نظر مي گيريم. ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= +ε
2  كمتر باشد، لذا 1

⎣ ⎦ε
2 ممكن است از 

 n M≥ ــد بتوانيم از  ــي M را پيدا كرديم باي ــال كه عدد طبيع ح
ــيم. اگرچه اين قسمت از حل ضروري  n برس

n
+ − 〈ε2 1 به نامساوي 

نيست، ولي براي درك بهتر، آن را مي نويسيم.
n M n n n

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ε≥ = + ⇒ ≥ + ⇒ 〉 ⇒ 〈εε ε
2 12 21 1 2

         n n n
n n n n

+ − +⇒ 〈ε⇒ 〈ε⇒ 〈ε⇒ − 〈ε2 2 2 2 1

 M ــه در يافتن ــت پذيري مي گوييم. چنان چ ــن اعمال را برگش اي
درست عمل كنيم نيازي به حل برگشت پذيري وجود ندارد.
} همگرا باشد، حدّ آن يكتاست. }na قضيه: اگر دنباله ي 

دنباله ي واگرا
ــد، دنباله را واگرا  }به عدد حقيقي L همگرا نباش }na اگر دنباله ي 
} واگرا  }Sin n } و }n2 } و  }n } و  }n( )−1 ــم. مثلاً دنباله هاي  گويي
هستند. اگر بخواهيم ثابت كنيم يك دنباله واگراست، كافي است ثابت 

كنيم حدّ دنباله نمي تواند يك عدد حقيقي مانند L باشد.
}واگراست. }n+1 مسئله ي 2: ثابت كنيد دنباله ي 

حل: فرض مي كنيم اين دنباله به عدد حقيقي L همگرا باشد، يعني 
ــراي اثبات اين حدّ  ــيم. ب Lim آن گاه به تناقض مي رس n L

n
+ =

→∞
1

بايد بگوييم:
M N : n M n L∀ε〉 ∃ ∈ ≥ ⇒ + − 〈ε0 1

n L n L L n L+ − 〈ε ⇒ −ε〈 + − 〈ε ⇒ −ε 〈 + 〈 + ε1 1 1
n L n (L ) n (L )+ 〈 + ε ⇒ + 〈 + ε ⇒ 〈 + ε −2 21 1 1

 n ، n ــت كه وقتي ∞→ n اين اس (L )〈 + ε −2 ــاوي 1 معناي نامس
ــداد طبيعي از  ــت، يعني اع L) كوچك تر اس )+ ε −2 از عددحقيقي 1
ــت. بنابراين، حدّ دنباله ي اين مسئله  بالا كران دارند كه غير ممكن اس

نمي تواند عدد حقيقي L باشد، پس دنباله واگراست.

اعمال اصلي روي دنباله ها
  nLima L

n
=

→∞
1 } داشته باشيم  }nb } و  }na قضيه: اگر در دو دنباله ي

، آن گاه داريم: nLimb L
n

=
→∞

و2
n n

n n

) Lim (a b ) L L
n

) Lim (a .b ) L .L
n

) Li

± = ±
→∞

=
→∞

1 2

1 2

1

2

3 n
n

Lam LLbn
= ≠

→∞
1

22
0

دنباله ي كران دار
 M2 ــران دار گوييم هرگاه عدد حقيقي }را از بالا ك }na ــه 1. دنبال

n داشته باشيم: N∈ وجود داشته باشد به طوري كه براي هر 
na M≤ 2   

}را از پايين كران دار گوييم، هرگاه عدد حقيقي  }na ــه ي  2. دنبال
n داشته باشيم: N∈ M1 وجود داشته باشد، به طوري كه براي هر 

  na M≥ 1  
ــران پايين،  ــد و هم ك ــته باش ــران بالا داش ــه اي هم ك ــر دنبال اگ
ــت،  }كران دار اس }n

1 ــران دار گوييم. براي مثال دنباله ي  ــه را ك دنبال
ــت.يا مثلاً دنباله ي  ــالاي آن 1 و كران پايين آن صفر اس ــرا كران ب زي
2 و كران پايين  }كران دار است، زيرا كران بالاي آن  }sin n cos n+

− است. 2 آن 

دنباله ي صعودي
 ، n na a+ ≥1 n داشته باشيم  N∈ } براى هر  }na اگر در دنباله ي 
}صعودي است. }n+2 دنباله را صعودي گوييم. براي مثال دنباله ي 

دنباله ي نزولى
 ، n na a+ ≤1 ــته باشيم  n داش N∈ } براى هر  }na اگر در دنباله 

.{ }n− +5 آن گاه دنباله را نزولي گوييم، مانند دنباله ي
n صعودي است.

n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭+4 مثال: نشان دهيد كه دنباله ي 

n na a+ ≥1 n. داريم:  N∀ ∈ حل: بايد ثابت كنيم كه براى هر 
nn

n na a
n n+
+

≥ ⇒ ≥
+ +1

1
5 n) ضرب مي كنيم. 4 ) (n )+ +4 5 دو طرف نامساوي را در مقدار مثبت 

(n )(n ) n(n ) n n n+ + ≥ + ⇒ + + 〉 + ⇒ 〉2 24 1 5 5 4 5 4 0

همواره درست است.
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ــت، ولي عكس اين قضيه  ــه: هر دنباله ي همگرا كران دار اس قضي
همواره درست نيست.

} را در نظر مي گيريم. اگر تابع با ضابطه ي  }f (n) ــه: دنباله ي  قضي
x مشتق پذير باشد، در اين صورت داريم: f به ازاي 1≤ (x)

} صعودي است. }f (a )n f، آن گاه دنباله ي  (x)′ ≥0 الف) اگر 
} نزولي است. }f (a )n f، آن گاه دنباله ي  (x)′ ب) اگر 0≥

} نزولي است. }n
n
− +

+
2

2 3
مثال: نشان دهيد كه دنباله ي

حل: 
nx n , f (x) f (x)
n ( n )
− + −′= ≥ = ⇒ = 〈

+ + 2
2 71 02 3 2 3

درنتيجه دنباله نزولي است.

نكات دنباله
ــه ي دنباله ي  ــم عدد m چندمين جمل ــر بخواهيم كه بداني 1- اگ
 n N∈ ــه به اين كه  na را با توج m= ــد معادله ي  ــت، باي } اس }na

است، حل كنيم.
} چند جمله ي منفي يا  }na ــم دنباله ي  ــر بخواهيم كه بداني 2- اگ
na را حل  na يا 0< چند جمله ي مثبت دارد، بايد نامعادله هاي 0>
 n N∈ ــا توجه به اين كه  ــم. با تعيين علامت، محدوده ي جواب ب كني

است، به دست مي آيد.
} چند جمله ي منفي دارد؟ }n n− −2 6 187 مثال: دنباله ي 

حل:
n n , n n n− − < − − = ⇒2 26 187 0 6 187 0 = ± +3 9 187

n                                     با توجه به تعيين علامت
n n , n N

n
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

= −⎧
= ± ⇒ − < < ∈⎨ =⎩

113 14 11 1717

n⇒ ≤ ≤ ⇒1 16 اين دنباله 16 جمله ي منفي دارد. 

} براي  } { } { }c , b , an n n 3- قضيه ي فشار: اگر در سه دنباله ي 
  n nlima limb L

n n
= =

→∞ →∞
n و  n na c b≤ ≤ ــته باشيم  nاي به بعد داش

cnlim L
n

=
→∞

آن گاه 

n را وقتي 

n
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭!

2 مسئله ي 3: به كمك قضيه ي فشار، حدّ دنباله اي 
n بيابيد. → ∞

حل:

n n

n
a n N, an= ∈ >

!
2 0

n

n

n
...a ...n ... n n n

× × × ×
≤ = = ≤ × × × × =

! × × × ×

�����
2 2 2 2 2 2 40 2 1 11 2 3

na , lim ( ) lim a limn n nn nn
≤ ≤ ≤ ≤

→∞ →∞→∞

4 40 0

n nlim a lim a
n n

⇒ ≤ ≤ ⇒ =
→∞ →∞

0 0 0

 f تابع x ــح مثبت ــراي هر عدد صحي limf و ب (x) L
x

=
→∞

ــر  4ـ اگ
. limf (n) L

n
=

→∞
تعريف شده باشد، آن گاه 

ــدّ بعضي از دنباله ها  ــه كمك حدّ بعضي از توابع  مي توان ح 5 ـ ب
را پيدا كرد.

n بيابيد. → ∞ n را وقتي  n
n n

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

+ +
+

4
3 4

2 1
2

مسئله ي 4: حدّ دنباله ي 

x را در نظر بگيريم، وقتي  xf (x)
x x
+ +

=
+

4
3 4

2 1
2

x≥1 و   ــر  حل: اگ
، داريم: x → +∞

x x x n nlim lim lim
x x x n n

xx n

+ + + += ⇒ =
+ +

→+∞→+∞ →∞

∼
4 4 4
3 4 4 3 4

2 1 2 2 12 2
2 2

نكته:
p n nn , n N: log n n n k n n ,P , k<→ ∞ ∈ < < < ! < > >0 1

مثال: 

n

nn nlim , lim , lim nn nn n n
=

!
= =

!→∞ →∞ →∞

4 30 0 0
2

} كدام ويژگي را دارد؟ }n n−3 22 آزمون 1: دنباله ي 
2) صعودي و همگراست  1) نزولي و همگراست 

4) نزولي و واگراست 3) صعودي و واگراست 
حل: گزينه ي 4، 

زيرا:
 lim n n
n

−
→∞

22 n, a , n N, a= −∞ = ∀ ∈ ≤3
1 1 1  

آزمون 2: كدام يك از دنباله هاي زير يكنوا و بي كران است؟
{ }ncos π

2
 (2   { }sin n cosn+  (1         

{ }n n−3 3 27  (4             { }n n+5 5 5  (3 

ــران دارند. گزينه ي 1 يكنوا  ــل: گزينه ي 3؛ گزينه هاي 1 و2 ك ح
نيست.

دنباله يكنوا است.  
xx n , f (x) x x f (x)

(x x)
+′= ≥ = + ⇒ = >
+

65 5
55

5 51 5 045 5
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lim n n
n

+ = ∞
→∞

55 5

دنباله بي كران است.
} برابر 222 است؟ }n n+3 آزمون 3:چندمين دنباله ي 

2) جمله ي هشتم  1) جمله ي نهم  
4) جمله ي ششم 3) جمله ي هفتم  

حل: گزينه ي 4؛ 
n n n+ = ⇒ +3 3222 n n n− = ⇒ − + − =
���


3222 0 216 6 0

)(n )(n n ) (n ) (n )(n n
,a

=

<

− + + + − = ⇒ − + +
Δ >

�����


2 26 6 36 6 0 6 6 37 0
0 0

n n− = ⇒ =6 0 6

n همگرا به كدام  n n n⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

− + − − +2 2 51 2 2 ــه ي  آزمون 4: دنبال
عدد است؟

7
2  (4               3 (3        52  (2         2 (1

حل: گزينه ي 1؛ 
lim ( n n n n

n
− + − − +

→∞
2 2 1 2 ) lim (n n n )

n
− + − +

→∞
∼5 1 522 2 2

= − + =1 5 22 2
n مفروض است.  n nt t t+ += +2 t و 1 =2 3 t و  =1 1 آزمون5: 

 كدام است؟
n

tnlim tn +→∞ 1
 −5 1

2  (2   +2 1 (1
−5 1

4  (4   +5 1
4  (3

حل: گزينه ي 2؛
n

n n
ttnlim k lim , kt t kn n
+

+
= ⇒ = >

→∞ →∞
1

1

4
1 0

tnlim t knn
⇒ + =

+→∞
12

1
t t t tn n n nlim lim ( ) limt t tn n nn n n

++⇒ = + = +
+ + +→∞ →∞ →∞

1 1 11 1 1

k k kk= + = ⇒ + − =211 1 0 k +⇒ = 1 5
2

ــدام عدد  ــرا به ك cot(nSin همگ )n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

π
2 ــه ي  ــون 6: دنبال آزم

است؟ 
    π (4         π2  (3  1 (2         0 (1

حل: گزينه ي 1؛
n Sin n n

π π→∞⇒ ∼
2

2 2
lim cot(nSin ) lim cot(n ) lim cotn nn n n

π π π= × = =
→∞ →∞ →∞

02 2 2

 ،  n
....

a ...
+ + +

= + + +

1 11 2 4
4 2 1 ــم  an داري ــه ي  ــون 7: در دنبال آزم

كدام است؟ nlim a
n→∞

4(4            1(3   14  (2         12  (1
ــي با قدر  ــل: گزينه ي 2: صورت و مخرج هردو تصاعد هندس ح

r هستند.  = 1
2 نسبت 

n

a
rlim a an
r −

−−= = = = =′→∞
−

1

1
1

1 1
1 11 2 11 2 24 4 8 4
1 11 2 2

 na ...= + +2 3 2 3 2 3 آزمون8: دنباله ي همگراي an به صورت 
است. اين دنباله همگرا به كدام عدد است؟

3(4                 4(3                5(2         6(1
nlima ، در اين صورت  L

n
=

→∞
ــم  ــل: گزينه ي 1؛ فرض مي كني ح

مي توان نوشت
n nlima lim a limannn n
= + = +

→∞→∞ →∞
2 3 2 3

L L L ( L) L L⇒ = + ⇒ = + ⇒ − − =2 22 3 4 3 4 12 0
(L )(L ) L L

+

− + = ⇒ − = ⇒ =
�
6 2 0 6 0 60 0

ــارج بازه ي    } در خ }n
n
−2 1 ــه از دنباله ي  ــون 9: چند جمل آزم

) قرار دارد؟ , )− +1 12 210 1020 (4             10 (3              9(2       5(1
حل: گزينه ي 3؛ 

n n n
n n
− − −− ≥ ⇒ ≥1 12 1 2 1 22 10 10

nnn
−⇒ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≤1 1 11 1010 10

، وجود دارد  ε n داريم: براي هر 0<
n

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭−

2
1 آزمون 10: براي دنباله ي

ــن صورت مقدار  n(n در اي ), n M n> ≥ ⇒ − < ε−
21 21 M كه:  N∈

M كدام است؟

 ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ε
2 1 (2   

ε
2⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ 2  (1

−ε
2 1 (4     ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ε
2  (3

حل: گزينه ي 1؛ 
n n n ,nn n n

ε
− +− < ε ⇒ < ε⇒ < ε >− − −

2 2 2 2 22 11 1 1
n n nn
−⇒ < ε⇒ > ⇒ − > ⇒ > +− ε ε ε

2 1 1 2 21 11 2
M ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⇒ = +ε

2 2
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 احسان يارمحمدى

ilovemaths.com :نشانى پايگاه اينترنتى

دوره هاي  دانش آموزان  براي   I Love Maths سايت 
راهنمايي و متوسطه شامل لطيفه ها، معماها و مقالات رياضي است. 
صفحه ي اصلي اين سايت موتور جست وجوگري دارد كه به كاربر 
امكان مي دهد تا بتواند مطلب موردنظر خود را در شبكه ي اينترنت 
يا در اين سايت مورد بررسي قرار دهد. در ضمن، صفحه ي اصلي 
اين سايت دربرگيرنده ي عنوان هاي زير است كه هر يك از آن ها 

حاوي موضوعات متنوعي است.

(Math Clubs) باشگاه رياضي �
در اين باشگاه رياضي به زيرعنوان:

(Test your Math Quetient)
برمي خوريم كه شامل يك پرسش نامه ي كوچك براي سنجش 
و آزمايش دانش رياضي شماست. به ياد داشته باشيد كه اگر در 
پاسخ گويي به اين پرسش نامه شكست خورديد، مأيوس و نااميد 

نشويد.
(Classes) كلاس ها �

(Prof. Theta) پروفسور تتا �
(Contact Us) تماس با ما �

   (APC Books) APC كتاب هاي �
 Books by M.L.) آگاروال  ام.ال.  تأليفي  كتاب هاي   �

(Aggarwal

bymath.com :نشانى پايگاه اينترنتى
صفحه ي اصلي سايت شامل عنوان هاي زير است. هر يك از اين 
عنوان ها دربرگيرنده ي زيرعنوان هايي است كه به تفصيل موضوع هاي 

رياضي را شرح داده اند.

 (Program of Lessons) برنامه ي دروس �
(Lessons) دروس �

 (Study Guide) راهنماي مطالعه �
(Arithmetic) حساب�

(Algebra) جبر�
(Geometry) هندسه�

(Trigonometry) مثلثات�
(Functions & Graph) توابع و نمودارها �

(Principles of Analysis) اصول آناليز�
(Sets) مجموعه ها �

(Probability) احتمال�
(Analytic Geometry) هندسه ي تحليلي �

 (Problems) مسائل�
(Select Topic) دروس �

 (Test & Exams) آزمون و امتحانات �
(Select Test) دروس �

 (Tuition Payment) پرداخت شهريه �
(Rules) قواعد�

(Price list) ليست قيمت �
(Registration) ثبت نام �

معرفى سايت هاى رياضى جهان



34
دوره ي بيستم/ شماره ي 3

    بهار 1390
متوسطه

 دكتر محمدعلى فريبرزى عراقى
عضو هيئت علمى گروه رياضى دانشگاه 

آزاد اسلامى، واحد تهران مركزى
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0

2

-2

-2

2

0

0

-2

2 مقدمه
يكى از مباحث مهم در درس رياضيات دوره ى دبيرستان، موضوع 
ــم نمودار آن هاست. بسته ى نرم افزارى  توابع، اعمال روى توابع و رس
ــبات روى توابع را  ــت را دارد كه به راحتى محاس ــكا اين قابلي متمتي
انجام دهد و منحنى يك تابع در يك بازه ى مفروض را رسم كند. در 
ــمت چگونگى تعريف يك تابع و تعدادى از دستورالعمل هاى  اين قس
ــزارى متمتيكا با  ــته ى نرم اف ــم يك تابع در محيط بس رايج براى رس
ــاز هم يادآورى مى كنيم  ــوند. ب ارائه ى مثال هاى مختلف معرفى مى ش
 Shift+Enter ــد دكمه هاى ــتورالعمل ها باي براى اجراى هريك از دس

به طور هم زمان فشار داده شوند.

آشنايى با بسته ى نرم افزارى مَتِمَتيكا
Mathematica 

3
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معرفى توابع در متمتيكا
ــور تعريف  ــد. به منظ ــب متغير x باش ــرض كنيم f تابعى برحس ف
ــتفاده  ــع در متمتيكا يكى از دو صورت كلى زير اس ــه ى اين تاب ضابط

مى شود:
f [x-]=.....  يا  f [x-]:=.....

در طرف دوم تعريفى بايد مطرح شود كه مطابق آن مقدار تابع f در 
مقدار مفروض x محاسبه مى شود. گفتنى است كه xيك متغير ظاهرى 

است و مى تواند با هر متغير يا عبارت ديگرى جايگزين شود.
 f(x)=x  2 ــاى ــع f و g  با ضابطه ه ــال دو تاب ــن مث ــال 1: در اي مث
  g (-3) ، f  (3) ــر ــف و مقادي ــكا تعري ــط متمتي و g(x)=2x3 در محي
ــه ى  ــا ضابط ــع f  ب ــن تاب ــده اند. هم چني ــبه ش و f(1)+g  (-2)   محاس

f(a)=3a3+2a - 5 تعريف و مقدار f(2)+f( - 2) به دست آمده است.
f[x-]:=x^2
f[3]
9
g[x-]:=2x3

g[-3]
-54
f[1] + g[-2]
-15
f[a-]:=3a3+2a - 5
f[2] + f[-2]
-10
f تعريف  (x)=x2+x3 با ضابطه ى f ــال 2: در اين مثال ابتدا تابع مث
ــت و به دنبال آن f(ex) ،f(2x) ،f(2) و f(λ) مشخص شده اند.  شده اس

توجه كنيد كه ExP[x] به معناى ex است. 
f[x-]=x2+x3;

f[2]
12
f[2x]

4x2+8x3

f[Exp[x]]

e2x+e3x

f[λ]

λ2+λ3

ــكا قابل تعريف اند. براى اين كار  توابع چندضابطه اى نيز در متمتي
ــر منظور  ــورد نظر به صورت زي ــرط م ــع را به همراه ش ــه ى تاب ضابط

مى كنيم:
f[x-] : = شرط ;/ عبارت

در اين حالت حتماً بايد از نماد =  : استفاده كرد و پس از معرفى 
ضابطه ى تابع، شرط مورد نظر را بعد از نماد ;/ قرار دارد.

 x xf (x)
x x

⎧ ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

2 2
8 2 2

ــا ضابطه ى  ــر تابع f ب ــال 3: در زي مث
تعريف شده است:

f[x-]:=x2/;x≤2
f[x-]:=8 - 2x/;x>2
f[- 4]

16
f[4]

0
ملاحظه مى شود كه مقدار f(-4) از ضابطه ى اول و مقدار f(4) از 

ضابطه ى دوم به ترتيب 16 و 0 به دست آمده اند.

اعمال روى توابع
ــع، تفريق، ضرب  ــند، اعمال جم ــر f و g دو تابع مفروض باش اگ
ــت. مى دانيم اين  ــيم اين توابع در محيط متمتيكا قابل انجام اس و تقس

اعمال بين f و g به صورت زير تعريف مى شوند:
(f±g)(x)=f(x)±g(x), x∈D

(f×g)(x)=f(x).g(x), x∈D

(f/g)(x)=f(x)/g(x), x∈D-{x|g(x)=0}

.D=Df∩Dg كه در آن ها
مثال 4: در زير چهار عمل اصلى روى توابع f و g با ضابطه هاى 

f و g(x)=x2+2x+3 محاسبه شده اند: (x) x=

[ ]-f x = x;
g[x-]=x2+2x+3;

h1[x-]=f[x]+g[x]

x x x+ + + 23 2
h2[x-]=f[x]-g[x]

x x x− + − − 23 2
h3[x-]=f[x]-g[x]

x ( x x )+ + 23 2
h4[x-]=f[x]/g[x]

x
x x+ + 23 2

ــم f(x)=x2 - 1 و g(x)=3x2+4x - 7. در اين  ــال 5: فرض كني مث
صورت f×g ،f-g، f+g و f/g به صورت زير قابل محاسبه اند. در اين 

حالت از دستورهاى Factor و Simplify نيز استفاده شده است.
f[x-]:=x2 - 1
g[x-]:=3x2+4x- 7



36
دوره ي بيستم/ شماره ي 3

    بهار 1390
متوسطه

-1-2-3 1 2 3

2

4

6

8

f[x]+g[x]

f[x] - g[x]

Factor[f[x]*g[x]]

Simplify[f[x]/g[x]]

- 8+4x+4x2

6 - 4x - 2x2

(- 1+x)2(1+x)(7+3x)

x
x

+
+

1
7 3

هم چنين مى توان تركيب دو تابع مفروض f و g را نيز در متمتيكا 
ــبه كرد. مى دانيم اگر x عددى در دامنه ى g و g(x) مقدارى در  محاس

دامنه ى f باشد، آن گاه داريم:
(fog)(x)=f(g(x))

ــال 4، تركيب دو تابع f و g به صورت زير حاصل  ــال 6: در مث مث
مى شود:

h5[x-]=f[g[x]]

x x+ + 23 2
h6[x-]=g[f[x]]

x x+ +3 2
-Com مى توان از دستور g و f به منظور محاسبه ى تركيب دو تابع

position به صورت زير استفاده كرد.

I) Composition[f,g]

II) Composition[g,f]

دستور اول همان fog و دستور دوم همان gof را مشخص مى كند.
ــع f و g با ضابطه هاى  ــتورالعمل هاى زير دو تاب ــال 7: در دس مث
ــده و سپس fog و gof با  f و g(x)=x2+2x+3 تعريف ش (x) x=

به كارگيرى دستور Composition به دست آمده اند.
[ ]-f x = x;

g[x-]=x2+2x+3;

h1=Composition[f,g];

h1[x]

x x+ + 23 2
h2=Composition[g,f];

h2[x]

x x+ +3 2
با استفاده از دستور تركيب توابع مى توان تركيب يك تابع با خودش 
ــرد. براى اين كار از  ــبه ك ــد محاس را به هر تعداد بار كه مورد نظر باش

دستورالعمل Nest يا Nest List به صورت زير استفاده مى شود:
Nest [f, عبارت , n].

Nest List [f, عبارت , n].

ــتور n ،Nest بار متوالى تابع f را تحت ضابطه ى مشخص شده  دس
ــتور ــب مى كند. دس ــودش تركي ــا خ ــه ب ــل كروش ــارت داخ در عب
ــبات ميانى را   Nest List همين كار را انجام مى دهد، ولى تمام محاس

از ابتدا تا بار n ام فهرست مى كند.
ــه ى f(x)=x  2، 5 بار با خودش  ــع f با ضابط ــال 8: در زير تاب مث

تركيب شده است.
f[x-]:=x2;

Nest[f.x,5]

x32

Nest List[f,x,5]

{x,x2,x4,x8,x16,x32}

f تعريف شده و  (x) x= مثال 9: در زير تابع f با ضابطه ى 1+
ــت آمده  حاصل fofofofof (يعنى تركيب f با خودش تا 5 بار) به دس
است. با مقدار دهى به x مى توان مقدار اين تركيب را به ازاى آن مقدار 

خاص پيدا كرد.
[ ]-f x = + x;1

Nest[f,x,5]

x+ + + + +1 1 1 1 1

رسم نمودار توابع در متمتيكا 
ــم منحني يك تابع در محيط متمتيكا  ــتورالعمل رس در ادامه، دس
ــم نمودار يك تابع مفروض  ــود. دستور اصلي براي رس معرفي مي ش

Plot است كه به شكل كلي زير تعريف مي شود: 

 Plot [f[x],{x, xmin, xmax}]

ــع f در بازه ي ــدي تاب ــودار دو بع ــم نم ــوق براي رس ــتور ف دس
x∈[xmin, xmax] به كار مي رود.

ــا ضابطه ي f(x)=x2 را در  ــتور زير نمودار تابع f ب مثال 10: دس
[3,3 - ] رسم مي كند.

 Plot [x2,{x, -  3, 3}] 
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مثال 11: دستور زير نمودار تابع مثال 3 را رسم مي كند: 
f[x-]: = x2/ ; x≤2
f[x-]: = 8 - 2x/ ; x>2
 Plot [f[x],{x, 0, 4}]

ــتورهاي زير نمودارهاي توابع با ضابطه هاي y=ex در  مثال 12: دس
بازه ي y=|x|، [ - 3,3] در بازه ي [4,4 - ] و |y=||x|- 1 را در بازه ي [3,3 - ] 

رسم مي كند. توجه شود كه Abs [x] به معناي قدرمطلق x است.
 f[x-] = Exp [x];

 Plot [f[x],{x, -  3, 3}] 

 Plot [Abs[x],{x, -  4, 4}]

 Plot [Abs [Abs[x] -  1],{x, -  3, 3}]

مثال 13: به منظور رسم نمودار تابع با ضابطه ي y=tanx به ازاي 
   x≤3≥3 - دستور زير را اجرا مي كنيم: 

Plot [Tan[x],{x, -  3, 3}]

ــوان نمودار دو تابع را به طور هم زمان در صفحه ي مختصات  مي ت
ــتور زير استفاده  ــم كرد. به اين منظور از دس با رنگ هاي متفاوت رس

مي كنيم: 
 Plot [{f[x], g[x]}, {x, xmin, xmax}]

 xmax تا xmin را در محدوده ي g و f ــتور نمودارهاي توابع اين دس
در يك صفحه ي مختصات رسم مي كنيم. اين دستور قابل تعميم براي 

رسم سه يا بيش از سه تابع به صورت كلي زير است: 

 Plot [{f1, f2, ...}, {x, xmin, xmax}]

ــاي دو تابع f و g با  ــم هم زمان نموداره ــال 14: به منظور رس مث
ضابطه هاي f(x)=x2 و g(x)=2x+7 در [5,5 - ] به صورت زير عمل 

مي كنيم: 
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 Plot [{x2, 2x+7},{x, -  5, 5}]

به منظور رسم هم زمان نمودار چند تابع در يك صفحه ي مختصات 
از دستور Show نيز مي توان استفاده كرد. در اين حالت چون دامنه هاي 
توابع متفاوت اند، با به كارگيري يكي از موارد زير، كاربر مي تواند تنظيمات 
موردنظر براي رسم اين نمودارها را تغيير دهد. براي تايپ كاراكترهايي 
ــك و پس از انتخاب ــم روي گزينه ي Insert كلي ــون → مي تواني چ
special character گزينه ي → را در صفحه درج كنيم يا اين كاراكتر 

را از پنجره ي Basic Math Input برگزينيم.

1) PlotRange → Automatic

2) PlotRange → All

3) PlotRange → {ymin, ymax}

4) PlotRange → {{xmix, xmax}, {ymin, ymax}}

با در نظر گرفتن دستور انتخابي 1، خود متمتيكا به صورت خودكار 
ــم توابع برمي گزيند و آن دسته از نقاطي  تنظيمات مبنايي را براي رس
ــد، در نمودارها حذف  ــه مختص عمودي آن ها خيلي بزرگ باش را ك
مي كند. دستور 2 متمتيكا را وادار مي كند كه تمام نقاط نمودارها را در 
محدوده هاي وارد شده رسم كند. دستور 3 تنها نقاطي از نمودارها را 
 ymax و ymin ــم مي كند كه مختص عمودي آن ها در محدوده ي بين رس
باشد. دستور 4 نيز تنها نقاطي از نمودارها را رسم مي كند كه مختص 
 ymax و ymin و مختص عمودي آن ها بين xmax و xmin ــن ــي آن ها بي افق
ــتور Show به شكل كلي زير براي رسم  ــند. به اين ترتيب از دس باش

هم زمان چند تابع مي توان استفاده كرد.

 Show [g1, g2, ..., PlotRange → ...]

 y=sinx و y=x2-9 مثال 15: در مثال ذيل، دو تابع با ضابطه هاي
ــده اند. با استفاده از دستور Show به دو صورت زير آن ها را  رسم ش

در يك صفحه ي مختصات با به كارگيري PlotRange رسم مي كنيم.
g1= Plot[x2 -  9, {x, -  4, 4}];

g2= Plot[sin[x], {x, 0, 2π}];

Show [g1, g2, PlotRange → All]

Show [g1, g2, PlotRange → {-  10, 3}]

 

ــم مي شوند، متمتيكا اين  زماني كه چند نمودار به طور هم زمان رس
ــا را با رنگ ها و  ــخيص نمودارها آن ه ــه براي تش ــت را دارد ك قابلي
ــب گذاري و به كارگيري خط چين هاي  اندازه هاي مختلف يا با برچس
 PlotStyle گوناگون رسم كند. براي مثال مي توان با به كارگيري دستور
 GrayLevel[x] نوع ترسيم موردنظر را اعلام كرد. يكي از انواع رايج
ــر قدر x به يك  ــت. ه ــت كه در آن x عددي بين صفر و يك اس اس
ــد  ــكل پررنگ تر و هر قدر به صفر نزديك تر باش ــد ش نزديك تر باش

كم رنگ تر رسم مي شود. به مثال زير توجه كنيد.

 y=sin3x و y=sin2x ،y=sinx مثال 16: دستور زير سه منحني
را به ازاي π ≤x≤π- با سه سطح رنگ مختلف رسم مي كند.

 Plot [{sin[x], sin [2x], sin [3x]}, {x, -Pi, Pi}]

 PlotStyle → {GrayLevel [0/2], GrayLevel [0/5], GrayLevel

[0/8]}]
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هم چنين مي توان نام  رنگ انتخابي براي رسم هر يك از نمودارها 
را اعلام كرد. به مثال زير توجه كنيد: 

 y=3x2 و y=2x2 ،y=x2 ــع ــي تواب ــتور زير منحن ــال 17: دس مث
ــبز و آبي  ــيم قرمز، س ــه ترتيب با نوع ترس ــه ازاي x≤3≥ 3-، ب را ب
ــد نمودارها  ــود مي تواني ــور رايانه ي خ ــما در مانيت ــم مي كند. ش رس
ــري چون ــه رنگ هاي ديگ ــد. البت ــاهده كني ــن رنگ ها مش ــا اي را ب
ــاب كرد.  ــوان انتخ ــز مي ت Pink، Gray، Brown، Yellow و... را ني

ــويم كه حرف اول نام هر يك از دستورالعمل ها و  دوباره متذكر مي ش
ــاير حروف بايد كوچك تايپ  ــا در متمتيكا بايد بزرگ و س انتخاب ه
ــه اي نيز بايد  ــتور العمل هاي دو كلم ــه اين قانون براي دس ــوند. البت ش
 S و P بايد حروف PlotStyle ــال در واژه ي ــراي مث ــود. ب رعايت ش
بزرگ و ساير حروف كوچك تايپ شوند. يا براي مثال اگر بخواهيم 

Light Red :رنگ يك منحني قرمز كم رنگ باشد بايد تايپ كنيم
ــه ي اصلي متمتيكا روي  ــاده ي رنگ ها در صفح براي انتخاب س
Insert كليك و گزينه ي Color را انتخاب مي كنيم، سپس در صفحه ي 

رنگ ها رنگ موردنظر را برمي گزينيم.

 Plot [{x2, 2x2, 3x2}, {x, -  3, 3}, PlotStyle → {Red, Green,

 Blue}]

ــت كه اگر نوع رنگ ها مشخص نشود، خود نرم افزار  * گفتني اس
ــد. هم چنين  ــي را انتخاب مي كن ــودكار رنگ هاي مختلف ــكل خ به ش
ــب گذاري روي نمودار تابع يا محورهاي مختصات،  مي توان با برچس
ــكل منظور كرد. براي اين كار از دستور  اطلاعات موردنظر را روي ش
ــع و AxesLabel براي  ــب گذاري نمودار تاب PlotLabel براي برچس

ــتفاده مي كنيم. به مثال زير  ــب گذاري محورهاي مختصات اس برچس
توجه كنيد.

مثال 18: در دستور زير منحني تابع با ضابطه ي y=sinx در بازه ى 
ــب y=sin(x) براي منحني تابع و برچسب هاي x و  [10 ,0] با برچس

sin(x) براي محورهاي مختصات رسم شده اند.

 Plot [sin[x], {x, 0, 10}, PlotLabel → y= = sin[x], AxesLabel →

{x, sin [x]}]

ــته  ي نرم افزارى  ــتور العمل هاي ديگري از بس ــمت بعد دس در قس
متمتيكا معرفي خواهند شد.

منابع 
1. Mathematica, Eugene Don, Schaum’s outline series, second 

edition, McGraw Hill Companies, 2009.

2. Wolfram Mathematica 6, Guidebook, 2007.

x

y=sin(x)

sin(x)

07.Wolfram Mathematica 6, Guidebook, 200
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مسئله ي 7. چهار نقطه ي غيرهمخط C ،B ،A و D در يك صفحه 
داده شده اند. آيا نقطه اي در صفحه ي گذرنده بر اين چهار نقطه وجود 
ــد؟ در صورتي كه چنين  دارد كه از اين چهار نقطه به يك فاصله باش

نقطه اي وجود دارد، شرط وجودش چيست؟

الف) حل به روش هندسي 
پاره خط هاي  CD ،BC ،AB و DA را رسم مي كنيم، يعني در واقع 
ــود منصف هاي پاره خط هاي  ــازيم. عم چهار ضلعي ABCD را مي س
 d4 و d3 ،d2 ،d1  ــم مي كنيم و به ترتيب CD ،BC ،AB و DA را رس

مي ناميم. 

A

B

C

D

اشاره
به منظور استفاده 

دانش آموزان  ــتر  بيش
ــه، از چند  ــن مقال از اي

ــه حل  ــل ب ــماره ى قب ش
مسئله هاى هندسه در صفحه 

ــطحه) پرداختيم.  ــه ى مس (هندس
ــه ى اين مطالب را  ــماره ادام در اين ش

پى مى گيريم.

14
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در صورتي كه اين چهارخط همرس باشند، نقطه ي همرسي آن ها 
ــه ي C ،B ،A و D به يك فاصله  ــه آن را M مي ناميم از چهار نقط ك

است، يعني داريم: 
MA= MB= MC= MD

ــاي d3 ،d2 ،d1 و d4 هم رس اند؟ در  ــي خط ه ــه صورت ــا در چ ام
ــته ي رياضي و  ــال سوم دبيرستان رش ــه ي 2، كتاب درسي س هندس

فيزيك داريم: 
قضيه: در هر چهار ضلعي محاطي مجموع هر دو زاويه ي روبه رو 

180° است: 
ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + = °180

ــد در صورتي كه بر چهار  ــه: چهار ضلعي را محاطي مي نامن نكت

عكس قضيه: هر چهارضلعي كه مجموع دو زاويه ي روبه روي آن 
180° باشد، محاطي است، يعني دايره اي وجود دارد كه از چهار رأس 
ــه ي M، يعني محل برخورد  ــز اين دايره همان نقط ــذرد. مرك آن مي گ

(نقطه ي همرسي) خط هاي d3 ،d2 ،d1 و d4 است. 
ــي در كتاب هندسه ي 2 آمده  اثبات اين دو قضيه به روش هندس
ــت، بنابراين از اثبات آن صرف نظر مي كنيم. پس مي توانيم بگوييم  اس
شرط لازم و كافي براي آن كه چهارضلعي ABCD محاطي باشد، يا 
به عبارت ديگر نقطه اي مانند M وجود داشته باشد كه از چهار نقطه ي 
ــد (MA= MB= MC= MD) آن  ــه يك فاصله باش C ،B ،A و D ب
ــد، يا به بيان  180° باش ــت كه مجموع هر دو زاويه ي روبه روي آن اس

ديگر، هر دو زاويه ي روبه روي آن مكمل يكديگر باشند.
ــاقين از چهارضلعي هاي  ــتطيل و ذوزنقه ي متساوي الس مربع، مس
خاصي هستند كه اين ويژگي را دارند، يعني بر چهار رأس آن ها يك 
دايره مي گذرد. چرا؟ اما متوازي الاضلاع و لوزي از چهار ضلعي هاي 
خاصي هستند كه اين ويژگي را ندارند، يعني بر چهار رأس آن ها يك 

دايره نمي گذرد. چرا؟

ب) اثبات به روش جبري ـ مختصاتي 
ــر  ــده ب ــه ي گذرن ــم xoy را در صفح ــات قائ ــتگاه مختص دس
ــات اين  ــم و مختص ــر مي گيري ــه ي C ،B ،A و D در نظ ــار نقط چه
،A= (x1, y1) ــي را ــتگاه مختصات در حالت كل ــا در اين دس نقطه ه

ــاي  ــم. پاره خط ه C= (x3, y3)، B= (x2, y2) و D= (x4, y4) مي نامي

 ABCD را رسم مي كنيم (در واقع چهارضلعي DA و CD ،BC ،AB

ــته باشد  رأس آن يك دايره بگذرد، يعني نقطه اي مانند M وجود داش
ــد (اين نقطه را  ــار رأس آن چهارضلعي به يك فاصله باش ــه از چه ك
ــز دايره ي محيطي چهارضلعي مي نامند و آن را با M، يا O يا هر  مرك

حرف ديگري نشان مي دهند).
 ،d2 ،d1 را مي سازيم) و عمود منصف هاي اين پاره خط ها را به ترتيب
d3 و d4 مي ناميم. معادله ي اين عمودمنصف ها را مي نويسيم و همرس 

. ..
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ــم و آن گاه مختصات اين نقطه را  ــت مي آوري ــن خط ها را به دس از اي
ــه ي خط هاي ديگر قرار مي دهيم. اگر مختصات اين نقطه در  در معادل
ــند و اگر صدق  معادله ي خط هاي ديگر صدق كند، اين خط ها همرس

نكند، همرس نيستند.

بودن يا نبودن آن ها را بررسي مي كنيم.

 M ــند، نقطه اي مانند ــه اين چهار خط همرس باش در صورتي ك
ــت، يا  وجود دارد كه از چهار نقطه ي C ،B ،A و D به يك فاصله اس
ــت و در صورتي كه  به عبارت ديگر، چهارضلعي ABCD محاطي اس
چهارخط d3 ،d2 ،d1 و d4 همرس نباشند، نقطه اي در صفحه ي گذرنده 
ــن چهار نقطه  ــه ي C ،B ،A و D وجود ندارد كه از اي ــار نقط ــر چه ب
ــر، چهارضلعي ABCD محاطي  ــد يا به بياني ديگ به يك فاصله باش

نيست.
ــاي d3 ،d2 ،d1 و d4 را  ــراي اين كه همرس بودن يا نبودن خط ه ب
كه همان عمودمنصف هاي پاره خط هاي CD ،BC ،AB و DA هستند 
بررسي كنيم، نخست معادله ي اين خط ها را مي نويسيم، سپس مختصات 
نقطه ي برخورد دو خط از اين چهار خط را به دست مي آوريم (با حل 
ــي)؛ آن گاه مختصات اين نقطه ي  ــتگاه دو معادله ي دو مجهول يك دس
برخورد را در معادله ي دو خط ديگر قرار مي دهيم. اگر مختصات اين 
ــت كه دو خط  نقطه در معادله ي دو خط ديگر صدق كند، بدان معناس
ــد، يعني چهارخط همرس اند و نقطه ي  ديگر هم از اين نقطه مي گذرن
ــت، يعني از  ــئله اس ــي آن ها كه آن را M مي ناميم، جواب مس همرس
ــت يا به عبارت ديگر،  چهار نقطه ي C ،B ،A و D به يك فاصله اس

چهارضلعي ABCD است.
ــه ي دو خط ديگر  ــات اين نقطه در معادل ــي كه مختص در صورت
ــه اي در صفحه ي  ــي نقط ــدارد، يعن ــواب ن ــئله ج ــد مس ــدق نكن ص
ــار نقطه ي  ــه از چه ــدارد ك ــه وجود ن ــار نقط ــر اين چه ــده ب گذرن
ــر، چهارضلعي  ــا به بيان ديگ ــد ي ــه يك فاصله باش C ،B ،A و D ب

ABCD محاطي نيست.

ــي همرس بودن يا نبودن هر چندخط (3  نكته ي مهم: براي بررس
خط، 4 خط، 5 خط، 6 خط يا بيشتر) مي توانيم از روش بالا استفاده 
كنيم، يعني با داشتن معادله ي آن ها، مختصات نقطه ي برخورد دو خط 

از اين ويژگي براي بررسي محاطي بودن يا نبودن يك چند ضلعي 
ــه ي عمودمنصف هاي  ــم،  بدين ترتيب كه معادل ــتفاده كني مي توانيم اس
ضلع هاي آن را بنويسيم و همرس بودن يا نبودن آن ها را بررسي كنيم. 
اگر اين عمودمنصف ها همرس باشند، چندضلعي محاطي است و اگر 
همرس نباشند، چندضلعي محاطي نيست. محاطي بودن چندضلعي به 
معناي آن است كه در صفحه ي آن چندضلعي، نقطه اي وجود دارد كه 
از تمام رأس هاي آن چندضلعي به يك فاصله است و محاطي نبودن 

چندضلعي به معناي بودن چنين نقطه اي است.

مثال 1: ثابت كنيد كه در صفحه ي هر مستطيل نقطه اي وجود دارد 
ــت. به عبارت ديگر، دايره اي  ــه از چهار رأس آن به يك فاصله اس ك
ــتطيل مي گذرد يا به بيان ديگر،  وجود دارد كه بر چهار رأس يك مس

هر مستطيلي مي تواند در يك دايره محاط شود.

الف) اثبات به روش هندسي 
ــده در نظر مي گيريم، يعني فرض  ــئله را حل ش روش اول ـ مس
مي كنيم نقطه ي M جواب مسئله باشد، يعني نقطه اي باشد كه از چهار 

نقطه ي C ،B ،A و D به يك فاصله است، يعني داشته باشيم: 
MA= MB= MC= MD

 ˆ ˆˆ ˆA B C D= = = = °90 با توجه به اين كه AB=CD و BC=AD و 
 MAD و MBC و هم چنين دو مثلث MCD و MAB ــت، دو مثلث اس

هم نهشت اند (به حالت ض ض ض) زيرا:

O

d1

y

x

d4

d2

d3

M

A

D

B

C

.d1

y
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A

B C

D

M
.

A

B C

D

M
.

A

B C

D
A

B C

D

M
d1

d2

d4

d3.

MA MB MC MD= = = AB و  CD MAB MCD= ⇒ Δ Δ�

MA MB MC MD= = = BC و  AD MBC MAD= ⇒ Δ Δ�
 ، ˆ ˆM M=2 و 4 ˆ ˆM M=1 از هم نهشتي اين مثلث ها نتيجه مي شود كه 3
  M M+ = °1 22 2 360 ˆ است، پس  ˆ ˆ ˆM M M M+ + + = °1 2 3 4 360 اما 

ــتطيل ABCD را رسم  ــوم ـ قطرهاي AC و BD از مس روش س
مي كنيم و نقطه ي برخورد آن ها را M مي ناميم. چون قطرهاي مستطيل 

با هم مساوي اند و يكديگر را نصف مي كنند، پس داريم: 
MA= MB= MC= MD

 AMCــس پ  . ˆ ˆM M+ = °1 4 180 و   ˆ ˆM M+ = °1 2 180 ــه  نتيج در 
ــي AMC و BMD قطرهاي  ــتند، يعن ــت هس و BMD خط هاي راس
ــتند. بنابراين نقطه ي M وجود دارد و اين نقطه  مستطيل ABCD هس

محل برخورد قطرهاي AC و BC از مستطيل ABCD است. 
 ˆ ˆˆ ˆA B C D= = = = °90  ABCD روش دوم ـ چون در مستطيل
ــي هر دو  ــت، يعن ˆ اس ˆB D+ = °180 ˆ و  ˆA C+ = °180 ــس  ــت، پ اس
 ABCD ــتطيل ــه روي آن مكمل يكديگرند، بنابراين مس زاويه ي روب
ــت، يعني بر چهار رأس آن يك دايره مي گذرد. اگر مركز  محاطي اس
ــت  ــت، يعني نقطه اي اس ــئله اس اين دايره را M بناميم، M جواب مس
 MA= ــت، يعني داريم ــتطيل يك فاصله اس كه از چهار رأس اين مس

MB= MC= MD (اين دايره به قطر AC يا BD است). 

 ABCD ــتطيل ــه ي M محل برخورد قطرهاي مس ــن، نقط بنابراي
جواب مسئله است.

ــي  ــتطيل، يعن ــاي مس ــاي ضلع ه ــارم ـ عمودمنصف ه روش چه
عمودمنصف هاي پاره خط هاي CD ،BC ،AB و DA را رسم مي كنيم 
ــم. d1 و d3 بر هم منطق اند، زيرا  ــه ترتيب d3 ،d2 ،d1 و d4 مي نامي و ب
ــتطيل  ــط هاي ضلع هاي AB و CD از اين مس ــع خطي كه وس در واق
ــت، يعني  ــه هم وصل مي كند بر هر دو ضلع AB و CD عمود اس را ب
ــف CD؛ چرا؟ هم چنين  ــت و هم عمودمنص هم  عمودمنصف AB اس

خط هايd2 و d4 نيز برهم منطبق اند.
ــر نقطه ي برخوردd1 و d3 با خط هايd2 و d4 را M بناميم، اين  اگ

نقطه جواب مسئله است، يعني داريم: 
MA= MB= MC= MD
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A

B C

D

M x

y

A

B C

D

FE

A

B C

D

Mb

a

a
o

a
o

a
b

زيرا: 
M d MA MB, M d MC MD∈ ⇒ = ∈ ⇒ =1 3

 M d MB MC, M∈ ⇒ = ∈
1 3

2 d MA MD⇒ =4

MA MB MC MD⇒ = = =

نكته: از اين كه M هم روي d1 و هم روي d3 است، به طور مستقيم 
مي توان نتيجه گرفت كه MA= MB= MC= MD است، زيرا:

M d MA MB, M d MC MD∈ ⇒ = ∈ ⇒ =1 3

MA MB MC MD⇒ = = =

ــع AB را E و  ــط ضل ــر وس ــئله: اگ ــل مس ــرا در ح ــخ چ پاس
ــط  ــم، خ ــل كني ــه F وص ــم و از E ب ــع CD را F بنامي ــط ضل وس
ــر از F به A و  ــت، زيرا اگ ــود اس ــع AB و CD عم ــر دو ضل EF ب

ــل  ــه دلي ــه ي ADF و BCF ب ــث قائم الزاوي ــم دو مثل ــل كني B وص
ــت اند  ــان هم نهش ــه زاويه هاي قائمه نش ــاي مجاور ب ــري ضلع ه براب
 FA= FB ــن  بنابراي  .( ˆD̂ C= = °90 و   FC= FD و   AD= BC)
ــت و چون  ــت، يعني نقطه ي F روي عمودمنصف پاره خط AB اس اس
ــم عمودمنصف  ــت، پس EF ه ــن عمودمنصف نقطه ي E اس ــاي اي پ
ــي ــت، يعن ــط CD اس ــف پاره خ ــم عمودمنص ــط AB و ه پاره خ
ــاي d2 و d4 كه به  ــابه، خط ه ــد. به دليل مش ــم منطبق ان d1 و d3 بره
ــتند. نيز، برهم  ــب عمودمنصف هاي پاره خط هاي BC و AD هس ترتي

منطبق اند.

ب) اثبات به روش جبري ـ مختصاتي
روش اول ـ اندازه ي ضلع هاي مستطيل ABCD را a و b در نظر 

 .BC = AD= d و AB= CD = a مي گيريم، يعني فرض مي كنيم
x را چنان اختيار مي كنيم كه محور xoy ــتگاه مختصات قائم دس

ها روي BC و محور yها روي BA باشد. رأس B را مبدأ مختصات 
. B ( , )= 0 0 در نظر مي گيريم،  يعني

 C (a, )= 0 D و  (a,b)=  ، A ( , b)= 0 ــتگاه مختصات  در اين دس
ــط قطر AC كه آن را M مي ناميم، محل برخورد قطرهاي  ــت. وس اس

آن است و داريم: 

A C
M

A C
M

x x a ax

y y b by

+ +
= = =

+ +
= = =

0
2 2 2

0
2 2 2

ــت  ــتطيل را به دس ــه ي M تا چهار رأس مس ــه ي نقط ــون فاصل اكن
مي آوريم.

 
a bMA ( ) (b ) a b= − + − = +2 2 2 210 2 2 2
a bMB ( ) ( ) a b= − + − = +2 2 2 210 02 2 2
a bMC (a ) ( ) a b= − + − = +2 2 2 2102 2 2
aMD (a )= − 2
2

b(b ) a b+ − = +2 2 21
2 2

MA MB MC MD a b⇒ = = = = +2 21
2

پس نقطه ي M جواب مسئله است. اين نقطه مركز تقارن مستطيل 
نيز هست كه همان نقطه ي برخورد قطرهاي مستطيل است. 

ــتطيل را a و b در نظر مي گيريم.  روش دوم ـ طول ضلع هاي مس
ــم مي كنيم و نقطه ي برخورد آن ها را M مي ناميم.  قطرهاي آن را رس
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ــم كه M مبدأ  ــم xMy را چنان اختيار مي كني ــتگاه مختصات قائ دس
مختصات، محور xها موازي راستاي AB و محور yها موازي راستاي 

a bA ( , )−
= 2 2

BC باشد. در اين دستگاه مختصات رأس هاي مستطيل 

a است. فاصله ي  bD ( , )+ +
= 2 2 a و  bC ( , )−

= 2 2
 ، a bB ( , )− −

= 2 2
 ،

نقطه ي M مبدأ مختصات و محل برخورد قطرهاي مستطيل از چهار نقطه ي
 C ،B ،A و D را به دست مي آوريم. داريم: 

a bMA ( ) ( ) a b= − + = +2 2 2 21
2 2 2
a bMB ( ) ( ) a b− −

= + = +2 2 2 21
2 2 2

a bMC ( ) ( ) a b+
= + = +2 2 2 21

2 2 2
a bMD ( ) ( ) a b+ +

= + = +2 2 2 21
2 2 2

MA MB MC MD a b⇒ = = = = +2 21
2

ــتطيل و جواب  ــه ي M محل برخورد قطرهاي مس ــن، نقط بنابراي
ــت كه از چهار رأس مستطيل به يك  ــت، يعني نقطه اي اس ــئله اس مس

فاصله خواهد بود.
نكته ي مهم: اين سؤال پيش مي آيد كه چرا در راه حل هاي جبري ـ 
مختصاتي ارائه شده، حدس زديم كه نقطه  ي برخورد قطرهاي مستطيل 
ــئله است و سپس درست بودن اين حدس را ثابت كرديم.  جواب مس
ــئله نشأت بگيرد، اما  ــي مس اين حدس زدن مي تواند از راه حل هندس
ــتقيماً مي توانيم مختصات نقطه ي جواب مسئله  بدون حدس زدن، مس
ــويم كه اين نقطه همان محل برخورد قطرهاي  را پيدا كنيم و متوجه ش
ــت. براي مثال در روش آخر راه حل جبري ـ مختصاتي  ــتطيل اس مس

a bA ( ,−
= 2 )2

ــتطيل ABCD به صورت كه مختصات رأس هاي مس
ــرض  ــت، ف a اس bD ( , )+ +

= 2 2
a و  bC ( , )−

= 2 2  ، a bB ( , )− −
= 2 2  ،

M باشد. يعني M نقطه اي باشد  ( , )= α β مي كنيم جواب مسئله نقطه ي 
كه از چهار رأس مستطيل به يك فاصله است. در اين صورت داريم: 

a bMA ( ) ( )= − −α + −β2 2
2 2

a bMB ( ) ( )− −
= −α + −β2 2

2 2  
 a bMC ( ) ( )−

= −α + −β2 2
2 2    

a bMD ( ) ( )+ +
= −α + −β2 2

2 2  MA MB MC MD MA MB MC MD= = = ⇒ = = =2 2 2 2  
a b a b( ) ( ) ( ) ( )− −

⇒ − −α + −β = −α + −β2 2 2 2
2 2 2 2

a ba b⇒ + α + α + + β − β
2 2

2 2
4 4

A

B

D

O

y

C

D
y4

y3

y1

y2

x1 x2 x3 x4

M.
x

=
a ba b+ α + α + + β + β

2 2
2 2

4 4
b ,b⇒ β = ≠ ⇒ β =2 0 0 0  (1)

a b a b( ) ( ) ( ) ( )−
−α + −β = −α + + −β2 2 2

2 2 2 2
a ,a⇒ α = ≠2 0 0

⇒α =0   (2)
. پس جواب مسئله، نقطه ي  M( , )0 0 ــود  از (1) و (2) نتيجه مي ش
M، محل برخورد قطرهاي مستطيل است كه در اين دستگاه مختصات 

به عنوان مبدأ مختصات انتخاب شده است.
ــه صورت دلخواه  ــتگاه مختصات قائم xoy را ب  ـاگر دس ــوم  روش س
B (x , y )= 2 2  ، A (x , y )= 1 1 انتخاب كنيم، مختصات رأس هاي مستطيل 

ــن صورت نيز  ــود. در اي ــد ب D خواه (x , y )= 4 4 C و  (x , y )= 3 3  ،
مي توانيم مختصات نقطه ي M جواب مسئله را همانند روش ارائه شده 
M جواب  ( , )= α β ــمت قبل به دست آوريم، يعني فرض كنيم  در قس
ــئله است و از رابطه هاي MA= MB= MC= MD اندازه هاي  اين مس

α و β را به دست آوريم. نتيجه ي كار چنين خواهد بود: 

x x y y
M ( , )

+ +
= 1 3 1 3

2 2
x يا  x y y

M ( , )
+ +

= 2 4 2 4
2 2

كه اين نقطه، محل برخورد قطرهاي مستطيل است.
نكته : چون نقطه ي M وسط قطر AC و وسط قطر BD نيز هست، 
 x x x x+ +

=1 3 2 4
2 2

و   y y y y+ +
=1 3 2 4

2 2
ــاوي هاي  تس ــس  پ

برقرارند.
ــات رأس هاي  ــب مختص ــي تعيين α و β برحس ــه: چگونگ توج
ــتطيل را براي ما بنويسيد و به نشاني مجله ارسال كنيد. به بهترين  مس

پاسخ ها جوايزي اهدا خواهد شد.                              
ادامه دارد
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آلن تورينگ، ماشين هايى را توصيف كرد كه بيان مي كنند 
برحسب محاسبه، چه چيز ممكن است و چه چيز ناممكن 

است.

ماشين هاي تورينگ3، رايانه اي است كه غير از لوازم اصلي، عاري 
ــيله اي است كه به جاي فلز و پلاستيك  ــت. وس از ملزومات ديگر اس
بودن، ايده اي مجرد از يك ماشين است. كار اين ماشين بررسي نواري 
ــت كه با 0S و 1S علامت گذاري شده است. اين  با طول نامتناهي اس
نوار، از زير هِدي مي گذرد كه عدد موردنظر را مي خواند، و آن گاه دو 

كار انجام مي دهد: يكي روي عدد مورد بحث و ديگري روي نوار: 
ــت نخورده  1- 1 را به 0 يا 0 را به 1 تغيير مي دهد، يا عدد را دس

باقي مي گذارد.
ــو مي برد، يك مرحله عقب مي برد يا  ــوار را يك مرحله جل 2- ن

دست نخورده باقي مي گذارد.
ــوري طراحي كرد كه جمع، تفريق  ــين تورينگ را مي توان ط ماش
ــاب را انجام دهد. در واقع مي تواند هر عمل  ــي حس يا هر عمل اساس
ــه جلوتر رفتن، هر عمل  ــابي پيچيده را انجام دهد. با يك مرحل حس

محاسبه مي تواند با ماشين تورينگ انجام گيرد.
ــين تورينگي جداگانه  ــد كه بايد براي هر عمل، ماش به نظر مي رس
ــد. اما در اقدامي شگفت انگيز، تورينگ نشان داد كه براي  موجود باش
ــين  ــه نياز نداريم. در عوض، يك ماش ــيني جداگان هر عمل، به ماش
ــت كه مي تواند مانند هر ماشين تورينگ  تورينگ عمومي موجود اس
ديگر عمل كند. پس اين ماشين عمومي مي تواند هر عمل محاسبه پذير 

را به انجام برساند. اين مطلب به كمال تورينگي موسوم است.
ــت است. با در دست داشتن يك  ــتاورد مهم ديگر، مسئله ي ايس دس
ماشين تورينگ، همواره نمي توان تشخيص داد كه توقف مي كند يا محاسبه 
ــبه اي هم ارز قضيه ي گودل  را تا ابد ادامه مي دهد. اين موضوع، محاس
است (در شماره ى آينده مجله، قضيه گودل را ملاحظه خواهيد كرد.)
ــي در  در دوران جنگ جهاني دوم، آلن تورينگ، كارهاي پرارزش

حوزه ي رمزگشايي انجام داد.

پي نوشت 
1. Alan Turing

2. Dr. Robert Solomon

3. Turing Machines

ماشين هاى تورينگ
دكتر رابرت سالمون2

ترجمه: غلامرضا ياسى پور

انگلستان، 1934آلن تورينگ1 (1954-1912)
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رياضيات 1
فرخ فرشيان

A

B..

A

B C

c

a

b

سطح دريا

1. حاصل عبارت
 + + + +

−
�5 7 17 19

21 5
3 3 3 3

3 3
 

را به دست آوريد.
ــد، ثابت كنيد  باش

a b c
+ + =

1 1 1 1 2. اگر 
ab ac bc abc
c b a

+ + = 33 3 3
2 2 2

3. درجه ى چند جمله اى
x(x x )( x x )( x x )

( x x )

+ + +

+�

2 2 3 3 4

100 101
2 2 3 3

100 100
را به دست آوريد.

ــت  ــه كمك اتحاد به دس ــل را ب 4. حاص
آوريد.

) (الف )( )( )+ − −7 2 9 14 7 7 2 2

 (ب
n n

n n n

n n

x (x x )(x x )

(x x )

− + +

+

5
4 22 2

15 3
2 2

1

5. عبارات زير را تجزيه كنيد.
x (الف x x− + −16 4 214 49 36
x) (ب a)(x b) (y a)(y b)+ + − + +

C رأس هاى  ( ,= B و (10− ( , )= 01 6. نقاط 
ــتند.  ــاقين به رأس A هس مثلث متساوى الس
ــد،  5 باش ــاق مثلث  ــه طول س درصورتى ك

ــت آوريد. مسئله  مختصات رأس A را به دس
چند جواب دارد؟

7. على 500 تومان پس انداز دارد و هر 
ــن  روز 200 تومان به آن اضافه مى كند. حس
ــان پس انداز دارد و هر روز 200  2000 توم

تومان آن را خرج مى كند.
 y ــته و ــف) اگر x تعداد روزهاى گذش ال
ــه ى بين x و y را  ــد، رابط پس انداز على باش

به دست آوريد.
 z ــته و ــر x تعداد روزهاى گذش ب) اگ
ــن خرج مى كند، رابطه ى  پولى باشد كه حس

بين x و z را به دست آوريد.
8. در يك جاده ى شيب دار، اگر 500 متر 
ــيم. اگر ارتفاع  حركت كنيم از A به B مى رس
ــا به ترتيب  ــطح دري ــه ى A و B از س دو نقط
1000 و 1300 متر باشد، شيب اين جاده را 

به دست آوريد.

 x y− = −2 15 و   x y− =2 0 ــر  اگ  .9
 x y+ =7 معادلات دو ضلع يك مستطيل و 15
ــد،  ــتطيل باش معادله ى يكى از قطرهاى مس

مختصات رأس هاى مستطيل را تعيين كنيد.

10. حاصل عبارت
sin sin sin tan
sin sin cos tan
cos cos

+ −
+

−+

2 2

2
20 70 30 45
26 28 45
64 62

را به دست آوريد.
  ABC ــه ى  قائم الزاوي ــث  مثل در   .11
 C ــت. اندازه ى ضلع tan و b=4 اس C =

3
را به دست آوريد.3

ــت  ــارت زير را به دس ــل عب 12. حاص
آوريد.

x (الف x x( ) ( )
x x xx
+ − +

− − ÷ −
− + +−2
3 3 12 2 3 13 9 3 9 39

a (ب b a c b c b a

c a c b

x x x x

x x

− − − −

− −

+
+ + + +

+
+ +

1 1
1 1

1
1

ــد  ــن كني ــورى تعيي a .13 و b و c را ط
x بر  ax b xc+ + +4 2 كه باقى مانده ى تقسيم 
 x x− +23 4 x برابر 1 x x+ − +3 23 4 عبارت 1

باشد.
 را 

+ +
8 21

2 3 19 7
ــر  ــرج كس 14. مخ

گويا كنيد.
 y=ax+b ــر داراى معادله ى 15. خط زي

مسائل براى حل
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y

x1-2

y=ax+b

رياضيات 2
       ميرشهرام صدر

هندسه ى 1
     محمدهاشم رستمى

 z و y ،x ــكل، اندازه ى 1. با توجه به ش
را تعيين كنيد. خط هاى موازى، با پيكان هاى 

هم جهت مشخص شده اند.

2. در شكل روبه رو:
ˆˆ و CE پاره خط BF را  =1 2 ــر  الف) اگ

. ˆ ˆC E= نصف كرده باشد، ثابت كنيد كه 

ــف  ــر را نص ــر BF و CE يكديگ ب) اگ
كرده باشند، ثابت كنيد:

BC=EF

ــار پاره خط، خمى  ــتفاده از چه 3. با اس

2x

3x-25

x+y

z

A

B

E

D

C

F

G

1

2

ــكل  ــر a و b را با توجه به ش ــت. مقادي اس
به دست آوريد.

16. معادلات زير را حل كنيد.
x (الف ( )x− + + + =2 3 2 1 4 2 0
x (ب x

xx
+ − − = −2

2
1 44 6

17. مجموع ارقام يك عدد دو رقمى 10 
ــت. رقم دهگان آن 2 واحد كم تر از مربع  اس

رقم يكان آن است. اين عدد را پيدا كنيد.
ــه ى  نامعادل ــواب  ج ــه  مجموع  .18
x است.  > −

16
3 x به صورت  xa+ −

+ >
8 4

16 مقدار a را به دست آوريد.8

ــر زاويه هاى يك  ــان دهيد كه اگ 1. نش
مثلث را از كوچك به بزرگ (يا از بزرگ به 
ــكيل يك دنباله ى  كوچك) مرتب كنيم و تش
حسابى بدهند، آن گاه همواره زاويه ى وسطى 

برابر با ْ 60 خواهد بود.
ــه اى  ــث قائم الزاوي ــلاع مثل ــر اض 2. اگ
ــبت اين  ــازند، قدر نس ــى بس دنباله ى هندس

دنباله را بيابيد.
f(x)=x2 - 3. اگر نمودار تابع با ضابطه ى

3x+k  بر محور xها مماس باشد، مقدار k  را 

محاسبه كنيد.
ــت،  4. تابع با ضابطه ى زير مفروض اس
ــددى f(f(f(1))) را  در اين صورت مقدار ع

بيابيد.
x x

f (x)
x x

⎧− >⎪= ⎨
− ≤⎪⎩

2

3
0

2 0

5. تابع با ضابطه ى زير به نام تابع علامت 
ــبه ى  ــت محاس ــت. مطلوب اس ــروف اس مع

.s(x2) - s(x)
x

s(x) x
x

>⎧
⎪= =⎨
⎪− <⎩

1 0
0 0

1 0

ــه ى زير را  ــا ضابط ــع ب ــه ى تاب 6. دامن
xبه دست آوريد. xf (x)

x x
+ −

= −
+ −

2 2
1 1

. a
a

+ ≥
1 7. الف) اگر a>0 ثابت كنيد 2

xA را 
x

=
+ 21

ب) بيشترين مقدار كسر 
براى هر عدد حقيقى x>0 پيدا كنيد.

ــن كنيد كه  ــان تعيي ــدود m را چن 8. ح
نابرابرى زير همواره برقرار باشد.

(m2+m - 2)x2+2( m - 1)x - 2<0
9. با استفاده از تعريف لگاريتم، دستگاه 

زير را حل كنيد.
x y

x y

−

+

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

3

2
2 32
3 3

ــاب،  ــتفاده از ماشين حس ــدون اس 10. ب
حاصل عبارت زير را محاسبه كنيد.

log log
A

log log
= −

24 192
2 2
2 2
96 12

11. معادله ى زير را حل كنيد.
(x )

(x )log log−
−+ =1 4

2 11
ــدار عددى  ــترين و كمترين مق 12. بيش

عبارت زير را محاسبه كنيد.
A=sin2x - 2sinx+5

13. مقدار عددى عبارت زير را محاسبه 
كنيد.

sin cos sin cos
A

cos cos sin sin

π π π π
+

=
π π π π

+

2 2 4 4
3 3 3 3
5 3 5 7
3 4 4 4

14. جواب هاى معادله ى زير را بيابيد.

[ ]x 1 x
x

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 0 02 3 2

A در اين صورت  ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 2
7 5 ــر  15. اگ

حاصل (A - 2A - 1) را پيدا كنيد.
ــام 0 و 1 و 2 و 3 و 4 و  ــا ارق 16. ب

ــاخت؛ به  5 چند عدد چهاررقمى مى توان س
ــرطى كه تكرار مجاز نباشد و عدد حاصل  ش

از 4000 بزرگ تر باشد.
17. به چند طريق مى توان از بين 10 نفر 
ــر آن ها عضو تيم فوتبال  دانش آموز كه 3 نف
مدرسه هستند، هيأتى سه نفرى انتخاب كرد، 

به شرط آن كه:
ــم فوتبال  ــأت عضو تي ــف) رئيس هي ال

باشد.
ــك نفر آن ها عضو تيم فوتبال و 2  ب) ي

نفر ديگر عضو تيم فوتبال نباشند.
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رسم كنيد كه:
الف) ساده و بسته باشد.

ب) ساده باشد ولى بسته نباشد.
4. چهارضلعى ABCD متوازى الاضلاع 
از  ــك  را درهري  y و   x ــدازه ى  (ان ــت.  اس

حالت هاى زير تعيين كنيد:

 CD=y ، AB x= 2  ، AD x= 5 ــف)  ال
و محيط متوازى الاضلاع مساوى 84.

 ، BC y= +3 8	  ، AB x= 2 ب) 
. AD y= −5 10	 CD و x= −7 25	

D̂ x= Ĉ و  y= 2  ، Â y= −4 60	 پ) 
.

و   B̂ x= −10 15	  ، Â x= 3 ت) 
. Ĉ y=

ــتطيل است.  5. چهارضلعى ABCD مس
و   BC ــاى  روى ضلع ه  F و   E ــاى  نقطه ه
 CE BC=

5
14

ــده اند كه  CD چنان اختيار ش

را   CEGF ــتطيل  مس ــت.  اس  CF
CD

=
7
10

و 
 CEGF ــتطيل ــازيم. اگر مساحت مس مى س
ــانتى متر مربع باشد، اندازه ى  ــاوى 70 س مس

مساحت مستطيل ABCD را تعيين كنيد.

ــث قائم الزاويه ى  ــاحت مثل اندازه ى مس .6
ˆ(A ,AB AC)ABC= =90	 متساوى الساقين 

ــدازه ى وتر و  ــت. ان ــع اس ــانتى متر مرب 32 س
ساق هاى اين مثلث را تعيين كنيد.

AB

DC

AB

C D

E G

F

ــاحت قسمت  ــكل، مس 7. با توجه به ش
مشترك دو مربع را به دست آوريد.

8. چهارضلعى ABCD ذوزنقه است. با 
توجه به شكل، اندازه ى مساحت اين ذوزنقه 

را تعيين كنيد.

 BC ــوازى ــث DE، ABC م 9. در مثل
ــكل، اندازه ىx را تعيين  است. با توجه به ش

كنيد.

A متشابه  B C′ ′ ′ 10. دو مثلث ABC و 
ــر از اين دو  ــاى نظي A ميانه ه M′ و AM و ′

C

A B

112

AB

C DH

8

10 17

6

A

B

C E 18

D
x-2

x+3

6

مثلث اند. اندازه ى x و y را به دست آوريد.

 A ارتفاع نظير رأس AH ــكل 11. در ش
از مثلث ABC و DE موازى ضلع BC است 
ــت.  ــه ارتفاع AH را در ′H قطع كرده اس ك
ــبت  ــد، نس H باش H′ =12 اگر AH =40 و 
ــث ABC و ADE را  ــاحت هاى دو مثل مس

به دست آوريد.

ــش پهلوى  ش ــم  منتظ ــور  منش  .12
ABCDEFF به ضلع قاعده ى  A B C D E′ ′ ′ ′ ′ ′

ــانتى متر داده  ــانتى متر و ارتفاع 30 س 12 س
ــتوانه اى را كه قاعده هايش  ــت. اس ــده اس ش
ــور هستند در  محاط در قاعده هاى اين منش

نظر مى گيريم.

12

C
ˏ

A
ˏ

B
ˏ

x
M

ˏ

32

A

B

C

M

y

18

x+3
x+2

A B

C

E

D

H

H
ˏ
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A

B

O

E

A
ˏ

B
ˏ

O
ˏD

C

F

D
ˏ

C
ˏ

F
ˏ

E
ˏ

O
ˏ

ــده را  ــور منتظم داده ش الف) حجم منش
تعيين كنيد.

ــور منتظم و  ــم فضاى بين منش ب) حج
استوانه را به دست آوريد.

 10 29 ــتطيلى به قطر  ــب مس 13. مكع
ــه ابعاد آن  ــر بگيريد ك ــانتى متر را در نظ س
ــب با عددهاى 2 و 3 و 4 است. حجم  متناس

اين مكعب مستطيل را بيابيد.
ــده ى 8  ــعاع قاع ــه ش ــى ب 14. مخروط
ــانتى متر داده شده  سانتى متر و ارتفاع 21 س
 π36 ــطح كل  ــكل). كره اى به س ــت (ش اس
ــن مخروط قرار  ــانتى متر مربع را درون اي س

مى دهيم. تعيين كنيد:

AB
O

H A
ˏ

B
ˏ

O
ˏ

S

ــف) آيا اين كره به طور كامل درون اين  ال
مخروط جاى مى گيرد؟ بحث كنيد.

ــه طور كامل  ــه كره ب ــى ك ب) در صورت
ــروط قرار بگيرد، حجم فضاى بين  درون مخ

مخروط و كره را تعيين كنيد.
حسابان

مجتبي رفيعي

ــعاع «1» را  ــط يك دايره به ش 1. محي
ــاوي تقسيم مي كنيم و با  به شش قسمت مس
ــت آمده يك شش ضلعي منتظم  نقاط به دس
مي سازيم. سپس وسط هاي اين شش ضلعي 
ــش ضلعي  ــه هم وصل مي كنيم و يك ش را ب
ــا بي نهايت  ــازيم و اين كار را ت ــر مي س ديگ
مرحله ادامه مي دهيم. حد مجموع مساحت ها 

و محيط هاي اين شش ضلعي ها را بيابيد.
ــواب حقيقي  ــر چند ج ــه ي زي 2. معادل

دارد؟
(x ) (x ) (x )

(x ) (x ) ...

(x )(x ) (x )

+ + + −

+ + − +

+ + − + − =

1383 1382

1381 2

1382 1383

1 1 2
1 2
1 2 2 0

x) مطلوب است:  y)+ 82 3. در بسط 
الف) تعداد جملات 
ب) مجموع ضرايب 

پ) جمله ي پنجم بسط
ــوان يك چند  ــد صورت مي ت 4. به چن
ــاخت كه ضرايب  جمله اي از درجه ي پنج س
آن با ترتيبي دلخواه، اعداد 1 و 2 و 3 و... و 
x بخش پذير  x+ + 21 ــد جمله اي  6 و بر چن

باشد.
 xsin x =

π
2
5

5. تعداد ريشه هاي معادله ي 
را به روش هندسي به دست آوريد.

 { }nA a ,a ,...,a= 1 2 6. اگر دو مجموعه ي 
و  ــيم  باش ــته  داش را   { }nB b ,b ,...,b= 1 2 و 

، آن گاه:  f : A B→

ــع f موجود  ــور كلي چند تاب ــف) به ط ال
است؟

ب) چند تابع f موجود است كه در آن ها 

f باشد؟ (a ) b=1 1

پ) چند تابع ثابت موجود است؟
 f (a ) b≠1 ت) چند تابع موجود است كه 1

باشد؟
7. اگر دو تابع با ضابطه هاي

 f (x)
x x

=
+ +2

1
3 9 1

 g(x) ax bx= + −2 21 و                
برابر باشند، a و b را تعيين كنيد.

f وجود دارد كه  : w w→ ــد تابع  8. چن
ــته  ــابي داش ــراي هر x متعلق به اعداد حس ب

باشيم: 
 f (f (n)) f (n) n+ = +2 3

f داراي  :[ , )+∞0 → ــد � ــرض كني 9. ف
و  f (x) x− 3 ــه  ك ــت  اس ــت  خاصي ــن  اي

ــان دهيد كه  ــتند. نش f صعودي هس (x) x− 3

f نيز صعودي است. (x) x x− −2

ــبت هاي مثلثاتي زاويه ي °15 را  10. نس
به دست آوريد.

sin را حل  x sin x
sin x

−
=

7 23
11. معادله ي 

كنيد.
12. وتر AB مطابق شكل مقابل به سمت 

مركز دايره در حال حركت است.
ــاحت قطاع  ــازيد كه مس الف) تابعي بس

دايره را برحسب زاويه ي x نمايش دهد.
ــب x را  ــرات وتر برحس ــع تغيي ب) تاب

بسازيد.
پ) تابع تغيير x برحسب وتر را بيابيد.

13. مجموعه جواب نامعادله ي زير را به 
صورت يك همسايگي محذوف بنويسيد.

 x x

x x

−
<

− +

2

2
2 0

1
a .14 را طوري بيابيد كه 

.
A

B
x(
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ax[ ] x
xf (x)

cos x x

⎧ ≥⎪⎪= ⎨ π⎪ <
⎪⎩

1 1
2
1

2 2
x حد داشته باشد. =

1
2  در 

ــل حدهاي زير را در صورت  15. حاص
وجود بيابيد.

 (الف
x

cos x cos xlim
x tan x→

− 3
0

 (ب
x

cos xlim
xπ

→

−
− π

3

1 2
3

16. تانژانت زاويه ي بين دو نيم مماس تابع 
f در مبدأ مختصات برابر  (x) cosax= −1

4 است. چند مقدار براي a وجود دارد؟
ــراي تصفيه ي يك محلول از يك 3 17. ب

ــوراخ  ــرف مخروطي كه در رأس آن س ظ
ــتفاده  ــت، اس ــده اس ــيار ريزي تعبيه ش بس
ــه ارتفاع مخروط  ــم. با فرض اين ك مي كني
16cm و شعاع آن 4cm باشد و محلول با 

cm از ظرف خارج شود، 
s

32 سرعت ثابت 
ــت،  ــه ارتفاع محلول 8cm اس ــي ك هنگام
ــول در ظرف  ــش ارتفاع محل ــرعت كاه س

ــت؟ چه قدر اس
18. مشتق تابع زير را بگيريد.

 
x

x xa+ −
+ >

8 4
16 8

x را در نظر بگيريد. اگر  > −
16
3 19. تابع 

از هر نقطه روي تابع خطي به مبدأ مختصات 
ــيب آن را m بناميم، تغييرات  وصل كنيم و ش
ــبت به  ــه ي خط با محور xها (α) را نس زاوي

تغييرات x به دست آوريد.

جبر و احتمال
                 هوشنگ شرقي

مسائل هندسه ى 2
           محمدهاشم رستمى

B C

A

M

A
B

C

D

2x+1

x+4

30

45

ــتقراي رياضي ثابت  ــتفاده از اس 1. با اس
كنيد:

( )( )( )....( ) n
n

+ + + + = +
1 1 1 11 1 1 1 11 2 3

2. به كمك استدلال استنتاجي ثابت كنيد 
كه مكعب هر عدد فرد، عددي فرد است.

5 عددي گنگ است. ثابت  3. مي دانيم 
5− نيز عددي گنگ است. 2 كنيد 

ــي x و  yثابت  ــراي هر دو عدد حقيق 4. ب
كنيد:

x y y(x )+ + ≥ +2 21 2 2 1

ــاس، لباس هاي  ــگاه لب 5. در يك فروش
ــه اندازه ي  ــه و مردانه در س ــه، زنان بچه گان
كوچك و بزرگ و متوسط فروخته مي شود. 
ــت لباس  ــگاه ده دس ــخصي از اين فروش ش
خريد. ثابت كنيد دست كم دو تا از لباس هاي 

او از يك نوع و يك اندازه بوده اند.
ــر مجموعه ها ثابت  ــتفاده از جب 6. با اس

كنيد:
(A B) C A (B C) C A∩ ∪ = ∩ ∪ ⇔ ⊂

 xA {x x , }−= ∈ ≤� 2 11 2 ــر  7. اگ
ــه ي  xB مجموع {x , n x}= ∈ ≤� و 

A را تشكيل دهيد. A B− ×2

IR) به  { })− − 21 ــه ي زير روي  8. رابط
صورت زير تعريف شده است:

(x , y)R(z , t) x t xt y z yz⇔ + + = + +

ــه ي هم ارزي  ــك رابط ــت كنيد R ي ثاب
ــت و سپس كلاس هم ارزي (2- و 1 ) را  اس

به دست آوريد. 
ــم. اگر زوج  ــي را پرتاب مي كني 9. تاس
ــكه را پرتاب مي كنيم و اگر فرد  بيايد، يك س
بيايد، سكه را دو بار پرتاب مي كنيم. مطلوب 

است:
الف) فضاي نمونه ي اين پيشامد.

ــامد A كه در آن سكه دست كم  ب) پيش
يك بار پشت بيايد.

ــه در آن تاس مضرب  ــامد B ك ج) پيش
3 بيايد.

. A B′∩ د) پيشامد
ــه شامل 5 مهره ي قرمز  10. در يك كيس
ــفيد و تعدادي مهره ي آبي دو  و 3 مهره ي س
ــادف خارج مي كنيم. اگر احتمال  مهره به تص
ــد،  14 باش

45
ــاوي هم رنگ بودن دو مهره مس

تعداد مهره هاي آبي را به دست آوريد.
ــي به گونه اي ساخته شده است  11. تاس

ــدد اول در پرتاب آن 3  كه احتمال وقوع هر ع
ــت. اگر در  برابر احتمال وقوع عدد غير اول اس
يك بار پرتاب اين تاس،  Aپيشامد وقوع عددي 

كوچك تر از 4 باشد،  P(A) را به دست آوريد.
ــاد  ــه ابع ــتطيل هايي ك ــن مس 12. از بي
ــت، يكي را  ــا كوچك تر از 4 واحد اس آن ه
ــادف انتخاب كرده ايم. احتمال انتخاب  به تص
ــر از 6 را  ــا محيط بزرگ ت ــتطيل هايي ب مس

به دست آوريد.
ــس و مردودي  ــال قبولي نرگ 13. احتم
ــت،  مژده در امتحان جبر و احتمال 0/3 اس
ــا در اين  ــي از آن ه ــانس قبولي يك ــي ش ول
ــال قبولي مژده در  ــت. احتم امتحان 0/7 اس

اين امتحان را به دست آوريد.

1. در مثلث ABC ميانه ى AM را رسم 
كرده ايم. اگر AB>AC باشد، ثابت كنيد:

ˆ ˆMAB MAC< الف) 
ˆ ˆAMB AMC< ب) 

2. در شكل، AD نيمساز زاويه ى درونى 
 BC ــت. اندازه ى ضلع A از مثلث ABC اس

را تعيين كنيد.
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ــاى  ضلع ه ــه  ب  ABC ــث  مثل  .3
ــده است.  AB=AC= 10 و BC =12 داده ش
ــع بر قاعده ى BC از اين  اگر M نقطه اى واق
ــد، مجموع فاصله ى آن از دو ضلع  مثلث باش

AB و AC را تعيين كنيد.

4. مكان هندسى مركز دايره هايى به شعاع 
 C(O,R) ــد كه بر دايره ى ثابت  ′R را بيابي

مماس برون باشند.
ــا معلوم بودن ضلع  ــث ABC را ب 5. مثل
 AH=ha و ارتفاع Â = α BC=a، زاويه ى 

رسم كنيد.
، مكان هندسى  C(O, )10 6. در دايره ى 
وسط وترهايى از اين دايره را تعيين كنيد كه 

طولشان مساوى 16 باشد.
 M، در نقطه هاى ABCD 7. چهارضلعى
ــز O مماس  ــره اى به مرك ــر داي N، P و Q ب
ــن چهارضلعى محيطى  ــت. اگر محيط اي اس

120 باشد، اندازه ى x را تعيين كنيد.

ــكل  ــدازه ى x و y را با توجه به ش 8. ان
′MT در  ــد. MT و  ــن كني ــده تعيي داده ش

′T بر دايره مماس اند. نقطه هاى T و 

ــه ى °60 روبه رو  ــان درخور زاوي 9. كم
ــم  4 را رس 3 ــه طول  ــط AB ب ــه پاره خ ب

كرده ايم.

ــره اى را كه اين  ــعاع داي الف) اندازه ى ش
كمان درخور بخشى از آن است، بيابيد.

 AB ب) فاصله ى مركز اين دايره از وتر
را تعيين كنيد.

 (C) ــر از دايره ى AB .10 و CD دو وت
ــر را قطع  ــه در نقطه ى M يكديگ ــتند ك هس
ــكل، اندازه ى وترهاى  كرده اند. با توجه به ش
AB و CD را به دست آوريد، در صورتى كه 

AB =2 CD-10 باشد.

 ، T(x, y) ( x , y )= + −2 5 3 ــل  11. در تبدي
ــه نقطه اى  ــر چ M تصوي ( , )′ = 3 1 ــه ى  نقط

است؟
12. تحت يك بازتاب محورى، تصوير خط

ــط  خ  ، D : x y− − =3 4 1 0  
D است. معادله ى محور  : x y′ + + =4 3 7 0

اين بازتاب را تعيين كنيد.
B و  ( , )= 0 4  ، A ( , )= 2 13. تصاوير نقطه هاى 0
 T(x, y) ( x, y)= 2 2 C تحت تبديل  ( , )= 4 5

مى ناميم. C′ ′B و   ، A′ را به ترتيب
 C′ و B′  ، A′ الف) مختصات نقطه هاى

را به دست آوريد.
 ،CA، BC، AB ــاى  ــيب خط ه ب) ش
ــت آوريد و  C را به دس A′ B و ′ C′ ′  ، A B′ ′

شيب خط هاى متناظر را با هم مقايسه كنيد. 
چه نتيجه اى مى گيريد؟

ــاى دو مثلث ABC و  ــول ضلع ه پ) ط
A را محاسبه و ضلع هاى متناظر آن ها  B C′ ′ ′

را با هم مقايسه كنيد. چه نتيجه اى مى گيريد؟ 
اين تبديل چيست؟

′d با خط δ از  ــط متمايز d و  14. دو خ
ــه ى P موازى اند. صفحه ى ′P را بر دو  صفح
′d مى گذرانيم. در وضع اين صفحه  خط d و 

با صفحه ى P بحث كنيد.
ــم  ــا ه ب  (F) (E) و  ــه ى  15. دو صفح
ــع بر اين دو  ــد. از نقطه ى P غيرواق موازى ان
ــم  ــه خط همرس در نقطه ى P رس صفحه، س
ــه ى (E) و (F) را در  ــا دو صفح ــم ت مى كني
ــع كنند.  ــاى P، K، S، M، T و H قط نقطه ه
ــم مى كنيم.  مثلث هاى RKS و MHT را رس
ــابه اند؟ دليل  ــا هم متش ــن دو مثلث ب ــا اي آي

بياوريد.

16. مكعب مستطيل ABCDEFGH داده 
ــت. اگر AD =20 ، AB =50  و قطر  ــده اس ش

AH باشد: =10 65

ــن  اي از   AF ــع  ضل ــدازه ى  ان ــف)  ال
مكعب مستطيل را تعيين كنيد.

ــترك دو خط متنافر  ب) طول عمود مش
EF و BG را تعيين كنيد.
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حل مسائل رياضى سال اوّل
      فرخ فرشيان

حلّ تشريحى مسائل 
شماره ى قبل

 bو a ــه را ــه ى قائم ــع زاوي 1. دو ضل
؛ در نتيجه  a b ( )+ =2 2 25 2 مى گيريم. پس 

. a b+ =2 2 50

ــده اند  ش ــرض  ف  a و   b N∈ ــون  چ
a
b
=⎧

⎨ =⎩

5
5

ــه ــن معادل اي ــن  ــاى ممك جواب ه

ــت ــه در حال ــتند ك a هس
b
=⎧

⎨ =⎩

7
1

 ، a
b
=⎧

⎨ =⎩

1
7

 ،

a محيط مثلث كمتر است.
b
=⎧

⎨ =⎩

7
1

 ، a
b
=⎧

⎨ =⎩

1
7

ــرى كوچك تر از واحد باشد،  2. اگر كس
وقتى عددى را هم به صورت و هم به مخرج 

اضافه كنيم كسر بزرگ تر مى شود، يعنى:
a a a k c( )
b b b k d

+
< ⇒ < < <

+
1 1

a باشد خواهيم  c
b d
< اثبات: مى دانيم اگر 

. بنابراين: a a c c
b b d d

+
< <

+
داشت 

a k a a k k
b k b b k k

+
< = ⇒ < < =

+
1 1

a a k
b b k

+
⇒ < <

+
1

 ، 1001
10001

ــر  ــر به صورت و مخرج كس اگ

1010 مى شود كه 
10010

9 واحد اضافه كنيم برابر 
از مقدار اوليه ى كسر بزرگ تر است؛ يعنى:

< = ×
1001 1010 101 10
10001 10010 1001 10

<
1001 101
10001 1001

پس:  
3. صورت و مخرج هر دو كسر را 101 

برابر مى كنيم.
× =

41 101
43 101 ,4141

4343
× =

42 101 4242
43 101 4343

ــدد 4141 و 4242 صد عدد  ــن دو ع بي
صحيح وجود دارد.

, ,..., ,4142 4143 4240 4241
4343 4343 4343 4343

.4
( )− = − −3 5 3 5

= − +3 5               
− = −5 2 5 2
( ) ( )− × − = − × − = =2 3 4 2 1 2 2

( )− = − − = − +3 2 3 2 3 2

( )− = − − =3 3 3

( )− − − − − × −

− − − +

3 5 5 2 2 3 4

3 2 3 2

− + − + −
=

− + − +

3 5 5 2 2
3 2 3 2

( )

−
= =

− − +− +

3 3
2 2 3 22 2 3 2

=
3

= =
− + +

3 1
22 2 3 2 2 3

.5

 (الف
x

xA x Z, x
⎧ ⎫+⎪ ⎪= ∈ − ≤ <⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭

2 1 3 0
2 1

 x

x
+
−

2 1
2 1

مقادير x را مشخص و در عبارت 
به جاى آن مى گذاريم. اكنون داريم:

x , x Z− ≤ < ∈3 0
x , ,⇒ = − − −3 2 1

x
−

−

+
+

= − ⇒ =
− −

3 3
3

3

1 12 1 23 12 1 1
2

+ −
= = =

−
−

1 91 98 8
1 7 718 8

x
−

−

+
+

= − ⇒ =
− −

2 2
2

2

1 12 1 22 12 1 1
2

+
= = = −

−
−

1 51 54 4
1 3 314 4

x
−

−

++
= − ⇒ =

− −

1

1

1 12 1 21 12 1 12
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A B

A-B B-A

A   B ∩

= = −
−

3
2 31
2

A , ,− −⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

9 5 37 3

} (ب }x yB x, y Z, xy= − ∈ =2 3 4
ــده  ــرى داده ش ــارت جب ــا عب در اين ج
ــه دنبال دو  ــت. ب ــامل دو متغير x و y اس ش
عدد صحيح هستيم كه حاصل ضرب آن ها 4 

شود. بنابراين حالت هاى زير اتفاق مى افتد.

x yx
y
=⎧

− = −⎨ =⎩
= − = −

41 2 3 2 34
2 81 79

x yx
y
=⎧

− = −⎨ =⎩
= − =

44 2 3 2 31
16 3 13

x yx
y

− −= −⎧
− = −⎨ = −⎩

= − =

1 41 2 3 2 34
1 1 729
2 81 162

x yx
y

− −= −⎧
− = − = −⎨ = −⎩
−

= − =

4 1
4

4 1 12 3 2 31 32
1 1 13

16 3 48

x yx
y
=⎧

− = −⎨ =⎩
= − = −

2 22 2 3 2 32
4 9 5

x yx
y

−= −⎧
− =⎨ = −⎩

2 2 3 22
−−

= − = − =

2 2

2 2

3

1 1 1 1 5
4 9 362 3

B , , , , ,⎧ ⎫= − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

729 13 579 13 5162 48 36
6. با استفاده از نمودار مجموعه اى (ون) 

داريم:
(A B) (A B) (B A)− ∪ ∩ ∪ −

در اين صورت:
A B { , , , , , }∪ = 1 2 3 4 5 6

.{ } X { , , }⊂ ⊂3 1 2 3 7. در رابطه ى
 { }3 مجموعه ى X بايد عضو مجموعه ى 
را شامل باشد. همين طور X مى تواند اعضاى 
ــد، يعنى  ــار كن } را اختي , , }1 2 3 ــه ى  مجموع
 X { , }=3 3 2 و   X { , }=2 3 1 و   X { }=1 3
ــور كه  ــن، همان ط . بنابراي X { , , }=4 3 2 1 و 
ــود، تعداد مجموعه هايى مانند  مشاهده مى ش
ــه در رابطه ى مذكور صدق مى كنند برابر  X ك
 { , }1 2 ــاى مجموعه ى  ــداد زيرمجموعه ه تع

خواهد بود كه در آن 4=22 است.
nn داريم: a= 8. با فرض 

nn n n an n n a nn n n
+ =× ×= ⎯⎯⎯→
1 1

n a n a an (n ) a×= = =
.9

+... (الف + +13 13 1311 11 11
�������

                     11 تا

 ...+ + + +14 14 1411 11 11
�������

                           120 تا

+ +15 111 11 ...+ +5 1511
�������

                       1320 تا

= × + × + ×13 14 1511 11 120 11 1320 11
= + × + ×14 14 1511 120 11 1320 11
= × + ×14 15121 11 1320 11
= × + × ×2 14 1511 11 11 120 11
= + × = ×16 16 1611 120 11 121 11
= × =2 16 1811 11 11

 (ب
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥× −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1
71 1

7 7

1
71 1

7 71 1
7 7

(
( )−

11
49

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ))
( )

−
−⎡ ⎤

⎢ ⎥×
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
−⎢ ⎥ =

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1
1 171 7 7

7

1
1 17
7 77 1

49

( )
( ) ( )

( ) ( )

−
+⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦−

= = −

1 1
7 71 17 71 1

49 49
i

( )− −
= =11 1

49 49
10. مى دانيم كه زير راديكال بايد همواره 

عددى مثبت باشد.
yxy x≥− ≥ ⎯⎯⎯→− ≥

2 02 0 0
 ⇒ x عدد منفى است  | x | x⇒ = −

xx y y≥− ≥ ⎯⎯⎯→− ≥
2 02 0 0

⇒ y عدد منفى است  | y | y⇒ = −

xy yx− − − −2 2

x y y x= − − × − − ×2 2

x | y | y | x= − − × − − × |

x ( y) y( x)= − − − − − −

y x x y= − + −

 .11

× + + −4 8 164 2 4 4
1

3 5 8 5 7 5 16 5

=
+ + −4 4 4 4

1
3 5 8 5 7 5 16 5

= = × =
4 3 4

4 4 4 3
1 1 5 125

102 5 2 5 5
 .12

{ }x x[ x x ]− − − + − −23 2 5
x x x+ − + +4 3 21 3 2

{ }x x x x= − − + −2 33 2 5
x x x+ − + +4 3 21 3 2
x x x x= − + − + +3 4 23 2 5 1

x x x x− + + = +4 3 23 2 5 1
.13

A x ( x )( x )= + − − −24 12 2 4 2 3
x [( x) ( )( x) ( )( )]= + − + − − + − −2 24 12 2 4 3 2 4 3

x ( x x )= + − − +2 24 12 4 14 12
x x x x= + − + − =2 24 12 4 14 12 14

B ( x )( x )= × − +
1 12 7 2 77 2

( x )( x )= − +14 1 14 1

( x ) ( ) x= − = −2 2 214 1 196 1
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(B A ) ( x x )− = − −2 2010 2 2 2010196 1 196
( )= − =20101 1

 .14
a] (الف (b )−1

b

(b ) (b ) ]
a

−

+ + ×
���

2

2 2

1

11 1

[(b )(b )] (b )= − + = −2 2 2 4 21 1 1
b b= − +8 42 1

) (ب )× + × + +2 2 31 19 19 18 18 18

( )( )− × × + +
�

2 2 3

1
19 18 19 19 18 18 18

(a b)(a ab b )
( )( )

− + +
− + × +

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
2 2

2 219 18 19 19 18 18

− + =3 3 3 319 18 18 19
xx

x x
+

+ = ⇒ =
21 13 3          .15

 x x⇒ + =2 1 3 x يا  x− = −2 3 1 ( )1
x( ) (x x)

x
+

− −
2

2 21 2 32
(1)                                           x( ) ( )

x
⎯⎯→ − −23 2 12
= + =

9 1724 4
 .16

x (الف (a x )−2 6 6729
x (a x )(a x )= − +2 3 3 3 327 27
x (a x)(a ax x )= − + +2 2 23 3 9

(a x)(a ax x )× + − +2 23 3 9

 (ب
A A

( a b ) ( a b )+ − + +
�
 
�

20 20 10 0 0 0

a b A A A (A )+ =⎯⎯⎯⎯→ − + = −2 22 1 1
a b A (a b )+ =⎯⎯⎯⎯→ + − 21

x (ج x( y )+ −2 2 2 y y+ − +2 2 1

x x( y ) (y )
+ ×

= + − + −
���
 
�

2 22 2 10 0 00 0

ــت  ــترك اس در اينجا x يك جمله ى مش
ــترك  ــرب دو جمله ى غيرمش ــد ض ــه باي ك
ــد.  y باش −2 2 ــع آن ها  y)  و جم )− 21 آن 

بنابراين:

(x y )(x y ) (x y )+ − + − = + − 21 1 1

x (د x x− − +3 2 23 3 4 4
x (x ) (x )= − − −2 23 1 4 1
x (x ) (x )(x )= − − − +23 1 4 1 1

(x )( x x )= − − −21 3 4 4
(x )(x )( x )= − − +1 2 3 2

x را تجزيه كنيم: x− −23 4 4 بايد 
A x x= − −23 4 4
A ( x) ( x)= − −23 3 4 3 12
A ( x )( x )= − +3 3 6 3 2
A (x )( x )= − +3 3 2 3 2

A (x )( x )= − +2 3 2

ــهر را x بگيريم،  17. اگر فاصله ى دو ش
خواهيم داشت:

x x x x= + ⇒ − =
1 110 103 3

x x x⇒ = ⇒ = ⇒ =
2 10 2 30 153

18. هر نقطه مانند A روى محور طول ها، 
 A( , )α 0 عرضش صفر است، يعنى 

AB AC ( ) ( )= ⇒ α − + −2 24 0 1

( ) ( )= α − + −2 22 0 1
( ) ( )⇒ α− + = α − +2 24 1 2 1

⇒α − α + = α − α +2 28 16 4 4
⇒ − α = − ⇒ α =4 12 3

) است. , )3 0  A بنابراين مختصات

حل مسائل رياضى سال دوم
     ميرشهرام صدر

ــطى و d قدر  ــرض كنيم b ضلع وس 1. ف
نسبت اين تصاعد باشد، بنابراين داريم:

c , b , a

b d , b , b d
↓ ↓ ↓
− +

 

از طرفى طبق رابطه ى فيثاغورس داريم:
a b c= +2 2 2

(b d) b (b d)⇒ + = + −2 2 2

b bd d⇒ + +2 22
b b bd d= + − +2 2 22                 

b b db d⇒ = ⇒ =2 4 4
ــم a و d به ترتيب جمله ى  2. فرض كني
ــبت دنباله هاى حسابى باشند،  اول و قدر نس
در اين صورت دنباله هاى هندسى به صورت 

زير است:
a d,a d,a d ( )+ + +3 5 11 1

ــع جمله ى  ــى، مرب ــاى هندس در دنباله ه
وسط برابر با حاصل ضرب دو جمله ى ديگر 

است. در نتيجه داريم:
(a d) (a d)(a d)+ = + +25 3 11

a d ad⇒ + +2 225 10
a ad d ad d= + + ⇒ + =2 2 214 33 4 8 0

dd(a d) a d≠⇒ + = ⎯⎯⎯→ = −04 2 0 2
a در دنباله ى (1)  d= −2 ــرار دادن  با ق

ملاحظه مى كنيم كه:
d, d, d3 9

و اين يك دنباله ى هندسى با قدر نسبت 
3 است.

ــب  مرت زوج  دو  و   f=g ــون  چ  .3
اول  ــاى  مؤلفه ه  ( ,a +1 b)3 و   ( , a b)+1 2
ــس مؤلفه هاى دوم آن ها با هم  برابر دارند، پ

برابرند، يعنى داريم:
a b a b a b+ = + ⇒ =3 2 2

 g و f ــون بايد زوج هاى باقى مانده از اكن
با يكديگر برابر باشند، پس داريم:

a
( , b c) (a, )

b c
=⎧

+ = ⇒ ⎨ + =⎩

22 4 3 4 3
بنابراين:

a ,a b b b= = ⇒ = ⇒ =2 2 2 2 1
b c c c+ = ⇒ + = ⇒ = −4 3 4 3 1

در نتيجه:
a b c+ +5 2 ( ) ( ) ( )= + + − =5 2 2 1 1 11

.4
A B

nx y n m= ⇒ + = +2 2 13
n m n m⇒ + = ⇒ + =

5 2 1 5 6 33
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1 2 3 x-1-2

1
2

3
9
4
32

2349

y

o

y  =(    )3
21

x

1 2 3 x-1-2

1
2

3
9
4

23

3
2

4
9

y

o

y  =(    )3
22

x-1

حل مسائل هندسه ى 1
      محمدهاشم موسوى

A By x n m n= ⇒ − = −2 1

n m⇒ + =1
n m

n m
+ =⎧

⎨− × + =⎩

5 6 3
5 1

n m
n m

m

⎧ + =⎪⇒ ⎨− − = −⎪⎩
= −

5 6 3
5 5 5

2
n ( ) n+ − = ⇒ =2 1 3

5. با توجه به تابع f داريم:
f ( ) = −1 3
f (f ( )) f ( )= − =1 3 2
f (f (f ( ))) f ( )= =1 2 5

ــعاع قاعده ى 5 و  6. حجم مخروط به ش
ــتوانه  به همان  1 حجم اس

3
ارتفاع h برابر با 

ــعاع قاعده و ارتفاع است. در صورتى كه  ش
حجم استوانه را V در نظر بگيريم، حجم هر 
V1 و در نتيجه حجم 

3
ــا  ــك از مخروط ه ي

منبع و حجم استوانه برابر است با:
V حجم منبع V V V V= + + =

1 1 5
3 3 3

V حجم استوانه r h h= π = π2 25
در نتيجه داريم:

V حجم منبع V h= = × π
5 5 253 3

h= π
125

3
                    

ــبه ى f(k - 1) كافى است  7. براى محاس
 ،(k - 1) ها قرار دهيمx به جاى f(x) ــع درتاب

در اين صورت:
(k ) k

f (k ) k

(k ) k

⎧ − − >
⎪

− = − =⎨
⎪ − + − <⎩

2

2 1 1 2
1 4 1 2

1 1 1 2

k k
f (k ) k

k k k

⎧ − >
⎪

⇒ − = =⎨
⎪ − + <⎩

2

2 2 3
1 4 3

2 2 3
.8

p x x= + + =22 3 2 0
Δ = − = − <9 16 7 0

ــه  ــس س ، پ a = >2 Δ و 0 ــون 0> چ
x2 به ازاى جميع مقادير  x+ +2 3 جمله اى 2
ــت. بنابراين مخرج كسر همواره  x مثبت اس
ــر مثبت  ــس براى اين كه كس ــت، پ مثبت اس
ــر همواره مثبت باشد،  باشد بايد صورت كس

يعنى بايد داشته باشيم:
ax x (a )+ + − >2 2 2 0

براى اين منظور بايد دستگاه  نامعادله هاى 
 را حل كنيم.

a
Δ <⎧

⎨ >⎩

0
0

( ) (a)(a )
a

⎧Δ = − − <⎪
⎨

>⎪⎩

22 4 2 0
0

a a
a

⎧− + + <⎪⇒ ⎨
>⎪⎩

24 8 4 0
0

a ,a
a

⎧ < − > +⎪⇒ ⎨
>⎪⎩

1 2 1 2
0

a⇒ > +1 2

9. اين تابع وقتى با معناست كه دو شرط 
زير برقرار باشد:

) x

) x x

⎧ − ≥⎪
⎨

− − + >⎪⎩

2

2
1 16 0
2 30 0

x

x x

⎧ ≤⎪⇒ ⎨
+ − <⎪⎩

2

2
16

30 0

x D [ , ]
(x )(x ) D ( , )
− ≤ ≤ ⇒ = −⎧

⇒ ⎨ + − < ⇒ = −⎩

1

2

4 4 4 4
6 5 0 6 5

D D D [= ∩ = −1 2 4, ] ( , ) [ , ]∩ − = −4 6 5 4 4

10. ابتدا به كمك نقطه يابى نمودار، تابع 
ــم مى كنيم،  xy را رس ( )=1

3
2

ــه ى  با ضابط
ــم  ــال، نمودار تابع f(x) را رس ــپس با انتق س

xخواهيم كرد.

y

− −2 1 0 1 2
4 2 3 419 3 2 9

xy به  ( )=1
3
2

ــودار  ــا انتقال نم اكنون ب
ــمت راست، نمودار  اندازه ى يك واحد به س
xy را خواهيم  ( ) −= 1

2
3
2

ــه ى  ــع با ضابط تاب
داشت. 

در مرحله ى آخر با دو برابر كردن عرض 
 ، xy ( ) −= 1

2
3
2

ــودار تابع  ــه روى نم هر نقط
ــم  ــع f(x) را به صورت زير رس ــودار تاب نم

مى كنيم.

1 2

1

2

3

4
9
2

4
3

8
9

o

x  =  (    )3
2f(  ) 2y

x

x-1

1. سه پاره خط b ،a و c روى يك خط 
راست هستند.

2. يك زاويه را α  درجه فرض مى كنيم. 
زاويه ى ديگر 3α    -6° خواهد بود و چون اين 

دو زاويه متمم يكديگرند، پس داريم:
 ( )α + α − ° = °⇒ α − ° = °3 6 90 4 6 90
⇒ α = °⇒ α = °4 96 24
⇒ α− ° = °− = °3 6 72 6 66

ــس دو زاويه يكى °24 و ديگرى 66°  پ
است.

ــه حالت  ــاى I و III ب ــف) مثلث ه 3. ال
«زض ز» يعنى برابرى دو زاويه ى متناظر و 
تساوى ضلع بين اين دو زاويه، هم نهشت اند 
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A
B

C D

E

O P

Q

F

(زاويه ى سوم اين دو مثلث °70 است).
ــت  حال ــه  ب  III و   II ــاى  مثلث ه ب) 
ــرى دو ضلع متناظر  ــى براب «ض زض»، يعن

هم نهشت اند.
ــت  حال ــه  ب  III و   II ــاى  مثلث ه پ) 
ــرى دو ضلع نظير و  ــى براب «ض ز ض»، يعن

زاويه ى بين اين دو ضلع هم نهشت اند.
ــاى قائم الزاويه ى I و III به  ت) مثلث ه

دليل برابرى وتر و يك ضلع هم نهشت اند.
ــت «زض ز»  ــه مثلث به حال ــن س 4. اي

 هم نهشتند، زيرا داريم:
AB BC AC,= =

ˆ ˆˆABF BCD CAE,= =
ˆ ˆˆBAF CBD ACE= =

= °− ° = °180 60 120

ــداد قطرهاى 17 ضلعى محدب را  5. تع
به دست مى آوريم. داريم:

n(n  تعداد قطرهاى n ضلعى محدب ) ,−
=

3
2

n =17
) تعداد قطرها  )−

= =
17 17 3 ــداد قطرها و تعداد 1192 ــه اختلاف تع درنتيج

ضلع هاى 17 ضلعى محدب برابر است با:
− =119 17 102  

6. قطر BD از متوازى الاضلاع را رسم 
 AC ــورد آن با قطر ــم و نقطه ى برخ مى كني
ــم. مى دانيم كه قطرهاى AC و  را O مى نامي
ــف كرده اند، بنابراين با  BD يكديگر را نص

 CD وسط F و AB وسط E توجه به اين كه
است، نقطه ى P محل برخورد ميانه هاى مثلث 
ــه ى Q محل برخورد ميانه هاى  ABD و نقط

 ABD است. پس در مثلث هاى BCD مثلث
و BCD داريم:

AP AO AC AC,= = × =
2 2 1 1
3 3 2 3

OP AC AC
C

= × =
1 1 1

2 6
CQ CO AC AC,= = × =

2 2 1 1
3 3 2 3

OQ OC AC AC= = × =
1 1 1 1
3 3 2 6

PQ OP OQ AC AC= + = +
1 1
6 6

AC AP PQ QC AC= ⇒ = = =
1 1
3 3

پس حكم مسئله ثابت شد.
ــاحت مستطيل را S، محيط  7. الف) مس
آن را 2P، قطر آن را d و دو ضلع آن را a و 

b مى ناميم. بنابر داده هاى مسئله داريم:

 (الف
P (a b)

b
a

= + =⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

2 2 68
8
9

 

a b
a a

b a

+ =⎧
⎪⇒ ⇒ + =⎨

=⎪⎩

34 8 348 9
9

 
a a⇒ = ⇒ =

17 34 189
b⇒ = × =

8 18 169

ــول و عرض يا در واقع دو ضلع  پس ط
مجاور اين مستطيل 18 و 16 است.

ب) اگر نقطه ى برخورد قطرهاى مستطيل 
 BCO و   AOD ــاى  مثلث ه ــم،  بنامي  O را 
ــتند، زيرا مثلث هاى  ــاوى الاضلاع هس متس
ــتند كه زاويه ى رأس  متساوى الساقينى هس

آن ها °60 است، پس داريم:
d a b a b

db b

⎧ ⎧= + = +⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
= = =⎪ ⎪

⎩ ⎩

2 2 2 250
50 252 2

a a⇒ = + ⇒ = +2 250 625 2500 625
a a⇒ = ⇒ =2 1875 25 3

8. مساحت متوازى الاضلاع را S و ضلع 
و ارتفاع نظير آن از اين متوازى الاضلاع را 

به ترتيب a و ha مى ناميم. داريم:
aS ,a ,S a.h= = =576 24

a ah h⇒ = × ⇒ =576 24 24
a

a
h

S , ,S a.h
a

= = =
5480 6

a
a

h
a h⇒ = =

6
5 5
6

a ah h⇒ = ×
6480 5

a a ah h h⇒ = × ⇒ = ⇒ =2 26480 400 205
a (ب aS ,a h ,S a.h= = + =117 4

a a(h )h⇒ = +117 4
a ah h⇒ = +2117 4

a ah h⇒ + − =2 4 117 0

ah − ± +
⇒ =

2 4 117
1

a ah , h= − ± ⇒ = − =2 11 13 9  
پس جواب قابل قبول ha=9 است.

 AB ــود بر ضلع هاى ــى عم 9. از O خط
ــن دو ضلع را  ــا اي ــم ت ــم مى كني و CD رس
ــب در H و K قطع كند. OH ارتفاع  به ترتي
رأس O از مثلث OAB و OK ارتفاع رأس 
O از مثلث OCD و HO+OK=HK ارتفاع 
ــه به اين كه  ــت. با توج متوازى الاضلاع اس

AB=CD است، داريم:

OABS OH.AB=
1
2

OCDS OK.CD OK.AB= =
1 1
2 2

OAB OCDS S⇒ + = OH.AB1
2

OK.AB AB(OH OK)+ − +
1 1
2 2

OAB OCDS S AB(HK)⇒ + =
1
2

OAB OCD ABCDS S S⇒ + =
1
2

AB

C

O

H

K D



58
دوره ي بيستم/ شماره ي 3

    بهار 1390
متوسطه
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10. داريم:   
a

=
23 3 54 32

a a⇒ = ⇒ =2 36 6
اندازه ى ضلع شش ضلعى منتظم

a سهم شش ضلعى منتظم
=

3
2

= =
6 3 3 32

  
11. داريم:

ACAO ,= = =
12 62 2

DBDO = = =
16 82 2

AD AO DO⇒ = +2 2

AD⇒ = + =2 26 8 اندازه ى ضلع لوزى 10

از طرفى مى دانيم كه:
AC.BD مساحت لوزى AD.CE= =

1
2

CE⇒ × × = ×
1 12 16 102
C⇒ E CF /= = 9 6

AC CE AE= +2 2 2

/ AE⇒ = +2 2 212 9 6
AE /⇒ = 7 2

ACES AE.EC / / /= = × × =
1 1 7 2 9 6 34 562 2

CEAF ACES S= 2
CEAFS / /⇒ = × =2 34 56 69 12

ــه ي اول 4 متر، مرتبه ي  ــده، مرتب 1. دون
ــر و ... را  ــوم 12 مت ــر، مرتبه ي س دوم 8 مت
ــلات تصاعد ــوع جم ــد. مجم ــي مي كنن ط

 ... ,4,8,12 برابر 480 است. پس:
n ( (n ) )= × + − ×480 2 4 1 42

n( n) n n= + ⇒ + − =22 2 240 0    
n⇒ =15

 ،b=aq ــس bq  پ
a

= ــد  ــرض كني 2. ف
.d=aq 3 و c=aq 2

2=(aq - aq2)2(b - c) :سمت چپ

 =a2q(1 - q)2       
  ac+bd - 2ad :سمت راست
=a(aq2)+(aq)(aq3)- 2a(aq3)

= a2q2+ a2q4 - 2a2q3

=a2q(1 +q2 - 2 q)

 a2q2(1 - q)2 =سمت چپ
ــت دارد كه  ــار حال ــئله چه ــن مس 3. اي

بررسى مى كنيم:
:x-a ــر  ب  xn-an ــيم  ــت اول) تقس حال
R=f(a)=an-an=0

درنتيجه xn-an همواره بر x-a بخش پذير 
است.

n n n n

n n

x a (x a)(x ax

a x a )

− −

− −

− = − +

+ + +

1 2

2 1�
n n nQ(x) x ax a− − −⇒ = + + +1 2 1�

:x+a بر xn+an حالت دوم) تقسيم

  زوج
n n

n

n
P f ( a) ( a) a

a n
⎧⎪= − = − + = ⎨
−⎪⎩

0
2  فرد

ــى بر x+a  بخش پذير  يعنى xn+an  وقت
ــت كه n فرد باشد. حال خارج قسمت را  اس

در هر حالت تعيين مى كنيم:
:n=2k+1 (الف

xn+an

n n n n(x a)(x ax a x a )− − − −= + − + − +1 2 2 1�
�����������

         خارج قسمت

:n=2k (ب
xn+an=(x+a)Q(x)+2an

n n kx a x aQ(x)
x a
− −

⇒ = =
+

2 2k

x a+
k k(x ) (a )
x a
−

=
+

2 2

k k k(x a )(x a x a )
x a

− − −− + + +
=

+

2 2 2 2 2 2 4 2 2�

n n n(x a)(x a x a )− − −= − + + +2 2 4 2�

:x+a بر xn-an (حالت سوم

   زوج
n n

n

n
R f ( a) ( a) a

a n
⎧⎪= − = − − = ⎨
−⎪⎩

0
2   فرد

:n=2k (الف
xn-an=(x+a)Q(x)+0

k kx aQ(x)
x a
−

⇒ =
+

2 2

n n n(x a)(x a x a )− − −= − + + +2 2 4 2�

(مانند ب در حالت دوم)
:n=2k+1 (ب

n n nx a (x a)Q(x) a− = + −2
n nx aQ(x)
x a
+

⇒ =
+

n n nx ax a x− − −= − +1 2 2 na −− +3 1�

:x-a بر x a−8 8 حالت چهارم) 
n n nR f (a) a a a= = + = 2

n n nx a (x a)Q(x) a+ = − + 2
n nx aQ(x)
x a
−

⇒ =
−

n n nx x a a− − −= + + +1 2 1�      
4. يادآورى: در بسط n(a+b)  اگر n زوج، 
ــد، جملات  n  و اگر n فرد باش

+12
جمله ى 

n  داراى بيش ترين ضريب  +1
2 n  و  +

+
1 هستند. پس:12

mm زوج باشد +
+ ⇒ + =

3 13 1 1 92  
m m⇒ + = ⇒ =3 1 16 5

.5
(x x ) (x x )+ = +5 5 3 3

1 2 1 23 11
(x x )(x x x x x⇒ + − +4 3 2 2

1 2 1 1 2 1 23
x x x )− +3 4

1 2 2

(x x )(x x x x )= + − +2 2
1 2 1 1 2 211

⇒ ( )

x xx x x x

(x x ) x x x x (x x )

(x x x x )

+ = −⎧ + = ⎯⎯⎯⎯→ =⎪
⎪⎪ + − − +⎨
⎪
= + −⎪

⎪⎩

2 2
1 2 5

1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

50 2
3

11
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1 2 5-5 -2 -1

1

3.
. . .. .

.

x x t ( t t)+ =⎯⎯⎯⎯→ − −1 2 23 25 5

( t) t t= − ⇒ + − =211 5 3 4 20 0

x x
t x x

x x

t x x

⎧ + =⎧
= ⇒ = ⇒ ⎨⎪ + = −⎪ ⎩⇒ ⎨
− −⎪ = ⇒ =⎪⎩

1 2
1 2

1 2

1 2

32 2 3
10 10
3 3

   غ ق ق

ــض  x را نق x+ =2 2
1 2 5 ــرض  ــرا ف (زي

مى كند)

x دو جواب ديگر. x

x x

− + =

+ + =

2

2
3 2 0
3 2

⎧⎪
⎨
⎪⎩ 0

 

.6
b c a

bc b c aa(b c)
b c a ( bc)
a(b c)

+ +
+ + −+

×
+ −
+

2 2 22
2

bc
a b c

×
+ +
2 b c a (b c) a

b c a a b c
+ + + −

= ×
+ − + +

2 2

(b c a)(b c a) b c a
b c a

+ + + −
= = + +

+ −
 .7

fD : x ( x ) ( x )−
≥ ⇒ + + +

1

1 2 3 5 15
( x )( x ) x+ + + = +2 2 3 5 1 12 13

( x )( x ) x⇒ + + = +2 2 3 5 1 5 9

fD : (x ) (x )− −
⇒ ≥ ∪ ≤

2

1 3
5 2

fD⇒ : x −
≥

1
5

نهايى

                                 ( x )( x ) x x⇒ + + = + +24 2 3 5 1 25 90 81
x x⇒ − − =215 22 69 0

x

x

′ =⎧
⎪⇒ −⎨ ′′ =⎪⎩

3
23

15
 .8

f (x) (x x)(x x )= + + +2 23 3 2
x x t y t(t )+ = ⇒ = +2 3 2

y t t (t⇒ = + = +2 2 ) ,−21 1

t −
≥

9
4

t (t )−
+ ≥ ⇒ + ≥251 1 04

(t )⇒ + − ≥ −21 1 1

[ )fR ,⇒ = − +∞1

.9

ــه محور عرض ها  ــبت ب چون نمودار نس
متقارن است، پس تابع زوج است.

ب) بله. براى مثال 
 x∀ 2 f و  gx D : x x+∈ >1 2 1  .10

f (x ) f (x )
g(x ) g(x )

>⎧
⇒ ⎨ >⎩

2 1

2 1

f (x ) g(x ) f (x ) g(x )⇒ + > +2 2 1 1

(f g)(x ) (f g)(x )⇒ + > +2 1

درنتيجه f+g اكيداً صعودى است.
و   g(x)=+3x ــال  مث ــراى  ب ــه.  بل ب) 
f(x)=2x، پس: f(x) - g(x)= - x اكيداً نزولى 

است.
       .11

y f (x) x f (y)−= ⇒ = 1

f فرد f ( x) f (x)⇒ − = −  
f ( x) y f ( y) x−⇒ − = − ⇒ − = −1

 f (y)−= − ⇒1 f فرد است  −1 
.12

f (x )1 f (x )= 2

[ ] [ ]x x x x⇒ + = +1 1 2 2

[ ] [ ]x x x x⇒ − = −1 2 2 1

] داريم: ] [ ]x x k Z− = ∈2 1 با فرض 
x x k= +1 2

[ ] [ ]x k x k x x⇒ + + + = +2 2 2 2

[ ] [ ]x x k x x⇒ + + = +2 2 2 22

k x x⇒ = ⇒ − =1 20 0
 x x⇒ = ⇒1 2 f يك به يك است.

[ ]y x x= +

[ ] [ ] [ ]y x x x⎡ ⎤⇒ = + =⎣ ⎦ 2

[ ] [ ]y
x⇒ = 2

[ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
y x x

y y x x
y x

⎧ = +⎪ ⇒ − = −⎨
=⎪⎩ 2

[ ] [ ]x x y y⇒ − = −

[ ](x x⇒ −

[ ] [ ]y x
x y f (x) x−⇒ = − ⇒ = −1

2 2
.13

x≤ ≤ ⇒ ≤0 10 0 [ ]x ≤10
[ ]x +

⇒ ≤ ≤
11 11

3 3 3
[ ] { }
x

, , ,
⎡ ⎤+

⇒ ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0 1 2 33

[ ]x
x

⎡ ⎤+
= ⇒ ≤ <⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 0 0 23

[ ]x
x

⎡ ⎤+
= ⇒ ≤ <⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 1 2 53

[ ]x
x

⎡ ⎤+
= ⇒ ≤ <⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 2 5 83

[ ]x
x

⎡ ⎤+
= ⇒ ≤ <⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 3 8 103

.14
x ( k )

sin x
x ( k )

π⎧ = +⎪⎪⎡ ⎤ = ⎨⎣ ⎦ π⎪ ≠ +
⎪⎩

2
1 2 1 2
0 2 1 2

1
2
3

2 5 8 10

) [ ] [ ] [ ]y
x y y+ = − + 2
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A

B C

D E

M N

 
حل مسائل هندسه ى 2

      محمدهاشم رستمى

xx ( k ) π ⎡ ⎤= + ⇒ + = −⎢ ⎥⎣ ⎦
2 1 1 12 2

x⎡ ⎤⇒ = −⎢ ⎥⎣ ⎦
22

x x

x ( k )

⎫⇒ − ≤ < − ⇒ − ≤ < − ⎪⎪
⎬π ⎪= +
⎪⎭

2 1 4 22
2 1 2

D⇒ =∅

xx ( k ) π ⎡ ⎤≠ + ⇒ + = −⎢ ⎥⎣ ⎦
2 1 0 12 2

x x

x ( k )

⎫⇒ − ≤ < ⇒ − ≤ < ⎪⎪
⎬π⎪≠ +
⎪⎭

1 0 2 02
2 1 2

[ )x , −π⎧ ⎫⇒ ∈ − − ⎨ ⎬
⎩ ⎭

2 0 2
 .15

sin x cos x cos x s− −2 2 3 in x + =3 0
cos x(sin x ) (sin x )⇒ − − − =2 1 3 1 0

(sin x )( cos x )⇒ − − =1 2 3 0

sin x x k

cos x x k

π⎧ = ⇒ = π+⎪⎪⇒ ⎨
π⎪ = ⇒ = π±⎪⎩

1 2 2
3 22 6

     .16
( )

tg( Arctg )
( )

= =
−

121 422 12 31 4

Arctg Arctgα = +
1 12 2 3

tg( Arctg ) tg(Arctg )
tg

tg( Arctg ).tg(Arctg )

+
α =

−

1 12 2 3
1 11 2 2 3

(

+
=

−

4 1
3 3

1
tg

)( )
= = ⇒ α =

5
3 3 34 1 5

3 3 9
Arctg⇒α = 3

ــف) پاره خط هاى AE ،DB ،AD و  1. ال
EC را با دقت به كمك خط كش مدرج اندازه  

مى گيريم. داريم:
AD / ,DB / ,
AE / ,EC /

= =
= =

1 5 1 7
2 1 2 4

AE را محاسبه 
EC

AD و 
DB

ب) نسبت هاى 
مى كنيم. داريم:

AD / AE // , /
DB / EC /

= =
1 5 2 10 8 0 81 7 2 4� �

AD AE /
DB EC

= 0 8�

 AN  ،MB  ،AM ــاى  پاره خط ه پ) 
ــك خط كش اندازه  ــا دقت به كم و NC را ب

مى گيريم. داريم:

AM / ,MB ,AN ,
NC /

= = =
=

2 1 1 3
1 4

ــه  ب AN را 
NC

AM و 
MB

ــبت هاى  ت) نس
دست مى آوريم. داريم:

AM / AN/ , /
MB NC /

= = =
2 1 32 1 2 11 1 4 �

AM AN
MB NC

⇒ =

ــالا به اين حدس  ث) از انجام مراحل ب
ــيم كه اگر در مثلثى يك خط موازى  مى رس
ــم شود، دو ضلع ديگر مثلث را  يك ضلع رس

به يك نسبت تقسيم مى كنند.
2. الف) درست است.

  BC=9>AC=8 ب) نادرست است، زيرا
ˆ است. ˆA C> نتيجه مى شود كه 

ــرا اگر  ــت، زي ــت نيس پ) همواره درس
  ABC ــاقين ــث متساوى الس ــاى مثل ضلع ه
ــم، چهار زاويه ى  ــداد دهي (AB=AC) را امت

ــاوى  ــار زاويه ى منفرجه ى مس ــاده و چه ح
ايجاد مى شود، اما AB و AC موازى نيستند. 
در واقع خط BC دو خط AB و AC را قطع 
كرده است به قسمى كه چهار زاويه ى حاده ى 
ــاوى چهار زاويه ى منفرجه ى مساوى به  مس
وجود مى آيد، اما دو خط AB و AC موازى 

نيستند.
3. داريم:

 x+(x - 1)+(2x - 3) = محيط مثلث
=4 x-4                    

x x⇒ = − ⇒ =40 4 4 11
x - 1=11 - 1=10,

2x - 3=22 - 3=19
ــن مثلث 11،  ــس اندازه ى ضلع هاى اي پ

10 و 19 است.
ــدازه ى ضلع مربعى كه  4. مى دانيم كه ان
ــاى درونى  ــازهاى زاويه ه از برخورد نيمس
ــتطيلى به ابعاد a و b (a>b)پديد مى آيد،  مس

a) است. بنابراين داريم: b)−
2

2
برابر 

a b a b

a b(a b)

=⎧ =⎪ ⇒⎨
− =− =⎪⎩

2 2
2 882

⎧⎪
⎨
⎪⎩ 2

b b⇒ − =2 8 2
 b⇒ = 8 2 اندازه ى عرض مستطيل 

 a b⇒ = =2 16 2 اندازه ى طول مستطيل 

◦45
◦45

◦45
◦45

◦45
◦45
◦45

◦45

a

a

b b

22 (a-b)



61
دوره ي بيستم/ شماره ي3

    بهار 1390
متوسطه

A

B

C(C)

d

M1

M2

6
6

d

A

B

CT

(C)

(C)

A B

C
d

6

A

B C
β

α

ــى نقطه اى كه از  5. مى دانيم مكان هندس
ــه نقطه ى B ،A و C كه  صفحه ى گذرنده بر س
از دو نقطه ى B و C به يك فاصله باشد، عمود 
منصف پاره خط BC است. اين عمود منصف 
ــم مى كنيم و خط d مى ناميم. از طرفى  را رس
مكان هندسى نقطه اى از صفحه ى ABC كه از 
ــه ى A به فاصله ى 6 قرار دارد دايره اى به  نقط
ــعاع 6 است. اين دايره را نيز  مركز A و به ش

رسم مى كنيم و آن را دايره ى (C) مى ناميم.

 (C) و دايره ى d ــط ــورد خ  نقطه ى برخ
جواب مسئله است و به تعداد نقطه هاى برخورد، 
مسئله داراى جواب است، به اين معنى اگر خط 
d دايره ى (C) را در دو نقطه قطع كند مسئله دو 
ــواب دارد (نقطه هاى M 1 و M 2) و اگر خط  ج
 T مماس باشد، نقطه ى تماس (C) بر دايره ى d
جواب مسئله خواهد بود و اگر خط d دايره ى 

(C) را قطع نكند مسئله جواب ندارد.

6. فرض مى كنيم مسئله حل شده و مثلث 
ــد كه  ــت، يعنى مثلثى باش ABC جواب آن اس

 B̂ 2، اندازه ى زاويه هاىP ــاوى محيط آن مس
α و β باشند ( ــاوى Ĉ از آن به ترتيب مس و 

). ضلع BC از اين مثلث را  Ĉ B= B̂ و  = α

 C و از طرف  BE=AB به اندازه ى B از طرف
به اندازه ى CF=AC  امتداد مى دهيم و از A به 
E و F وصل مى كنيم. اولاً EF=2P، يعنى برابر 

محيط مثلث است، زيرا داريم:
EF=EB+BC+CF

=AB+BC+AC=2P   محيط مثلث 

و   ˆAEB α
= 2 ــاى  زاويه ه ــاً  ثاني

 AEB ــاى ــت، زيرا مثلث ه BˆAFC اس = ــاى 2 ــاقين اند و زاويه ه AFC متساوى الس و 
ــاى خارجى نظير  Ĉ  زاويه ه = β B̂ و  = α

تماس هاى B و C در اين دو مثلث اند، يعنى

ˆ ˆ ˆB E E E α
= ⇒ α = ⇒ =2 2 2

ˆ ˆ ˆC F F F β
= ⇒ β = ⇒ ⇒2 2 2

ــه دليل معلوم  ــه، مثلث AEF ب در نتيج
  Ê α

= 2 ــع EF=2P  و زاويه هاى  بودن ضل
ــت. بنابراين براى  ــم  اس ــل رس F̂ قاب β

= 2
و 

ــت مثلث AEF را  ــم مثلث ABC، نخس رس

β

A

B CE F2
βα

2 α

 F̂ β
= 2

Ê و  α
= 2  ،ER=2P ــا معلوم بودن ب

 2P را به طول EF ــم مى كنيم (پاره خط رس
رسم مى كنيم. از E خطى چنان رسم مى كنيم 
ــازد (خط  Ê را بس α

= 2 كه با EF زاويه ى  
ــم مى كنيم كه با  Ex) و از F خطى چنان رس

F̂ را بسازد (خط Fy). اين  β
= 2

EF زاويه ى 

ــرف EF واقعند. نقطه ى  ــط در يك ط دو خ
 ABC از مثلث A رأس Fy و Ex ــورد برخ
است. عمودمنصف ضلع AE را رسم مى كنيم 
ــد و عمود  ــه ى B قطع كن ــا EF را در نقط ت
منصف ضلع AF را نيز رسم مى كنيم تا EF را 
ــه ى C قطع كند از A به B و C وصل  در نقط

مى كنيم. مثلث ABC جواب مسئله است.

 AFC و AEB ــاى ــه: چون مثلث ه نكت
ــاقين اند،  ــاى B و C متساوى الس در رأس ه
ــس  ــت، پ ــى AB=BE و AC=CF اس يعن
ــاى AE و AF به  ــاى قاعده ه عمودمنصف ه
ــرا مى دانيم   ــب از B و C مى گذرند، زي ترتي
ــاقين عمود  ــث متساوى الس ــر مثل ــه در ه ك
ــث از رأس آن مثلث  ــده ى مثل ــف قاع منص
ــث ABC در رأس  ــكل، مثل مى گذرد. در ش
و   (AB=AC) ــت  اس ــاقين  متساوى الس  A
 A رأس  از   BC ــده ى  قاع ــف  عمودمنص

مى گذرد.

A

B CE F

xy

αα2 β 2
β

A

B CH
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Aحل مسائل جبر و احتمال
       هوشنگ شرقى

7. با توجه به اين كه اندازه ى هر زاويه ى 
ــاوى مقدار كمان روبه روى  مركزى دايره مس
ــت، يعنى محيط  ــر دايره اس آن و AOB قط
ــيم  ــاوى °180 تقس دايره را به دو كمان مس

مى كند، داريم:
�x AD= = 40	

�BD z= = − =180 40 140	 	 	

y z⇒ = =140	
8. مى دانيم كه d فاصله ى وترى به طول 
ــعاع R از مركز آن دايره  L در دايره اى به ش
ld  محاسبه مى شود. با  R= −

2
2

4
ــتور  از دس

 AB ــب، فاصله ى وترهاى توجه به اين مطل
 d′ و d ــه ترتيب ــز دايره را ب و CD از مرك

′d داريم: مى ناميم. براى محاسبه ى d و 

R ,AB ,AC= = =10 12 16

d⇒ = − =
2

2 1210 84

d′ = − = =
2

2 1610 36 64
d d′⇒ = > =8 6

بنابراين، وتر CD به مركز دايره نزديك تر 
است.

اين مسئله مصداقى براى اين قضيه است 
كه:

در يك دايره (يا دو دايره ى مساوى) از 
ــت، به مركز دايره  دو وتر، آن كه بزرگ تر اس

نزديك تر است.
ــى  ــر چهارضلع ــه در ه ــم ك 9. مى داني
ــه رو با هم  ــع روب ــوع دو ضل ــى مجم محيط
برابرند، يعنى در چهارضلعى ABCD داريم:  

AB+CD=AD+BC و از آن جا داريم:

 (AB+CD)2= محيط چهارضلعى
=2(BT+AT+DM+MC),

AT=AS

BT+AS)2= محيط چهارضلعى⇒ 

+DM+MC)
⇒120=2(x+1+x+16+13)
⇒60=2x+30⇒2x=30
⇒x=15

ــم شده از هر  نكته. طول مماس هاى رس
ــك دايره به آن دايره  ــه واقع در خارج ي نقط
 AT=AS ــت و به همين دليل با هم برابر اس
ــن CN=CM  ،BT=BN و  ــت. هم چني اس

CM=DS است.

ــاز  نيمس  OM ــون  چ ــف)  ال  .10
ــس  پ ــت،  اس  TMT′ ــه ى  زاوي
در  ــت.  اس  ˆ ˆOMT OMT′= = =

60 302
	

	

 ˆOTM = 90	 :OMT ــه ى ــث قائم الزاوي مثل
 OM ــت، زيرا ــاع وارد بر وتر اس و TH ارتف
ــى  ــت. از طرف ــر ′TT اس ــف وت عمودمنص
ــل به زاويه ى °30 در  مى دانيم كه ضلع مقاب
مثلث قائم الزاويه نصف وتر مثلث است، پس 

داريم:
OM OMOT = ⇒ =152 2

OM =30 از مركز دايره M فاصله ى

MT OM OT⇒ = − = −2 2 2 230 15

= =675 15 3                  
از طرفى داريم:

OMTTH.OM OT.MT S= = 2

TH⇒ × = ×30 15 15 3

TH⇒ =
15 3

2
ــث  مثل در   MH ــبه ى  محاس ــراى  ب

Ĥ داريم: = 90	  ،MTH قائم الزاويه ى
MH MT TH= −2 2 2

( ) ( )= −2 215 315 3 2    

MH= − = ⇒ =
675 2025 45675 4 4 2

 TH ،OMT ــث قائم الزاويه ى ب) در مثل
ارتفاع وارد بر وتر OM است. پس داريم:

TH OH.MH,TH ,= =2 15
OH OM MH MH= − = −30
⇒ 215 ( MH).MH= −30

MH MH⇒ = − 2225 30
MH MH⇒ − + =2 30 225 0
MH⇒ =15

OH OM MH= − = −30 15
TT TH′ = = × =2 2 15 30
MT MH TH= + = +2 2 2 215 15

=15 2     
OT OM MT= −2 2

( )= − = =2 230 15 2 450 15 2

.1
n := ≤ − ⇒ ≤3

1 11 2 1 111
فرض استقرا:          

n k :
kk

= + + + ≤ −�3 3 3
1 1 1 12
1 2

حكم استقرا:
n k :

k
= + + + +�3 3 3

1 1 11
1 2

k(k )
+ ≤ −

++ 3
1 12 11

 را اضافه 
(k )+ 3

1
1 ــرض،  ــه طرفين ف ب

مى كنيم:

k
+ + +�3 3 3

1 1 1
1 2

k(k ) (k )
+ ≤ − +

+ +3 3
1 1 12

1 1
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ــر با حكم  ــه ى اخي ــه ى نتيج و از مقايس
استقرا، نتيجه  مى گيريم كه براى اثبات حكم، 

كافى است ثابت كنيم:

k k(k )
− + ≤ −

++ 3
1 1 12 2 11

و به كمك استدلال بازگشتى داريم:
k k

k k k(k )(k )
+ −

≤ − =
+ ++ 3

1 1 1 1
1 11

k(k ) k(k )
= ⇒ ≤

+ + 2
1 1 1

1 1
(k ) k k k k⇒ + ≥ ⇒ + + ≥2 21 2 1
k⇒ 2 k+ + ≥1 0

كه درستى نابرابرى اخير به ازاى هر عدد 
ــت و چون همه ى مراحل  طبيعى k واضح اس
ــتى حكم استقرا  ــت پذيرند، پس درس برگش

اثبات مى شود.
ــيم بر  2. مى دانيم هر عدد طبيعى در تقس
3 يكى از باقى مانده هاى 2,1,0 را دارد، يعنى 
به يكى از سه فرم 3k+1 ،3k يا 3k+2 است. 
ــه بخش پذير  بنابراين اگر عددى طبيعى بر س
ــاى 3k+1 يا  ــى از صورت ه ــد، به يك نباش

3k+2 است و در اين حالت ها داريم:
a k a k k= + ⇒ = + +2 23 1 9 6 1

k

( k k) k
′

′= + + = +
���

23 3 2 1 3 1

    
a k a k k= + ⇒ = + +2 23 2 9 12 4

k

( k k ) k
′′

′′= + + + = +
�����

23 3 4 1 1 3 1

  
پس در هر دو حالت، باقى مانده ى a 2  بر 

3 مساوى 1 است.
ــد،  3. فرض مى كنيم اين عدد گنگ نباش

پس گوياست:
a ;a,b ,b
b

− = ∈ ≠�35 2 0
a
b

⇒ − =
2

3
25 2

a
b

⇒ = − +
2

3
22 5

a( )
b

⇒ = −
2

3
22 5

a a a
b b b

⇒ = − + −
2 4 6

2 4 62 5 5 15 3 5

b
b b a b a b

≠⋅
⇒ = − +

6
6 6 2 4 4 22 5 5 15 3 5 a− 6

b a b a ( a a b )⇒ + + = +6 2 4 6 6 4 22 15 5 5 3

b a b a m
na a b

+ +
⇒ = =

+

6 2 4 6

6 4 2
2 155

5 3

�∋m,n لذا  �∋b و a پس  و چون 
ــاوى عددى گوياست و اين خلاف  5 مس
ــددى گنگ  ــود (5 ع ــا خواهد ب فرض ه

است).
 .4

a b a b
b a
+ ≥ +

3 3
2 2

a b a b
ab
+

⇒ ≥ +
4 4

2 2

a b a b ab⇒ + ≥ +4 4 3 3

a a b b ab⇒ − + − ≥4 3 4 3 0
a (a b) b (a b)⇒ − − − ≥3 3 0
(a b)(a b )⇒ − − ≥3 3 0
(a b)(a b)(a ab b )⇒ − − + + ≥2 2 0
(a b) (a ab b )⇒ − + + ≥2 2 2 0

و درستى نابرابرى فوق واضح است، زيرا 
ــتند  ــون a و b مثبت هس a) و چ b)− ≥2 0
ــه ى مراحل نيز  ، هم a ab b+ + ≥2 2 پس 0

برگشت پذيرند.
 3 5 5. الف) نادرست است. مثال نقض: 
) نيز عددى گويا  ) =33 5 5 عددى گنگ و 

است.
ب) نادرست است زيرا (مثال نقض) 5 
)  نيز عددى  )= 35 5 5 ــگ و  عددى گن

گنگ است.
ج) درست است. اثبات:

pa ,p,q ,q
q

= ∈ ≠� 0

p pa ,p p
qq
′

′⇒ = = =
′

3
3

3 ,∈�3

q q ,q′ = ∈ ≠�3 0
q q a Q′⇒ = ≠ ⇒ ∈3 30

دفتر انتشارات كمك آموزشي

 با مجله هاي رشد آشنا شويد

مجله هاي دانش آموزي 
 ( به صورت ماهنامه و 8 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند ) :

مجله هاي بزرگسال عمومي 
 (به صورت ماهنامه و 8 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند):

 (به صورت فصلنامه و 4 شماره در هر سال تحصيلي منتشر مي شوند):

مجله هاي رشــد عمومــي و اختصاصي بــراي آموزگاران، معلمــان، مديران و 
كاركنــان اجرايــي مــدارس، دانش جويان مراكــز تربيت معلم و رشــته هاي 
دبيري دانشــگاه ها و كارشناســان تعليم و تربيت تهيه و منتشــر مي شوند. 

ــماره ي4  ــاختمان ش ــهر شمالي،س ايرانش ــان  ــران، خياب  نشـاني: ته
                آموزش وپرورش ، پلاك 266، دفتر انتشارات كمك آموزشي. 

 تلفن و نمابر:  88301478 ـ 021

مجله هاي رشـد توسـط دفتر انتشـارات كمك آموزشي 
 سـازمان پژوهـش  و برنامه ريزي آموزشـي وابسـته به 
وزارت آمـوزش  و پـرورش تهيـه و منتشـر مي شـوند:

وزش ابتــدايي  رشد آموزش راهنمـايي تحصيلي  رشد تكنولوژي   رشد آمـ
آموزشي  رشد مدرسه فردا  رشد مديريت مدرسه  رشد معلم 

 رشد برهان راهنمايي (مجله رياضي براي دانش آموزان دوره ي راهنمايي تحصيلي)  
رشد برهان متوسطه (مجله رياضي براي دانش آموزان دوره ي متوسطه)  رشد آموزش 
قرآن  رشد آموزش معارف اسلامي  رشد آموزش زبان و ادب فارسي  رشد آموزش 
هنر  رشـد مشـاور مدرسه  رشد آموزش تربيت بدني  رشد آموزش علوم اجتماعي 
 رشـد آموزش تاريخ   رشـد آموزش جغرافيا  رشـد آموزش زبان  رشد آموزش 
رياضي   رشـد آموزش فيزيك  رشد آموزش شيمي   رشد آموزش زيست شناسي  
 رشد آموزش زمين شناسي  رشد آموزش فني و حرفه اي  رشد آموزش پيش دبستاني

مجله هاي بزرگسال اختصاصي

(براي دانش آموزان آمادگي و پايه ي اول دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان پايه هاي دوم و سوم دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان پايه هاي چهارم و پنجم دوره ي دبستان)

(براي دانش آموزان دوره ي راهنمايي تحصيلي)

(براي دانش آموزان دوره ي متوسطه و پيش دانشگاهي)

مجله هاي بزرگسال و دانش آموزي اختصاصي
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   در صورتي  كه قبلاً مشترك مجله بوده ايد، شماره ي اشتراك خود را بنويسيد:

                  
       امضا:

شرايط:
1. پرداخت مبلغ 70/000 ريال به ازاي يك دوره يك ساله مجله ي درخواستي، 
به صورت علي الحساب به حساب شماره ي 39662000 بانك تجارت شعبه ي 

سه راه آزمايش (سرخه حصار) كد 395 در وجه شركت افست.
2. ارسال اصل فيش بانكي به همراه برگ تكميل شده ي اشتراك 

باپست سفارشي. (كپي فيش را نزد خود نگه داريد.)

برگ اشتراك مجله هاي رشد

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . كداشتراك:

{ } { }A B ,B A ,⇒ − = − − =1 3 4
A B (A B) (B A)⇒ Δ = − ∪ −

{ }, ,= −1 3 4
 .8

n( )A x
n(n )

+⎧ ⎫−⎪ ⎪= ∈⎨ ⎬
+⎪ ⎪⎩ ⎭

�
11
1

B x , x= = =1 2
1 1
2 5

S⇒ = x x+ = + =1 2
1 1 7
2 5 10

p x .x= = × =1 2
1 1 1
2 5 10

x x⇒ − + =2 7 1 010 10
x x⇒ − + =210 7 1 0
{ }B x x x⇒ = − + =210 7 1 0

A (B C)− − 9. الف)                  
A (B C ) A (B C )′ ′ ′= − ∩ = ∩ ∩

A (B C) (A B ) (A C)′ ′= ∩ ∪ = ∩ ∪ ∩

(A B) (A C)= − ∪ ∩

A B A B B
A B A B B

⊂ ⇒ ∪ = ⎫
⎬′ ′⊂ ⇒ ∪ = ⎭

ب)       

(A B) (A B) B B′⇒ ∪ ∪ ∪ = ∪

(A A ) (B B) B′⇒ ∪ ∪ ∪ =

U B B B U⇒ ∪ = ⇒ =

                    A B A− = ج)                          
A B A (A B ) A′ ′ ′ ′⇒ ∩ = ⇒ ∩ =

A B A′ ′⇒ ∪ =

B (A B) B A′ ′⇒ ∩ ∪ = ∩

جذب
B B A′⇒ = ∩

B B A⇒ = −

6. به صورت زير، با وصل كردن رئوس 
ــش ضلعى به مركز آن، شش ضلعى را به  ش
ــاوى الاضلاع به ضلع واحد  شش مثلث متس
ــه هر زاويه ى  ــيم مى كنيم (توجه كنيد ك تقس
ــاوى 120°  ــش ضلعى منتظم مس داخلى ش
ــت و لذا هر يك از زاويه هاى داخلى اين  اس
ــه همگى  ــاوى °60 و در نتيج ــا مس مثلث ه
آن ها متساوى الاضلاع و همنهشت اند). حال 
ــش ضلعى در نظر  چون پانزده نقطه درون ش
ــق تعميم يافته ى اصل  گرفته ايم، بنابراين طب
ــت كم سه نقطه از آن ها در  لانه كبوترى، دس
 B و A يك مثلث قرار مى گيرند (مانند نقاط
و C در شكل). پس مساحت مثلث ABC از 
 a ــاوى الاضلاع به ضلع مساحت مثلث متس
S به دست مى آيد. پس  a= 23

4
از دستور 

خواهيم داشت:

جاى شكل

ABCS ( )< =23 314 4
ــدا نامعادله ى  ــكيل A، ابت ــراى تش 7. ب

x(x را حل مى كنيم. )− ≤1 2
x x x x− ≤ ⇒ − − ≤2 22 2 0

(x )(x )⇒ − + ≤2 1 0
x⇒ − ≤ ≤1 2

x⇒ =  2 يا 1 يا 0 يا 1−
 { }A , , ,⇒ = −1 0 1 2
ــت كه  ــن اس ــز روش ــاره ى B ني و درب
عدد هاى حسابى كه فاكتوريل آن ها كم تر يا 

مساوى 30 است، 4,3,2,1,0 هستند.
{ }B , , , ,= 0 1 2 3 4

. ..
A

B

C




