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شايد وقتى براى اولين شمارة مجلة رياضى برهان به دنبال يك 
اسـم بامعنا مى گشتيم به هفتادمين شماره و بيستمين سالگرد 
تولد اين مجله فكر نمى كرديم. در آن زمان (سال 1369) فقط 
يك مجلة رياضى به همت اسـتاد شـهريارى چاپ مى شد 
و در سرتاسـر اين كشور پهناور، مجلة رياضىِ برهان 

براى دانش آموزان منحصر به فرد بود.
هنگامـى كـه چاپ يـك مجلة رياضـى را بـه آقـاى عبدالعظيـم فريـدون (مديرعامل وقت 
انتشارات مدرسه) پيشنهاد دادم و ايشان پس از مشورت با مديركل وقت دفتر كمك آموزشى، 
جناب مهندس محسـن چينى فروشـان از اينجانب خواستند تا با آقاى چينى فروشان نشستى 
داشـته باشـيم. مهندس چينى فروشان كه تحصيلات دبيرستانى خود را در رشتة رياضى به 
پايان رسانده بودند و به رياضيات علاقه داشتند، در كمال اطمينان و با دلگرمى فراوان قول 

مساعدت دادند و از اولين مشوقان من در توليد و انتشار اين مجله بودند.
فرهيختگان و بزرگواران بسـيارى از آغاز راه تاكنون در توليد، چاپ و انتشـار اين مجله 
نقـش مؤثـر داشـته اند و دارند كه ذكر نام آن عزيزان از حوصلة اين چند سـطر خارج اسـت 
و بنده به عنوان عضو كوچكى از مجموعة دسـت اندركاران مجله به نيابت از شـما خوبان از 
يكايك ايشان قدردانى و تشكر مى كنم. در اين ميان تلاش، ايثار، صداقت، عشق و علاقة فراوان 
اعضاى محترم هيئت تحريرية مجله، بيش ترين تأثير در رشد و تعالى مجله و دلگرمى من در 

ادامة راه را به همراه داشته است.
بيسـتمين سـالگرد تولد برهان، بهانه و فرصتى اسـت مناسـب تا از محبت ها، جديت ها و 
زحمات ارزندة ايشـان و تمامى دسـت اندركاران، مسـئولان و مجموعة عوامل مؤثر در توليد، 
چاپ و انتشار مجله در دفتر كمك آموزشى، به ويژه مديركل دفتر و مدير مسئول مجلة رياضى 

رشد برهان، جناب آقاى محمد ناصرى تشكر و قدردانى كنم.
ان شـاءاالله شـما دانش آموزان و دوسـتداران مجله برهان كه در مدت اين بيسـت سـال با 
ارسـال نامه هـا، مقالات و پيشـنهادهاى خود مـا را در ارتقاى كيفى مقالات و نوشـته ها يارى 
كرده ايـد، هم چنـان با ما همراه باشـيد و همان گونه كه بسـيارى از همـكاران فعلى، مؤلفان و 
اسـاتيد محترم كه با ما همراه هستند در گذشته جزء دانش آموزان و خوانندگان مجلة برهان 
بوده اند، شـما نيز در آينده گوشـه اى از اين رسـالت آموزشـى در توسـعه، نشـر و آموزش 

رياضى را به دوش بكشيد و همراه شويد.
 سردبير

حرف اول
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اي اياز از عشق تو گشتم چو موي
ماندم از قصه تو قصة من بگوي

بس فسانة عشق تو خواندم به جان 
تو مرا كافسانه گشتستم، بخوان 

ــته ايم و به  ــت از مجلات رياضي ايران برداش ــن بار موقتاً دس اي
مناسبت بيست سالگي مجلة رياضي برهان، به مروري در شماره هاي 
ــت گانة اين مجله پرداخته ايم و اشاراتي مختصر به پاره هايي از  بيس
ــالات آن داريم و به اين ترتيب، همان طور كه ملاحظه مي كنيد،  مق

خياط در كوزه افتاده است.
اولين شمارة اين مجله در زمستان 1370 به بهاي 300 ريال به 

دست دانش آموزان دبيرستان و دبيران رياضي رسيد.
اعضاي هيئت  تحريرية مجله عبارت  بودند از: 

محمد هاشم رستمي، غلامرضا ياسي پور، سيد حسين سيدموسوي، 
سيدمحمدرضا هاشمي  موسـوي، حميدرضا اميري، با همكاري پرويز 

شهرياري و محمد عابدي به سردبيرى حميدرضا اميري.
مجله، بنا به گفتة سردبير در سرمقاله نام خود را از قرآن مجيد 

ــتقات آن آمده  ــار، كلمة «برهان» با مش ــت ب گرفته كه در آن هش
است.

ــت و  ــردبير، مجله اي دانش آموزي اس از طرفى مجله به قول س
براي دانش آموزان انتشار يافته تا كمك حال و همدم ماه و سالشان 

باشد. اولين مقالة آن مبحث تقارن از محمد عابدي است.
در مقالة شما هم مي توانيد در درس رياضي خود موفق باشيد از 

پرويز شهرياري چنين مي خوانيم: 
رياضيات تكيه بر انديشه و عقل آدمي دارد و سروكارش 
با اسـتدلال منطقي است و هر انسـاني، ولو با استعدادي نه 
چندان درخشـان، مي تواند با ياري جستن از انديشه، عقل و 

استعداد خود به رياضيات دست يابد و آن را فرابگيرد.
از مقالات نظرية اعداد و كامپيوتر ترجمة غلامرضا ياسـي پور و 
سيدحسـين موسوي، و لگاريتم نوشته احمد قندهاري كه بگذريم، 
ــتة محمدهاشم رستمي  به تاريخچة مختصر پيدايش هندسـه نوش
ــاب جمهوري او  ــخن افلاطون در كت ــيم و در آن، به اين س مي رس
ــتگاهي ذهني را  ــه مي گويد: «مطالعة رياضيات دس برمي خوريم ك
ــعه مي دهد و به كار مي اندازد كه ارزش آن از هزار چشم بيشتر  توس

غلامرضا ياسي پور

خياط در كوزه 

تاريخچة مجلة رياضي برهان
 قسمت اول



4
دوره ي بيستم/ شماره ي 4

    تابستان1390
متوسطه

ــي، علاوه بر آن كه ما را وامي دارد تا ذهني كنجكاو  خاطره نويس
ــمي تيزبين و دقيق داشته باشيم، دربارة معناي  و نكته سنج و چش
ــامدها و  ــيم، توجه خود را نه به ظاهر پيش ــي هر واژه بينديش واقع
ــة متقابل آن ها و به  ــي و اجتماعي، بلكه به رابط ــاي طبيع پديده ه
ــتدلالي آن ها،  ــةابي اس ماهيت دروني آن ها معطوف كنيم و به ريش
ــاده و بي مضمون بپردازيم و...، مي تواند وظيفه اي  به جاي روايت س

تاريخي، اجتماعي و ميهني هم به حساب آيد.
و در مورد نخستين وظيفة رياضي دان، چنين آمده است كه: 

نخستين وظيفة رياضي دان، ساختن و تحويل دادن چيزي است 
ــايد امروز كم تر كسي طالب آن باشد، يعني «انسان»؛ انساني  كه ش
ــاني كه مي تواند درست را از نادرست تشخيص  كه مي انديشد، انس
دهد، انساني كه برايش شناخت و انتشار حقيقت بر خيلي چيزها و 
مثلاً بر يك تلويزيون دوبعدي برتري دارد؛ انساني آزاد نه آدم واره اي 

آهني.
در اين شماره، مقاله اي به نام تاريخچة مجلات رياضي در ايران 
آمده كه نوشتة غلامرضا ياسي پور است. در اين مقاله، اين جمله را 

در مزيت رياضي و هندسه بر علوم ديگر مي خوانيم: 
چنان كه پاسكال مي گويد «ما بين افكار متساويه آن كه استعداد 
هندسه دارد مطالب را بهتر درك مي كند.» به همين جهت حكما و 
فلاسفة قديم همواره مردم را به آموختن هندسه تحريض و ترغيب 
ــتند اساس و بنيان هر علم وقتي محكم و  مي كرده اند، زيرا مي دانس
ــد  ــود كه مبتني بر تعاريف و موضوع هاي منطقي باش محقق مي ش
ــناخته  ــه تنها علمي بوده كه در آن زمان به اين عنوان ش و هندس

مي شده است.
ــة منطق جديد و رياضيات از غلامرضا ياسـي پور، نقل  در مقال

قول زير از آلونزوچرچ، منطقي معاصر، آمده است: 
به خاطر اجتناب از عدم كفايت هاي زبان هاي طبيعي در اهداف 
ــان طبيعي به نمادي دقيق تر ترجمه  ــت زب تحليل منطقي، لازم اس

شود.
ــة اتحادهاي مثلثاتي، نامسـاوي هاي مثلثاتي از حميدرضا  مقال

اميري، به ذكر موارد مهم اين دو مبحث مثلثاتي پرداخته است.
ــماره دربارة مسائل براي دانش آموزان و  مطالب ديگر در اين ش

حل آن هاست.
***

ــمارة سوم، در مقالة شـما هم مي توانيد در درس رياضي  در ش
خود موفق باشـيد از استاد پرويز شـهرياري، دربارة روش استقراي 

منطقي چنين آمده است: 
ــتقرايي در دانش هاي تجربي، نقش بزرگي  آزمايش و روش اس
برعهده دارد، ولي در رياضيات، تنها مي تواند وسيله اي براي حدس 

است، زيرا درك حقيقت فقط از راه رياضي ميسر است.»
ــماره، منطق قديم و رياضيـات از غلامرضا  ــة بعدي اين ش مقال
ــت. در اين مقاله از قول خواجه نصير طوسي در كتاب  ياسي پور اس
اساس الاقتباس، با عنوان ابتداي سخن در منطق چنين آمده است: 
ــه هر كه كاري كند داند كه چه مي كند يا چه مي بايد كرد.  و ن
ــند كه در كارها شروع كنند بر سبيل خبط.  بلك بسيار كسان باش
ــاني كه طلب علوم كنند و بر صناعت  ــد حكم كس و هم چنين باش
منطق واقف نباشند. پس علم منطق، شناختن معنى هايي است كه 
ــب ممكن باشد، و آنك از  ــيدن به انواع علوم مكتس از آن معاني رس

هر معنى به كدام علم توان رسيد.
ــماره، عنوان گروه، پيدايش و كاربرد نظرية  مقالة بعدي اين ش
گروه ها را دارد و نوشتة سردبير مجله، يعني حميدرضا اميري است 

كه در آن چنين مي خوانيم: 
ــيمي،  يكي از اين مفاهيم كه امروزه در علومي چون فيزيك، ش
ــي دارد، مفهوم گروه  ــوم و... كاربردهاي باارزش ــي، نج زيست شناس
است. اين مفهوم در عصر ما تا حد زيادي پيشرفت كرده و اكنون به 
شكل يكي از شاخه هاي اصلي علم جبر درآمده است. از پايه گذاران 
ــت به نام اواريست  ــخصي اس جبر مجرد و به ويژه نظرية گروه ها ش

گالوا كه نظرية خود را در 19 سالگي به تقرير درآورد.
ــتة سـيدمحمدرضا هاشـمي  بخش پذيري چندجمله اي ها نوش
ــت. اين مقاله به مطالبي  ــماره اس موسـوي مقالة ديگري از اين ش
ــوم رياضي بوده  ــال س ــتفادة دانش آموزان س پرداخته كه قابل اس

است.
ــماره، مطالب متنوعي با عنوان تفريح انديشه و ادب  در اين ش
ــت كه در نوع خود خواندني هستند. براي مثال در  رياضي آمده اس

تفريح انديشه اين معما آمده است: 
ــوار دوچرخة  ــوار دوچرخه اند. هر يك س احمد، بهرام و كريم س

دوستش شده و كلاه دوست ديگرش را بر سر نهاده است.
ــر دارد دوچرخة بهرام را مي راند. چه  ــه كلاه كريم را بر س آن ك

كسي بر دوچرخة احمد سوار است؟
ــتة  ــه و نوش ــماره در مورد هندس مسـئلة مسـابقه اي اين ش

محمدهاشم رستمي است.
پايان بخش مجله، مسائل براي حل است كه براي دانش آموزان 

سال هاي اول تا چهارم دبيرستان قابل استفاده خواهد بود.
***

اكنون به سراغ شمارة دوم اين مجله مي رويم.
ــة شـما هـم مي توانيـد در درس رياضـي خـود موفق  در مقال
باشـيد از استاد پرويز شـهرياري دربارة فوايد خاطره نويسي چنين 

مي خوانيم: 
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ــويم، بايد با  ــتي حكمي قانع ش ــد. براي اين كه به درس و گمان باش
استدلال به آن برسيم. كارهاي فرما، اويلر و ديگران نشان داد كه در 
ــتقرايي را به همان صورت عادي خود،  رياضيات، نمي توان روش اس
ــتفاده قرار داد. لازم بود تغييري در اين روش داده شود تا  مورد اس
ــته باشد. ما امروزه، اين روش را  بتواند در رياضيات هم كاربرد داش
ــتقراي رياضي. كساني كه بيش از همه براي  مي شناسيم: روش اس
ــلاش كردند، بلز پاسـكال (1623-1662)، رنه  يافتن اين روش ت

دكارت (1596-1650) و ژاكوب برنولي (1654-1705) بودند.
در ادب رياضي از قول دكتر غلامحسـين مصاحب از زبان م.ه. 
نيومن به اين مطلب مهم دربارة رياضيات اشاره شده است كه: زبان 
ــوار ولي فناناپذير است. من گمان نمي كنم هيچ يك از  رياضيات دش
محققين كنوني در ادب يوناني بتواند لطايف نهفته در ديالوگ هاي 
ــون يا طنزهاي آريسـتوفانس را بدان تمامي و كمال كه يك  افلاط
رياضي دان هر معنا و مقصودي را در كارهاي ارشـميدس مي فهمد، 

درك كند.
مقالة هندسة تحليلي اين شماره از محمد عابدي است و مقالة 
تاريخچـة مجلات رياضـي ايران به مجلة رياضيـات دكتر مصاحب 

پرداخته كه به سال 1309 در تهران به چاپ رسيده است.
ــماره از احمد قندهاري است. در  مقالة تصاعد هندسـي اين ش
ــت عنوان از سرگذشـت هابز چنين  ــماره، تح ادب رياضـي اين ش

مي خوانيم:
ــه بيفكند، كه به تصادف اتفاق  ــش از آن كه نگاهي به هندس پي
ــود و در كتابخانة آقايان؛  ــاله بود. مقدمات اقليدس ب افتاد، چهل س
ــم به خدا (گه گاه  و در صفحة باز آن قضيه اي را خواند و گفت: قس
ــان مي آورد) كه غيرممكن  ــوگندان غليظي به طريق تأكيد بر زب س
ــت! و برهان آن را، كه به قضية ديگري ارجاعش مي داد و آن را  اس
ــة ديگر رجوعش داد، آن را هم  ــم خواند، ديد. قضية دوم به قضي ه
ــرانجام به برهان، حقيقت مطلب را پذيرفت، و به اين  خواند... تا س

ترتيب به محبت هندسه گرفتار شد.
ــماره در باب تصور و تصديق  در مقالة قواعد اسـتنتاج اين ش

چنين آمده است كه: 
دو باب اصلي منطق يكي باب تصور است و ديگري باب تصديق. 
تصور همان تعريف و تعريف همان قول شارح است و تصديق همان 
ــام خبري، كه در  ــان قول جازم يا لفظ مركب ت ــه و قضيه هم قضي
ــق رياضي آن را گزاره مي نامند و كل اين دو را علم مي گويند،  منط

چنان كه گفته اند: 
علم، در صورتي كه اقرار به نسبت (بين دو چيز) باشد، تصديق 

وگرنه تصور است.
ــد، چنان كه  ــيم مي كنن ــه بديهي و نظري تقس ــر يك را ب و ه

فرموده اند:
و به ضرورت به دو قسم بديهي و نظري تقسيم مي شود و نظري 

ملاحظة معلوم براي حصول به مجهول است.
ــماره، مقالة محاسبة نسبت هاي مثلثاتي  از مقالات ديگر اين ش

مجموع و تفاضل دو زاويه از سردبير مجله است.
ــه دو مقاله با عنوان مقـالات كوتاه از مجلات  ــماره ب در اين ش
رياضي معتبر جهان و طرح و حل مسائل اساسي رياضي به روش هاي 

مقدماتي از غلامرضا ياسي پور برمي خوريم.
معرفي كتاب هاي رياضي از مطالب تازه و ارزندة اين شماره است 

كه در آن به معرفي كتاب هاي بسيار مفيد زير پرداخته است: 
ورزيدگي در رياضيات، ترجمة عبدالحسين مصحفي؛

نظرية اعداد، ترجمة اكبر حسني؛
رياضيات مقدماتي، ترجمة غلامرضا ياسي پور؛

نابرابري هاي هندسي، ترجمة محمد حسن بيژن زاده؛
ــز  ــة پروي همه چيـز دربـارة سـه جمله اي درجـة دوم، ترجم

شهرياري؛
ماشين اميل پست، ترجمة پرويز شهرياري؛

مسائل مسابقه اي اين شماره از سيد حسين سيد موسوي است 
كه عبارت اند از: 

ثابـت كنيد از ميان هر 5 عدد متوالي، عددي وجود دارد 
كه نسبت به چهار عدد ديگر اول است.

ــي (در صورت وجود)  ــر ماتريس بالامثلث ــت كنيد وارون ه ثاب
ماتريسي بالامثلثي است.

***
ــمارة چهارم آقاي سيدحسـين سـيد موسـوي به علت  در ش
ــود و به جاي  ــخصي از هيئت تحريريه جدا مي ش گرفتاري هاي ش

ايشان، آقاي احمد قندهاري به هيئت تحريريه مي پيوندد.
ــماره، در ادب رياضي از قول برتراند راسـل، منطقي  در اين ش
معاصر،  دربارة هندسـة اقليدسـي اين مطلب جذاب را مي خوانيم: 
ــن يازده سالگي، اقليدس را آغاز كردم... اين يكي از مهم ترين  در س
ــتين بود. تصور  ــه خيره كنندگي مهر نخس ــاي زندگي ام، ب حادثه ه
نمي كردم كه در دنيا چيزي اين همه لذت بخش وجود داشته باشد.

ــي مجلة  ــة تاريخچـة مجلات رياضـي ايران، در بررس در مقال
ــعدي  ــخن حكيمانه را از زبان س ــات دكتر مصاحب، اين س رياضي

شيرازي مي شنويم: 
زماني درس علم و بحث تنزيل 
كه باشد نفس انسان را كمالي 
زماني شعر و شطرنج و حكايات
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كه خاطر را بود دفع ملالي
اتحادهاي مهم جبري اين شماره به قلم احمد قندهاري است كه 
در آن به بررسي اين مبحث مهم رياضيات مقدماتي پرداخته است.

ــه اي داريم با مرحوم موسـي آذرنوش،  ــماره مصاحب در اين ش
دبير ارجمند رياضي. در اين مصاحبه از قول استاد آذرنوش چنين 

آمده است:
ــك دقيقه، با  ــس به ياد ندارم ي ــال تدري ــام مدت 44 س در تم
ــم  ــته باش صراحت مي گويم، يك دقيقه تأخير ورود به كلاس داش
ــل كمبود وقت در  ــاگردان را در زنگ تفريح به دلي ــت ش و هيچ وق
ــروع مي كردم  ــتم. همواره مطالب را طوري ش كلاس نگه نمي داش
ــز پايان مي يافت و اين  ــي ني كه در اواخر وقت كلاس مطالب درس
ــه محض اين كه زنگ  ــكاران من نيز بود. ب ــوع مورد تأييد هم موض

كلاس نواخته مي شد اولين نفري بودم كه به كلاس مي رفتم.
استاد، در پاسخ اين سؤال كه رياضي دان غير از رياضيات بايد از 

چه علومي آگاهي داشته باشد، مي فرمايد: 
تصـور مي كنم يك رياضي دان قبـل از تبحر در رياضيات 
قطعاً با منطق و فلسـفه و ادبيات، خود را آمادة درك مطالب 
رياضي نموده است. براي يك رياضي دان دانستن ادبيات براي بيان 
و تفهيم مطالب رياضي حتماً ضروري است. مثلاً آقاي دكتر مصاحب 
رياضي دان بود، به دليل اين كه در ادبيات نيز دستي قوي داشت بيان 
و قلمش خيلي نافذ بود و هم چنين آقاي دكتر هشترودي نيز همين 

وضع را داشت.
در مقالة تابع و بررسـي خاصيت يـك به يكي در انواع توابع از 

حميدرضا اميري چنين مي خوانيم: 
ــه رياضيات بدون آن  ــت، مفهومي رياضي ك صحبت از تابع اس
ــت! مفهومي كه حد و پيوستگي آن، مشتق و انتگرال گيري  هيچ اس
ــباع كرده و رياضي دانان بسياري را به خود  از آن كتاب هاي ما را اش
ــت؛ مفهومي كه توانسته در علوم ديگر همچون  ــغول داشته اس مش

فيزيك، مكانيك و كلية رشته هاي فني نقش هاي مهم ايفا كند.
در مقالة مثال هاي هندسـي بـراي تابع هاي گسسـته از دكتر 
احمد شرف الدين به اين نكتة مهم مي رسيم كه مي گويد: مثال هاي 
ــي را ملموس و فهم آن ها را  ــي در بعضي موارد احكام رياض هندس

آسان مي كنند.
در ادب رياضي اين شماره، در مقالة مدل سازي رياضي چيست؟ 

اين مطلب را مي خوانيم: 
ــاي رياضي در  ــارت از كاربرد مهارت ه ــازي رياضي عب مدل س

به دست آوردن پاسخ هاي مفيد به مسائل واقعي است.
ــكل تر از  ــي مش ــه كاربردن مهارت هاي رياضي بس يادگيري ب

يادگيري خود رياضيات است. 

ــه كار مي روند،  ــيعي از كاربردها ب ــيار وس مدل ها در حوزة بس
ــان نمي دهند كه طبيعتي  ــوري كه بعضي از آن ها در ابتدا نش به ط

رياضي دارند.
ــان موارد مختلف را ميسر  ــريع و آس ــنجش س مدل ها غالباً س
مي كنند و به جواب هاي بهينه اي مي انجامند كه در غير اين صورت 

واضح نيستند.
ــخ هاي  ــه قواعد دقيق و نه پاس ــازي رياضي ن ــورد مدل س در م

صحيح، هيچ يك موجود نيست.
مدل سازي را تنها از راه انجام دادن مي توان آموخت.

ــة اثبات نادرسـتي و ناتمامي قواعد اسـتنتاج از غلامرضا  مقال
ياسي پور دربارة اثبات نادرستي چنين مي گويد: 

ــان دهيم كه تخصيصي از ارزش هاي  در صورتي كه بتوانيم نش
راستي چنان موجود است كه به ازاي آن جميع مقدمات استدلالي 
ــتدلال مورد  ــت، ثابت كرده ايم كه اس ــت و نتيجة آن دروغ اس راس
ــت. اين كار را در حالت كلي با استفاده از رسم  ــت اس بحث نادرس
ــدول ارزش انجام مي دهيم، اما اين طريق به خصوص در مواردي  ج
كه تعداد متغيرهاي گزاره اي موجود در استدلال زياد باشد، طريقي 
طولاني و پرزحمت است. در اين صورت، اولي چنان است كه طريق 
زير را، كه بسيار ساده تر است اما به اندكي تمركز حواس نياز دارد، 

انتخاب كنيم.
ــه متغيرهاي  ــه آغاز مي كنيم و ب ــق ابتدا از نتيج ــن طري در اي
ــزاره اي واقع در آن ارزش هايي را چنان تخصيص مي دهيم كه آن  گ
را دروغ كنند. سپس به سراغ مقدمات مي رويم و با رعايت ارزش هاي 
ــده ارزش هايي به متغيرهاي گزاره اي باقي مانده چنان  قبلاً داده ش
ــد. اگر چنين عملي  ــت كنن تخصيص مي دهيم كه مقدمات را راس
ــتدلالمان نادرست است و در غير اين صورت،  امكان پذير باشد، اس

استدلالمان درست است.
ــئله،  ــة طرح و حل مسـائل اساسـي رياضي به دو مس در مقال
ــت:  ــئلة فرعي اين اس يكي فرعي و ديگري اصلي، برمي خوريم. مس

چند جواب درست و مثبت معادلة: 
x+y+z=n

در نامساوي z≤x+y ، y≤x+z، x≤y+z صدق مي كنند؟
ــل آن را در همين  ــئلة اصلي و ح حل اين قضيه و صورت مس

شماره بخوانيد.
ــماره از محمد هاشم رستمي، به قرار  مسـئلة مسابقه اي اين ش

زير است: 
روي اضلاع مثلث ABC و در خارج آن سه مثلث متساوي الاضلاع 
مي سازيم و رأس غيرمشترك هر يك از اين مثلث ها را به رأس مقابل آن 
از مثلث ABC وصل مي كنيم. ثابت كنيد سه خط حاصل متقارب اند.
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ــماره، از قول ژرژ پوليا  اين مطلب را نيز در ادب رياضي اين ش
مي خوانيم: 

ــت كه تا به حال مرا تهديد كرده  ــاگردي اس فون نويمان تنها ش
است. او آدم بسيار سريع الانتقالي بود. زماني در زوريخ براي شاگردان 
ــي دادم و فون  ــده بود كه من در آن درس م ــميناري برپا ش زبده س
نويمان هم در آن شركت مي كرد. من قضية خاصي را بيان كردم و بعد 
گفتم كه اين قضيه تا به حال ثابت نشده و ممكن است اثباتش خيلى 
مشكل باشد. فون نويمان چيزى نگفت، اما پنج دقيقه بعد دستش را 
ــياه آمد و اثبات  بالا برد. وقتى به او اجازة صحبت دادم پاى تخته س

قضيه را نوشت. از آن موقع به بعد من از فون نويمان مى ترسيدم.
* * *

ــتان 1371 آغاز  ــا زمس ــة برهان ب ــار مجل ــال انتش دومين س
مى شود.

در مقالة شما هم مى توانيد در درس رياضى خود موفق باشيد از 
استاد پرويز شهريارى، دربارة فايدة تاريخ رياضيات، به اين سخنان 

برمى خوريم:
تاريخ رياضيات چه فايده اى دارد؟ تاريخ رياضيات به ما مى آموزد 
ــى زنده و پوياست و بدون اين كه گذشتة خود را  كه رياضيات، دانش

نفى كند، هميشه به سمت دقت و كارايى بيشتر پيش رفته است.
مقالات ديگر اين شماره عبارت اند از:

نكاتى دربارة توابع متناوب يا توابع دوره اي: احمد قندهارى؛
آموزش ترجمة متون رياضى: غلامرضا ياسى پور؛

در حاشية مجموعه ها: حميدرضا اميرى؛
قانون اثبات شرطى: غلامرضا ياسى پور؛

تاريخچة مجلات رياضى ايران: غلامرضا ياسى پور؛
مقالات كوتاه از مجلات رياضى معتبر جهان؛

ــجوى  ــوب فرجامى، دانش ــه با يعق در بـاغ تجربه هـا: مصاحب
فوق ليسانس رشتة رياضى؛

يادى از استاد ضياء هشترودى: دكتر احمد شرف الدين؛

بررسى تقارن محورى و مركزى در تابع هاى sinx و cosx: على 
حسن زاده ماكوئى؛

ــيد محمدرضا  بسـط دوجمله اى خيـام ـ نيوتن و تعميم آن: س
هاشمى موسوى؛

طرح و حل مسائل اساسى رياضى به روش هاى مقدماتى؛
مقالاتى از خوانندگان؛

معرفى كتاب هاى رياضى.
در مقالة در باغ تجربه ها، مصاحبه اى با آقاى يعقوب فرجامى 

آمده است. بعضى از فرازهاى اين مصاحبه به عبارت زير است: 
ــل يكى از  ــى، اه ــى، متولد 1348 شمس ــن، يعقوب فرجام م
روستاهاى تبريزم. پدرم سواد قرآنى دارد و مادرم اصلاً سواد ندارد.

فرجامى در پاسخ به سؤال «در چه زمانى به رياضيات علاقه مند 
شديد؟» مى گويد:

نمى توانم بگويم از چه موقعى به رياضيات علاقه مند شدم، ولى 
ــرى رياضياتم خيلى بد بود.  ــال اول و دوم نظ مى توانم بگويم در س
از كسينوس فاكتور مى گرفتم و اصلاً  نمى دانستم «تعيين علامت» 

يعنى چه.

خصوصيات دبير رياضى
1. آگاهى دبير از موضوع تدريس بايد بسيار بالا باشد.

2. صبور و با صلاحيت باشد.
ــمارة برهان  ــة اين مصاحبة جالب را مى توانيد در همين ش بقي

مطالعه كنيد.
ــماره به  ــة تاريخچة مجلات رياضى ايران، كه در اين ش در مقال
مجلة آشتى با رياضيات پرداخته، در مطلبى با عنوان تعميم رياضى 

چنين مى خوانيم:
رياضى دانان داستانى ساخته اند، دربارة منطق علمى.

رياضى دان مى گويد: يك فيزيك دان يقين مى كند 60 بر تمامى 
عددها بخش پذير است. متوجه مى شود فرضيه اش براى عددهاى 1، 
ــت. چند عدد ديگر مانند 10، 15، 20،  ــت اس 2، 3، 4، 5 و 6 درس
ــت، تجربه مى كند. چون 60 بر  30 را كه تصادفى انتخاب كرده اس
اين اعداد هم بخش پذير است، نتيجه مى گيرد كه داده هاى تجربى 

كافى است تا فرضيه اش ثابت شود.
ــان چه مى گوييد؟ يك  فيزيك دان مى گويد: پس دربارة مهندس
ــتند. بعد  مهندس فكر مى كند تمام عددهاى فرد عدد اول هم هس
ــد كه متأسفانه 9 عدد اول نيست، ولى 11 و 13 كه  نوبت 9 مى رس
بعد مى آيند باز عددهاى اول اند. تصميم مى گيرد، دوباره به سراغ 9 
برود. كلنجار مى رود و عاقبت به اين نتيجه مى رسد كه 9يك اشتباه 
ــت. مهندس مى گويد: پس پزشكان چى؟ يك پزشك  آزمايشى اس

A

B
C

B
�

A
�

C
�



8
دوره ي بيستم/ شماره ي 4

    تابستان1390
متوسطه

ــى دارد و هيچ اميدى به نجاتش  ــموميت خون براى بيمارى كه مس
نيست شوربا تجويز مى كند. بيمار تصادفى شوربا مى خورد و معالجه 
مى شود. پزشك مى نشيند يك كتاب علمى مى نويسد و در آن اعلام 
مى كند شوربا مسموميت خونى را رفع مى كند. بعد يك بيمار ديگر 
ــك ما باز شوربا  ــش مى آيد و پزش ــموميت خونى دارد، پيش باز مس
ــك  ــوربا مى خورد و مى ميرد. آن وقت پزش تجويز مى كند. بيمار ش
ــوربا فقط در  ــد كه ش كتابش را تصحيح مى كند و اين طور مى نويس

50 درصد موارد مسموميت خونى را برطرف مى كند.
ــور؟ وقتى از او  ــود رياضى دان چه ط ــك مى گويد: پس خ پزش
ــير را در بيابان به دام انداخت؟  ــود يك ش ــيد: چه طور مى ش بپرس
ــير بايد  مى گويد: «به دام انداختن يعنى چه؟ بنابر تعريف، اصولاً ش
ــت شكارچى اين طرف  ــت ميله هاى قفس باشد. پس كافى اس پش

ميله ها باشد تا شير در قفس بماند.»
* * *

ــم از عين القضات همدانى در  ــمارة 6 مطلبى مى خواني در ش
باب وظيفة انسان راستين كه همان جست وجوى حقيقت است:

ــتان برند، يكى از اينان به  «... چندين هزار جنازه كه به گورس
شك نرسيده بود؛ و از چندين هزار به شك رسيده، يكى را گرفتارى 
ــت  طلب نبود؛ و چندين هزار را دردِ طلب بگيرد و يكى به راه راس

نيفتد...»
باز در ادامة اين مقاله از اين موضوع آگاه مى شويم كه:

اگر «شك» نبود، رياضيات در همان مرحله هاى نخستين خود 
منجمد مى شد و البته، نه تنها رياضيات، كه معرفت و فرهنگ آدمى 

رشد نمى كرد و در همان شرايط ابتدايى خود باقى مى ماند.
ــماره در تعريف اين برهان، چنين  در مقالة برهان خلف اين ش

آمده است:
روش اثبات غيرمستقيم كه آن را برهان خلف نيز مى نامند براى 
جميع كسانى كه هندسة مقدماتى خوانده اند آشناست. اقليدس در 
استخراج قضايايش، غالباً كار را با فرض مقابل چيزى كه مى خواهد 
ــورت اگر فرض مزبور به  ــد، آغاز مى كند؛ در اين ص ــت كن آن را ثاب
كاذبى منجر شود، بايد دروغ باشد و بنابراين نقيض آن، يعنى قضية 

مورد اثبات بايد راست باشد.
اثبات غيرمستقيم، درستى استدلالى مفروض را، با فرض نقيض 
نتيجه اش، به عنوان مقدمه اى اضافى و بعد استخراج كاذبى آشكار از 

مجموعة فزودة مقدمات مزبور، بنا مى كند.
اين شماره مقالة تاريخچة مجلات رياضى ايران را نيز دارد. 

در اين مقاله، مطلبى دربارة تقليد آمده است كه خواندنى است:
بيرونى، تقليد را در مسائل علمى ابداً جايز نمى داند و از اين كه 
ــارى كه دارد، يكسره و  ابن سـينا با وجود نبوغ ذاتى و هوش سرش

دربست در اختيار ارسطو قرار گرفته است و كلمات او را [بلاتشبيه] 
به عنوان وحى منزل تلقى مى كند، سخت ناراحت است. وى ارسطو را 
دانايى مى داند كه افكار و انديشه هاى بشرى را از جولان بازمى دارد، 
ــت تثبيت مى كند و براى  دهنه مى زند و كنترل مى كند. آن چه هس
وضع موجود حصار و قلعة استوار مى سازد و اين همان قلعه اى است 
كه ابن سينا خواسته يا ناخواسته در آن واقع مى شود و عنكبوت آسا 

به دور خود مى تند. لاجرم حقايق را آن طور كه هست درنمى يابد.
در ادب رياضى اين شماره، قولى مى خوانيم از فليكس بلوخ 

دربارة هايزنبرگ:
... يك روز داشتيم با هايزنبرگ قدم مى زديم كه صحبت هايمان 
ــد. من كه همان روزها تازه كتاب «فضا،  ــيده ش به مفهوم فضا كش
زمان، ماده» اثر ويل را خوانده بودم بادى به غبغب انداختم و كاملاً 
تحت تأثير اين كتاب با تبختر گفتم: «فضا ميدان عملگردهاى خطى 

است.»
هايزنبرگ با خونسردى گفت: «چرند مى گويى: فضا آبى است و 

پرندگان در آن پرواز مى كنند.»
اين شماره مقاله اى دارد از سيد حسين سيد موسوى دربارة 
ــمتى از اين مقاله به صورت زير  ــت هاى كنكور. قس ــتفاده از تس اس

است: 
انبوه داوطلبان ورود به دانشگاه ها و از سوى ديگر اضطراب آن ها، 
گروه هاى مختلفى را وسوسه كرده كه از اين خوان گسترده بهره اى 
ــانى تست هاى كنكور سال هاى پيش را با جواب  ببرند. ازجمله، كس
در جزواتى تحت عناوين 20 سال كنكور و نظاير آن با كيفيتى بسيار 
نازل و با چاپى از نوع پلى كپى در اختيار داوطلبان مى گذاشتند كه 
اغلب نه تنها پاسخ سؤالات، بلكه خود سؤالات نيز اشتباه بود، كه جز 

گمراهى خوانندگان چيزى نصيب آن ها نمى كرد.
پاره اى از مقاله هاى ديگر اين شماره چنين اند:

توابع پوشا: حميدرضا اميرى؛
مقالات كوتاه از مجلات رياضى معتبر جهان: نغمة شريك زاده؛

مسائل براى حل دانش آموزان: دكتر احمد شرف الدين؛
طرح و حل مسـائل اساسـى رياضى بـه روش هـاى مقدماتى: 

غلامرضا ياسى پور؛
تناقض ها در رياضيات و علوم: حسن نصيرنيا؛

ــماره به معرفى فصل نامة مجموعه   مقالة معرفى كتاب اين ش
پرداخته و درضمن معرفى آورده است كه:

مجموعه، همان طور كه از نام آن برمى آيد، مجموعه اى از مقالات 
ــماره مقالات زير را مى خوانيم:  ــت. در اين ش ــائل رياضى اس و مس
نظرية بازى ها؛ ابن هيثم، رياضى دان مسـلمان؛ اثبات نامسـاوى ها، 
نيوتون و انديشـة رياضى زمان ما؛ توابع و نمودارهاى آن ها؛ تكميل 
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مطالـب كتاب هاى درسـى؛ منطق و زبـان؛ مثلثـات؛ معرفى كتاب 
من رياضى دانم (سرگذشـت سـيبرنتيك)؛ نظرية گراف ها؛ مسائل؛ 
فرهنگ رياضيات؛ هندسـة تصويرى؛ هندسـة فضايى؛ مصاحبه با 

استاد پرويز شهريارى.
*  * *

ــيده ايم. در اين شماره نيز مقالة شما هم  به شمارة 7مجله رس
مى توانيد در درس رياضى خود موفق باشـيد هم چنان برقرار 

است. در اين مقاله دربارة شك و ترديد چنين آمده است:
شك نسبت به درستى عمل و داورى خود، به اين معنا است كه 
ــئله اى را حل مى كنيم،  وقتى قضيه اى را ثابت مى كنيم يا وقتى مس
ــيم: «آيا عمل ها را درست انجام داده ايم؟»، «آيا  دائماً از خود بپرس
ــم؟»، «آيا تعريف،  ــى و قانع كننده پيش رفته اي ــتدلالى منطق با اس
ــتفاده قرار داده ايم، به واقع در اين جا  مفهوم يا قضيه اى كه مورد اس
ــئله را در نظر گرفته ايم؟»،  كاربرد دارد؟»، «آيا همة فرض هاى مس
«بر كدام قضيه ها يا فرمول ها تكيه كرده ايم، آيا اثبات رياضى آن ها 
را مى دانيم؟»، «آيا شكل، ما را فريب نداده است؟»؛ و در يك كلام، 
ــكافيم و دست كم،  همة عمل ها و داورى هاى خود را جزءبه جزء بش
ــتى مفهوم ها و قضيه هاى  ــبت به درستى آن ها و درس خودمان، نس

مورد استنادمان، قانع شويم.
ــوف آلمانى، به  ــماره از قول كانت، فيلس در ادب رياضى اين ش

اين نكتة مهم اشاره شده است.
ــت و ظاهر  كانت مى گويد كه هيچ چيز درحقيقت فضايى نيس
ــت كه در مغز ما نمايان مى شود. اما  ــياء فقط چيزى اس فضايى اش
ــود  ــه صورتى كه براى ما ظاهر مى ش ــم وظيفه دارد جهان را ب عل
و نه به صورتى كه حقيقت دارد (و 
ــناختنى  به عقيدة كانت براى ما ش
ــرار دهد.  ــه ق ــورد مطالع ــت) م نيس
ــن  ــت اين فرضيه روش ــه عقيدة كان ب
ــه علم است،  ــازد كه چرا هندس مى س
ــازد كه چگونه ما  يعنى روشن مى س
مى توانيم از شكل فضايى جهانى كه 
ــر ما قرار دارد، يك معرفت  در براب
ــازيم. برخى تضادها  تركيبى بس
كه خود وى آن ها را آنتى نومى 
ــد او را  (Antinomy) مى نام
ــول اين  ــزم به قب مل

نتايج مى سازد.
مقالة ديگر 
اين شماره در 

مورد اثبات شرطى است. در مقالة تاريخچة مجلات رياضى ايران 
ــردبيرى  ــماره، كه دربارة مجلة آشـتى با رياضيات به س اين ش
استاد پرويز شهريارى است، مطلبى مى خوانيم در مورد تدريس 

رياضيات و تلاش براى بهتر كردن آن:
معلم بايد پيش از آغاز كلاس ها به محتواى درس فكر كند و آن 
ــا مطالبى اضافى از كتاب هاى جنبى و مرجع و نكات تاريخى و  را ب

كاربردهاى جالب بيارايد.
بايد در جلسة اول عنوان و موضوع درس را اعلام و يادآورى كند 

كه براى ياد گرفتن آن درس به چه آگاهى هايى نياز است.
ــاعاتى را كه در دفتر خواهد بود،  ــياه نام خود و س روى تختة س

بنويسد.
ــات و نمره دادن  ــب، امتحان ــود را در مورد تكليف ش روش خ

توضيح دهد.
ــريح كند و راجع به يادداشت برداشتن  هدف هاى كلاس را تش
ــب آن توضيح دهد. جاى شاگردان را  و اندازة آن و زمان هاى مناس
ــخصاً و يكى يكى به آن ها بازگرداند.  ــب آن ها را ش بداند و تكليف ش
ــى كه مطلبى براى كلاس آماده مى كند به چند بخش بعدى  هنگام
هم نگاهى بيندازد و كوشش داشته باشد كه هر كلاس را با مطالبى 
ــروع كند كه دانشجويان با آن ها آشنايى دارند و يك مرتبه داخل  ش

مطالب تازه نشود.
ــجويان مختلف بپرسد و حتى الامكان از  ــد و از دانش زياد بپرس
ــخنرانى هاى طولانى خوددارى كند. به موقع سر كلاس بيايد، در  س
كلاس به چشم دانشجويان نگاه كند و براى در و ديوار درس ندهد. 
ــمرده و با صداى بلند صحبت كند. صدايش يكنواخت  ــن و ش روش
ــد و درضمن صحبت مواظب تغيير چهرة دانشجويان باشد. به  نباش
ــجو فرصت فكر كردن بدهد، به عبارت ديگر تمام وقت كلاس  دانش
ــجو را تشويق به پرسيدن كند.  ــنيدن نگذراند. دانش را با گفتن و ش
ــود ابتدا اطمينان حاصل كند كه همه آن را  ــؤالى مطرح ش چون س
ــنيده اند و بعد به جواب آن بپردازد. حدس زدن را تشويق كند و  ش

سؤال هاى بد و جواب هاى نادرست را به مسخره نگيرد.
در اين شماره، راه حل مسئله مالفاتى ارائه شده است. صورت 
ــم سه دايره در مثلثى معلوم، چنان كه  اين مسئله چنين است: رس

هريك از آن ها به دو دايرة ديگر و دو ضلع مثلث مماس باشد.
مسـائل مسابقه اى اين شماره از آقاى محمدهاشم رستمى 

است. صورت يكى از اين مسائل به ترتيب زير است:
ــز دايره اى بر ضلع AB از چهارضلعى محاطى ABCD قرار  مرك
دارد. سه ضلع ديگر چهار ضلعى بر اين دايره مماس اند. ثابت كنيد 

كه:
AD+BC=AB
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بعضى از مقالات ديگر اين شماره عبارت اند از:
ديفرانسيل و انتگرال: احمد قندهارى؛

آموزش ترجمة متون رياضى: حميدرضا اميرى؛
تعيين دامنه و برد توابع: سيد محمدرضا هاشمى موسوى؛

مفهوم هـاى اصلى و اصل موضوع ها در هندسـة فضايى: پرويز 
شهريارى؛

عمود مشترك دو خط متنافر: محمد ابراهيم گيتى زاده.
* * *

ــت. بهاى اين  ــوط به پاييز 1372 اس ــمارة 8 اين مجله مرب ش
شماره 1000 ريال تعيين شده است.

در اين شماره نيز مقالة شما هم مى توانيد در درس رياضى 
ــن مقاله به نكات  خـود موفق باشـيد هم چنان حضور دارد. در اي

جالبى ازجمله نكتة زير اشاره شده است:
ــت كه همه چيز را نمى توان در كتاب درسى  1. حقيقت اين اس
ــش هاى  ــته از اين، ضمن پرس ــا كتاب هاى ديگر پيدا كرد. گذش ي
دانش آموزان يا بيان هاى درست و نادرستى كه از زبان دانش آموزان 

مختلف جارى مى شود، خيلى چيزها مى توان آموخت.
ــده است كه معلمان و نويسندگان كتاب هاى  2. هنوز عادت نش
ــعى كنند همة تجربه هاى دوران طولانى  درسى يا كمك درسى، س

كار خود را روى كاغذ بياورند و در اختيار ما بگذارند.
ــماره مصاحبه اى آمده با  ــة در بـاغ تجربه هاى اين ش در مقال

استاد بهنيا، دبير رياضى برجستة ايران.
در اين مصاحبه آقاى بهنيا مى گويد:

زادگاهم «جوبنُه»، دهى است در 15 كيلومترى شهر رشت. در 
ــال 1299 هجرى شمسى كه برف، ده را  ــرد زمستان س يك روز س
سفيدپوش كرده بود، در يك كلبة روستايى به دنيا آمدم. مادرم، كه 
گويا از قبل انديشيده بود، در همان لحظه هاى اولية حياتم، نامم را 
«غلامرضا» به معناى واقعى كلمه (غلامِ رضا) گذاشت تا امام هشتم 
مرا از جميع بلايا حفظ كند. پدربزرگ (پدرى ام) دهقان مرفه الحالى 
ــال يك بار، پس از برداشت محصول به  بود، به طورى كه هر چند س
ــيرزنى بود كاردان، كه نه تنها  ــهد مى رفت. مادربزرگم ش زيارت مش
ــى هم نظارت مى كرد.  ــع كارهاى خانه، بلكه به امور زراعت بر جمي

خودخواه و مستبد بود.
پدرم با كار زراعت به كلى بيگانه بود. كوره سوادى داشت، آن قدر 
ــاوندان  ــاطت تنى چند از خويش ــد. با وس كه بتواند بخواند و بنويس
ــته به  ــت در دايرة «مياه» وابس متنفذ، به خصوص پدربزرگم، توانس
ــنبه بازار، بازار روز دهات اطراف) استخدام  ــر (يا دوش دارايى سنگس
ــاخه هاى  ــاليزارهاى حوالى يكى از ش ــود. كارش توزيع آب به ش ش

سفيدرود (از امام زاده هاشم تا آستانة اشرفيه) بود.
ــرده بود و  ــفيدرود نقصان پيدا ك ــه آب س ــال هايى ك در آن س
ــر تقسيم آب  ــاليزارها با خطر كم آبى مواجه بودند، دهقانان بر س ش
ــا داس و بيل به جان هم مى افتادند و خون ها مى ريختند. در يكى  ب
ــب سقوط كرد و استخوان پايش شكست.  از اين دعواها، پدرم از اس
ــين شد. هر چند روز يك بار،  مدت ها قادر به حركت نبود و خانه نش
براى پانسمان (خروج چرك) و مداواى جراحت، فتيله مى گذاشتند. 
ــت به جوبنه مستلزم پرداخت  ــته بند از رش چون رفت و آمد شكس
مخارج گزافى بود، با تقاضاى پدرم مبنى بر انتقال به رشت موافقت 

شد و ما به رشت كوچ كرديم.
ــب (ملاخانه)اى كه در جوار  ــادر، دو خواهر ديگرم را به مكت م
خانة ما بود فرستاد و خواهرانم، مرا هم با خود به ملاخانه مى بردند. 
به اين ترتيب از سن چهار سالگى پايم به مكتب خانه باز و گوشم با 
آيات قرآن آشنا شد. كلماتى را مى شنيدم كه بر اثر تكرار، ناخواسته 
در ذهنم نقش مى بست. «ملا ربابه» مديرة مكتب، شخصاً عهده دار 
ــتن را به من  ــى خواندن و نوش ــد و در اندك مدت ــس من ش تدري

آموخت.
ــدان در درجة اول،  ــواد كردن فرزن ــان، غرض از باس در آن زم
آشنايى آن ها با قرائت قرآن بود تا شب هاى جمعه براى آمرزش روح 

اموات، چند سوره اى بخوانند و فاتحه بدهند.
در مكتب، ديوان اشعار جودى، محزون و جوهرى را كه در رثاى 
ائمه بود، مى خوانديم و از روى آن مى نوشتيم، ولى از حساب، حتى 

عددنويسى، مطلقاً خبرى نبود.
اواسط بهار 1307 شمسى، پدرم دست مرا گرفت و به «مدرسة 
ــخصاً از من امتحانى به عمل  ــلامى» برد مدير مدرسه ش مباركة اس
ــتان ثبت كرد. يكى دو هفته بعد،  آورد و نامم را در كلاس اول دبس
ــال فرارسيد. با شاگردان كلاس امتحان دادم و به  امتحانات آخر س

كلاس بالاتر رفتم.
به جز درس حساب، من در ساير دروسم موفق بودم. درحالى كه 
ــق مى كردند، من اعداد را  ــهولت اعداد را جمع و تفري ــا به س بچه ه
ــد، آن چه انتظارش را مى كشيدم و از آن  ــناختم. بالاخره ش نمى ش
ــاورى وقتى يقين  ــتم. آموزگار كلاس در منتهاى ناب ــت داش وحش
ــتم، با همان چوب  ــتن اعداد نيس ــل كرد كه من قادر به نوش حاص

A B

CD

O
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ــتم زد كه بى هوش نقش زمين شدم و  كذايى چنان ضربه اى به پش
ــان رسيد كه من شاگرد تازه واردم، از كردة خود  وقتى به اطلاع ايش
پشيمان شد و پس از استمالت و دلجويى، از من خواست كه به پدر 
ــى ام، دستور داد كه  و مادرم چيزى نگويم. ضمناً به پرويز، هم كلاس
در ساعات تفريح عددنويسى و جمع و تفريق اعداد را به من بياموزد 
ــه هفته  و خود هر روز بر كار ما نظارت مى كرد. اين همكارى دو س

ادامه يافت و من به كلاس رسيدم.
ــماره  ــب را مى توانيد در همين ش ــة جال ــن مصاحب ــى اي مابق

بخوانيد.
ــز مقالة تاريخچـة مجلات رياضـى ايران را  ــماره ني اين ش
ــت كه دربارة  دربردارد. يكى از مطالب جالب اين مقاله، مطلبى اس

الگوريتم آمده و قسمتى از آن به صورت زير است:
ــت كه  ــى ترين مفهوم هاى رياضيات اس الگوريتم، يكى از اساس
ــادة تر از خودش تعريف رسمى ندارد. به طور  با كمك مفهوم هاى س
ــود كه  ــنى گفته مى ش ــتور دقيق و روش ــى، الگوريتم به هر دس كل
ــبه اى را (كه در اين حالت، روند الگوريتمى ناميده  يك روند محاس
ــود)، بر مبناى داده هاى اوليه، درپى داشته باشد (و البته اين  مى ش
داده هاى اوليه، بايد براى الگوريتم مورد نظر، ممكن باشد) و سپس 
ما را به نتيجة كاملاً معينى برساند. در اين مورد، محتواى هر دستور 
به جز دستورالعملى كه براى مشخص كردن روند الگوريتمى به همراه 
دارد، بايد داراى اين ويژگى ها هم باشد: 1) مجموعة ممكن را براى 
داده هاى اوليه نشان دهد و 2) شامل قانونى باشد كه بنابر آن، روند 

كار به صورت به دست آوردن نتيجه به پايان برسد.
ــول نيوتـن از كتاب  ــماره از ق ــن ش ــاز، در ادب رياضـى اي ب

رياضى دانان نامى چنين آمده است:
من نمى دانم به چه صورتى ممكن اسـت در نظر جهانيان 
جلوه گر شـوم، اما بـه نظر خودم چنيـن مى آيد كه همچون 
كودك خردسـالى هستم كه در سـاحل زيباى دريا به بازى 
مشـغولم و گاه و بى گاه سـنگ ريزه اى صاف تر از سـنگ هاى 
ديگر يا صدفى زيباتر از صدف هاى ديگر به دسـت مى آورم، 
درحالى كـه اقيانـوس عظيم حقيقت در مقابل من گسـترده 

است و مرا بر آن آگاهى نيست.
مسـائل مسابقه اى اين شماره از سـيد محمدرضا هاشمى 

موسوى است. يكى از مسائل به صورت زير است:
ثابت كنيد اگر به حاصل ضرب هر چهار عدد كه به صورت تصاعد 
ــتند مقدار d 4  را اضافه كنيم، حاصل  ــبت d هس ــابى با قدر نس حس

همواره يك مربع كامل مى شود.
بعضى مقالات ديگر اين شماره عبارت است از:

فاصلة يك نقطه از يك مجموعه نقاط: دكتر احمد شرف الدين؛

روش برهان خلف: غلامرضا ياسى پور؛
پارادوكس وصيت شگفت انگيز: حسن نصيرنيا؛

تحقيقى پيرامون عدد π: احسان رضايى.
*  * *

ــماره 9) نيز مقاله شـما هم مى توانيد در  ــماره (ش در اين ش
درس رياضى خود موفق باشيد، هم چنان در آغاز راه است و شما 

مى توانيد به خود آن مقاله مراجعه كنيد.
مقاله مكان هندسى محمدهاشم رستمى نيز خواندنى است. 

در اين مقاله در مورد اهميت مكان هندسى چنين آمده است:
ــامل قضايا و مسائل  ــى علاوه بر آن كه خود ش مكان هاى هندس
ــتند، در ديگر بخش هاى هندسه نيز كاربردهاى فراوانى  جالبى هس
ــى از ابزارهاى مفيد و مؤثر براى  ــد؛ از جمله، مكان هاى هندس دارن

حل مسئله هاى ترسيم هندسى يا ساختمان هاى هندسى است.
ــاختمان هاى هندسى يا ترسيم هاى هندسى را عنصر  عده اى س
ــراى پرورش  ــيله اى نيرومند و قوى ب ــوزش رياضى و وس ــى آم اصل
ــتعدادها در زمينة هندسه و به طور كلى رياضى مى دانند، كه اين  اس

مطلب خود، اهميت مكان هاى هندسى را بيش تر نمايان مى كند.
تاريخچـة مجلات رياضى در ايران را در اين شماره ملاحظه 
ــه مقاله اى از مجلة آشـتى با رياضيات  ــم. در اين مقاله ب مى كني
ــوان رياضيـات مرز سـودمند بـودن را  ــده كه با عن ــاره ش اش
مشـخص مى كند، مطرح شده است. قسمتى از اين مقاله را با هم 

مى خوانيم:
هندسة دبيرستان حتى از ساده ترين چيزها، مثل مثلث و دايره، 
ــختى  ــبكة به هم بافته اى از قضيه ها ايجاد مى كند كه به س چنان ش

مى توانيد از آن خلاص شويد و اين 
ــت كه شما  بيش تر به خاطر آن اس

بدانيد با چه موضوعى سروكار داريد 
ــدة آن مى دانند. ولى در  ــن را فاي و اي
ــودمند بودن» چه مى توان  مورد «س
گفت؟ «سودمندى» مفهومى كاملاً 
انتزاعى است و راه حلى را مى پذيرد 

ــمت حداكثر  ــه س ــش ب كه كش
رضايت را به وجود آورد.
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ــم،  ــت امانت دارى را كرده باش ــه به طور كامل رعاي براى آن ك
ــوم كه منبع اصلى اين مقاله، مسئله اى است كه  ابتدا يادآور مى ش
ــتين بار در مسابقة رياضى نيومكزيكو (دور نهايى سال 2002)  نخس
ــئلة  ــده بود. صورت اين مس ــتان طرح ش براى دانش آموزان دبيرس

بسيار زيبا و شگفت انگيز چنين است:
ــامل يك جدول 4×4 از كليدها  يك گاوصندوق با يك قفل ش
داده شده است. هريك از اين 16 كليد مى توانند در يكى از دو وضع 
(حالت) افقى يا قائم باشند. براى باز شدن گاوصندوق، همة كليدها 
بايد در وضعيت قائم (عمودى) قرار بگيرند. وقتى شما يك كليد را 

مسئله هاى باز كردن گاوصندوق
ترجمه و تأليف: هوشنگ شرقى

ــطر يا ستون اين كليد قرار  مى چرخانيد، همة كليدهايى كه در س
ــته باشند، مى چرخند و تغيير حالت مى دهند و شما مى توانيد  داش

يك كليد را هر چند بار كه بخواهيد بچرخانيد.
ــده  ــكل 1 در زير براى اين كليدها داده ش الف) اگر وضعيت ش
ــد، حداقل تعداد كليدهايى كه براى باز شدن گاوصندوق بايد  باش

چرخانده شوند چندتاست؟ چه كليدهايى بايد بچرخند؟
ــار كليد  ــدن حداكثر 2002 ب ــاز به چرخان ــما مج ب) اگر ش
باشيد، بزرگ ترين صفحه كليد n ×2 n 2 يك گاوصندوق كه هميشه 

مى توانيد آن را باز كنيد، كدام است؟
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ــه جوابگو نيست و بايد راه حلى كلى  ــلماً اين راه حل هميش مس
ــئلة  ــخ گويى به اين مس ــئله پيدا كنيم. هدف از پاس براى اين مس

خاص، همان گونه كه ذكر شد، ورود به مسئله است.
* * *

روشن است كه اگر يك كليد را دو بار در جاى خود بچرخانيم به 
وضع اولية خود بازمى گردد. بنابراين چرخاندن يك كليد به تعداد زوج 
بار معادل با نچرخاندن آن است و چرخاندن آن به تعداد فرد بار، معادل 
يك بار چرخاندن آن است. هم چنين بديهى است كه ترتيب چرخاندن 

كليدها در يك رشته چرخش كليدها به دنبال هم بى تأثير است.
ــش bk و چرخش kb يك  ــراى مثال در اين مورد، چرخ (يعنى ب
نتيجه مى دهند يا چرخش هاى abc و cba و bac و... يك نتيجه دارد).

حال به مسئلة خودمان برگرديم. اگر مى توانستيم يك كليد را 
ــطر و ستون  بچرخانيم و اين چرخش هيچ يك از كليدهاى ديگر س
آن كليد را (به جز خودش) تغيير حالت ندهند، كار تمام بود، يعنى 

همة كليدهاى افقى را عمودى مى كرديم و كار تمام مى شد!
ــئلة ما همين است. چه مكانيزمى وجود دارد كه براساس  اما مس
آن بتوان فقط يك كليد را تغيير حالت داد؟ راه حل مسئله اين است 
ــتون را بچرخانيم. چرا  ــة كليدهاى موجود در آن رديف و س كه هم
ــان نگاه كنيم. اگر  ــان صفحه كليد 4×4 خودم ــت؟ به هم چنين اس
ــتون a را بچرخانيم، كليد a هفت بار  ــطر و س كليدهاى مربوط به س
ــش بار ديگر به طور خودكار و  ــت و ش مى چرخد (يك بار با لمس دس
ــش كليد موجود در سطر و ستون آن). كليدهاى  هنگام چرخش ش

ديگر اين رشته چه طور؟
ــت كه هريك از آن ها چهار بار مى چرخند (يك بار با  روشن اس
ــه بار ديگر با چرخش سه كليد ديگر كه در سطر  ــت و س لمس دس

يك ستون مربوط به آن ها مى چرخند).
ــته كليدها (abcdeim) جاى  ــه در اين رش ــا بقية 9 كليد ك ام
ندارند چه طور؟ هريك از آن ها در تقاطع يك سطر و يك ستون از 
كليدهاى اين رشته قرار دارند. (براى مثال، كليد j در تقاطع سطر 
كليد i و ستون كليد ما است) پس با چرخش اين دو كليد آن ها هم 
دو بار مى چرخند، پس هريك از اين 9 كليد در اين فرايند دو بار 

سعى كنيد پيش از حل مسئله به شرايط گفته شده خوب فكر 
كنيد و به ويژه به اين موضوع توجه كنيد كه با چرخش هر كليد، شش

ــت بزنيد، مى چرخند و تغيير   كليد ديگر بدون اين كه به آن ها دس
حالت مى دهند و هر كليد فقط در يكى از دو وضع عمودى يا افقى 
مى تواند قرار بگيرد. به اين صفحه كليد به مانند يك ماتريس مربعى 
4×4 نگاه كنيد. براى مثال اگر كليد واقع در سطر دوم و ستون سوم 
ــى، آن را به حالت عمودى تغيير حالت  ــد و از حالت افق را بچرخاني
دهيد، همة سه كليد ديگر در سطر دوم و نيز كليدهاى ستون سوم، 
ــد و از افقى به قائم يا برعكس تغيير مى كنند.  تغيير حالت مى دهن
ــود و  ــكل مى ش ــس با اين توضيح مى بينيد كه كار ما قدرى مش پ

عمودى كردن همة كليدها كارى آسان نيست. قدرى فكر كنيد.
* *  *

ــئله را بدهيم؟ (ديگر چه  ــروع چه طور است پاسخ مس براى ش
ــوخى گفتم. حتماً  ــد؟!! ـ البته اين را محض ش ــزى باقى مى مان چي
ــت واقعى پيش از آن كه  ــه يك دانش پژوه و دانش دوس مى دانيد ك
به دنبال پاسخ مسئله يا حتى راه حل آن باشد، به دنبال ايدة مسئله 
است تا اگر صورت مسئله تغيير كرد باز هم بتواند آن را حل كند و 
به پاسخ برسد. علاوه بر آن، قسمت «ب» مسئله هم هست و پاسخ 
ــف ايدة كامل مسئله است. درواقع مى خواهيم با  به آن نيازمند كش

دادن پاسخ مسئله وارد مسئله شويم
مطابق دياگرام زير كليدها را نام گذارى مى كنيم: a و b و c و... 
ــئله را مى توانيد در زير ببينيد. كافى است دو كليد  و p. جواب مس

b و k را به دنبال هم بچرخانيم.

1 شكل
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ــت، ولى بدون آن هم مى توانيم  ــتن آن كار دشوارى نيس البته نوش
پاسخ اين سؤال را بدهيم. كافى است توجه كنيم كه مثلاً كليد a در 
ــتون چند كليد افقى قرار دارد (و براى تغيير حالت آن ها  سطر يا س
ــود). با كمى دقت درمى يابيم كه براى تغيير حالت  بايد چرخانده ش
ــود، پس در  ــى a و b و d و i، بايد كليد a چرخانده ش ــاى افق كليده
 5 ،b 4 بار ظاهر مى شود و به همين ترتيب كليد ،a رشتة فوق كليد

بار و كليد c 6 بار و كليد d، 4 بار و... به شكل هاى زير توجه كنيد:

ــر مربع جدول بالا معرف تعداد چرخش هاى  عددهاى داخل ه
هريك از كليدها و مجموع اين عددها مساوى 70 است.

با توجه به عددهاى فوق، بديهى است كه چرخش هاى زوج بى تأثيرند 
 ،d ،c ،a و چرخش هاى فرد نيز معادل يك بار چرخش اند. پس كليدهاى
o ،n ،m ،l ،j ،i ،h ،g ،f ،e و p هيچ نقشى در فرايند باز شدن گاوصندوق 
ندارند و لذا فقط كافى است كليدهاى b و k را بچرخانيم تا همين نتيجه 
عايد ما شود! (زيرا كليدهاى b و k هريك پنج بار چرخيده اند كه معادل 
با يك بار چرخش آن هاست). پس با اين فرايند همة كليدهاى افقى به 
كليدهاى عمودى تغيير حالت مى دهند و كار تمام است. بنابراين، ايدة 

ــد، همة كليدها (به غير از a) كه  بنابراين، مطابق آن چه گفته ش
 a ــود برمى گردند و فقط كليد ــار مى چرخند به وضع اولية خ زوج ب
تغيير حالت مى دهد. اكنون يك راه حل ساده پيدا شده است. براى 
چرخاندن هر كليد بدون آن كه كليدهاى ديگر بچرخند، كافى است 
ــتون آن كليد و خود آن كليد  ــطر و س همة كليدهاى موجود در س
(يعنى هفت كليد) را به دنبال هم (به ترتيب دلخواه) چرخاند. نتيجة 
ــد از حالت عمودى به  ــد، چرخش همان يك كلي ــى اين فراين نهاي
ــت و ساير كليدها تغيير وضع نمى دهند. پس  افقى (يا برعكس) اس
كافى است همة كليدهاى افقى را به اين ترتيب تغيير حالت دهيم 
و كار تمام مى شود. اما در اين روش براى حل مسئلة «الف»، نياز به 
هفتاد بار چرخاندن كليدها داريم! (براى تغيير حالت هر كليد افقى 
نياز به چرخاندن هفت كليد داريم و چون ده كليد افقى داريم، پس 

به هفتاد بار چرخش كليد نياز داريم).
ــد. اما چگونه مى توانيم  ــئلة ما را حل مى كن ولى به هرحال مس

تعداد چرخش هاى كليدها را تقليل دهيم؟
ــئلة اصلى خودمان نگاه كنيم. ديديم  بياييم يك بار ديگر به مس
ــار كليدها را با  ــت ده كليد افقى، بايد هفتاد ب ــه براى تغيير حال ك
لمس بچرخانيم. (توجه كنيد كه اين غير از چرخش هاى خودبه خود 
كليدها در اثر چرخش كليدهاى ديگر است) رشتة شامل اى هفتاد 
بار چرخش را در نظر بگيريد. مثلاً براى تغيير حالت كليد a، رشتة 
ــامل  ــد بچرخانيم و... اين دنبالة هفتاد جمله اى ش abcdeim را باي

چند حرف a است؟ چند حرف b؟ و...
آيا براى پاسخ به اين سؤال بايد همة اين هفتاد جمله را نوشت؟ 

a b dc

e f g h

k lji

m n o p
3 شكل

4 شكل
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4 2 2 2

به  مى چرخند. 
زير  شكل هاى 

توجه كنيد:
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كلى زير مى تواند به حل مسئله در حالت كلى بينجامد:
«براى هر كليد، عدد H، يعنى مجموع تعداد كليدهاى افقى موجود 
در سطر و ستون آن كليد را (با احتساب خود آن) محاسبه مى كنيم، 
اگر H فرد باشد، كليد را مى چرخانيم و اگر H زوج باشد، بدون چرخش 
از آن كليد عبور مى كنيم.» با نگاهى به شكل 5 درمى يابيم كه بايد (و 

كافى است) كليدهاى b و k چرخانده شوند تا گاوصندوق باز شود.
ــردن گاوصندوقى كه  ــال به عنوان تمرين بگوييد براى باز ك ح
ــد كليد (و كدام  ــت، حداقل چن ــه كليد آن به صورت زير اس صفح
كليدها) را بايد چرخاند و سپس فرايند باز شدن گاوصندوق را نيز 

با رسم شكل نشان دهيد:

* * *
ــمت دوم مسئله است. براى اين  ــخ گويى به قس اكنون نوبت پاس
منظور اندكى نظريه سازى لازم است. فرض كنيد H تعداد كليدهاى 
ــطر و ستون هر كليد باشد. دو اصل زير را در نظر  افقى موجود در س

بگيريد:
1. براى باز شدن گاوصندوق بايد H براى هر كليد عمودى زوج 

باشد (و درنهايت به صفر برسد).
 (H  يعنى زوج يا فرد بودن) H ــا راه براى تغيير زوجيت 2. تنه
ــت و چرخاندن كليدهاى  براى هر كليد، چرخاندن همان كليد اس

ديگر هيچ تأثيرى در زوجيت H كليد مزبور ندارد.
ــتى گزارة اول را به آسانى مى پذيريد، اما در  گمان مى كنم درس
مورد گزارة دوم كمى توضيح مى دهيم. مفهوم اين گزاره آن است كه 
ــدن هريك از كليدها به غير از كليد اصلى، زوج يا فرد بودن  چرخان
ــتون آن كليد را تغيير نمى دهد.  ــطر و س تعداد كليدهاى افقى و س
ــوع دو حالت را در نظر مى گيريم. يكى اين كه  براى اثبات اين موض
كليد چرخانده شده متعلق به سطر يا ستون همان كليد باشد و ديگر 
اين كه در اين سطر و ستون نباشد. در حالت اول واضح است كه اگر 
صفحه كليدها n ×2 n 2 باشد، چرخاندن اين كليد وضع همة كليدهاى 
ــتون) كليد اصلى را عوض مى كند، پس هر  ــطر (يا س موجود در س
كليدى را كه افقى باشد، عمودى و هر كليد عمودى را افقى مى كند. 
لذا اگر يك كليد افقى را كم كند، در مقابل يك كليد عمودى را نيز 
ــوض نمى كند. اما اگر اين كليد  ــى مى كند، پس زوجيت H را ع افق

در هيچ سطر و هيچ ستون مربوط به كليد اصلى نباشد، يك سطر و 
ــتون ديگر را عوض مى كند. محل تقاطع اين سطر و ستون را  يك س
با سطر و ستون كليد اصلى در نظر بگيريد كه دو كليد است (شكل 
6 را ببينيد). هر دو اين كليدها تغيير حالت پيدا مى كنند، پس يا دو 
ــتون كليد اصلى افقى مى شوند، يا هر دو عمودى  ــطر و س كليد از س
ــود و ديگرى از  ــد يا اين كه يكى از افقى ها عمودى مى ش خواهند ش
 H عمودى به افقى تغيير حالت مى دهد. پس در هر صورت، زوجيت

عوض نمى شود.
ــتون مربوط  ــطر و س (با چرخاندن كليد k، كليدهاى m و n از س
به كليد t تغيير حالت مى دهند و بنابراين زوجيت H مربوط به كليد 

t عوض نمى شود).

ــبتاً طولانى آن است كه اگر يك صفحه كليد  نتيجة اين بحث نس
n ×2 n 2 داشته باشيم، حداكثر چرخش هاى لازم براى تغيير حالت همة 
كليدها به حالت عمودى آن است كه ناچار به تغيير حالت همة كليدها 
شويم (و اين در صورتى است كه H براى همة كليدها فرد باشد) و اگر 
ناچار به حداكثر 2002 بار چرخش كليدها باشيم، نتيجه مى گيريم كه:
n n≤ ⇒ ≤24 2002 2 44

يعنى بزرگ ترين صفحه كليد گاوصندوقى كه همواره بازشدنى 
است، يك صفحه كليد 44×44 است.

ــم كمى ديگر حوصله  ــت، اما مى خواهي تا اين جا بحث تمام اس
كنيد! و به دو سؤال ديگر من هم فكر كنيد.

سؤال اول اين كه اين بحث به كدام يك از شاخه هاى دانشى (رياضى 
ــناخته ايد مربوط مى شود؟ در حل آن به كدام يك از  كه تا به حال ش

اصول و قضاياى رياضى كه قبلاً ديده ايد اتكا شده است؟)
و سؤال دوم كه با خود بحث بيش تر ارتباط دارد، اين است كه در 
ــطرها و ستون هاى اين  تمام اين بحث فرض ما بر اين بود كه تعداد س
ــت. آيا اين نتايج وقتى كه تعداد سطرها و  صفحه كليد عددى زوج اس
ستون ها عددى فرد باشد، باز هم صادق اند؟ مثال بزنيد و نتيجه گيرى 
كنيد. اگر اين نتايج در آن جا برقرار نيستند، راه حل مسئله در آن حال 
ــت؟ اگر صفحه كليد مربعى نباشد، چه طور؟ به اين موضوع فكر  چيس
كنيد و اگر نتايج قابل عرضه اى به دست آورديد ما را هم باخبر كنيد. از 

همين حالا شروع كنيد! مطمئن باشيد تلاش بيهوده اى نيست.

6 شكل
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حل معادلة

احمد قندهارى

f(x)=0

ــراي هر عبارت از f(x) قابل  ــة f(x)=0 در حالت كلي و ب معادل
حل نيست و فقط در حالت هاي خاص مي توان آن را حل كرد، ولي 
ــه ها را مشخص مي كند  راه هايي وجود دارد كه مقدار تقريبي ريش
ــاب نياز داريم. قبل از ورود به اين مبحث،  و معمولاً به ماشين حس

قضية زير را يادآور مي شويم.

قضية بولتزانو
ــته و f(a) و f(b) مختلف العلامه  اگر تابع f در بازة [a,b] پيوس
باشند، آن گاه معادلةf(x)=0 در بازة (a,b) يك ريشة حقيقي دارد.

حال به ادامة بحث مي پردازيم: 

ــة f(x)=0 به كمك  ــه هاي معادل روش اول: تعيين تعداد ريش
نمودار عبارت f(x) را به صورت f(x)=g(x)-h(x) مي نويسيم، سپس 
ــم مي كنيم. تعداد نقاط تقاطع دو  ــاي دو تابع g و h را رس نموداره

منحني g و h برابر تعداد ريشه هاي معادلة f(x)=0 است.
x را بيابيد. Arc tan x − =2 1 مثال 1: تعداد ريشه هاي معادلة 0

ــلماً در  . مس f (x) x Arc tan x= −2 ــم 1 ــرض مي كني حـل: ف
 x2 ــر ــاوي را ب ــرف تس x دو ط ≠ 0 ، x Arc tan x − =2 1 ــة 0 معادل

تقسيم مي كنيم
x Arc tan x − =2 1 0 Arc tan x

x
⇒ − =2

1 0

h(x) باشند. 
x

= 2
1 g(x) و  Arc tan x= حال فرض مي كنيم 

نمودارهاي دو تابع g و h را رسم مي كنيم.

ــاي دو تابع g و h در  ــود نموداره ــوري كه ملاحظه مي ش به ط
ــة  x يك ريش Arc tan x − =2 1 يك نقطه متقاطع اند، پس معادلة 0

حقيقي دارد.
x را بيابيد و  x+ − =6 1 ــة 0 ــه هاي معادل مثـال 2: تعداد ريش

ريشة مثبت آن را با تقريب محاسبه كنيد.
حل: 

f (x) x x x ( x)= + − = − − =2 61 1 0

g(x) حال  x= 6 h(x) و  x= −1 ــس  f پ (x) g(x) h(x)= −

-1 1

π
2

π
2

-
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و عمل را به همين ترتيب ادامه مي دهيم. با توجه به گرد كردن 
عدد، به ريشة معادله نزديك مي شويم.

) قرار دارد،  , )0 1 x را كه بين  x+ − =3 1 ــة معادله 0 مثال: ريش
بيابيد.

 f (x) x x= + −3 حل: فرض مي كنيم 1
f ( )

f ( ).f ( ) x
f ( )

= −⎧
⇒ < ⇒ < <⎨ =⎩

0 1 0 1 0 0 11 1
+

=
0 1 1

2 2
را در نظر مي گيريم:  ( , )0 1 حال وسط بازة 

f ( ) / , f ( )

f ( ).f ( ) x

= + − = =

⇒ < ⇒ < <

1 1 1 1 0 375 1 12 8 2
1 11 0 12 2

+
=

1 1 32
2 4 را در نظر مي گيريم:  ( , )1 12

حال وسط بازة 

f ( ) / , f (= + − =
3 27 3 11 0 1724 64 4 2) /

f ( ).f ( ) x

= −

⇒ < ⇒ < <

0 375

1 3 1 302 4 2 4

+
=

1 3
52 4

2 8
) را در نظر مي گيريم:  , )1 3

2 4
اينك وسط بازة 

f ( ) / , f ( ) /= + − = − =
5 125 5 31 0 13 0 178 512 8 4

f ( ).f ( ) x⇒ < ⇒ < <
3 5 5 304 8 8                                   با توجه به گرد كردن اعداد 4

/ x / / x⇒ < < ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ < <0 62 0 75 0 6 07

روش سوم: روش نيوتن 
اين دانشمند بزرگ حدود 400 سال پيش، روش بسيار كارايي 

براي حل معادلة f(x)=0 ارائه داده است.
ــرض كنيد مي خواهيم معادلة f(x)=0 را حل كنيم. ابتدا تابع  ف
 f ــرض مي كنيم نمودار تابع ــم مي كنيم. ف با ضابطة y=f(x) را رس
ــت. مي خواهيم طول نقطة  محور xها را در نقطة M قطع كرده اس

M را بيابيم.
در نزديكي هاي نقطة M روي محور xها، x1 را در نظر مي گيريم. 
به وسيلة رابطه موازي محور yها به نقطة A روي منحني f مي رسيم. 

در نقطة A مماس بر منحني f را رسم مي كنيم.

-1 1

M

نمودارهاي g و h را رسم مي كنيم.

x دو  x+ − =6 1 ــان مي دهد، معادلة 0 ــوري كه نمودار نش به ط
ريشة حقيقي مختلف العلامه دارد.

ــة مثبت معادلة f(x)=0 يعني xM حدود  به نظر مي آيد كه ريش
0/6 باشد.

f ( / ) /
f ( / ).f ( / )

f ( / ) /
= −⎧

⇒⎨ =⎩

0 6 0 184 0 6 0 70 7 0 043

ــه بين 0/6 و 0/7  بنا به قضية بولتزانو معادلة f(x)=0 يك ريش
. M/ x /< <0 6 0 دارد، يعني 7

روش دوم. روش نصف كردن
ــة حقيقي معادلة f(x)=0 را كه در  فرض كنيد مي خواهيم ريش
ــته  بازة [a,b] قرار دارد، بيابيم. با فرض اين كه f در بازة [a,b] پيوس

باشد بنا به قضية بولتزانو داريم: 
f (a).f (b) < ⇒0 ريشة معادلة f(x)=0 بين a و b هست   

a را c1 فرض مي كنيم  b+
2

حال 

، آن گاه ريشة معادله  بين a و c1 است. f (a).f (c ) <1 الف) اگر 0
، آن گاه ريشة معادله بين c1 و b است. f (c ).f (b) <1 ب) اگر 0

ــد،  ــت باش ــة كار فرض مي كنيم حالت «الف» درس ــراي ادام ب
 c2 را a c+ 1

2
ــت. حال  ــة معادلة f(x)=0 بين c1 و a اس يعني ريش

مي ناميم.

، آن گاه ريشة معادله بين a و c2 است. f (a).f (c ) <2 ج) اگر 0
، آن گاه ريشة معادله بين c1 و c2 است. f (c ).f (c ) <2 1 د) اگر 0

a  c1

b

a

 c2 c1
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معادلة اين خط مماس چنين است 
y f (x ) f (x )(x x )′− = −1 1 1

 x2 ها راx ــور ــع اين خط مماس بر مح ــال طول نقطة تقاط ح
مي ناميم: 

f (x )
y f (x ) f (x )(x x ) x x

f (x )
′= ⇒ − = − ⇒ = −

′
1

1 1 2 1 2 1
1

0 0

حال از x2 رابطي موازي محور yها رسم مي كنيم تا نمودار تابع 
ــد. معادلة خط مماس بر منحني تابع f را  ــة B قطع كن f را در نقط
ــيم. فرض مي كنيم اين خط مماس  در نقطة B به طول x2 مي نويس
محور xها را در نقطه اي به طول x3 قطع كند. اين عمل را هر چند 
ــة معادلة f(x)=0 يعني  ــد مي توان ادامه داد. ريش ــار كه لازم باش ب

طول نقطة M با تقريب بسيار قابل قبولي محاسبه مي شود.
فرمول كلي روش نيوتن چنين است: 

n nx x+ = −1
n

n

f (x )
f (x )′

x را محاسبه  − =2 7 ــة مثبت معادلة 0 مثـال: مي خواهيم ريش
7 را محاسبه كنيم). كنيم (در واقع مي خواهيم مقدار 

 f (x) x= −2 7 f و  (x) x′ = 2 حل:  
n

n n
n

f (x )
x x

f (x )+ = −
′1 x1 را 2 فرض مي كنيم؛ داريم:         

f (x ) f ( )x ; x x / x
f (x ) f ( )

−
= = − = − = − = =

′ ′
1

1 2 1 2
1

2 32 2 2 2 752 4

f (x ) f ( / ) /x x / / / x
f (x ) f ( / ) /

= − = − = − = =
′ ′

2
3 2 3

2

2 75 0 56252 75 2 75 2 6472 75 5 5

f (x ) f ( / )x x / /
f (x ) f ( / )

= − = − =
′ ′

3
4 3

3

2 6472 647 2 645752 647

ــبه كنيم، خواهيم داشت:  7 را محاس ــين حساب  اگر با ماش
7=/ ملاحظه مي كنيد كه روش نيوتن چه قدر به  2 645751311

مقدار واقعي نزديك است.
ــه ريشة  x س x− + =3 23 1 ــان دهيد كه معادلة 0 مسـئله: نش

حقيقي متمايز دارد.
 f (x) x x= − +3 23 حل: فرض مي كنيم 1

f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( ) , f ( )= = − − = − = − =0 1 1 1 1 3 2 3 3 1

f ( ).f ( ) x− < ⇒ − < <11 0 0 1 0
f ( ).f ( ) x< ⇒ < <20 1 0 0 1

f ( ).f ( ) x< ⇒ < <32 3 0 2 3
f سه ريشة حقيقي متمايز دارد. (x) x x= − +3 23 پس معادلة 1

A

B

M

x
3

x
2

x
1

گفت وگوى دو مسافر
در كشورهايى از خاورميانه، دو نفر هر چند ناآشنا باشند 
و براى نخسـتين بار باشـد كه به هم رسـيده اند، پرس وجو 
كـردن آن ها از كار و بـار يكديگر و از تعـداد فرزندانى كه 

دارند و از كارهاى آن ها، يك امر عادي است.
دو تن، كه آن ها را الف و ب مي ناميم، در يك مسـافرت 
با اتوبوس كنار هم جاي گرفته بودند. پس از احوالپرسـي و 
خوش  و بش كردن، الف از ب مي پرسد كه چند فرزند دارد. 
ب پاسـخ مي دهد كه سـه فرزند، به نام هـاي رضا، احمد و 
حميد، كه يكي از آن ها 20 سال، ديگري بيشتر از 20 سال و 
آن ديگري كمتر از 20 سال دارد. ب مي گويد: لابد رضا پسر 

بزرگتر و حميد پسر كوچكتر است؟
الف پاسخ مي دهد: 

ـ نه. اگر فرض كنيد رضا 20 سـاله اسـت، نتيجه اش آن 
خواهد شـد كه احمد پسـر بزرگتر اسـت. اگـر فرض كنيد 
رضا پسر بزرگتر اسـت، نتيجه اش آن خواهد شد كه احمد 
پسر كوچكتر اسـت، اگر فرض كنيد احمد 20 ساله نيست، 
نتيجـه اش آن خواهد شـد كه حميد پسـر بزرگتر اسـت. 
اين سـه فرض را كه با هم بسـنجيد، مي توانيـد دريابيد از 
فرزندانم كدام پسـر بزرگتر، كدام پسر كوچكتر و كدام 20 

ساله است!
پاسخ در صفحه 37
برگرفته از كتاب داستانواره هاي رياضي/ ترجمة عبدالحسين 
مصحفي/ انتشارات مدرسه 

تفريح انديشه
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انسان ها همواره با مسئله هاي مختلفي، سروكار داشته اند و براي 
ــيده اند. اين راه حل ها در بسياري از موارد  ــته كوش حل آن ها پيوس
ــة فيثاغورس تاكنون  ــوان مثال براي اثبات قضي ــد. به عن متفاوت ان
ــده است. نوع مسئله ها و آساني،  حدود 400 راه حل متفاوت ارائه ش
ــف متفاوت بوده اند. به  ــواري راه حل آن ها در زمان هاي مختل يا دش
ــئله هايي از پاپيروس رايند كه حدود 1800 تا 2000 سال قبل  مس
ــده است  ــته ش ــال پيش نوش از ميلاد يعني تقريباً حدود 4000 س

توجه كنيد: 
مسئلة 1. هفت نفر هر كدام هفت گربه دارند. هر گربه مي تواند 
ــة جو را بجود  ــت موش را بگيرد. هر موش مي تواند هفت خوش هف
ــة جو، هفت دانه جو دارد. بزرگ ترين عدد اين رديف و  و هر خوش

مجموع آن ها كدام است؟
ــث  مثل ــاحت  مس ــبة  محاس ــراي  ب ــا  مصري ه  .2 مسـئلة 

ــاقين، نصف حاصل ضرب قاعدة آن در يكي از ساق ها  متساوي الس
ــت مي آوردند. درصد اشتباه آن ها را براي حالتي كه قاعدة  را به دس

مثلث برابر 4 و ساق آن برابر 10 باشد، پيدا كنيد.
ــئله از پاپيروس مسكو كه به سال 1850 قبل  و اينك، يك مس
ــته شده است، توجه  ــال پيش نوش از ميلاد يعني حدود 3860 س

كنيد.
ــدا كنيد كه ارتفاع آن برابر 6،  مسـئله. حجم هرم ناقصي را پي
ضلع مربع قاعدة پايين آن برابر 4 و ضلع مربع قاعدة بالاي آن برابر 

2 باشد.
يك مسئله  از بابلي ها (حدود 300 سال پيش)

مسئله. زاوية قائمه را به سه قسمت برابر تقسيم كنيد.
يك مسئله از اقليدس (سدة سوم پيش از ميلاد)

ــن دو ضلع آن  ــازيد كه زاوية بي مسـئله. متوازي الاضلاعي بس

چيست؟
و چگونه مي توان مسئله را حل كرد؟

مسئله  مسئله  



ـ خريدن نان از نانوايي؛
ـ رفتن به مسافرت؛

ـ انجام تكاليف داده شده در مدرسه به دست يك دانش آموز؛
ـ چگونگي كاشت، داشت و برداشت يك محصول براي گرفتن 

بهترين بازده؛
ـ تعمير يك ماشين كه نقص فني دارد؛

ـ باز كردن يك قفل بسته شده؛
ـ ...

و هزاران مورد مشابه ديگر، هر كدام يك مسئله اند.
پس مسئله را نبايد تنها مسئله هاي مربوط به رياضيات، فيزيك، 

شيمي و ديگر علوم بدانيم.
ــئله هاي بالا، چه عواملي دخالت  ــما در هر يك از مس به نظر ش

دارند؟
در يك مسئلة هندسه چه عواملي دخالت دارند؟ در يك مسئلة 

فيزيك چه عواملي مي توان يافت؟
ــتركي  ــئله هاي بالا، عامل هاي مش ــئله ها از جمله مس همة مس
ــان دارند. بياييد مطلب را  ــاختاري يكس دارند، يا به بيان ديگر؛ س

بيش تر بررسي كنيم.
ــئلة رفتن دانش آموز از خانه به مدرسه، يك عامل مهم،  در مس
ــئله، يعني حركت كردن دانش آموز از خانه و رسيدن  ــتة مس خواس
ــت. اما ببينيم چه چيزهايي بايد مشخص و معلوم  او به مدرسه اس

باشد؛ از جمله: 
1) فاصلة خانه تا مدرسه چه قدر است؟

2) چند مسير براي رسيدن از خانه به مدرسه وجود دارد؟
3) چگونه اين مسير بايد پيموده شود؟ با پاي پياده، با دوچرخه، 

با موتورسيكلت، با ماشين يا با وسيله اي ديگر؟
ــالا چه قدر  ــر يك از موارد ب ــير در ه ــرعت پيمايش مس 4) س

است؟
... (5

ــن او مي توانند  ــوارد، دانش آموز يا والدي ــا معلوم  بودن اين م ب
ــتفاده از  طوري برنامه ريزي كنند كه در حداقل زمان ممكن و با اس

ايمن ترين راه، دانش آموز به مدرسه برسد.
ــل مهم و  ــئله يك عام ــاي مس ــا داده ه ــات ي ــن معلوم بنابراي

تعيين كنندة ديگر در مسئله و هم چنين، حل آن خواهند بود.
ــئله همواره امكان پذير است؟ آيا  آيا فكر مي كنيد حل اين مس

شرط يا شرط هايي براي تحقق اين مسئله وجود ندارد؟
ــما خود برخي از آن ها را بيابيد و براي  ــت. ش ــخ مثبت اس پاس
ــد جلد از  ــخ ها چن ــه جامع ترين و جالب ترين پاس ــيد. ب ما بنويس

دايره المعارف هندسه اهدا خواهد شد.

ــاحت آن  ــوم و مس معل
يك  ــاحت  مس ــر  براب
مثلث مفروض باشد.

از  ــئله  مس يك 
ــميدس (288- ارش
212 قبل از ميلاد)

ــئله. مساحت  مس
قطاع كروي برابر است 

ــاحت  مس ــعاع آن با  ــره اي كه ش داي
ــد با پاره خطي كه رأس قطاع را به يكي  برابر باش

از نقطه هاي قاعدة آن وصل مي كند.
يك مسئله از بطلميوس (سدة دوم قبل از ميلاد)

ــي محاطي،  ــد در هر چهار ضلع ــئله. ثابت كني مس
ــت با مجموع حاصل ضرب هاي  حاصل ضرب دو قطر برابر اس

دوبه روي ضلع هاي روبه رو.
ــي (980-1037  ــمند ايران ــينا، دانش ــئله از ابن س ــك مس ي

ميلادي).
مسـئله. اگر عددي در تقسيم بر 9 به باقي ماندة 1 يا 8 برسد، 
ــر 1 خواهد  ــر 9 باقي مانده اي براب ــيم ب ــدد در تقس ــذور آن ع مج

داشت.
يك مسئله از كرجي (سدة يازدهم ميلادي)

مسئله. اين دستگاه را حل كنيد.
x y z

xz y
xy

⎧ + =
⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪⎩

2 2 2

2

10

ــبيه اين مسئله ها را كه برخي از آن ها حتي به ده هزار سال  ش
ــتان،  قبل تعلق دارند، در آثار به جاي مانده از تمدن هاي عهد باس
ــري، هندي، چيني و... به وفور  ــد تمدن هاي ايراني، بابلي، مص مانن
ــت آمده در لوحه هاي  ــت آثار به دس مي توان يافت. از آن جمله اس
ــاي مختلف يونان  ــر، كتاب ه ــران، پاپيروس هاي مص ــوش از اي ش
باستان، رساله هاي باهشالي و... هندي، رساله هاي «نه فصل از هنر 

محاسبه» و «رياضيات در نه كتاب» چيني.
ــر دارد. اما  ــئله ريشه در تاريخ بش ــئله و حل مس بنابراين مس

مسئله چيست و چگونه مي توان آن را حل كرد؟
ــئله، موضوع بغرنج و پيچيده اي نيست. ما در زندگي خود  مس
ــروكار داريم و بيش تر ما آن ها را حل  ــئله ها س همواره با انواع مس
ــدني  ــيم. و آن را غولي رام نش ــئله بترس مي كنيم. پس نبايد از مس

تصور كنيم.
ـ رفتن از خانه به مدرسه؛
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به يك مسئلة ديگر از موارد ياد شده مي پردازيم.
ــت و  ــكال فني پيدا كرده اس ــما چند اش مسـئله. تلويزيون ش
ــد آن را تعمير كنيد. مثلاً تصوير برفكي دارد، صداي آن  مي خواهي
ــودن، ناگهان  ــن ب ــود، پس از چند دقيقه روش قطع و وصل مي ش
ــايل لازم براي تعمير يك تلويزيون  ــود و... همة وس خاموش مي ش
هم در اختيار شماست. آيا مي توانيد آن را تعمير كنيد؟  پاسختان 
چيست؟ فكر كنيد. در ضمن شما تعميركار تلويزيون هم نيستيد. 
ــن است كه شما دليل به وجود آمدن نقص هاي ايجاد شده  روش
را نمي دانيد. به عبارت ديگر مجهول هاي مسئله را نمي شناسيد. به 
علاوه ساختار و روش استفاده از ابزاري را كه براي تعمير در اختيار 
ــت نمي شناسيد. يعني به معلومات و داده هايي كه در اختيار  شماس
شماست اشراف نداريد. بنابراين واضح است كه قادر به حل مسئله 
يعني برطرف كردن نقص فني تلويزيون خود نخواهيد بود. اما يك 

سرويس كار تلويزيون چه طور؟
ــرويس كار تلويزيون، تمام ساختمان تلويزيون را مي شناسد،  س
ــدام قطعه از  ــكال در ك ــت اش ــد كه وقتي تصوير برفكي اس مي دان
ــدا به كدام قطعه  ــدن ص ــت يا قطع و وصل ش تلويزيون مربوط اس
ــد. به علاوه  ــئله را مي شناس ــت و...؛ يعني مجهولات مس مربوط اس
ــاختمان تمام ابزار لازم براي تعمير تلويزيون و چگونگي استفاده  س
ــئله  ــد. به بيان ديگر به معلومات مس از آن ها را نيز كاملاً مي شناس
ــما را تعمير مي كند و  ــت. پس به راحتي تلويزيون ش كاملاً آگاه اس

نقص هاي آن را برطرف مي سازد.
در اين مسئله نيز ديديد كه شناخت كامل از مجهولات مسئله 
و هم چنين شناخت كامل از معلومات يا داده هاي مسئله هم چنين 

شرط سرويس كاربودن شما براي حل مسئله الزامي است.
ساختار مسئله هاي رياضي، فيزيك، شيمي و... را نيز مي شناسيد. 

براي مثال، در مسئلة زير: 
 c و b ،a ــاي آن ــه اندازة ضلع ه ــم كنيد ك مسـئله. مثلثي رس

باشند.
خواسته يا مجهول مسئله، رسم يك مثلث است.

داده هاي آن اندازة سه ضلع آن، يعني b ،a و c است.
ــاي b ،a و c يعني  ــا ضلع ه ــود مثلثي ب ــكان وج ــرط آن ام ش
ــئله اي  ــي هر مس ــت. به طور كلي با بررس b اس c a b c− < < +

مي بينيد كه: 
ــته ها، معلوم ها يا  ــا يا خواس ــئله، مجموعه اي از مجهول ه مس

داده ها و شرط يا شرط هاي امكان وجود مسئله است.
به بيان ديگر، هر مسئله سه بخش مهم به شرح زير دارد: 

1) مجهول ها يا خواسته هاي مسئله؛
2) معلومات يا داده هاي مسئله؛

3) شرط يا شرط هاي ممكن بودن مسئله.
اما منظور از حل مسئله چيست؟

حل مسئله؛ يعني پيداكردن مجهول ها يا رسيدن به خواسته هاي 
ــتفاده از معلوم ها (يا داده هاي مسئله) به شرط امكان  مسئله، با اس

وجود مسئله.
ــئله تأكيد زيادي داشتيم. با يك مثال  ــرط وجود مس دربارة ش
ــه ضلع آن، مطلب را  ــم مثلثي با معلوم بودن طول س عددي از رس

روشن تر بيان مي كنيم.
مسـئله. مثلثي رسم كنيد كه اندازه هاي سه ضلع آن 15، 10 

و 20 باشند.
ــوع اندازه هاي دو ضلع ديگر  حـل. چون اندازة هر ضلع از مجم

كوچك تر است، يعني
30>15 يا 20+10> 15
35>10 يا 20+15> 10
25>20 يا 15+10> 20

ــاي 15، 10 و 20 وجود دارد. براي  ــا طول ضلع ه پس مثلثي ب
 BC رسم اين مثلث پاره خطي به طول يكي از ضلع ها، مثلاً پاره خط
به طول 20 رسم مي كنيم، سپس به مركز B و به شعاع 15 يك دايره 
ــم مي كنيم. نقطه هاي  ــعاع 10 دايرة ديگري رس و به مركز C و به ش
ــوم مثلث هاي همنهشت  تقاطع اين دو دايره، يعني A و ′A رأس س

ABC و A′BC هستند. اكنون به مسئلة زير توجه كنيد.

مسـئله. مثلثي رسم كنيد كه اندازه هاي سه ضلع آن 3، 12 و 
7 باشد.

حل. شرط وجود مثلث را مي نويسيم.
برقرار است     درست است   19>3 ⇒ 12+7> 3
برقرار نيست   درست نيست 10>12 ⇒ 3+7> 12
برقرار است     درست است   15>7 ⇒ 3+12> 7

ــرط ها برقرار نيست، زيرا  ــود يكي از ش به طوري كه ديده مي ش
ــت، بنابراين مثلثي با طول ضلع هاي  12 از 7+3=10 كوچك تر نيس

A

B C

A
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3، 12 و 7 وجود ندارد. به بيان ديگر، شرط وجود مثلث با عددهاي 
ــت. بنابراين، چنين مثلثي وجود ندارد. پس  ــده برقرار نيس داده ش

حل آن هم منتفي است.
اكنون به بحث: 

چگونه مي توانيم مسئله را حل كنيم؟
مي پردازيم.

براي پاسخ دادن به اين سؤال روش هاي مختلفي را مي توان بيان 
كرد كه يكي از مهم ترين آن ها روش حل مسئلة جورج پوليا (1890-

ــن روش را در كتاب  ــت كه اي ــگر بزرگ رياضي، اس 1988)، آموزش
ــئله را حل كنيم؟» آورده است. در اين جا كلياتي از اين  «چگونه مس
روش را خواهيم ديد. اما قبل از ارائة روش حل مسئلة پوليا، با بررسي 
ــئله و چگونگي حل آن بيان  ــاختار مس مطالبي كه تاكنون دربارة س
كرديم، يك نكتة بسيار اساسي مشخص مي شود و آن اين است كه: 
ـ مجهول ها يا خواسته هاي مسئله، معلوم ها يا داده هاي مسئله و 
ــرط هاي مسئله را كاملاً بشناسيم (مفاهيم اولية مرتبط با  شرط يا ش
ــيم، تعريف ها و ويژگي هاي هر يك از عوامل بالا را  هر كدام را بشناس
بدانيم، قضيه يا قضيه هاي مرتبط يا به طور كلي مفهوم هاي مرتبط با 
اين عوامل را بدانيم و پيوندهاي ارتباطي بين اين مفاهيم را بشناسيم.

ــناخت كافي دربارة هر يك از مفاهيم ارائه شده در  نداشتن ش
هر يك از سه بخش مهم مسئله، يعني 1) مجهول ها، 2) معلوم ها، 
ــئله، موجب خواهد شد كه براي حل كردن مسئله با  3) شرط مس

دشواري روبه رو شويم.
با ذكر يك مثال، مطلب را روشن تر بيان مي كنيم.

ــال. ثابت كنيد خط هايي كه رأس هاي يك مثلث را به نقطة  مث
تماس دايرة محاطي مثلث با ضلع روبه رو وصل مي كنند، همرس اند 
(اين مسئله به مسئلة ژرگون، رياضي دان فرانسوي، مشهور است و 

اين نقطة همرسي را نقطة ژرگون مثلث مي نامند).

در اين مسئله، مجهول يا خواستة مسئله، اثبات همرس بودن سه 
خط است. اگر تعريف همرس بودن خط ها را ندانيم، بديهي است كه 

ــرا در اين صورت نمي دانيم چه  ــئله نخواهيم بود، زي قادر به حل مس
چيزي را مي خواهيم ثابت كنيم، هم چنين داده هاي مسئله را بايد كاملاً 
بشناسيم. مثلث چه گونه شكلي است؟ دايرة محاطي مثلث چيست و 
چه  ويژگي هايي دارد؟ آيا همواره مسئله امكان پذير است؟ شرط همرس 
بودن چند خط چيست؟ با چه روش هايي مي توان ثابت كرد كه چند 
خط همرس اند؟ چه قضيه هايي دربارة همرس بودن خط ها در مثلث 
وجود دارد؟ خط هاي همرس در مثلث كدام اند؟ آيا خط هاي داده شده 
در اين مسئله جزء خط هاي مهم همرس در مثلث (ارتفاع هاي مثلث، 
ميانه هاي مثلث، نيمسازهاي زاويه هاي دروني مثلث، نيمساز يك زاوية 
دروني و دو نيمساز دو زاوية بروني ديگر مثلث) هستند يا خير؟ «قضية 

سوا» و «عكس قضية سوا» چيست؟ و چندين مورد ديگر.
ــئله ها را به دو بخش تقسيم  ــگر رياضي، مس جورج پوليا، آموزش

مي كند:
الف) مسئله هاي يافتني؛

ب) مسئله هاي ثابت كردني.
نمونه هايي از مسئله هاي يافتني: 

ــانتي متر  ــه ضلع آن 6، 8 و 9 س ــم كنيد كه س ــي رس 1. مثلث
باشند.

2. مكان هندسي نقطه اي از صفحه را بيابيد كه مجموع مربعات 
فاصله اش از دو نقطة ثابت A و B مقدار ثابتي برابر K2 باشد.

ــاوي  ــد كه مجذور آن به علاوة دو برابرش مس ــددي بيابي 3. ع
15 باشد.

ــت آوريد  4. حجم هرم منتظم مربع القاعدة منتظمي را به دس
كه طول ضلع قاعده اش برابر 12 و سهم هرم مساوي 10 باشد.

ــدد 3 رقمي مي توان  ــد ع ــم 1، 2، 3، 4، 5 و 6 چن ــا 6 رق 5. ب
ساخت؟

نمونه هايي از مسئله هاي ثابت كردني: 
1. ثابت كنيد كه ارتفاع هاي هر مثلث همرس اند.

2. ثابت كنيد مكان هندسي نقطه اي كه نسبت فاصله اش از دو 
ــت كه  ــد، يك دايره اس نقطة ثابت A و B برابر عدد ثابت K>0 باش

قطرش، آن پاره خط را به نسبت K تقسيم مي كند.
ــم شود،  3. ثابت كنيد هر خطي كه موازي يك ضلع مثلث رس
ــبت تقسيم مي كند (قضية تالس  دو ضلع ديگر مثلث را به يك نس

در صفحه).
4. ثابت كنيد هرگاه سه ضلع از يك مثلث با سه ضلع نظيرشان 

از مثلث ديگر متناسب باشند، آن دو مثلث متشابه اند.
5. حاصل ضرب اندازه هاي دو قطعة وتري كه از يك نقطة واقع 

در درون يك دايره رسم مي شوند، با هم برابر است 
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.(MA.MB=MC.MD)

ــي رأس زاويه اي مساوي α كه از دو نقطة ثابت  6. مكان هندس
ــي از دو  A و B مي گذرد و در يك طرف خط AB قرار دارد، بخش
ــت كه از دو نقطة A و B مي گذرند و زاوية مركزي روبه رو  دايره اس

به وتر مشترك آن ها برابر 2α است.

7. مجانس هر خط راست، يك خط راست است.

ــد، هر صفحه اي كه بر  8. هرگاه خطي بر يك صفحه عمود باش
آن خط بگذرد بر آن صفحه عمود است.

 ... .9

ــئلة يافتني و ثابت كردني  جورج پوليا براي حل هر دو نوع مس
چهار مرحلة زير را پيشنهاد مي كند.

مرحلة اول: فهميدن مسئله؛
مرحلة دوم: طرح نقشه؛

مرحلة سوم: اجراي نقشه؛
مرحلة چهارم: نگاه به عقب يا بازنگري.

اينك به شرح بيش تر اين چهار مرحله مي پردازيم:

ــن محمدبن  ــت كه احمدب ــور توجه آن اس ــة مهم و در خ نكت
ــجزي، رياضي دان ايراني در قرن چهارم هجري، يعني  عبدالجليل س
حدود هزار سال پيش در رساله اي به نام «رسالة سجزي در روش هاي 
ــي» روش هايي را براي حل مسئله هاي هندسي  ــائل هندس حل مس

بيان مي كند كه با روش حل مسئلة پوليا مشابهت هاي بسيار دارد.
ــگاه اورتريخت هلند،  ــتاد دانش ــان پ. هوخندايك اس ــر ي دكت
ــجزي در روش هاي حل مسائل هندسي» به زبان عربي  «رسالة س
ــال 1375 آقاي محمد باقرى  ــي ترجمه كرده و در س را به انگليس
ــى برگردانده و انتشارات فاطمى آن را چاپ و  ــى به فارس از انگليس

منتشر كرده است.
ــى رسالة سجزى نشان مى دهد كه يك رياضى دان ايرانى  بررس
ــئله هاى رياضى  ــال پيش روش هايى را براى حل مس حدود هزار س
ــه بيان كرده كه مشابه آن ها را جورج پوليا در قرن  و ازجمله هندس
بيستم ارائه داده است. براى آشنايى بيش تر با رسالة سجزى بخشى 
ــائل  ــجزى و ارائة روش هاى كلى حل مس از آن را كه به معرفى س
هندسى و مقايسة اين روش ها با روش هاى حل مسئلة جورج پوليا 

مى پردازد، در زير مى آوريم.
پيشگفتار مترجم رسالة سجزى به انگليسى (دكتر يان پ. 
هوخندايك)
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مقدمه
ــجزى است  ــرح اثرى از س ــتار حاضر حاوى ترجمه و ش نوش
ــان كردن راه هاى به دست آوردن شكل هاى  ــاله در آس به نام رس
ــال  ــعيدان در س ــى. ويرايش بدون نقد متن عربى آن را س هندس
ــه اى كه از آثار  ــت 3، در مجموع ــلادى به صورت پيوس 1983 مي
ــر كرده، آورده است،  ــنان (296- 335 هـ .ق) منتش ابراهيم بن س
ــده و به هيچ زبان  ولى اين متن تاكنون ويرايش همراه با نقد نش
ديگرى برگردانده نشده است. از اين متن به ظاهر تنها يك نسخة 
ــه در كتابخانة خصوصى نبى خان در  ــت ك خطى عربى موجود اس

ــود. ــتان) نگه دارى مى ش لاهور (پاكس
تا آنجا كه اطلاع داريم، اين متن تنها رسالة هندسه دانى از دورة 
ــئله به طور كلى است. رساله هايى از  ــلامى در شيوه هاى حل مس اس
ــلامى، مثل ابراهيم بن سنان دربارة روش  ديگر رياضى دانان دورة اس
ــجزى به مراتب مطالب  ــتان وجود دارد. ولى س تحليل يونانيان باس
ــجزى شباهت هايى با  ــالة س بيش ترى عرضه مى كند. بنابراين، رس
كتاب معروف چگونه مسئله را حل كنيم جورج پوليا دارد، هر چند 
ــه اين دو اثر در زمان هاى مختلف براى مخاطب هاى مختلف و با  ك
ــده اند. در بخش 2 از نوشتار  ــبك هاى رياضى مختلف نگاشته ش س
ــاله در  ــجزى و زمان تقريبى رس ــر، اطلاعات تازه اى دربارة س حاض
ــان كردن راه هاى به دست آوردن شكل هاى هندسى آورده شده  آس
ــت. در بخش 3 دربارة جمع بندى خود سجزى از اين متن بحث  اس

كرده ام و به مقايسة اين متن با كتاب پوليا پرداخته ام.
ابوسعيد احمدبن محمد بن عبدالجليل سجزى، يكى از پركارترين 
ــه دانان قرن چهارم هجرى بود. از زندگى او اطلاعات اندكى  هندس
ــت است. اولين تاريخ ذكر شده از زندگى سجزى، ربيع الآخر  در دس
352 هجرى است كه او نسخه اى از ترجمة عربى مقدمه بر مكانيك 
ــى كرده است. سجزى در آغاز محرم  ــكندرانى را رونويس پاپوس اس
ــال 389 هجرى هنوز فعال بود و در اين سال انرژى به نام رساله  س

فى شكل القطاع را نوشته است.
نام سجزى حاكى از انتساب وى به سجستان يا همان سيستان 
ــت. شواهدى در دست است كه  ــرقى ايران اس امروزى در جنوب ش
ــد. بيرونى در  ــى از عمر خود را در اين ناحيه گذران ــجزى بخش س
ــجزى به او گفته  ــتان را كه س الآثار الباقيه نام ماه هاى تقويم سيس
ــالة المدخل فى علم الهندسه  ــت. سجزى در رس بود، نقل كرده اس
ــتان ابزار عظيم و مهمى ساخته ام؛ مدلى از كل  مى گويد: «در سيس
ــكل از افلاك، جرم هاى آسمانى، مدارهاى حركت آن ها  عالم، متش
ــكل زمين،  ــان، مقدار فاصله ها و حجم هاى آن ها و ش و اندازه هايش
ــا و بيابان ها، درون كره اى توخالى و  ــهرها، كوه ها، درياه جاى ها، ش
ــبك؛ آن را هيئت كل، ناميده ام.» سجزى در رصدهاى نجومى  مش

ــيراز انجام  ــتانى 359 و 360 هجرى در ش كه در انقلاب هاى زمس
شد، حضور داشته است.

ــس، مجموعة  ــة ملى پاري ــود در كتابخان ــخة خطى موج نس
ــمارة 2457، از اين لحاظ قابل توجه  ــته هاى عربى، ش دست نوش
ــت، زيرا بسيارى از تاريخ نگاران برآن اند كه اين نسخه به دست  اس
سجزى در دورة فوق نوشته شده است. نسخة مذكور شامل حدود 
ــف ازجمله خود  ــى و نجومى از مؤلفان مختل ــالة رياض پنجاه رس
ــت و طبق آنچه در خاتمة نسخه آمده، بين سال هاى  سجزى اس
ــن محمدبن عبدالجليل»  ــيلة «احمدب 358 تا 361 هجرى به وس
ــت. اما برخى پژوهشگران  ــده اس ــته ش ــجزى نوش يعنى خود س
معتقدند كه نسخة پاريس در قرن هفتم هجرى از روى نسخه اى 
به خط سجزى رونويسى شده است. بنا به دو دليلى كه در اين جا 
ــد به خط خود  ــخة پاريس نمى توان ــر مى كنم، به نظر من نس ذك
ــد. اولاً غلط هاى زيادى در متن و در شكل ها وجود  ــجزى باش س
ــخه را يك رياضى دان  دارد به طورى كه نمى توان پذيرفت اين نس
ــطحى كه سجزى بين سال هاى 358 تا 361 به آن رسيده  در س
ــد. ثانياً اين نسخه شامل رساله اى است با عنوان  ــته باش بود، نوش
ــرى كره ها با  ــن عبدالجليل در اندازه گي ــاب احمدبن محمدب كت
ــن پايان چيزى  ــت: «اي ــا، كه در پايان آن چنين آمده اس كره ه

ــت.» ــته اس ــت) از اين كتاب نوش ــت كه او (تأكيد از من اس اس
ــاله اى  ــردى (360 هجرى) رس ــال 340 يزدگ ــجزى در س س
ــهموى و هذلولوى خطاب به پدرش ابوالحسين  دربارة گنبدهاى س
محمدبن عبدالجليل نوشته است. سجزى هم چنين در اثرى به نام 
دربارة مسائل برگزيده اى كه مورد بحث او و هندسه دانانى از شيراز 
ــان قرار گرفت و تعليقات او از راه حل هايى كه پدرش براى  و خراس
ــيم مثلث ها و متوازى الاضلاع ها عرضه  ــئله هايى مربوط به تقس مس
ــة  ــجزى بايد در هندس ــت، صحبت مى كند. پس پدر س ــرده اس ك

كاربردى فعال بوده باشد.
ــى موجود و شناخته شده  ــالة هندس ــجزى حدود 40 رس از س
است. سجزى در آثارى كه از وى برجا مانده، دست كم به 20 رسالة 
ديگر اشاره مى كند كه تأليف كرده، ولى به دست ما نرسيده است. 
ــجزى در نجوم و احكام نجوم موجود است.  ــاله از س حدود 20 رس

تنها بخش اندكى از آثار سجزى تاكنون انتشار يافته است.
ــان كردن راه هاى به دست  ــاله در آس تاريخ تقريبى تدوين رس
ــاس آنچه درپى مى آيد مى توان  ــكل هاى هندسى را براس آوردن ش
تعيين كرد. سجزى از اين اثر در رساله اى دربارة هذلولى و مجانب ها 
ــاله در  ــت). اين رس ــام مى برد (نگاه كنيد به نقل قول 3 در پيوس ن
ــده است. كم تر از  ــته ش ــال 349 يزدگردى (369 هجرى) نوش س
ــجزى المدخل  ــل از آن، در ذى الحجه 368 هجرى، س ــال قب دو س
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ــه را (كه هنوز انتشار نيافته) به پايان رسانده است.  فى علم الهندس
ــيارى قضايا را كه به طور مشروح در رسالة  ــجزى بس در اين اثر، س
ــت آوردن شكل هاى هندسى آورده،  در آسان كردن راه هاى به دس
ــاله نامى نمى برد، هر چند كه بسيارى  ذكر مى كند، اما از خود رس
ــالة در آسان كردن  آثار ديگر خود را ذكر مى كند. پس احتمالاً رس

راه هاى به دست آوردن شكل هاى هندسى را اندكى بعد از المدخل 
ــه نوشته است. پس تاريخ تأليف رسالة آسان كردن  فى علم الهندس
ــكل هاى هندسى را مى توان حدود 370  راه هاى به دست آوردن ش
هجرى دانست. بر اين اساس، رسالة مذكور ثمرة حداقل پانزده سال 

تجربة شخصى سجزى در حل مسئله هاى هندسى است.

اول: بايد مسئله را بفهميد.
فهميدن مسئله

ــت؟ آيا تحقق يافتن شرط مسئله امكان پذير است؟ آيا شرط  ــت؟ داده ها كدام است؟ شرط چيس مجهول چيس
مسئله براي تعيين مجهول كفايت مي كند؟ يا كافي نيست؟ يا حشو و زايد است؟ يا متناقض است؟

شكلي رسم كنيد. علامت هاي مناسب را به كار ببريد.
قسمت هاي مختلف شرط را از هم جدا كنيد. آيا مي توانيد آن ها را روي كاغذ بياوريد؟

ــان داده ها و  ــاط مي دوم: ارتب
ــدا كنيد. ممكن  مجهول را پي
ــه در  ــويد ك ــت مجبور ش اس
ــدن ارتباط  ــورت يافت نش ص
و  ــا  داده ه ــان  مي ــتقيم  مس
مجهول، مسئله هاي كمكي در 
نظر بگيريد. بايد سرانجام يك 
ــه براي حل مسئله طرح  نقش

كنيد.

طرح نقشه
آيا آن را پيش تر ديده بوديد؟ آيا همين مسئله را به صورت ديگر ديده ايد؟ آيا از مسئله اي وابسته آگاهي داريد؟ 

آيا از قضيه اي كه بتواند سودمند واقع شود آگاهيد؟
به مجهول نگاه كنيد و بكوشيد تا دربارة مسئله اي بينديشيد كه همين مجهول يا شبيه آن را داشته باشد.

در اين جا مسئله اي وابسته به مسئلة شما وجود دارد كه پيش تر حل شده است. آيا مي توانيد آن را به كار بريد؟ 
آيا مي توانيد روش آن را به كار بريد؟ آيا بايد يك عنصر كمكي را وارد كنيد تا به كار بردن آن را ممكن سازد؟ 
ــا مي توانيد آن را به صورتي ديگر بيان كنيد؟ به تعريف ها  ــئله را دوباره بيان كنيد؟ آي آيا مي توانيد صورت مس

رجوع كنيد.
ــته به آن بپردازيد. آيا  ــئله اي وابس ــت به حل كردن مس ــده را حل كنيد، نخس ــئلة طرح ش اگر نمي توانيد مس
ــد تخيل كنيد؟ يا يك مسئلة كلي تر؟ يا يك مسئلة  ــئلة وابسته اي را كه بيش تر در دسترس باش مي توانيد مس
ــابه؟ آيا مي توانيد يك قسمت از مسئله را حل كنيد؟ تنها يك جزء از شرط را نگاه  ــئلة مش خاص تر؟ يا يك مس
ــود و چگونه تغيير مي كند؟  ــي آن را كنار بگذاريد؛ در اين صورت مجهول تا چه اندازه معلوم مي ش ــد و باق داري
آيا مي توانيد از داده ها چيز سودمندي استخراج كنيد؟ آيا داده هاي ديگري به فكر شما مي رسد كه بتواند براي 
به دست آوردن مجهول سودمند باشد؟ آيا مي توانيد مجهول يا داده ها يا در صورت لزوم هر دو را چنان تغيير 

دهيد كه مجهول تازه و داده هاي تازه به يكديگر نزديك تر باشند؟
آيا همة داده ها را به كار برديد؟ آيا همة شرط را به كار برديد؟ آيا همة مفاهيم اصلي مندرج در مسئله را به كار 

برديد؟

سوم: اجراي نقشه
اجراي نقشه

ــة حل مسئله، هرگام را كه برمي داريد وارسي و امتحان كنيد. آيا مي توانيد آشكارا ببينيد  در ضمن اجراي نقش
كه گام برداشته شده درست بوده است؟ آيا مي توانيد درست بودن آن را ثابت كنيد؟

چهارم: امتحان كردن جواب به 
دست آمده.

به عقب نگاه كردن
آيا مي توانيد نتيجه را وارسي كنيد؟

ــئله اي ديگر به كار  ــت آوريد؟ آيا مي توانيد نتيجه يا روش را در مس آيا مي توانيد نتيجه را از راهي ديگر به دس
بريد؟
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مسئلة مسابقه اي
به مناسبت بيستمين سال مجله  (شمارة 70)

مسابقة ويژه 70 (بيستمين سالگرد مجله)
ــده با ذكر منبع، به نام مؤلف مقاله  * توجه: روش هاي ارائه ش

در شماره هاي آتي به چاپ مي رسد.
ــما (غير از 29 روش ديگر كه  ــاي ديگري را كه به نظر ش روش ه
ارائه خواهد شد) براي حل معادلة درجة دوم مي توان ارائه داد، براي ما 
ارسال كنيد (به نفرات اول تا بيستم جوايزي نفيس اهدا خواهد شد).

مقدمه 
ــود كه  ــائلي ديده مي ش ــياري از آثار رياضي قديمي مس در بس
ــول، كميتي  ــد. گاهي اين مجه ــف كميتي مجهول ان خواهان كش

ــي است كه تحت شرايط مسئله به مقادير معلوم ارتباط پيدا  هندس
ــة دوم اصول اقليدس  ــوع، قضية دوم مقال ــد. مثالي از اين ن مي كن
 AG به دو قطعة AB ــروض مانند ــيم قطعه خطي مف راجع به تقس
ــت به طوري كه مساحت مستطيلي با اضلاع AB و GB با  و GB اس

مساحت مربعي به ضلع AG برابر باشد:

ــك قطعه خط مجهول  ــدار معلوم (AB) و ي ــا يك مق در اين ج
ــرط  ــا ش ــرا: GB= AB-AG و ب ــود دارد، زي ــا GB) وج (AG ي

.AB.GB=AG2

در واقع اين كار، تقسيم يك پاره خط به بخش طلايي است.
ــا اگر يك مجهول را به طور دلخواه بين دو رابطه حذف  در اين ج
كنيم و براي سهولت مقدار AB را به a و مقدار مجهول را به x نشان 
ــئلة  ــود كه مس دهيم: AG=x ; x2+ax=a2 و AB=a ملاحظه مي ش
مربوط به تقسيم يك پاره خط به بخش طلايي در واقع به يك معادلة 
ــاده ترين نوع  ــود كه اين معادله را مي توان س درجة دوم منجر مي ش

ax bx c+ + =2 0

29  روش براي حل معادلة 
درجة دوم و كاربردهاي آن ها

اشاره
از آن جا كه هـر روش، در واقع يك يا چند 
ايدة جديـد را القا مي كنـد، در اين مختصر به 
ارائـة روش هاي عمومي آزمـون و خطا، عددي 
(تكرار)، هندسي (تحليلي، ترسيمي، تعبيري)، 
جبري، آناليزي، مثلثاتي، ماتريسـي (برداري)، 
تركيبي (تلفيقي از چند روش) پرداخته ايم كه 
هـر يك از روش ها علاوه بر القاي ايده، نوآوري 
و خلاقيـت، كاربردهايي را نيز دربردارند كه به 
آن ها اشـاره شـده و ممكن اسـت كاربردهاي 
عملي يا نظري بسيار ديگري نيز داشته باشند 
كـه به تفضيل در شـماره هاي آينـده به نتايج 

آن ها خواهيم پرداخت.

A G B
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معادلة درجة دوم براي حل يك مسئلة هندسي دانست.
البته 1800 سال پيش از ميلاد، كاتبان بابلي قادر به حل مسائلي 
ــد كه به معادله هاي درجة دوم مي انجاميد و اگرچه بابلي ها به  بودن
ــش برابر  ــاحت مربعم را به ش جاي «x2+6x=27» مي گفتند «مس
ضلع آن اضافه كرده ام و حاصل 27 شده است»؛ ولي روشي را براي 
ــئله به كار مي بردند كه پايه و اساس آن، همان چيزي  حل اين مس
است كه امروزه به كار مي بنديم. البته در ترد بسياري از نويسندگان 
ــي بوده  ــئلة يافتن مجهولات، هندس يوناني، نحوة پرداختن به مس
ــيم قطعه خط به بخش طلايي  ــت. براي مثال، اقليدس در تقس اس
ــئلة حل معادلة درجة دوم سروكار دارد،  ــي با مس به صورت هندس
a(a - به AB.GB=AG2 شرط AG=x و AB=a زيرا هرگاه با فرض

ــود كه a2=ax+x2؛ و اين مستلزم  x)=x2 تبديل شود، نتيجه مي ش

ــه طول a قطعه خطي  ــت كه با مفروض بودن قطعه خطي ب آن اس
ــه x2+ax=a2. اما اقليدس به مفهوم  ــازيم به طوري ك به طول x بس
ــد، بلكه به جاي آن وي  ــددي «طول يك قطعه خط» نمي انديش ع
 x+a و x ــتطيلي كه داراي اضلاع به x2+ax=x(x+a) به عنوان مس
ــول خود را به كار  ــي قضية 6 مقالة دوم اص ــت، مي نگرد. او وقت اس
مي برد، در عمل «مربع را كامل مي كند»، به اين معنا كه اگر مربعي 
ــتطيل يعني x(x+a) اضافه كنيم، نتيجة آن  a به اين مس

2
به ضلع 

 x ،خواهد بود كه در اين صورت a(x )+ 2 ــاحت مربعي به ضلع  مس
a است: 

2 مساوي با ضلع اين مربع منهاي مقدار معلوم

a

a a a ax(x a ) ( ) x ax (x ) ;+ + = + + = + =�����
2

2 2
2 2 2 5

2 4 2 4

a a a ax ; x ; x ( )a−
+ = = − =

5 5 5 1
2 2 2 2 2

نتيجة تاريخي 
ــت  ــي اس ــائل هندس بخش طلايي، تنها يكي از نمونه هاي مس
ــه دانان يوناني دوران كلاسيك چگونه توانستند به روابط  كه هندس
ــاحت ها  درجة دومي مانند x2+ax=a2 به عنوان احكامي دربارة مس
ــي اين احكام، مجموعه اي از قضايا، مانند  بنگرند. آن ها براي بررس
ــتند كه به آن ها اجازه  ــاي مقالة دوم اصول را در اختيار داش قضاي
ــاحت ها را كامل و مربع هاي معلومي ايجاد كنند كه  مي داد اين مس
ــت دهند. به اعتقاد  ــا قطعه خط هاي مطلوب را به دس اضلاع آن ه
ــه اين  ــياري از محققان، دليل تاريخي تأكيد يونانيان بر هندس بس

2 ــت كه در حل معادله هاي درجة دوم اعداد گنگي از قبيل  اس
ــش مي آيند. چون يونانيان حتي تعريفي  5 و... ناگزير پي  ، 3  ،
ــد به طور دقيق به آن ها  ــتند و قادر هم نبودن براي اين اعداد نداش
ــتدلال هاي دقيق بودند،  بپردازند، در نتيجه هر موقع كه طالب اس

خود كميت هاي هندسي را به كار مي بردند.

چگونگي تلفيق رهيافت عددي و هندسي براي يك علم 
جديد 

جبر خوارزمي 
ــتار يافتن  ــائل، كه خواس ــن ميراث دوگانة حل مس از درون اي
ــلامي علمي را ابداع  ــي بودند، تمدن اس مجهولات عددي و هندس
ــن كلمه در واقع  ــأ خود اي ــه نام جبر را بر آن نهاد. منش ــد ك كردن
ــياري از آثار عربي به  ــت كه در عنوان بس كلمة عربي «الجبر» اس
ــود. يك  ــر و المقابله» ديده مي ش ــي از عبارت «الجب ــوان بخش عن
معناي «جبر»، «به جاي خود برگرداندن» يا «جبران» است. براي 
x مثالي از جبر  x+ = −4 3 4 3 مثال، قراردادن 7x+3=4 به جاي 
ــت. «و» همان واو عطف است و جبر را به كلمة «مقابله» الحاق  اس
ــتن تفاضل  مي كند؛ «مقابله» خود، در اين مضمون به معناي گذاش
ــة هم جنس كه در دو طرف معادله اي قرار دارند، در طرفي  دو جمل
ــال، قرار دادن  ــر در آن قرار دارد. براي مث ــت كه مقدار بزرگ ت اس
ــت. به  x مثالي از «مقابله» اس + =3 1 ــه جاي برابري 5 x ب =3 4
وضوح، با اين دو عمل، هر معادلة جبري به معادله اي تبديل خواهد 
شد كه در آن مجموعي از جملات مثبت در يك طرف برابر است با 
x ــر يا مجموعي از جملات مثبت كه متضمن توان هاي مختلف صف

اند. به ويژه، هر معادلة درجة دوم با يك ريشة مثبت به يكي از سه 
صورت استاندة زير قابل تحويل است: 

px qx r; px r qx; px qx r+ = + = = +2 2 2

ــرطي  ــه مثبت اند و اين ش كه در اين معادله ها q، p و r، هر س
ــلامي دورة مياني اعمال مي شود.  ــت كه در سراسر رياضيات اس اس
ــرط را مجدداً در اثر «عمر خيام» هم مي بينيم. اين قاعده تا  اين ش

اوايل سدة شانزدهم در رياضيات غربي نيز حكم فرماست. 

نتيجة بحث 
علم «جبر و مقابله» در آغاز خود، علم تبديل معادلات متضمن 
ــتاندة سه گانة فوق و  يك يا چند مجهول به يكي از صورت هاي اس
ــه رياضي دانان ديگري  ــپس حل معادله در اين صورت بود. البت س
ــب مصري با گام هايي  ــن قره، ابوكامل (ملقب به حاس مثل ثابت ب
ــر از خوارزمي)، ابوبكر كرجي و غيره روي حل معادله ها به ويژه  فرات

معادله هاي درجة دوم كار كرده اند كه بايد تقدير شوند.

انواع روش هاي حل معادلة درجة دوم 
مي دانيم براي يك مسئله ممكن است روش هاي حل گوناگوني 
وجود داشته باشد كه با ابتكار، خلاقيت و نوآوري بتوان به تعدادي 
از آن ها دست يافت. البته برخي از مسائل را ممكن است با هر يك 
از روش هاي زير حل كرد و حتي ممكن است براي هر نوع، چندين 
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طريق مختلف وجود داشته باشد كه ما در اين جا به تعدادي از آن ها 
اشاره مي كنيم: 

ــي (تحليلي،  ــا، 2) عددي (تكرار)، 3) هندس ــون و خط 1) آزم
ترسيمي، تعبيري)، 4) جبري، 5) آناليزي، 6) مثلثاتي، 7) ماتريسي 

(برُداري)، 8) تركيبي (تلفيقي از چند روش)
ــاخه هاي  ــري نيز با ابزارهاي ديگر ش * توجـه: روش هاي ديگ
ــات وجود دارند كه در اين مقالة مختصر نمي توانيم به آن ها  رياضي

بپردازيم.
در اين جا براي حل معادلة درجة دوم (1) از هر يك از شيوه هاي 
ــتفاده مي كنيم و به صورتي كاملاً متنوع و خلاق و همراه با  بالا اس

نوآوري به ارائة طريق مي پردازيم.

1) روش آزمون و خطا 
ــاده ترين روش هاي حل براي معادلة درجة  اين روش يكي از س
دوم است كه در واقع يك جواب تقريبي به دست مي دهد. اين روش 
ــراي هر معادلة پيچيده تر نيز مي توان به كار برد. البته اين روش  را ب
ــه كار مي رود. براي  ــراي معادله هايي با ضريب هاي معلوم ب عددي ب
x را با اين روش حل مي كنيم.  x− + =2 3 1 مثال، معادلة درجة دوم 0

در اين روش در مرحلة اول جدول زير را تكميل مي كنيم: 
x ...

x x ...

−

− + − −2
1 0 1 2 3

3 1 5 1 1 1 1
» به ازاي x=0 مثبت و به  y x x= − +2 3 چون مقدار عبارت «1
 y x x= − +2 3 1 ازاي x=1 منفي است (با توجه به نمودار منحني 
ثابت مي شود) يك جواب معادله بين 0 و 1 و با همين استدلال جواب 
ديگر معادله بين 2 و 3 خواهد بود (با توجه به رسم نمودار منحني

 
ــاي كوچك تر به  ــل و در فاصله ه ــرار اين عم ــت) با تك ــي اس بديه
جواب هاي معادله با هر دقت و تقريب دلخواه مي توان دست يافت.

ــة جبري، مثلثاتي و... با  كاربـرد: اين روش براي حل هر معادل
ضرايب عددي قابل اجراست.

2) روش عددي (تكرار)
ــهولت براي  ــن روش نيز مانند روش اول (آزمون و خطا) به س اي
حل تقريبي معادلة درجة دوم و هر معادلة پيچيدة ديگر كه بتوان آن 

را به صورت x=g(x) نشان داد، قابل اجراست. براي نشان دادن روش 
x مي پردازيم.  x+ − =2 1 عمل، به حل معادلة درجة دوم 0

ــيم و  x مي نويس
x

=
+
1

1
ــدا معادلة مورد نظر را به صورت  ابت

برابري بازگشتي زير را تشكيل مي دهيم: 
n

n
x

x+ =
+1

1
1

پس، مي توان عمل تكرار را به صورت زير انجام داد:
n : x , x ; x

x
= = = = =

+ +2 1 2
1

1 11 0 11 0 1
n : x , x ; x /

x
= = = = = =

+ +3 2 3
2

1 1 12 1 0 51 1 1 2
n : x , x ; x /

x
= = = = = ≈

+ +
4 3 4

3

1 1 1 23 0 611 2 ــه تقريب دلخواه خواهيم 312 ــا تكرار اين عمل به تعداد دلخواه ب ب
ــة  ــس از تكرار پي درپي عمل، به يك ريش ــيد. در اين مثال، پ رس

مثبت معادله دست مي يابيم: 
(x )x /− +

= ≈
1 5 0 61802 (ريشة واقعي معادله) 

و از 7 مرتبه تكرار: 
(n ) x /= ≈87 0 (ريشة تقريبي معادله) 6180

كاربرد: اين روش براي حل معادله هايي است كه ضرايب عددي 
دارند و آن ها را مي توان به صورت x=g(x) نوشت.

� روش هاي هندسي 
3) روش تحليلي ـ ترسيمي

ــي ـ  ــه روش تحليل x را ب x− +2 3 ــة 0=1 ــم معادل مي خواهي
ــدا معادله را به دو  ــل اين معادله ابت ــيمي حل كنيم. براي ح ترس
ضابطة تابع خطي و تابع منحني (سهمي) به صورت زير مي نويسيم 

: (x x )= −2 3 1
y x
y x

⎧ =⎪
⎨

= −⎪⎩

2

3 1

ــودار و اندازه گيري طول  ــي دو نم ــت كه محل تلاق ــح اس واض
ــة موردنظر  ــاي معادل ــور تقريبي جواب ه ــع به ط ــاي تقاط نقطه ه

هستند.

y=3x-1

y=x 2

y

x

o 1
2 3

xx 1
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ــياري از معادله هايي كه از چند  كاربرد: اين روش براي حل بس
نوع تابع جبري، مثلثاتي، لگاريتمي و... تشكيل يافته اند و هم چنين 
ــة درجة دوم به كار  ــي از درجه هاي بالاتر، به ويژه معادل معادله هاي

مي رود كه خيام با اين روش حل كرده است.

4) روش خوارزمي (تعبيري)
خوارزمي براي حل معادله هاي درجة دوم، شش حالت خاص 
ــا به اختصار  ــرار مي دهد. از ميان اين حالت ه ــي ق را مورد بررس
 x x+ − =2 4 21 ــا را توضيح مي دهيم. معادلة 0 فقط يكي از آن ه
ــاي داراي  ــي، جمله ه ــم. در روش خوارزم ــر مي گيري را در نظ
ــه مي داريم و عدد ثابت را به  ــول را در يك طرف برابري نگ مجه
 x x+ =2 4 ــرف ديگر مي بريم. بنابراين، معادله را به صورت 21 ط
ــاب مي كنيم (در اين جا عدد  ــيم. نصف ضريب x را حس مي نويس
ــاحت مربعي با ضلع x+2 را مي توان حساب كرد.  ــت). مس 2 اس
ــورخورده برابر 2×2 است و بقية  ــكل 3 مساحت مربع هاش در ش
x دارد كه آن هم برابر  ( x) x x+ = +2 22 2 4 مربع،  مساحتي برابر 

ــت. 21 اس

ــاحت كل مربع بزرگ برابر 25=4+21 است. پس،  بنابراين، مس
.x=3 و در نتيجه x + = =2 25 طول ضلع مربع بزرگ برابر 5

كاربرد: اين روش براي تحليل ريشه هاي معادله هاي درجة زوج 
ــت. با تعميم اين روش براي حل هندسة معادلة  ــيار مناسب اس بس
Δ (مبين  ــوم مي توان منحصر بودن جواب را در حالت 0< درجة س
ــلاع بيش تر رجوع  ــاند. (براي اط ــوم) به اثبات رس معادلة درجة س
كنيد به شمارة 22 رشد آموزش رياضي، مقالة مؤلف با عنوان «حل 
ــي معادلة درجة سوم»؛ مشابه روش خوارزمي مكعبي جديد  هندس

با امتداد اضلاع مكعب روي مكعب اوليه به ضلع z بنا مي شود).

5) روش خيام 
ــراي اثبات جواب معادلة  ــابهي را ب خيام و خوارزمي روش مش
«مالي و ده جذر معادل سي و نه درهم» به كار برده اند. اين معادله 

به زبان امروزي چنين است: 
x x+ =2 10 39 (10x = ده جذر ،x2 = مالي)

خيام امتداد اضلاع مربع به ضلع x را از چهار گوشه مانند شكل 
زير انجام مي دهد: 

TS x ( x) ( ) (x )= + + = +
�����

2 2 2

39

10 104 4 54 4

(x ) ; x ; x+ = + = + = =25 39 25 64 5 8 3

كاربرد: كاربردي را كه براي روش خوارزمي ذكر شد، براي اين 
روش نيز مي توان يادآور شد.

ــام روش مثلثي يا خط كش و نقاله  ــم كه به ن توجه: روش شش
نام گذاري شده، روش ابداعي مؤلف است.

6) روش مثلثي (خط كش و نقاله)
براي القاي ايدة اين روش، مسئلة زير را يادآوري مي كنيم:

ــي دو برابر زاويه اي ديگر در آن مثلث  ــرگاه يك زاويه از مثلث ه
باشد، رابطة مستقل بين اضلاع به صورت زير است: 

a b bc− =2 2  (1)

ــت در شكل زير رابطة تشابه را  براي اثبات رابطة (1) كافي اس
بنويسيم: 

b a
a b c

=
+

 (2)

ــپ) به اندازة b امتداد  ــمت چ توضيح: ابتدا ضلع AB را (از س
مي دهيم و با توجه به AB'=b، رأس C را به 'B وصل مي كنيم. از 
ــا (1) نتيجه  ــة (2) ي BB رابط C

Δ
′ AB و  C

Δ
′ ــث  ــابه دو مثل تش

مي شود.

x2 2x

2x 2

x

x 2

x2

x

x

10
4

10
4

10
4

10
4

A B

C

ab

c
α α2
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اكنون اگر در رابطة (1)، مقدار b را به x، مقدار c را به p و مقدار 
a2 را به q نشان دهيم، معادلة درجة دوم زير حاصل مي شود: 

x px q+ =2  (3)
، واضح است كه ريشة مثبت  a q= با توجه به برابري هاي c=p و 

معادلة (3) يعني مقدار x، در واقع ضلع سوم مثلث ABC است.
x را به روش  +2 x − =3 4 ــت معادلة 0 ــة مثب براي مثال، ريش

مثلثي تعيين مي كنيم.
. BC a= = =4 AB و 2 c p= = = در اين مثال داريم 3

ــة مثبت معادله  ــم مثلث ABC ضلع AC ريش بنابراين، با رس
AC x= است: 1=

x برابر x=1 است) x+ =2 3 (ريشة مثبت معادلة 4

توجه: اين روش حل با خط كش و نقاله انجام مي شود.
 nα و α ــن روش، يعني مثلثي با زاويه هاي كاربـرد: با تعميم اي

n) نيز قابل حل اند. , )= 3 4 معادله هاي درجة nام 
ــا خط كش و پرگار  ــم به نام روش دايره اي ي توجـه: روش هفت
ــه ها و ضرايب،  ــده كه با تحليل كردن روابط بين ريش نام گذاري ش

روش ابداعي مؤلف است.

7) روش دايره اي (خط كش و پرگار)
براي القاي ايدة اين روش، مثلث قائم الزاوية ABC را محاط در 

نيم دايره اي به شعاع R در نظر مي گيريم: 

a.b h= 2 در مثلث قائم الزاوية ABC مي توان نوشت:
پس: 

a b R

a.b h

+ =⎧⎪
⎨

=⎪⎩
2
2

دوم  ــة  درج ــة  معادل ــه هاي  ريش را   b و   a ــر  اگ ــون  اكن
x در نظر بگيريم، از مقايسة اين معادله با معادلة  Rx h− − =2 22 0

درجة دوم عمومي زير: 
x px q− − =2 0 (1)

مي توان نوشت: 
pR p R

;
h q h q

⎧− = − =⎧⎪ ⎪
⎨ ⎨
− = −⎪⎩ ⎪ =⎩

2
2 2

بنابراين، در عمل براي يافتن ريشه هاي مثبت معادلة (1) كافي 
p مثلث قائم الزاويه اي با ارتفاع وارد 

2
ــت در نيم دايره اي به شعاع اس

ــه هاي مثبت  q محاط كنيم. براي مثال، ريش بر وتر AB به طول 
ــه روش دايره اي (خط كش و  x را ب x− − =2 30 144 ــة (2) 0 معادل

پرگار) تعيين مي كنيم.
 ، h q= = =144 pR و 12 = = =

30 152 2 ــال، داريم  در اين مث
ــر وتر به طول h=12 را در  ــت مثلثي با ارتفاع وارد ب پس كافي اس

نيم  دايره اي به شعاع R=15 محاط كرد. 
ــث قائم الزاويه  ــدة روي وتر مثل ــن صورت قطعات جدا ش در اي

ABCAH ريشه هاي معادلة (2) خواهند بود. x
BH x

= =

= =
1

2

6
24

توجه: اين روش حل با خط كش و پرگار است. يعني ريشه ها با 
اندازه گيري با خط كش تعيين مي شوند.

كاربرد: اين روش مخصوص حالتي از معادلة درجة دوم است كه 
ــر m و n اعدادي منفي  x مقادي mx n+ + =2 در معادلة عمومي 0
باشند، زيرا در حالت m<0 با روش هاي هندسي خوارزمي ـ خيام يا 
ــتفاده از اين روش مي توان به هر دو  ــت. با اس مثلثي قابل تعبير نيس
جواب مثبت معادله دست يافت (قطعات جدا شده روي وتر مثلث).

α2
3A B

C
2

α

X=1

A B

C

Ha b

h R

A B

C

H o

h R

12

15
x =1 6 x =2 24
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� روش هاي جبري
8) روش مربع كامل 

اين روش در عمل همان روش خوارزمي است با اين تفاوت كه 
ــي ندارد و به همين دليل در  ــت و نيازي به تعبير هندس جبري اس

حالت عمومي مي توان از آن استفاده كرد.
ــعي بر اين است كه روش خوارزمي را به كار بريم. براي مثال  س

معادلة 
x x− + =2 10 16 0    (1)
را در نظر مي گيريم. ابتدا معادله را به صورت زير مي نويسيم: 
x x− = −2 10 16   (2)

مربع نصف ضريب x را به دو طرف اضافه مي كنيم (تا طرف اول 
معادله مربع كامل شود) 

x x ( ) ( )− + − = − + −2 2 210 5 16 5    (3)
معادلة (3) را به صورت مختصر مي نويسيم: 

(x )− =25 9    (4)
ــدار x را بدون  ــذر مي گيريم و مق ــة (4) ج ــرف معادل از دو ط
محدوديت هاي هندسي به دست مي آوريم (پس از جذرگيري از دو 

طرف، علامت هاي ± را مي گذاريم): 
x − = ±5 3  (5)

از معادلة (5) جواب هاي معادلة (1) تعيين مي شوند: 
x ; x , x= ± = =1 25 3 2 8

ــة درجة دوم به كار  ــرد: اين روش براي حل عمومي معادل كارب
ــة دوم (1) را حل  ــن روش، معادلة درج ــا اي ــي رود. در اين جا ب م

مي كنيم: 
ax b c+ + =2 0   (1)

ــيم مي كنيم و عدد ثابت  ــا فرض a≠0 معادلة (1) را بر a تقس ب
ــازي   ــا تعويض علامت به طرف دوم مي بريم و براي مربع س c را ب

a را به دو (x ــع نصف ضريب )b (در واقع مرب )
a

2
2

ــرف اول، عبارت  ط
طرف اضافه مي كنيم: 

b c b b b cx x ; x x ( ) ( )
a a a a a a

−
+ = + + = −2 2 2 2

2 2
    (2)

معادلة (2) را به صورت مختصر مي نويسيم: 
b b ac(x )
a a a

− Δ
+ = =

2
2

2 2
4

2 4 4
   (3)

ــم  ــذر مي گيري ــة (3) ج ــرف معادل Δ از دو ط ــرض0≤ ــا ف ب
(علامت هاي ± هر دو مورد قبول است): 

ــن  (مبي  .
b b: x ; x
a a a

± Δ − ± Δ
Δ ≥ + = =1 20 2 2 2

 (1) ــة  معادل ــه هاي  ريش
معادله)

9) روش تجزيه 
ــورت ضرب دو چند  ــوارد، معادلة درجة دوم به ص ــي م در برخ

جمله اي درجة اول برابر صفر است. براي مثال: 
x x ; x(x )− = − =2 3 0 3 0   (1)

و هم چنين: 
x x ; (x )(x )− + = − − =2 3 2 0 1 2 0   (2)

با توجه به يكي از خاصيت هاي اساسي اعداد: 
ــل يكي از آن دو  ــود لااق ــراي اين كه ضرب دو عدد صفر ش * ب

عدد صفر است.
a.b ; a= =0 يا 0 b =0

x و  − =3 x يا 0 ــت كه 0= ــس، معادلة (1) وقتي برقرار اس پ
هم چنين معادلة (2) وقتي برقرار است كه داشته باشيم: 

x − =1 x يا 0 − =2 0 (3)
ــان جواب هاي معادلة  ــاي معادله هاي (3) هم در واقع جواب ه

زير است: 
x x− + =2 3 2 0

ــة دوم (طرف اول)  ــتفاده از تجزية عبارت درج ــن، با اس بنابراي
x ; x= =1 21 2 توانستيم به جواب هاي معادله  دست يابيم: 

ــه بتوانيم چند جمله اي طرف اول معادله  كاربرد: در صورتي ك
ــه جواب هاي معادلة موردنظر  ــه كنيم به راحتي مي توانيم ب را تجزي

دست يابيم.

10) روش مربع سازي معادلة عمومي 
ax bx c+ + =2 براي مربع سازي معادلة عمومي     (1) 0

ــت معادله را در (4a) ضرب و عبارت b2 را به دو طرف  كافي اس
اضافه كنيم: 

4a(ax bx c) ; a x abx ac ;+ + = + + =2 2 20 4 4 4 0
a x abx b b ac ; ( ax b)+ + = − = Δ + = Δ2 2 2 2 24 4 4 2

Δ,، پس از جذرگيري از دو طرف معادله:  با فرض0≤
ax b+ = ± Δ2

بنابراين داريم:  

,
ba , ; x

a
− ± Δ

≠ Δ ≥ =1 20 0 2
جواب هاي معادلة (1)          

ــة درجة دوم (1)  ــراي حل عمومي معادل كاربـرد: اين روش ب
ــيار مناسب و به سادگي و سهولت خاصي انجام مي شود (به ويژه  بس
x  بسيار  mx m+ + + =2 2 1 براي حل معادله هاي پارامتري مانند: 0

مناسب است و با سهولت انجام خواهد گرفت).
ادامه دارد...
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ــال مجموعه ها  ــه ارتباط بين اعم ــعى داريم ب ــن مقاله س در اي
ــائلى در مجموعه ها حل كنيم كه در حل آن ها فقط  بپردازيم و مس

از قوانين بين مجموعه ها، قضيه ها و تعاريف استفاده شود.
تعاريف و قضيه ها به گونه اى بيان مى شوند كه هر كدام پيش نياز 
بعدى و درنهايت مسائل براى حل وابسته به اين تعاريف و قضيه ها 

خواهند بود.
ــتراك، تفاضل و تفاضل  ــلِ اجتماع، اش ــن مجموعه ها 4 عم بي
ــود كه البته دو عملِ تفاضل و تفاضل متقارن  متقارن تعريف مى ش
ــتند و بيان تعريف اين دو عمل با استفاده از  ــتقلى نيس اعمالِ مس

اعمالِ قبل از خود ممكن است.
ــت كه به صورت زير  A) مجموعه اى اس B)∪ 1. عمل اجتماع: 

يا  
يا
تعريف مى شود:                         

{ }(A B) x U x A x B∪ = ∈ ∈ ∈   
x (A B) x A x B
x (A B) x A
∈ ∪ ⇔ ∈ ∈⎧

⎨ ∉ ∪ ⇔ ∉⎩ x و  B∉                                

تذكـر: بلافاصله از تعريف اجتماع، اين نتيجه هاى مهم به دست 
ــودش با هر  ــة اجتماع خ ــه زيرمجموع ــه «هر مجموع ــد ك مى آين
مجموعة ديگر است» و «اجتماع هر مجموعه با خودش، مساوى با 

خودش است».
A (A B)

I) II)A A A
B (A B)

⊆ ∪⎧
∪ =⎨ ⊆ ∪⎩

(A C) (B D)∪ ⊆ ∪ C آن گاه  D⊆ A و  B⊆ قضية 1: اگر 
اثبات: (قضيه هاى اوليه و مقدماتى را ناچاريم به روش عضوگيرى 

اعمال بين مجموعه ها
حميدرضا اميرى جبر مجموعه ها

A B

U
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دلخواه ثابت كنيم).
 
x فرض كنيم] (A C) x A∈ ∪ ⇔ ∈ A يا  B

C D
x C x B

⊆

⊆
∈ ⇔ ∈ يا 

x D∈ ⇔ ]x (B D) (A C) (B D)∈ ∪ ⇒ ∪ = ∪

نتيجه: از قضية 1 نتيجة زير را مى توان به دست آورد:
A C,B C (A B) C⊆ ⊆ ⇒ ∪ ⊆

اثبات:

C

A C,B C (A B) (C C) (A B) C⊆ ⊆ ⇒ ∪ ⊆ ∪ ⇒ ∪ ⊆�����

، آن است كه  A B⊆ ــرط لازم و كافى براى آن كه  قضية 2: ش
. به عبارت ديگر: (A B) B∪ =

A B (A⊆ ⇔ ∪ B) B=

ــم  ــت مى كني A و ثاب B⊆ ــم  ــرض مى كني ــدا ف اثبـات: ابت
ــه بايد ثابت  ــاوى بين دو مجموع ــراى اثبات تس . (ب (A B) B∪ =

كنيم هر كدام زيرمجموعة ديگرى است).
: طبق تعريف داريم B (A B) ( )⊆ ∪ 1

نتيجة قضية 1
                                                       

: طبق فرض A B
(A B) B ( )

B B
⊆ ⎫

⇒ ∪ ⊆⎬⊆ ⎭
                                                            : مى دانيم2

( ), ( ) (A B) B⇒ ∪ =1 2
ــم مى كني ــت  ثاب و   (A B) B∪ = ــم  مى كني ــرض  ف ــال  ح

. A B⊆

: مى دانيم A (A B)
A B

(A B) B
⊆ ∪ ⎫

⇒ ⊆⎬∪ = ⎭

           
                                                        : طبق فرض
.[B در رابطة بالا طبق فرض قرار داديم (A B)∪ [به جاى 

نتيجه هاى حاصل از قضية 2:
                                                                                   قضية 2

I) A A A∅ ⊆ ⇒ ∪∅ =

                                                                                 قضية 2
II) A U A U U⊆ ⇒ ∪ =

ــواه A و B و C داريم  ــة دلخ ــه مجموع قضيـة 3: براى هر س
(خاصيت شركت پذيرى):

(A B) C A (B C)∪ ∪ = ∪ ∪

اثبات:
: مى دانيم A (A B), (A B) (A B) C⊆ ∪ ∪ ⊆ ∪ ∪

                                                                                             نتيجة قضية 1
A (A B) C ( )⇒ ⊆ ∪ ∪ 1

: مى دانيم B (A B), (A B) (A B) C⊆ ∪ ∪ ⊆ ∪ ∪

B (A B) C ( )⇒ ⊆ ∪ ∪ 2

: مى دانيم C (A B) C ( )⊆ ∪ ∪ 3
B) نتيجة قضيه 1 و (3) و (2) C)⇒ ∪ ⊆ (A B) C ( )∪ ∪ 4
A نتيجة قضيه 1 و (4) و (1) (B C) (A B) C⇒ ∪ ∪ ⊆ ∪ ∪

 . (A B) C A (B C)∪ ∪ ⊆ ∪ ∪ ــابه ثابت مى شود كه  به طريق مش
درنتيجه تساوى به اثبات مى رسد و حكم به دست مى آيد.

ــد A و B داريم:  ــة دلخواه مانن ــراى هر دو مجموع قضيـة 4: ب
(خاصيت جابه جايى)

(A B) (B A)∪ = ∪

                                      نتيجة قضية 1
B مى دانيم: اثبات (A B)

(B A) (A B) ( )
A (A B)

⊆ ∪
⇒ ∪ ⊆ ∪

⊆ ∪
1

A                                                                   نتيجة قضية 1 (B A)
(A B) (B A) ( )

B (B A)
⊆ ∪

⇒ ∪ ⊆ ∪
⊆ ∪

2

                                                                                   تعريف تساوى

( ), ( ) (A B) (B A)⇒ ∪ = ∪1 2
A) مجموعه اى است كه به صورت زير  B)∩ 2. عمل اشـتراك: 

تعريف مى شود:

{ }(A B) x U x A x B∩ = ∈ ∈ ∈

و

                                        و
x (A B) x A x B
x (A B) x A x B
∈ ∩ ⇔ ∈ ∈⎧

⎨ ∉ ∩ ⇔ ∉ ∉⎩                                                  يا
ــت كه I) اشتراك  ــتراك واضح اس تذكر: با توجه به تعريف اش
 (II ــت دو مجموعه همواره زيرمجموعة هريك از آن دو مجموعه اس

اشتراك هر مجموعه با خودش مساوى با خود آن مجموعه است.
(A B) A

I) , II) A A A
(A B) B

∩ ⊆⎧
∩ =⎨ ∩ ⊆⎩

(A C) (B D)∩ ⊆ ∩ C آن گاه  D⊆ A و  B⊆ قضية 1: اگر 
اثبات: شبيه به اثبات قضية 1 در عمل اجتماعى و با عضوگيرى 

انجام مى شود.
A (B C)⊆ ∩ A آن گاه  B⊆ A و  C⊆ نتيجه: اگر 

 قضية 1
اثبات:                                                  

A

A C
(A A) (B C) A (B C)

A B
⊆

⇒ ∩ ⊆ ∩ ⇒ ⊆ ∩
⊆ �����

 
 

A B

U
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ــت كه  ، آن اس A B⊆ ــرط لازم و كافى براى آن كه  قضية 2: ش
. (A B) A∩ =

A B (A B) A⊆ ⇔ ∩ =

ــت مى كنيم  A و ثاب B⊆ ــرض مى كنيم  اثبـات: ابتدا ف
. (A B) A∩ =

: مى دانيم (A B) A ( )∩ ⊆ 1
: از طرفى طبق فرض A B

A (A B) ( )
A A

⊆ ⎫
⇒ ⊆ ∩⎬⊆ ⎭

                                              : و مى دانيم2
( ), ( ) (A B)⇒ ∩ =1 2 A

. A B⊆ A) و ثابت مى كنيم  B) A∩ = حال فرض مى كنيم 
                                                            : مى دانيم

: طبق فرض
(A B) B

A B
(A B) A

∩ ⊆ ⎫
⇒ ⊆⎬∩ = ⎭

.(A در رابطة بالايى طبق فرض قرار داده ايم A به جاى)
تذكر: دو خاصيت شركت پذيرى و جابه جايى در اشتراك مشابه 

اين خواص در اجتماع قابل اثبات است و داريم:
(A B) C A (B C)
(A B) (B A)

∩ ∩ = ∩ ∩⎧
⎨ ∩ = ∩⎩

شركت پذيرى 

دو نتيجة مهم از قضية 2:
                                                                                   قضيه 2

I) A A∅ ⊆ ⇒ ∩∅ = ∅

قضيه 2
                                                                                  

II) A U A U A⊆ ⇒ ∩ =  
ــتراك و مجموعه هاى  ــه تعاريف اجتماع و اش تذكـر: با توجه ب

مرجع، تهى و تعريف متمم يك مجموعه داريم:
A A U
A A

′∪ =⎧
⎨ ′∩ = ∅⎩

A و برعكس B′∩ = A آن گاه ∅ B⊆ نتيجة مهم: اگر 

قضية 1
                                                                         

: اثبات A B
(A B ) (B B ) (A B )

B B
⊆⎧ ′ ′ ′⇒ ∩ ⊆ ∩ ⇒ ∩ ⊆ ∅⎨ ′ ′⊆⎩

A B′∩ = A) پس ∅ B )′∅ ⊆ ∩ چون همواره 
ــوان تمرين برعهده  ــت و به عن ــات عكس مطلب بديهى اس اثب
A ثابت كنيد  B′∩ = ــما گذاشته مى شود. يعنى با استفاده از ∅ ش

. A B⊆

A) مجموعه اى  B)− ــى  3. عمـل تفاضـل: تفاضل B از A يعن
است كه به صورت زير تعريف مى شود:

{ }(A B) x U x A x B− = ∈ ∈ ∉

و
                                        و 

x (A B) x A x B
x (A B) x A x B
∈ − ⇔ ∈ ∉⎧

⎨ ∉ − ⇔ ∉ ∈⎩                                                   يا

ــه همواره  ــت ك ــه تعريف تفاضل، واضح اس ــا توجه ب تذكـر: ب
. A (A B)⊆ −

نتيجة مهم: رابطة بين تفاضل و اشتراك
ــتراك رابطة زير به سادگى نتيجه  با توجه به تعريف تفاضل و اش
مى شود و از اين رابطه براى تبديل تفاضل به اشتراك يا اشتراك به 

تفاضل استفاده مى كنيم:
(A B)− (A B )′= ∩

و
                     تعريف متمم              

و 
            

{ } { }(A B) x U x A x B x U x A x B

(A B )

′− = ∈ ∈ ∉ = ∈ ∈ ∈

′= ∩
                                                                                              تعريف اشتراك

ــت كه  ، آن اس A B⊆ ــرط لازم و كافى براى آن كه  قضية 1: ش
، A B− = ∅

اثبات:
A B A B⊆ ⇔ − = ∅

A فرض كنيم B (A B ) A B′⊆ ⇔ ∩ = ∅ ⇔ − = ∅

چند تساوى مهم: (در اثبات تساوى هاى زير كافى است تفاضل 
را به اشتراك تبديل كنيم).

I) A A , II) A A, III) A U− = ∅ −∅ = − = ∅

IV) U A A , V) A A A, VI) A′ ′− = − = ∅− = ∅

قضيه: (قانون هاى دمورگان)
I) (A B) (A B )
II) (A B) (A B )

′ ′ ′∪ = ∩⎧
⎨ ′ ′ ′∩ = ∩⎩

اثبات I) به روش عضوگيرى دلخواه ثابت مى كنيم: 
فرض كنيم] x (A B) x (A B) x A x′∈ ∪ ⇔ ∉ ∪ ⇔ ∉ ∉

      تعريف متمم
و
                                          تعريف اشتراك          

و

         
]x A x B x (A B )′ ′ ′ ′⇔ ∈ ∈ ⇔ ∈ ∩

(A B) (A B )′ ′ ′⇒ ∪ = ∩

اثبات II) در اثبات (II) از (I) كمك مى گيريم. توجه داريد كه 
در (I) ثابت شد كه مى توانيم متمم اجتماع را حساب و به اشتراك 

تبديل كنيم.
(A B ) ((A ) (B ) ) (A B)′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∪ = ∩ = ∩

[ ](A B ) (A B) (A B ) (A B )′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ ∪ = ∩ ⇒ ∪ = ∩

نتيجه: اگر A و B دو مجموعة دلخواه باشند، داريم:
(A B) (A B)′ ′− = ∪

اثبات:
(A B) (A B ) (A B)′ ′ ′ ′− = ∩ = ∪

تذكر: عمل تفاضل خاصيت جابه جايى ندارد.
(A B) (B A )′ ′− = − مسئلة 1: ثابت كنيد 

حل:
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فرمول ديگري براي تفاضل متقارن
ــراي تفاضل متقارن  ــك فرمول ديگر ب ــئلة زير، ي با اثبات مس

(برحسب اجتماع و اشتراك) به دست مي آيد.
مسئله: ثابت كنيد:

(A B) (B A) (A B) (A B)− ∪ − = ∪ − ∩
اثبات: 

(A B) (B A) (A B ) (B A )′ ′− ∪ − = ∩ ∪ ∩
                                                                                                  پخشي

[(A B ) B] [(A B ) A ]′ ′ ′= ∩ ∪ ∩ ∩ ∪                        
پخشي

[(A B) (B B)] [(A A ) (B A )]′ ′ ′ ′= ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪      
[(A B) U] [U (B A )] (A B) (A B )′ ′ ′ ′= ∪ ∩ ∩ ∩ ∪ = ∪ ∩ ∪

(A B) (A B ) (A B) (A B)′ ′ ′= ∪ − ∪ = ∪ − ∩

متممِ تفاضلِ متقارن 
اگر A و B دو مجموعة دلخواه باشند، همواره داريم: 

(A B) (A B) (A B )′ ′ ′Δ = Δ = Δ

ــاويِ فوق از تعريف تفاضل متقارن و مسئلة قبل  براي اثبات تس
استفاده مي كنيم: 

(A B) [(A′Δ = − B) (B A)] [(A B) (B A) ]′ ′ ′∪ − = − ∩ −

(A B ) (B A ) (A B) (B A) ( )′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ = ∪ ∩ ∪ 1
           مسئلة قبل 

(A B) (A B ) (A B) (A B) (A B)′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ − ∪ = ∪ − ∩ = Δ

و به همين ترتيب با جابه جايي مجموعه  ها در رابطة (1) تساوي 
دوم ثابت مي شود: 

(A B) (A B) (B A) (B A) (A B)′ ′ ′ ′ ′Δ = ∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ ∪

           مسئله قبل 
(A B ) (A B ) (A B ) (A B ) (A B )′ ′ ′ ′ ′ ′= ∪ − ∪ = ∪ − ∩ = Δ

مسائل مهم
در حل كلية مسائل زير فقط از جبر مجموعه ها شامل تعاريف، 

قضيه ها و مسائلِ حل شده، استفاده خواهد شد.
ــاوي هاي زير يا  ــا هر يك از تس ــتفاده از جبر مجموعه ه ــا اس ب

درستي گزاره هاي زير را ثابت كنيد: 
A (A B) A ( )

I)
A (A B) A ( )

∪ ∩ =⎧
⎨ ∩ ∪ =⎩

1
2

قوانين جذب 

ــود، هر  ∩ دوبار ظاهر ش ∪ و  ــا دو عمل  ــر مجموعه اي ب (اگ
ــود آن مجموعه  ــود و حاصل خ ــة ديگري جذب آن مي ش مجموع

خواهد شد) 
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(A B) (A B ) (B A) (B A )′ ′ ′ ′− = ∩ = ∩ = −

 (A B∩ ) = ∅ A آن گاه  B A− = ــد اگر  مسـئلة 2: ثابت كني
و برعكس:

حل:
A B A (A B ) A A B

(A B)
′ ′− = ⇒ ∩ = ⇔ ⊆

⇔ ∩ = ∅

B و برعكس: A B− = A آن گاه  B A− = نتيجه: اگر 
اثبات:

A B A (A B) (B A)
B A B

− = ⇔ ∩ = ∅ ⇔ ∩ = ∅
⇔ − =

ــبت به  ــيِ اجتماع نس تذكـر مهم: قوانين توزيع پذيري يا پخش
اشتراك و اشتراك نسبت به اجتماع برقرارند، يعني: 

I)A (B C) (A B) (A C)∪ ∩ = ∪ ∩ ∪

II)A (B C) (A B) (A C)∩ ∪ = ∩ ∩ ∩

(توجه داريد كه براي رسيدنِ از سمت چپ هر يك از تساوي هاي 
A فاكتور بگيريم). ∩ A يا  ∪ فوق به سمت راست بايد از 

مثال: حاصل عبارت زير را به دست آوريد: 
(A B) (A B )′∪ ∩ ∪

حل: 
(A B) (A B ) A (B B ) A A′ ′∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ = ∪∅ =

4. عمل تفاضل متقارن: تفاضلِ متقارنِ دو مجموعه، مجموعه اى 
است كه به صورت زير تعريف مى شود:

(A B) (A B) (B A)Δ = − ∪ −

Δ خاصيت جابه جايى دارد، يعنى: تذكر: عمل 
(A B) (A B) (B A) (B A) (A B) B AΔ = − ∪ − = − ∪ − = Δ

چند تساوى مهم:
I) A AΔ = ∅
(A A (A A) (A A)Δ = − ∪ − = ∅∪∅ = ∅
II)A A U′Δ =

(A A (A A ) (A A) A A U)′ ′ ′ ′Δ = − ∪ − = ∪ =

III)U A A′Δ =

(U A (U A) (A U) A A )′ ′Δ = − ∪ − = ∪∅ =

IV)A AΔ∅ =

(A (A ) ( A) A A)Δ∅ = −∅ ∪ ∅− = ∪∅ =

ــركت پذيري دارد،  ــارن، خاصيت ش ــل تفاضل متق قضيـه: عم
يعني: 

(A B) C A (BΔ Δ = Δ C)Δ

(اثبات اين قضيه به عنوان تمرين برعهدة شماست).



اثبات: روش اول
A (A∪ B) (A U) (A B) A (U B)∩ = ∩ ∪ ∩ = ∩ ∪

A U A= ∩ =

روش دوم: (استفاده از قضية اجتماع و اشتراك)
(A B) A A (A B) A∩ ⊆ ⇒ ∪ ∩ =

تساويِ (2) با استفاده از (1) به راحتي نتيجه مي شود: 
     (1)                                                          بخشي

: اثبات (2) A (A B) (A A) (A B) A (A B) A∩ ∪ = ∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ =

∩ به تنهايي  ∪ و  ــذف براي هر يك از دو عملِ  II) قانون ح
A در حالت كلي  B A C∪ = ∪ برقرار نيست، يعني براي مثال از 

نمي توان نتيجه گرفت كه B=C، ولي داريم: 
A B A C

B C
A B A C

∪ = ∪⎧
⇒ =⎨ ∩ = ∩⎩

اثبات: 
                        بخشي                         فرض                      جذب

B B (A B) B (A C) (B A) (B C)= ∩ ∪ = ∩ ∪ = ∩ ∪ ∩
                                                            فرض

(A B) (B C) (A C) (B C) (A B) C= ∩ ∪ ∩ = ∩ ∪ ∩ = ∪ ∩
                                                       جذب                      فرض

(A C) C C= ∪ ∩ =

III)A B B A′ ′⊆ ⇔ ⊆

اثبات: 
A B (A B) B (A B) B′ ′⊆ ⇔ ∪ = ⇔ ∪ =

(A B ) B B A′ ′ ′ ′ ′⇔ ∩ = ⇔ ⊆

IV)A B (A C) (B C)⊆ ⇒ ∪ ⊆ ∪

اثبات: 
E D EA B

(A C) (B C) (A B) C (A C)
⊆

∪ ∩ ∪ = ∩ ∪ = ∪
��� ��� ���

0
قضية 2 در اشتراك E D

(A C) (B C⇒ ∪ ⊆ ∪
��� ��

0 )
�

                             
ــتراك دو مجموعة E و D يكي از آن دو  ــود اش (هرگاه ثابت ش

.( E D⊆ مجموعه مثلاً E باشد، طبق قضيه بايد 

V)A B (A C) (B C)⊆ ⇒ ∩ ⊆ ∩

Aاثبات: B
(A C) (B C) (A B) C (B C)

⊆
∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ = ∩

قضية 2 در اجتماع
(A C) (B C)⇒ ∩ ⊆ ∩                              

 VI)A B (A B) (A B)= ⇔ ∪ = ∩

اثبات: فرض كنيم A=B در اين صورت داريم: 

A B A B
(A B) (A A) A (A A) (A B)

= =
∪ = ∪ = = ∩ = ∩

A) و ثابت مي كنيم  B) (A B)∪ = ∩ ــم  ــرض مي كني حال ف
.A=B

                قضية 2 در                                                 فرض                       جذب
A A (A B) A (A B) (A B) A B( )

∩
= ∩ ∪ = ∩ ∩ = ∩ ⇒ ⊆ 1

                قضية 2 در                                                 فرض                       جذب
A A (A B) A (A B) (A B) B A( )

∪
= ∪ ∩ = ∪ ∪ = ∪ ⇒ ⊆ 2

( ) , ( ) A B⇒ =1 2

VII)A (B C) (A B) (A C)∩ − = ∩ − ∩

: اثبات  (A B) (A C) (A B) (A C)′∩ − ∩ = ∩ ∩ ∩

(A B) (A C )′ ′= ∩ ∩ ∪

[(A B) A ] [(A B) C ]′ ′= ∩ ∩ ∪ ∩ ∩
                                                                                جابه جايي و شركت پذيري

[B (A A )] [(A B) C ]′ ′= ∩ ∩ ∪ ∩ ∩               
(B ) [A (B C )] A (B C)

∅

′= ∩∅ ∪ ∩ ∩ = ∩ −���

ــتراك خاصيت جابه جايي دارد، لذا عمل اشتراك از  (چون اش
راست نيز در تفاضل توزيع پذير است).

(الف
                                                             
A (B C) (A B) (A C)

IIX)
A (B C) (A B) (A C)

− ∪ = − ∩ −⎧
⎨ − ∩ = − ∪ −⎩                                                               (ب  

ــمت چپ  ــتراك از س (در توزيع پذيريِ تفاضل در اجتماع و اش
اين دو عمل به يكديگر تبديل مي شوند).

اثبات الف:
(A B) (A C) (A B ) (A C )′ ′− ∩ − = ∩ ∩ ∩

= [(A B ) A] C′ ′∩ ∩ ∩
                                                                           جابه جايي و شركت پذيري

A
[(A A) B ] C (A B ) C A (B C )′ ′ ′ ′ ′ ′= ∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩ ∩���

A (B C ) A (B C)′ ′ ′= − ∩ = − ∪

اثبات ب:
                 فاكتورگيري

(A B) (A C) (A B ) (A C )′ ′− ∪ − = ∩ ∪ ∩ =
A (B C ) A (B C ) A (B C)′ ′ ′ ′ ′∩ ∪ = − ∪ = − ∩

A B
IX) B U

A B
⊆⎧

⇒ =⎨ ′ ⊆⎩ اثبات: 
A B, A B (A A ) (B B) U B′ ′⊆ ⊆ ⇒ ∪ ⊆ ∪ ⇒ ⊆

B=U پس B U⊆ و چون همواره 
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A B
X) A

A B
⊆⎧

⇒ = ∅⎨ ′⊆⎩ اثبات:
A B,A B (A A) (B B )′ ′⊆ ⊆ ⇒ ∩ ⊆ ∩

A⇒ ⊆ ∅
. A = ∅ ∅A پس  ⊆ و چون همواره 

XI)(A B) (A B )′ ′Δ = Δ

اثبات: 
(A B) (A B) (B A) (B A ) (A B )′ ′ ′ ′Δ = − ∪ − = − Δ −

                                                      جابه جايي
(B A ) (A B )′ ′ ′ ′= Δ = Δ

.( A B B A′ ′− = − (قبلاً ثابت كرديم كه، 

XII)A (B C) (A B) (A C)∩ Δ = ∩ Δ ∩

اثبات: 
A (B C) A [(B C) (C B)]∩ Δ = ∩ − ∪ −
پخشي

[A (B C)] [A (C B)]= ∩ − ∪ ∩ − =
VII مسئلة

D
[(A B)= ∩ −���

DE E
(A C)] [(A C) (A B)] D E∩ ∪ ∩ − ∩ = Δ������ ���    

(A B) (A C)= ∩ Δ ∩

XIII)A B (A B) U′⊆ ⇒ ∪ =
اثبات: 

A B (A B) A A (A B) (A A)′ ′⊆ ⇒ ∩ = ⇒ ∪ ∩ = ∪

U
(A A) (A B) U U (A B) U′ ′ ′⇒ ∪ ∩ ∪ = ⇒ ∩ ∪ =���

U

(A B) U′⇒ ∪ =
IXV) عمل تفاضل از سمت راست روي هر چهار عمل اشتراك، 

اجتماع، تفاضل و تفاضل متقارن توزيع پذير است: 
A) (الف B) C (A C) (B C)∪ − = − ∪ −

A) (ب B) C (A C) (B C)∩ − = − ∩ −

A) (ج B) C (A C) (B C)− − = − − −

A) (د B) C (A C) (B C)Δ − = − Δ −

                            پخشي
اثبات الف:

(A B) C (A B) C (A C ) (B C )′ ′ ′∪ − = ∪ ∩ = ∩ ∪ ∩

(A C) (B C)= − ∪ −
اثبات ب:

       جابه جايي و شركت پذيري
(A C) (B C) (A C ) (B C )′ ′− ∩ − = ∩ ∩ ∩ =

(A B) (C C ) (A B) C (A B) C′ ′ ′∩ ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩ −
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اثبات ج: 
(A C) (B C) (A C ) (B C )′ ′− − − = ∩ − ∩
VII مسئلة

= (A B) C (A B) C′− ∩ = − −                               
اثبات د: 

(A B) C [(A B) (B A)] CΔ − = − ∪ − −
قسمت اول

[(A B) C] [(B A) C]= − − ∪ − − قسمت ج                             

D E E D
[(A C) (B C)] [(B C) (A C)] (D E)= − − − ∪ − − − = Δ��� ��� ��� ���0 0 0 0 0 0

(A C) (B C)= − Δ −

XV)A (B C) (A B) C∩ − = ∩ −
اثبات: 

A (B C) A (B C ) (A B) C (A B) C′ ′∩ − = ∩ ∩ = ∩ ∩ = ∩ −

اگر رضا 20 سـال داشته باشد، بنابر فرض (1) 
بايستي احمد پسر بزرگتر باشد و 20 ساله نباشد. 
در اين صورت بنابر فرض (3) نتيجه مي شـود كه 
حميد پسـر بزرگتر است؛ اما احمد و حميد هر دو 
نمي توانند پسـر بزرگتر باشـند و فرض 20 سـاله 

بودن رضا نادرست است.
اگر رضا پسـر بزرگتر باشـد، بنابـر فرض (2) 
بايسـتي احمد پسـر كوچكتر باشـد و 20 سـال 
نداشـته باشـد. در اين صـورت بنابر فـرض (3) 
نتيجه مي شود كه حميد پسر بزرگتر باشد. حميد 
و رضا هر دو نمي توانند پسر بزرگتر باشند و فرض 

پسر بزرگتر بودن رضا نيز نادرست است.
رضا كه نه 20 سـاله و نه پسر بزرگتر مي تواند 
باشـد، پسـر كوچكتر اسـت. احمد هم اگر پسر 
بزرگتر باشـد، با فرض (3) سـازگار نيسـت، زيرا 
احمـد و حميـد هـر دو نمي توانند پسـر بزرگتر 
باشـند. بنابرايـن، احمد 20 سـاله و حميد پسـر 

بزرگتر است.

پاسخ گفت وگوي دو مسافر 
تفريح انديشه
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«صفر»،
از

دنياى
باستان

ــر، ouden ،obol بطلميوس، براهماگوپتا، تا امروز ــر، ارزش مكانى اعداد، تاريخ صف ــا: صف كليدواژه ه

باسكارا، قوانين صفر، صفر علامت دار. 

عضو هيئت علمى دانشگاه مفيداحمد سعيدى 

ــى يا چه  ــه معنى مى دهد و چه كس ــؤالات كه صفر چ اين س
ــانى صفر را كشف كرده اند؟ از معمول ترين سؤالات ما هستند.  كس
ــت: «صفر: خالى،  در «لغت نامة دهخدا» دربارة صفر چنين آمده اس
ــدى و عربى.  ــا (Sunya) در رياضى هن ــكريت صوني ترجمة سانس
ــه و در عين حال، ريشة  كلمات غربى  معادل زرو (Zero) در فرانس
سيفرا (Cifra)، تزيفر (Ziffer) و مشتقات آن هاست. رجوع به سيفر 
(Cipher)، شيفر (Chiffre) و دايره المعارف اسلامى (صفر) شود.» 
ــتند. اين علامت  قدما علامت صفر يعنى نمايندة «هيچ» نداش
را هنديان اختراع كردند، به نام «صوفيا»، يعنى تهى و ايرانيان كه 
كتب رياضى هندى را به عربى ترجمه و نقل كرده اند، آن را به صفر 
عربى كه به معنى تهى است، ترجمه كردند و چون ترجمة آنان به 
ــى را در لاتينى تغيير دادند و از آن زرو  ــت، صفر عرب لاتينى برگش

(Zero) ساختند. علامت صفر «0» است.  
به دنبال جواب اين سؤال نيستم كه «چه كسى صفر را كشف يا 
ــتيم كه بگوييم صفر در زمان خاصى  ابداع كرد؟» به دنبال اين نيس

ــد و ديگران از آن زمان به بعد از  ــط شخص خاصى ابداع ش و توس
آن استفاده كردند.

ــت كه  ــود، اين اس اولين نكته اى كه در مورد صفر گفته مى ش
ــرد بى نهايت مهم اما تا حدى متفاوت دارد اولين كاربردش  دو كارب
اين است كه به عنوان نمايندة جاى خالى در سيستم ارزش مكانى 
اعداد عمل مى كند. به اين دليل، در عددى مانند 3507 صفر به كار 
ــده است تا موقعيت 3 و 5 درست باشد. در واقع، ما در اين  برده ش
ــى و 3 تا هزارتايى داريم. تفاوت اين  ــدد، 7 تا يكى و 5 تا صدتاي ع
ــود؟ 357 يعنى 7 تا يكى و 5 تا ده تايى  ــدد با 357 چه خواهد ب ع
ــت كه خودش به عنوان  و 3 تا صدتايى. دومين كاربرد صفر اين اس
يك عدد به كار مى رود كه ما به شكل صفر از آن استفاده مى كنيم. 
ــود.  هم چنين زواياى متفاوتى از صفر در اين دو كاربرد يافت مى ش
(همان طور كه در لغت نامة دهخدا آمده است، واژة «Zero» از كلمة 

«Sfir» «Cipher» صفر گرفته شده است.)
ــدة  ــالا، تاريخچة توضيح داده ش ــدام از كاربردهاى ب ــچ ك هي
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است، بايد از متن متوجه شد. 
ــاى برخى اعداد  ــير معن ــز از اين قرائن براى تفس ــا امروز ني م
ــوار يك اتوبوس بين شهرى شويد و مبلغ  ــتفاده مى كنيم. اگر س اس
ــما آن را به معناى 6500 تومان  ــش و پانصد بگويند، ش كرايه را ش
ــير مى كنيد و اگر بخواهيد يك اتومبيل بخريد و قيمت آن را  تفس
ــش و پانصد بگويند، شما آن را 000 / 500 /6 تومان تفسير خواهيد  ش
ــرد اولية صفر براى  ــم دريابيم كه كارب ــرد. از اين مثال مى تواني ك
ــخص كردن مكان خالى، هرگز به معنى استفاده از آن به عنوان  مش
يك عدد نبوده، بلكه صرفاً به عنوان نوعى علامت گذارى بوده است؛ 

به  اين منظور كه تفسير درستى از اعداد ارائه شود. 
ــهم خود را در رياضيات حدوداً زمانى آغاز  ــتان س يونانيان باس
ــانگر مكان خالى در رياضيات بابلى ها  ــد كه صفر به عنوان نش كردن
ــد. به هر حال، يونانيان يك دستگاه ارزش مكانى  به كار برده مى ش
ــؤال خوبى مطرح است كه اين واقعيت دقيقاً به چه  را نپذيرفتند. س
ــاده اى كه ما  ــؤال، از پاسخ س ــت؟ جواب حقيقى به اين س معناس
ــتاوردهاى رياضيات يونانى بر  ــت. اساساً دس مى دهيم، دقيق تر اس
ــه مبتنى بود. گرچه موضوع كتاب «اصول» اقليدس «نظرية  هندس
اعداد» بود، ولى مبناى هندسى داشت. به عبارت ديگر، از آن جا كه 
رياضى دانان يونان با عدد به عنوان طول پاره خط ها كار مى كردند، 

نيازى به نام گذارى اعداد نداشتند. 
ــتثنائاتى هست. استثنا، رياضى دانانى  در آن چه بيان كرديم، اس
ــد. اولين كاربرد  ــت اطلاعات نجومى كار مى كردن ــد كه در ثب بودن
علامتى كه امروزه براى نمايش صفر درنظر مى گيريم، در اين حوزه 
 o ــروع استفاده از علامت ــاهده شد و براى منجمان يونانى، ش مش
ــود دارند كه چرا از اين  ــه نظريات زيادى در اين باب وج ــود. البت ب
 Omicron علامت استفاده شد. برخى مورخان ذكر كرده اند كه آن
است؛ اولين حرف يونانى كلمه «هيچ» (ouden). نيوگبار4 اين بيان 
ــتفاده  ــرا يونانيان از Omicron به عنوان عدد اس ــد، زي را رد مى كن
ــده اند. از جمله مى گويد.  مى كردند.5 بيان هاى ديگرى هم مطرح ش
ــكه اى بدون ارزش) و  ــت «obol» را نمايش مى دهد (س ــن علام اي
ــاب روى تخته  ــمارنده ها براى حس زمانى به وجود مى آمد كه از ش

ــد. در اين جا وقتى شمارنده براى جاخالى  ــنى استفاده مى ش اى ش
گذاشتن يك ستون برداشته مى شد، يك تورفتگى روى شن برجاى 

مى گذاشت كه به شكل o به نظر مى رسيد. 
ــته شده  ــطى»6 كه حدود 130 م نوش بطلميوس در «المجس
است، دستگاه شصتگانى بابلى ها را همراه با نگه دارندة جاى خالى 
ــت. در اين زمان، بطلميوس اين علامت را، هم بين  به كار برده اس
ــن ايده تقويت  ــت و اي ــداد و هم در پايان آن ها به كار برده اس اع
ــوان نماينده ى مكان خالى به كار  ــود كه صفر حداقل به عن مى ش

واضحى ندارند. اين طور نبوده است كه اختراع اين مفاهيم ناگهانى 
رخ داده باشد و بعد از آن هم شروع كرده باشند با استفاده از آن ها. 
در گذشته، مسائل رياضى بيشتر به عنوان مسائل واقعى و كاربردى 
مطرح بوده اند تا مسائل مجرد و انتزاعى. اعداد در زمان هاى تاريخى 
ــدند تا مفاهيمى مجرد  ــياى واقعى پنداشته مى ش ــتر اش دور، بيش
ــب و 5 «چيز»  ــروز). تفاوت ذهنى عظيمى بين 5 اس (برعكس ام
ــه امروزه از آن به عنوان عدد اصلى  ــوم مجرد 5 وجود دارد ك و مفه
ــود. اگر مردم در گذشته مسئله اى را در مورد اين كه يك  ياد مى ش
ــاورز به چند اسب نياز دارد حل مى كردند، به هيچ عنوان مسئله  كش

به داشتن 0 يا 13- اسب ختم نمى شد. 
ــتم ارزش مكانى  ــود كه ابتدا يك سيس ــت تصور ش ممكن اس
ــاى خالى، ايده اى  ــه عنوان نمايندة ج ــد آمد و بعداً 0 ب ــداد پدي اع
ــتم  ــد. درحالى كه بابلى ها از يك سيس ــوب ش اجتناب ناپذير محس
ــتفاده از 0)، براى بيش از  ارزش مكانى اعداد بدون اين ويژگى (اس

1000 سال استفاده كردند.
ــود ندارد كه بابلى ها دربارة ابهام موجود،   هيچ مدركى هم وج

مشكلى احساس كرده باشند. 
ــت كه روى  ــر رياضيات بابلى ها متونى به جاى مانده اس از عص
ــده اند.  ــته ش ــده و با خط ميخى1 نوش ــى از گل پخته نش لوحه هاي
ــاى مانده اند كه قابل  ــدود 1700 ق.م به ج ــاى زيادى از ح لوحه ه
ــتند. البته سيستم عددى آن ها با سيستمى كه امروزه  خواندن هس
ــتم علامت  ــتفاده مى كنيم، كاملاً فرق دارد2. اما با ترجمة سيس اس

گذارى آن ها به سيستم دهگانى، متوجه مى شويم كه آن ها نيز بين 
ــط از فحواى متن متوجه  ــى قائل نبوده اند و فق 3507 و 357تفاوت
ــت. تا سال 400 ق.م،  ــدند كه واقعاً كدام يك مدنظر بوده اس مى ش
بابلى ها علامت را در مكانى كه ما صفر قرار مى دهيم قرار مى دادند 
ــان دهند منظور 357 است يا 3507. در واقع، آن ها 3507 را  تا نش

به صورت 7''35 مى نوشتند. 
علامت '' تنها علامت مورد استفاده براى اين منظور نبوده است. بر 
ــده در «كيش»3، نماد ديگرى به كار برده شده است.  يك لوح پيدا ش
در اين لوح كه تاريخ آن حدود سال 700 ق.م تخمين زده شده، از سه 
قلاب براى مشخص كردن مكان خالى در سيستم ارزش مكانى استفاده 
شده است. در لوحه هاى ديگرى كه در حوالى همان زمان تاريخ گذارى 

شده اند نيز يك قلاب تنها براى جاى خالى به كار رفته است. 
ــرد علامت هاى  ــن موضوع، كارب ــترك براى اي ــك جنبة مش ي
متفاوت براى مشخص كردن موقعيت خالى است. درست است كه 
جاى خالى هرگز در پايان ارقام اتفاق نمى افتد، اما هميشه بين دو 
ــت. بنابراين، ما با 7''35 روبه رو مى شويم، اما  ــته اس رقم وجود داش
ــه ''357 برنمى خوريم و اين را كه كدام يك مدنظر بوده  هيچ گاه ب
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ــت. اين نظر، هم چنان دور از واقعيت است. فقط تعداد  مى رفته اس
ــد. (قطعاً بطلميوس آن  ــتفاده كرده ان قليلى منجم از اين نماد اس
ــت، بلكه آن را علامت نقطه گذارى مى  را به عنوان عدد نمى پنداش

ــت.) ايدة جايگاه صفر بعداً خود را در رياضيات هندى نشان  دانس
داد. 

ــتان منتقل مى شود. جايى كه سزاوار  اكنون صحنه به هندوس
ــدند و به سوى  ــتگاه اعداد متولد ش ــود اعداد و دس ــت گفته ش اس
ــيار پيشرفته اى كه امروز مى بينيم، رشد كردند. البته  موجودات بس
ــتگاه هندى به دستگاه هاى ما  قبل  ــت كه بگوييم دس مراد اين نيس
ــت كه حدود سال 650 م،  ــت. مهم اين اس خود چيزى مديون نيس

كاربرد صفر به عنوان يك عدد، در رياضيات هند وارد شده است. 
ــى را به كار مى بردند و  ــتم ارزش مكان هندى ها هم چنين سيس
ــخص كردن يك مكان خالى به كار برده مى شد. در  صفر براى مش
واقع، شواهدى از يك جايگاه خالى در سيستم مكانى، از حدود 200 

م در هند وجود دارد، هرچند هنوز براى آن نمادى نبوده است. 
ــال 500 م، آرياباتا7 دستگاهى عددى به جا گذاشت  در حدود س
ــتگاه ارزش مكانى بدون صفر بود. او واژه ى «Kha» را  كه يك دس
ــداً به عنوان نماد صفر به  ــت بع براى جايگاه به كار برد كه مى توانس

كار برده شود. 
ــان مى دهد، از نقطه در نوشته هاى  ــاهدى وجود دارد كه نش ش
ــتم عددى  ــكان خالى در سيس ــدى، به منظور نمايش م ــة هن اولي
ــناد مشابه، گاهى اوقات  ــتفاده شده است؛ جالب است كه در اس اس
ــان x كه امروزه  ــت؛ هم ــده اس ــتفاده ش از نقطه براى مجهول اس
ــپس رياضى دانان هندى در دستگاه ارزش مكانى  به كار مى بريم. س
ــتند، در حالى كه هنوز علامتى براى آن  ــى براى صفر گذاش نام هاي
نداشتند. اولين تاريخى كه استفادة هنديان از صفر ثبت شده است، 

876 م بوده است. 
ــوان عدد به كار  ــارى كه صفر به عن ــى اولين ب اكنون به بررس
برده شد، مى پردازيم. از ديرباز، اعداد واژگانى بودند كه به مجموعه اى 
ــده  ــاره مى كردند. قطعاً ايدة اعداد به مرور مجردتر ش ــيا اش از اش
ــت. سپس اين تجرد، توجه به صفر و اعداد منفى را كه به عنوان  اس
ــازد. البته  ــت، ممكن مى س ــيا مطرح نيس ويژگى مجموعه اى از اش
ــكل هنگامى بروز مى كند كه سعى شود صفر و منفى به عنوان  مش
ــبت به اعمال حسابى، جمع،  ــوند و اين كه آن ها نس عدد مطرح ش
ــيم چگونه عمل مى كنند. رياضى دانان هندى،  تفريق، ضرب و تقس
ــكارا10، در  سه كتاب مهم كوشيدند به  براهماگوپتا8، ماهاويرا9 و باس

اين سؤالات پاسخ دهند. 
ــعى مى كند قوانينى براى حساب  براهماگوپتا در قرن هفتم س
ــز دربرگيرد. او توضيح داد،  ــه دهد كه صفر و اعداد منفى را ني ارائ

ــت مى آيد.  ــق كنيد، صفر به دس ــدد را از خودش تفري ــر يك ع اگ
ــامل صفر هم  ــا قانون زير را براى جمع ارائه كرد كه ش براهماگوپت
ــى، يك عدد منفى  ــع صفر و يك عدد منف ــود: «حاصل جم مى ش
است. حاصل جمع يك عدد مثبت و صفر عددى مثبت است. صفر 

به علاوة صفر، صفر مى شود.» 
ــت: «اگر عددى منفى را از  ــخت تر اس در مورد تفريق كمى س
صفر كم كنيم، عددى مثبت به دست مى آوريم. اگر يك عدد مثبت 
ــت. اگرصفر را از يك  ــر كم كنيم، حاصل عددى منفى اس را از صف
ــت. اگر صفر را از صفر  ــدد منفى كم كنيم، جواب عدد مثبت اس ع

كم كنيم، حاصل صفر است.»
ــه حاصل ضرب هر عدد در  ــپس بيان مى كند ك براهماگوپتا س
ــيم مى رسد، تقلا مى  ــود، اما هنگامى كه به تقس صفر، صفر مى ش

كند: «يك عدد مثبت يا منفى هنگامى كه بر صفر تقسيم مى شود، 
كسرى با مخرج صفر است. صفر تقسيم بر يك عدد مثبت يا منفى، 
ــر است با صورت صفر و  ــت يا به طور خاص يك كس همان صفر اس

مقدار متناهى در مخرج. صفر تقسيم بر صفر، صفر مى شود.»
ــيم بر  ــنهاد مى دهد n تقس در حقيقت، براهماگوپتا وقتى پيش
n است، توجيه چندانى نمى آورد. او در اين جا به وضوح 

	
صفر برابر 

ــر برابر صفر  ــيم بر صف ــت. زمانى كه مى گويد صفر تقس در تقلاس
ــتباه مى كند. به هر حال، او به عنوان اولين فردى  ــت، قطعاً اش اس
ــاب را به اعداد صفر و منفى تعميم دهد،  كه تلاش كرد قوانين حس

تلاش درخشانى كرد. 
ــال بعد از شاهكار براهماگوپتا،  ــال 830 م، حدود 200 س در س
ماهاويرا كتاب «Ganita Sara Samgraha» را نوشت كه به روز شدة 
كتاب براهماگوپتا بود. او به درستى بيان مى كند: «يك عدد ضرب 
ــود،  ــود. هنگامى كه صفر از يك عدد تفريق ش در صفر، صفر مى ش

آن عدد تغييرى نمى كند.»
ــاى او براى بهبود اظهارات براهماگوپتا در  با اين حال، تلاش ه
ــد: «هنگامى كه  ــتباه انجاميد. وى مى نويس ــيم برصفر، به اش تقس

عددى بر صفر تقسيم شود بدون تغيير باقى مى ماند.» 
باسكارا كتاب خود را 500 سال بعد از براهماگوپتا نوشت. با وجود 
ــيد. او مى  ــيم بر صفر مى كوش گذر زمان، او هنوز براى توضيح تقس

نويسد: «كميتى كه بر صفر تقسيم شود، كسرى با مخرج صفر خواهد 
ــت. در اين كميت،  ــيم، اصطلاحاً كميتى بى نهايت اس بود. اين تقس
شامل آن چه در مخرج صفر دارد، تغييرى وجود ندارد؛ گرچه ممكن 
ــد. همان گونه كه اگر جهان  ــت بسيارى درج يا اقتباس شده باش اس
ــود، هيچ تغييرى در خداى بى نهايت و تغييرناپذير  خلق يا خراب ش
رخ نمى دهد؛ گرچه نظم بسيارى از هستى، جذب يا منتشر شود.» 

 n
= ∞

	
ــئله را به وسيلة نوشتن  ــكارا كوشيد مس بنابراين، باس
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ــتگاه هاى اعداد و  ــرفت دس ــود كه پيش ــت گمان ش ممكن اس
ــت؛  ــتمر از اين زمان به بعد بوده اس ــوص صفر، به طور مس به خص
ــت. كاردان16 معادلات درجة 3 و درجة  ــه اين دور از بحث اس گرچ
ــال 1500م  ــتفاده از صفر حل كرد. او اين كار را در س 4 را بدون اس
خيلى آسان تر از حالتى كه صفر را دراختيار داشته باشد، انجام داد. 
ــتردة خود را آغاز كرد؛ البته بعد  ــال 1600 م صفر كاربرد گس در س
ــانه هايى از مشكلاتى كه  از مواجهه با مقاومت هاى زياد اما هنوز نش

مسبب آن ها صفر بود، وجود داشت. 
ــد را در اول ژانويه 2000  ــتر مردم جهان، هزارة جدي اخيراً بيش
ــن گرفتند. البته از آن جا كه در تقويم تنظيم شده، سال صفر  جش
ــت، آن ها فقط گذر 1999  ــده اس به هيچ زمانى اختصاص داده نش

سال را جشن گرفتند. 
هرچند آن خطاى اصولى را مى توان بخشيد، ولى كمى شگفت آور 
است كه به نظر مى رسد، بيشتر مردم قادر به درك اين نيستند كه چرا 

هزارة سوم و قرن بيست   و يكم، در اول ژانوية 2001 شروع مى شود! 

قوانين صفر در جبر 
ــال تعجب ديده ام،  ــس دروس رياضى با كم ــا هنگام تدري باره
n برابر است با ∞. در حالى كه 

	
ــجويان گمان مى كنند  برخى دانش

اين نظر به وضوح غلط است و عبارات و نظراتى از اين دست نگران 
كننده اند. شايد لازم باشد در اين جا، خلاصه اى از ويژگى ها و قوانين 

مربوط به صفر را بياوريم: 
ــت. عدد طبيعى  ــر كوچك ترين عدد صحيح نامنفى اس 1) صف
تالى صفر عدد 1 است و عدد طبيعى قبل از صفر وجود ندارد. صفر 
ــت17.  ــم عددى گويا و هم حقيقى و همين طور عددى جبرى اس ه
ــت نه مركب. فرد نيست،  ــت نه منفى. نه اول اس صفر نه مثبت اس

ولى زوج است.18
صفر نسبت به جمع خنثاست x + 0 = 0 + x = 0  جمع (2
x- 0 = x , 0 - x = -x تفريق (3

x .0 = 0 . x = 0 ضرب (4 
 تقسيم (5

x
=

	
	 براى x ناصفر 

x تعريف نشده است. 
	

	 و 
	

براى x ناصفر،   

x تعريف نشده است، زيرا وارون ضربى19 ندارد. 
	

برهان: عبارت 
از آن جا كه طبق قانون ضرب x = 0.0، بنابراين هيچ عنصرى نيست 
كه حاصل ضرب آن در 0 برابر 1 شود. در واقع هيچ عنصرى نيست 
و تعريف نشده است. اما اگر در مخرج كسرى عبارتى به صفر هم گرا 

شود (بحثى كه در آناليز رياضى مطرح مى شود)، داريم: 

حل كند. در نگاه اول ممكن است وسوسه شويم و بينديشيم گفتة 
ــت. اما قطعاً غلط است، زيرا در اين صورت …  ــكارا درست اس باس
ــت. بنابراين،  ــا هر عددى برابر اس ــى ∞×0  ب =n =1=2 =∞×0 يعن
همة اعداد باهم مساوى خواهند بود!! رياضى دانان هندى نتوانستند 
ــكارا ساير ويژگى هاى  ــيم پذير نيست. باس بپذيرند يك بر صفر تقس

. 	 صفر را درست بيان كرد: مانند 0 = 02 و 
كار درخشان رياضى دانان هندى، به رياضى دانان مسلمان بيش 
ــراى خوارزمى بود كه كتاب  ــد. اين فرصتى ب از غربى ها منتقل ش
ــد و سيستم ارزش  ــبة هندوها» را بنويس «خوارزمى در هنر محاس
ــاى اعداد 1 تا 9 و 0 بود، توضيح دهد.  ــى هنديان را كه بر مبن مكان
ــتفاده از صفر به عنوان  اين كار در ايران امروزى اولين كار براى اس
جانگه دار در نمادگذارى مكانى بود. ابن ازرا در قرن 12 ميلادى، سه 
مقاله بر اعداد نوشت كه سبب توجه اروپاييان به نمادهاى هندى و 
ــارى (دهدهى ـ دهگانى) شد. «كتاب اعداد» دستگاه  ايده هاى اعش
اعشارى براى اعداد صحيح با ارزش مكانى چپ به راست را توضيح 
ــن كار صفر را به كار مى برد و آن را گالگال11  ــد. ابن ازرا در اي مى ده
ــرخ يا دايره) مى نامد. اندكى بعد در قرن 12 ميلادى،  (به معنى چ
السماول چنين مى نويسد: «اگر از صفر يك عدد مثبت را كم كنيم، 
ــر عددى منفى را از  ــه صورت منفى باقى مى ماند. اگ همان عدد ب

صفر كم كنيم، همان عدد به صورت مثبت باقى مى ماند.» 
ــترش  ــرق تا چين گس ــاى هندوها همان طور كه در ش ايده ه
ــترش پيدا كرد. در  ــلامى گس ــورهاى اس يافت، در غرب هم تا كش
ــال 1247م، رياضى دان چينى، چين چيوشاو12 مقالة «رياضى در  س
ــه كاربرد. اندكى  ــت كه علامت o را براى صفر ب ــه بخش» را نوش ن
بعد در سال 1303م، ژوشى جى «بازتاب بى معنى از چهار عنصر» را 

نوشت و مجدداً از علامت o براى صفر استفاده كرد. 
فيبوناچى يكى از اصلى ترين افرادى بود كه اين ايده هاى جديد 
ــد:  ــتم اعداد را به اروپا وارد كرد. آن گونه كه ايفرا13 مى نويس سيس
«يك رابط مهم بين دستگاه عددى هندو ـ عربى و رياضيات اروپا، 

رياضى دان ايتاليايى، فيبوناچى است.»
ــال 1200م، 9 نماد هندى  ــى»14 در حدود س وى در «ليبرآباس
ــح مى دهد. اما تا مدت ها  ــه همراه علامت براى اروپاييان توضي را ب
ــتفادة چندانى از صفر نشد.مشخص است كه فيبوناچى  بعد از او اس
ــد كه با اعداد  ــر همان طور رفتار كن ــور نبود كه با صف آن قدر جس
ــاير اعداد  ــرا وى از صفر به عنوان علامت و از س ــار مى كرد. زي رفت
به عنوان نماد ياد مى كرد. گرچه آوردن اعداد هندى به اروپا اهميت 
ــه مهارت هنديانى  ــار با صفر، وى نه ب ــت، ولى در رفت زيادى داش
چون براهماگوپتا، ماهاويرا و باسكارا رسيد و نه به مسلمانانى چون 

السماوال. 
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y

xx : lim
y+→

> = +∞
0

	

y

xx : lim
y−→

< = −∞
0

	

xx توان (6
x

= =1	 به استثناى حالتى كه x=0 باشد. 
ــن 0x =0 براى هر x (طبق قانون ضرب، عدد هر  تذكر: هم چني

چند بار در خودش ضرب شود، برابر صفر مى شود.) 
ــده است. اما اگر به صورت حدى باشد  هم چنين 00 تعريف نش
(بحثى كه در آناليز رياضى مطرح مى شود)، جزء حالات مبهم است 

و بايد رفع ابهام شود. 
7) مجموع 0 عدد صفر برابر است. 

 x ــت. به عبارت ديگر، اگر 8) حاصل ضرب 0 عدد برابر صفر اس
0.x=0 :عدد حقيقى باشد

ــون حذف  ــق قان ــن طب ــات: x+0.x =(0+0) .x=0 x  .0 بنابراي اثب
0.x=0 :مى توان نوشت

.xy≠0 :آن گاه ،y≠0 و x≠0 9) هرگاه
ــىxy≠0. در اين صورت بند  ــات: فرض كنيمx≠0 و y≠0، ول اثب

(8) نتيجه مى دهد. 
( )( )xy ( )( )
y x y x

= = =
1 1 1 11 	 	

كه يك تناقض است. پس (9) برقرار است. 
10) صفر فاكتوريل برابر 1 است؛ 1=!0.

 f ــر تابع ــد x را صف ــع f: نقطه اى  مانن ــر تاب ــف صف 11) تعري
ــت، زيرا: گويند اگر f(x)=0. مثلاً x = 2 صفر  تابع  f(x)=x2-3 x+2 اس

.f(2)=22-3×2+2=0 
ــه عبارت ديگر، 0- و  ــر: در رياضيات داريم: 0 = 0+ = 0- ب تذك

0+ باهم برابرند. 

اما صفر علامت دار20 چيست؟
ــداد مى دانيم  ــناور 21 اع ــتانداردهاى مختلف نمايش ش در اس
ــود اين كه برابر  ــتاندارد، بعضى از اعداد با وج ــته به نوع اس كه بس
ــتند، ولى هنگام نمايش با رايانه صفر محسوب مى شوند.  صفر نيس
ــتم  به عبارت ديگر، اگر كوچك ترين عدد قابل نمايش در آن سيس
ــد و عددى مانند x طورى باشد كه: x <ε>0، رايانه و  خاص ε باش
سيستم نمايش اعداد آن را 0 محسوب مى كند و چون مثبت است، 

آن را 0+ نمايش مى دهد. 
همين طور است در مورد صفر منفى: اگر كوچك ترين عدد قابل 
نمايش در آن سيستم خاص ε باشد و عددى مانند x طورى باشد 
كه ε<x<0، رايانه و سيستم نمايش اعداد آن را 0 محسوب مى كند 

و چون منفى است، آن را 0- نمايش مى دهد. 

امروزه در علم آناليز عددى، نه فقط عنصر صفر، بلكه مجموعه اى 
از اعداد صفر محسوب مى شود. به عبارت ديگر، صفر منحصر به فرد 

نيست. همة اعداد بين ε ، ε - صفر محسوب مى شوند. 
ــود را دارد كه به  ــر قوانين خاص خ ــن تعريف جديد از صف اي

صورت زير است: 
,= −∞ = +∞

− +
1 1
	 	

± تعريف نشده است. 
±
	

	
و در اين شرايط فقط 

ــن كاربردهايى در مكانيك آمارى و  مفهوم صفر منفى هم چني
ساير حوزه ها دارد. 

پى نوشت
1. علائم روى لوحه هاى گل رس با لبه ى شيب دار قلمى فولادى حك شده اند. 
ميخى  اين خط خط  دليل،  همين  به  داشته اند.  گوه شكل  ظاهرى  هم چنين، 

ناميده شده است.
2. بر مبناى سيستم شصتگانى (sexadecimal) مى نوشته اند و ما بر مبناى 

.(decimal) سيستم دهگانى
عراق  مركزى  جنوب  كه  بابل  شرق  در  واقع  قديم،  بين النهرين  در  شهرى   .3

امروزى است.
4. Neugebauer

Omicron .5 70 را نمايش مى دهد. دستگاه اعداد يونانيان بر مبناى حروف 
آن هاست.

6. Almajest

7. Aryabhata

8. Brahmagupta

9. Mahavira

10. Bhaskara

11. galgal

12. Ch>in Ciu-Shao

13. Zhu Shijie

14. Ifrah

15. Liber Abaci

16. Cardan

17. عدد جبرى عددى است كه ريشه ى يك چندجمله اى با ضرايب گويا باشد.
18. عدد زوج عددى است كه مضربى صحيح از يك عدد صحيح باشد. از آن جا 

كه 0=0×2، بنابراين 0 عددى زوج است.
  1           __ =a-1

a          در اين صورت ، 1       a × __ = 1a        وارون ضربى دارد. اگر a 19. گوييم عنصر
وارون ضربى a نام دارد.

20. Signed Zero

21. Floating point



 ميرشهرام صدر

تعداد توابع يك به يك و پوشا
(براى دانش آموزان سال سوم رياضى و پيش دانشگاهى)

اشاره 
در كتاب حسابان جديد 
 (89-90 تحصيلـي  (سـال 

 f(a)=e, f(b)=f, f(c)=f, f(d)=g (الف
?=g(a)=e, g(c)=h, g(d)=g, g(b) (ب

ــه f: A→B تابع  ــت ك ــع، بديهي اس ــه تعريف تاب ــه ب ــا توج ب
ــت. اما  ــده اس ــت، زيرا از هر عضو A دقيقاً يك پيكان خارج ش اس
g: A→B تابع نيست، زيرا از عضو b∈A پيكاني خارج نشده است، 

يعني رابطة g روي همة عضوهاي A اثر نكرده است.
ــر فرض كنيم A={a1,a2} و B={b1,b2} در اين صورت چهار  اگ

تابع مختلف از A به B به صورت زير وجود دارد.

تعريف تابع f: A→B چنين آمده است1: 
«تابع از مجموعة A به مجموعة B رابطه اي بين اين دو مجموعه 

است كه به هر عضو A دقيقاً يك عضو از B را نسبت مي دهد.»
ــود كه در نمايش تابع f با نمودار ون  از اين تعريف نتيجه مي ش

خواهيم داشت: 
الف) از هر عضو A بايد دقيقاً يك پيكان خارج شود.

ــت كه به هر عضو B دقيقاً يك پيكان وارد شود و  ب) لازم نيس
ــت به يك عضو B يك پيكان يا بيش از يك پيكان وارد  ممكن اس

شود يا آن كه اصلاً پيكاني وارد نشود.
براي مثال در زير دو رابطه از مجموعة A={a,b,c,d} به مجموعة 

B={e,f,g,h} تعريف شده است: 

a

b

c

d

e

f

g

h

A Bf

a

b

c

d

e

f

g

h

A Bg

a

a

b

b

f

1

2

1

2

1

a

a

b

b

f

1

2

1

2

2

(الف) (ب)
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ــف تابع واصل ضرب2 مي خواهيم تعداد  اكنون با توجه به تعري
ــبه  توابع از مجموعة n عضوي A به مجموعة m عضوي B را محاس

كنيم. براي اين منظور فرض كنيم كه:
A={a1,a2,...,an};   B={b1,b2,...,bm}

هم چنين فرض مي كنيم كه f از A به B يك تابع باشد، در اين 
 f اثر كند. براي مثال وقتي A بايد روي همة عضوهاي f صورت تابع
روي a1 اثر مي كند، f(a1) مي تواند برابر با b1 يا b2 يا ... يا bm باشد، 

يعني براي f(a1)، تعداد m انتخاب داريم كه عبارتند از: 
f(a1)=b1 يا f(a1)=b2 يا ... يا f(a1)=bm

به همين ترتيب براي f(an)، ...، f(a3)، f(a2). هر كدام m انتخاب 
داريم. بنابراين خواهيم داشت: 

nf (a ) f (a ) f (a )...

m m m
�����������

1 2

                                                  n مرتبه
در نتيجه، طبق اصل ضرب داريم: 

B به A از f تعداد توابع nm m ... m m= × × × =�������
                          n مرتبه

ــه عضوي به يك  ــه از يك مجموعة س ــداد توابعي ك مثـال. تع
مجموعة چهار عضوي مي توان تعريف كرد، چندتاست؟

ــه  ب  A={a1,a2,a3} از  ــع  تاب ــك  ي  f ــم  كني ــرض  ف حـل. 
ــك از مقادير  ــن صورت براي هر ي ــد، در اي B={b1,b2,b3,b4} باش

ــذا طبق اصل ضرب  ــاب داريم. ل ــار انتخ f(a2)، f(a1) و f(a3)، چه

خواهيم داشت: 
f (a ) f (a ) f (a )1 2 3

4 4 4

B به A از f 64=43=4×4×4= تعداد توابع
در ادامة مقاله، تعداد توابع يك به يك و سپس تعداد توابع پوشاي 

f از A به B را محاسبه خواهيم كرد.

تعداد توابع يك به يك
 B={d,e,f,h} به مجموعة A={a,b,c} ــة ــع زير را از مجموع تاب

در نظر بگيريد.

همان طور كه ملاحظه مي كنيد، f: A→B تابعي يك به يك است، 
يعني اگر تابع f را به صورت مجموعه اي از زوج هاي مرتب بنويسيم، 

آن گاه مؤلفه هاي دوم زوج هاي مرتب آن با يكديگر متمايزند.
f={(a,d), (b,f), (c,e)}

 m ــك مجموعة ــة n عضوي و B ي ــر A يك مجموع تذكـر. اگ
ــه B تابع يك به يك  ــن صورت از A ب ــد و n>m، در اي ــوي باش عض
ــه از مجموعة n عضوي  ــوان تعريف كرد. بنابراين براي اين ك نمي ت
ــه مجموعة m عضوي B بتوان تابع يك به يك تعريف كرد، بايد  A ب

.n≤m داشته باشيم
 ،n≤m و   B={b1,b2,...bm} و   A={a1,a2,...,an} ــد  ــرض كني ف
مي خواهيم تعداد توابع يك به يك f: A→B را محاسبه كنيم، براي 
ــن منظور ابتدا تابع f را روي a1 اثر مي دهيم. f(a1) مي تواند برابر  اي
b1 يا b2 يا ... يا bm باشد، يعني براي m ،f(a1) انتخاب داريم. فرض 
كنيم f(a1)=bj كه j≤m≥1. در مرحلة بعد f را روي a2 اثر مي دهيم، 
ــد f(a2)≠bj، يعني براي  ــد، باي ــه تابع f يك به يك باش ــراي اين ك ب
ــراي  ب ــب  ترتي ــن  همي ــه  ب ــم.  داري ــاب  انتخ  (m- 1)، f(a2)

ــراي f(an) ،(m- n+1) انتخاب داريم.  ــاب و... و ب f(a3) ،(m- 2) انتخ

بنابراين طبق اصل ضرب داريم: 
f (a ) f (a ) f (a ) f (a )n

m m m ... m n
!

− − − +
1 2 3

1 2 1
B به A تعداد توابع يك به يك از m(m )(m )...(m n )= − − − +1 2 1

m!P(m,n)
(m n)!

= =
−

                 

 B ــه مجموعة هفت عضوي ــة دو عضوي A ب مثـال. از مجموع
چند تابع يك به يك مي توان تعريف كرد؟

حل.                 
!P( , )

( )!
=

−
77 2 7 2

! !
! !

× ×
= = =

7 7 6 5 425 5                                       

a

b

c

d

e

f

g

A Bf

a

a

b

b

f

1

2

1

2

3

a

a

b

b

f

1

2

1

2

4

(ج)(د)
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در نتيجه طبق اصل داريم: 
f (a ) f (a )

; A = × =1
1 2

1 1 1 1 1

ــر x∈A داريم:  ــون براي ه ، چ A2 ــبة  ــي براي محاس از طرف
f(x)≠b2، بنابراين خواهيم داشت: 

f(a1)=b1, f(a2)=b1

A =2 1 بنابراين: 

هم چنين داريم: 
{ }A A f S : f (x) b ,b A A∩ = ∈ ≠ = ∅ ⇒ ∩ =1 2 1 2 1 2 0

ــا از A به B را نشان  A تعداد كل توابع غيرپوش A∪1 2 اكنون 
 A كم كنيم، تعداد توابع پوشا از S مي دهد كه اگر اين مقدار را از 

به B به دست مي آيد. بنابراين داريم: 
A A S A A∪ = − ∪1 2 1 2

S ( A A A A ) ( )= − + − ∩ = − + − =1 2 1 2 4 1 1 0 2
} به  }A a ,a ,a ,a= 1 2 3 4 ــا از مجموعة  مثـال. تعداد توابع پوش

} چندتاست؟ }B b ,b ,b= 1 2 3 مجموعة 
ــد، آن گاه  f باش : A B→ ــرگاه S مجموعة همة توابع  حل. ه

. S = =43 81
f را محاسبه مى كنيم،  : A B→ اكنون تعداد توابع غيرپوشاى 
ــا را به دست  ، تعداد توابع پوش S ــپس با كم كردن اين مقدار از  س

مى آوريم. براى اين منظور، مجموعه هاى زير را تعريف مى كنيم:
{ } { }
{ }

A f S : f (x) b ;A f S : f (x) b ;

A f S : f (x) b

= ∈ ≠ = ∈ ≠

= ∈ ≠
1 1 2 2

3 3

 ، f (x) b≠ x داريم 1 A∈ ــر  ــون براى ه ؛ چ A1 ــبة  براى محاس
ــراى f(x) دو حالت  ــد، يعنى ب ــن f(x) مى تواند b 2 يا b 3 باش بنابراي

وجود دارد. بنابراين، طبق اصل ضرب داريم:

براي محاسبة تعداد توابع پوشا، نياز به استفاده از اصل شمول و 
عدم شمول داريم، براي اين منظور، اين اصل را بيان مي كنيم.

اصل شمول و عدم شمول
ــرض كنيم A1 و A2 دو مجموعه از زيرمجموعه هاي مجموعة  ف
ــي از اين  ــي كه حداقل به يك ــند، تعداد عضوهاي ــي A باش متناه
A نمايش مي دهيم و  A∪1 2 ــاد  ــه تعلق دارند، را با نم دومجموع
ــمول  ــمول و عدم ش ــة زير معروف به اصل ش ــدار آن را از رابط مق

محاسبه مي كنيم.

A A A A A A∪ = + − ∩1 2 1 2 1 2

تعميم اصل شمول و عدم شمول
 An ،... ،A3 ،A2 ،A1 ــي و ــك مجموعة متناه ــرض كنيم A ي ف

زيرمجموعه هايي از A باشند، در اين صورت داريم: 
A A A∪ ∪1 2 3

n

n i i j
i i j n

... A A A A
= ≤ < ≤

∪ ∪ = − ∩∑ ∑
1 1

i j k i j k l
i j k n i j k l n

A A A A A A A
≤ < < ≤ ≤ < < < ≤

+ ∩ ∩ − ∩ ∩ ∩∑ ∑
1 1

n
n

i
i

... ( ) A−

=

+ + − ∩1

1
1 تعداد توابع پوشا 

ــند. مي خواهيم  فرض كنيم A و B مجموعه هاي دوعضوي باش
ــت آوريم، براي اين منظور،  ــا از A به B را به دس تعداد توابع پوش
ــد. ابتدا تعداد كل  فرض كنيم S مجموعة همة توابع f: A→B باش
ــه اگر A يك  ــبه مي كنيم. مي دانيم ك ــه B را محاس ــع از A ب تواب
مجموعة n عضوي و B يك مجموعة m عضوي باشد، آن گاه تعداد 

كل توابع f: A→B برابر با mn است؛ بنابراين داريم: 
S = =22 4

ــپس با فرض اين كه A={a1,a2} و B={b1,b2}، دو مجموعة  س
A1 و A2 را به صورت زير تعريف مي كنيم: 

{ } { }A f S : f (x) b ; A f S : f (x) b= ∈ ≠ = ∈ ≠1 1 2 2
 ،f(x)≠b1 :ــم ــراي هر x∈A داري ، چون ب A1 ــبة  براي محاس

بنابراين خواهيم داشت: 
f(a1)=b2, f(a2)=b2

A

A1 A2

A1 A2

a

a

b

b

1

2

1

2

A B

a

a

b

b

1

2

1

2

A B

∩
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f (a ) f (a ) f (a ) f (a )
; A = =4

1
1 2 3 4

2 2 2 2 2 16

. A A= =2 3 16 به همين ترتيب 
A تعداد توابع غيرپوشا را نشان مى دهد،  A A∪ ∪1 2 3 چون 
A و  A∩1 3 A و  A∩2 3 A و  A∩1 2 بنابراين نياز به محاسبة 

A داريم: ∩1 A A∩2 3

{ }A A f S : f (x) b ,b∩ = ∈ ≠1 2 1 2

x داريم  A∈ ــر  ــراى ه ــون ب ؛ چ A A∩1 2 ــبة  ــراى محاس ب
، پس f(x)=b3، يعنى تابع ثابت داريم. بنابراين براى  f (x) b ,b≠ 1 2

f(x) همواره يك حالت وجود دارد. پس طبق اصل ضرب داريم:

f (a ) f (a ) f (a ) f (a )
; A A∩ = =4

1 2
1 2 3 4

1 1 1 1 1 1

. A A A A∩ = ∩ =2 3 1 3 به همين ترتيب 1
{ }A A A f S : f (x) b ,b ,b

A A A

∩ ∩ = ∈ ≠ = ∅

⇒ ∩ ∩ =
1 2 3 1 2 3

1 2 3 0
A تعداد توابع پوشاست، بنابراين داريم: A A∪ ∪1 2 3 مقدار 
A A A S A A A

( )

∪ ∪ = − ∪ ∪

= − + + − − − + =

1 2 3 1 2 3

81 16 16 16 1 1 1 0 36
قضيـه. فرض كنيد A يك مجموعة n عضوى وB يك مجموعة 
ــند. ثابت كنيد تعداد توابع پوشاى  n باش m≥ ــرط  m عضوى با ش

f برابر است با: : A B→

n nm m
m (m )⎛ ⎞ ⎛

− − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

11 2
n nm

(m ) (m )⎞ ⎛ ⎞
− − −⎟ ⎜ ⎟

⎠ ⎝ ⎠
2 33

m nm
( )

m
− ⎛ ⎞

+ + − ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
11 11�

 { }mB b ,b , , b= 1 2 � } و  }nA a ,a , ,a= 1 2 � برهان. فرض كنيم 
ــند، آن گاه  f باش : A B→ ــى كه S مجموعة همة توابع  در صورت

. nS m=

f را محاسبه  : A B→ ــاى  در صورتى كه تعداد توابع غيرپوش
ــت  ــا را به دس ، تعداد توابع پوش S كنيم، با كم كردن اين مقدار از 

مى آوريم. براى اين منظور مجموعة زير را تعريف مى كنيم.
{ }i iA f S f (x) b ; i m= ∈ ≠ ≤ ≤1

if بنابراين  (x) b≠ x داريم  A∈ ؛ چون براى هر  A1 براى محاسبة
ib يا ... يا bm باشد، يعنى براى  ib يا 1+  f(x)مى تواند b 1 يا b 2 يا ... يا1−

f(x)، (m- 1) حالت وجود دارد. بنابراين طبق اصل ضرب داريم:

n

(m ) (m ) (m ) (m ) (m )

f (a ) f (a ) f (a ) f (a ) f (a )

− − − − −

1 2 3 4

1 1 1 1 1�

nA (m )= −1 1

⎛m است،  ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠1 ــكل Ai برابر با  از طرفى تعداد مجموعه هايى به ش

ــكل Ai برابر با تعداد زيرمجموعه هاى  زيرا تعداد مجموعه هاى به ش
يك عضوى مجموعة A است. بنابراين داريم:

m
n

i
i

m
A (m )

=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1
11

ــا را نشان مى دهد، بنابراين  ) تعداد توابع غيرپوش
m

i
i

A )
=1
∪ چون 

 i j kA A A∩ ∩ i و  j m≤ < ≤1 i براى  jA A∩ نياز به محاسبة 
ــراى  ب  i j lA A A∩ ∩ ∩� و   ... و   i j k m≤ < < ≤1 ــراى  ب

m داريم:

i
i

A
=1
∩ i و  j l m≤ < < < ≤1 �

{ }i j i jA A f S : f (x) b ,b ; i j m∩ = ∈ ≠ ≤ < ≤1
ــون براى  ، چ i j m≤ < ≤1 i براى  jA A∩ ــبة  ــراى محاس ب
ــواره  ــراى f(x) هم ــن ب ، بنابراي i jf (x) b ,b≠ ــم x داري A∈ ــر  ه

(m- 2) حالت وجود دارد. پس طبق اصل ضرب داريم:

n

(m ) (m ) (m ) (m )

f (a ) f (a ) f (a ) f (a )

− − − −

1 2 3

2 2 2 2�

n
i jA A (m )∩ = −2

 i j m≤ < ≤1 i براى  jA A∩ ــكل  تعداد مجموعه هايى به ش
ــكل برابر با  ــت، زيرا تعداد مجموعه هايى به اين ش ⎛m اس ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠2 برابر با 

تعداد زيرمجموعه هاى دوعضوى مجموعة A است. بنابراين داريم:
n

i j
i j m

m
A A (m )

≤ < ≤

⎛ ⎞
∩ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1
22

به همين ترتيب خواهيم داشت:
n

i j k
i j k m

m
A A A (m )

≤ < < ≤

⎛ ⎞
∩ ∩ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

1
33



                                                                                            انديس

   

(m

i j l
i j l

A A A
≤ < < <

∩ ∩ ∩
1 �

�

)

n

m

m
(m (m ))

m
−

≤

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞

∑
1

11
�����

    
  

nm
m

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟−⎝ ⎠

11

و بالاخره داريم:             
m

i
i

A
=

=
1

0∩

 تعداد توابع پوشاست، بنابراين داريم:
m

i
i

( A )
=1
∪ مقدار 

m m

i i
i i

( A ) S ( A )
= =

= −
1 1
∪ ∪

m
n

i i j i j k
i i j m i j k m

m ( A A A A A A
= ≤ < ≤ ≤ < < ≤

= − − ∩ + ∩ ∩∑ ∑ ∑
1 1 1
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(m )

m
m m

i j l i
i j l m i

( ) A A A ( ) A )

−

−

≤ < < < ≤ =

− + − ∩ ∩ ∩ + −∑
1

1

1 1
1 1

������

� � ∩
                                                                                         انديس

m
n

i
i

m
( A ) m

=

= −
1
∪ n n n

m n

m m
(m ) (m ) (m )

m
( )

m
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ + − ×⎜ ⎟−⎝ ⎠
1

1 2 31 2 3

1 11�

ــا از مجموعة پنج عضوى A به مجموعة  مثال. تعداد توابع پوش
چهارعضوى B چندتاست؟

حل.
A n , B m= = = =5 4

ــا از مجموعة n عضوى A به  با توجه به فرمول تعداد توابع پوش
n) داريم: m)≤ مجموعة m عضوى B با شرط 

i
i

( A ) ( ) ( ) ( )
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4
5 5 5 5

1

4 4 44 4 1 4 2 4 31 2 3∪
=1024-972+192-4=240                          

يك مسئلة كاربردى از تعداد توابع پوشا
مسئله. گروه رياضى يك انتشاراتى، شش طرح مختلف مربوط 
به تأليف كتاب هاى كمك آموزشى دارد كه پنج گروه تأليف، متقاضى 
اجراى قسمت هاى مختلف هر طرح هستند. براى تقويت بنية علمى 
كتاب ها، بهتر است هر پنج گروه روى قسمت هاى مختلف هر طرح 
ــد. به چند راه مى توان با اين پنج گروه قرارداد منعقد كرد  كار كنن
به طورى كه براى انجام هر طرح، هر گروه قرارداد جداگانه اى داشته 

باشد.
ــج گروه طبق  ــه مى توان با اين پن ــداد قراردادهايى ك حل. تع
ــا از مجموعة  ــئله منعقد كرد برابر با تعداد توابع پوش ــرايط مس ش
ــت. بنابراين با فرض  ــش عضوى A به مجموعة پنج عضوى B اس ش
 ، { }B b ,b ,b ,b ,b= 1 2 3 4 5 و   { }A a ,a ,a ,a ,a ,a= 1 2 3 4 5 6 ــه  اين ك

تعداد توابع پوشا از A به B را پيدا مى كنيم:

i
i

( A ) ( )
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

5
6

1

55 5 11∪ ( ) ( )

( )

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − = − + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

6 6 6

6

5 55 2 5 32 3
5 5 4 15625 20480 7290 640 5 18004

پى نوشت ها
عنوان  تحت  پيش دانشگاهى  گسسته  رياضى  كتاب  در  تابع  از  تعريف  اين   .1

«نگاشت» آمده است.
2. اصل ضرب: فرض كنيم عملى در k مرحلة متوالى انجام مى گيرد به طورى كه 
در مرحلة اول با r 1 راه مختلف، در مرحلة دوم با r 2 راه مختلف و... و در مرحلة 

معرفى وبگاه هاى رياضى جهان احسان يارمحمدى
Calculus Applet :اسم وبگاه

http://www.calculusapplet.com :نشانى وبگاه

ــامل عنوان هاى  ــايت Calculus Applet ش ــى س ــة اصل صفح
ــت كه هريك از اين عناوين حاوى مطالب ارزنده  گوناگون زير اس

و مفيدى دربارة موضوعات رياضى است.
(Continuity and Limits) پيوستگى و حدود ■

■ نماى غيررسمى و نمودارى از پيوستگى 
(An Informal, Graphical View of Continuity)

(Intermediate Value Theorem) قضية مقدار ميانى ■
(Informal View of Limits) نماى غيررسمى از حدود ■

■ حدود يك طرفه و دوطرفه و مواردى كه حدود وجود ندارد 
(One-and Two-Sided Limits and When Limits Fail to Exist)

(Limits and Infinity) حد در بى نهايت ■
(Table View of Limits) نماى جدولى از حدود ■

(Formal Definition of Limits) تعريف رسمى از حدود ■
■ تعريف پيوستگى با استفاده از حدود 

(Definition of Continuity Using Limits)
(Introduction to the Derivative) مقدمه اى بر مشتق ■
(Differentiation Short Cuts) ميان برهاى مشتق گيرى ■
(Applications of Differentiation) كاربردهاى مشتق ■

(Constructing Anti-derivatives) ساخت پادمشتق ■

بقيه در صفحة 67

k ام با rk راه مختلف انجام پذيرد. در اين صورت اين عمل مى تواند به طور كلى 
kr راه مختلف انجام گيرد. r r× × ×1 2 � با 
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نويسنده: تونى كريلى1حسابان
ترجمه: غلامرضا ياسى پور

حسـاب يا حسـابان2 روشـى در محاسـبه است. 
رياضى دان هـا گاهى دربـارة «حسـاب منطق»3، 
«حسـاب احتمال»4 و غيره سـخن مى گويند. اما 
همه توافق دارند كه درواقع يك حسـابان محض 
و سـاده، وجود دارد، كه لاتيـن آن با حرف بزرگ 

C 5  املا مى شود.

x

uuuu

OOOO

A

ــش مى آيد كه  ــت. كم پي ــابان، محور اصلى رياضيات اس حس
ــه با كميت ها  ــا اقتصاددانانى ك ــان ي ــمندان، مهندس امروزه، دانش
ــابان، با آن همه كاربردهاى وسيعش، روبه رو  سروكار دارند، با حس
نشده باشند. از لحاظ تاريخى اين دانش با ايزاك نيوتن6 و گاتفريد 
ــت كه راه گشاى آن در قرن هفدهم بودند؛  لايب نيتس7 وابسته اس
دانشمندانى كه نظريه هاى مشابهشان به نزاعى حق تقدمى در اين 
ــيده شد كه كدامشان كاشف حسابان بوده است. درواقع،  مورد كش
هر دو آن ها مستقلاً به محاسباتشان رسيده بودند، گرچه روش هاى 

آنان كاملاً متفاوت بود.
ــد.  ــترده بدل ش ــابان به موضوعى گس از آن زمان به بعد، حس
ــور او بايد  ــى مى پيچيد كه به تص ــه پر و پاى روش هاي ــل ب هر نس
ــى كه بالغ  ــل جوان تر آن را بياموزد. اين روزها كتاب هاى درس نس
ــامل مطالب فوق العادة بسيارى در اين باره  ــده، ش بر هزار صفحه ش
ــده ها، آن چه مطلقاً اساسى است  ــتند. اما در مورد اين اضافه ش هس
ديفرانسيل گيرى8 و انتگرال گيرى9 دوقلوهاى واقع در رأس حسابان، 
 differentialis مطابق با تقرير نيوتن و لايب نيتس اند. اين كلمات از
ــل گرفتن يا جدا كردن) و integralis (مجموع اجزا يا به هم  (تفاض

آوردن) لايب نيتس گرفته شده اند.
ــرى تغيير10 و  ــيل گيرى با اندازه گي ــلاح فنى، ديفرانس در اصط
ــروكار دارد، اما درخشش  ــطح11 س انتگرال گيرى با اندازه گيرى س

ــت كه دو  ــابان، از اين روس ــكوه اين دو گوهرِ واقع در تاج حس پرش
ــيل گيرى و انتگرال گيرى عكس  ــكه اند، يعنى ديفرانس روى يك س
يكديگرند. درواقع، حسابان يك موضوع و آن، نياز به دانستن هر دو 
طرف آن است. تعجب آور نيست كه «نمونة واقعى سرلشكر مدرنِ» 
گيلبرت12 و سوليوان13 در دزدان دريايى پن زانس14 با غرور، هر دو 

آن ها را اعلام مى كند:
ــع وتر، من در  ــيارى در مورد مرب ــاد بس ــا توجه به حقايق ش ب

حسابان انتگرال و ديفرانسيل مسلط ام.

ديفرانسيل گيرى
ــيفتة مطرح كردن «آزمايش هاى ذهنى»اند،  ــمندان، ش دانش
به ويژه اينشتين آن ها را دوست داشت. فرض كنيد روى پلى بالاى 
ــنگى را بيندازيم. در اين  ــتاده ايم و مى خواهيم س ــى ايس درة تنگ
ــت كه  صورت، چه اتفاقى مى افتد؟ امتياز آزمايش ذهنى در اين اس
ــت عملاً در آن جا باشيم. در اين مورد، مى توانيم كارهاى  لازم نيس
ــنگ در هوا يا ملاحظة حركت  ــى، مانند متوقف كردن س غيرممكن

آهستة آن در فاصلة كوتاهى از زمان را نيز انجام دهيم.
ــد و هيچ واقعة  ــنگ مى افت ــة جاذبه15ى نيوتن، س طبق نظري
ــنگ به طرف زمين مى آيد و در  ــت. س تعجب آورى در اين كار نيس
ــريع تر و سريع تر  ــتة كرونومترمان به جلو مى رود، س حالى كه دس
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مى افتد. امتياز ديگر آزمايش ذهنى در اين است كه در آن مى توان 
از عوامل پيچيده اى مانند مقاومت هوا صرف نظر كرد.

ــروض از زمان، مثلاً  ــنگمان در لحظه اى مف ــرعت س اكنون، س
ــدنش را  ــه ثانيه بعد از زمان رها ش هنگامى كه كرونومتر دقيقاً س
ــت  ــه مى توان اين مقدار را به دس ــت؟ چگون مى خواند، چه قدر اس
ــرعت متوسط16 را اندازه بگيريم، اما مسئلة  آورد؟ محققاً مى توان س
ــت. از آن جا كه اين آزمايش،  ــرعت لحظه اى17 اس ما اندازه گيرى س
ــنگمان را در هوا متوقف نكنيم، و  ــت، چرا س ــى ذهنى اس آزمايش
ــرى از ثانيه، فاصلة كوتاه  ــپس اجازه دهيم با در نظر گرفتن كس س
ــرى به طرف پايين حركت كند؟ در اين صورت، اگر اين فاصلة  ديگ
ــرعت متوسط را در  ــيم كنيم، س اضافى را بر زمان اضافى مان تقس
ــن، با در نظر گرفتن  ــت. بنابراي فاصلة زمانى كوتاهى خواهيم داش
ــرعت متوسط در مكانى كه  فاصله هاى زمانى كوتاه تر و كوتاه تر، س
ــرعت  ــنگ را متوقف كرده ايم، نزديك تر و نزديك تر به س در آن س
ــور، ايدة مبنايى نهفته در پس  ــود. فرايند حدى مزب لحظه اى مى ش

پردة حسابان است.

ــت وسوسه شويم زمان اضافى كوتاهى برابر با صفر را  ممكن اس
در نظر بگيريم. اما در آزمايش ذهنى مان، سنگ اصلاً حركت نكرده 
ــراى انجام آن نگرفته  ــنگ فاصله اى را نپيموده و زمانى ب ــت. س اس
ــت! اين كار سرعت متوسط را به ما مى دهد كه اسقف برِكلى18،  اس
فيلسوف ايرلندى، آن را به عنوان «ارواح كميت هاى مرحوم» مشهور 
كرده است. اين عبارت را نمى توان معين كرد، زيرا در عمل بى معنا19 
به نظر مى رسد، زيرا با در پيش گرفتن اين مسير به ورطه اى عددى 

رهنمون مى شويم.
ــرفت بيش تر به نمادهاى بيش ترى نيازمنديم. فرمول  براى پيش
ــيدن به آن جا را  ــقوط و x، زمان رس دقيق پيوند دهندة y، فاصلة س

گاليله استخراج كرده است:
 y=16× x 2

ــه واحدهاى  ــت ك ــده اس ــه اين علت ظاهر ش ــل «16» ب عام
ــد. اگر مثلاً بخواهيم بدانيم  ــده فوت و ثانيه ان اندازه گيرى انتخاب ش
ــقوط كرده است، خيلى ساده،  ــنگ در 3 ثانيه تا چه فاصله اى س س

x=3 را در فرمول فوق قرار مى دهيم و پاسخ را محاسبه مى كنيم.
y=16×32=144 فوت

ــنگ را در زمان x=3 محاسبه  ــرعت س اما چگونه مى توانيم س
ــر بگيريم و ملاحظه  ــد 0/5 ثانية ديگر را در نظ ــم. اجازه دهي كني
كنيم سنگ مورد نظر بين 3 و 3/5 ثانيه چه قدر حركت كرده است. 

سنگ در 3/5 ثانيه به اندازة 
y=16×3/52=196 فوت

حركت مى كند، بنابراين بين 3 و 3/5 ثانيه، x «144-196»، يعنى 
52 فوت سقوط كرده است. از آن جا كه سرعت برابر تقسيم فاصله 
بر زمان است، سرعت متوسط در اين فاصلة زمانى عبارت است از:

/ =52 1040 5 متر بر ثانيه 
اين مقدار نزديك به سرعت ثانيه اى در x=3 است، اما مى توان 
ــت. اين استدلال  گفت 0/5 ثانيه اندازه اى به قدر كافى كوچك نيس
ــلاً 0/05 ثانيه، تكرار و ملاحظه  ــا فاصلة زمانى كوچك ترى، مث را ب

مى كنيم كه فاصلة سقوط عبارت است از:
متر 4/84=148/84-144

كه سرعت متوسط زير را به دست مى دهد:
/ // =4 84 96 80 05 متر بر ثانيه 

درواقع، اين مقدار به سرعت لحظه اى سنگ در 3 ثانيه (هنگامى 
كه x=3) نزديك تر است.

اكنون بايد خطر كنيم و مسئلة محاسبة سرعت متوسط سنگ 
ــدازه بگيريم. در اين  ــد در x+h ثانيه ان ــه و كمى بع ــن x ثاني را بي
ــاد، درمى يابيم كه اين  ــى كلنجار رفتن با نم ــورت، پس از اندك ص

مقدار عبارت است از:
16×(2x)+16× h

ــر كنيم، مثل زمانى كه  ــى كه h را كوچك تر و كوچك ت هنگام
ــه 0/05 كرديم، ملاحظه مى كنيم كه جملة اول  در رفتن از 0/5 ب
عبارت، بى تغيير باقى مى ماند (زيرا شامل h نيست) و جملة دوم آن 

كوچك تر و كوچك تر مى شود. در اين صورت نتيجه مى گيريم:
v=16×(2 x)

ــنگ در زمان x است. براى  ــرعت لحظه اى20 س كه در آن v س
ــرعت لحظه اى سنگ پس از 1 ثانيه (زمانى كه x=1) برابر  مثال، س

است با:
فوت بر ثانيه 32=(1×2)×16

و پس از 3 ثانيه عبارت است از (3×2)×16 كه 96 فوت بر ثانيه 
را به دست مى دهد.

در صورتى كه فرمول فاصلة گاليله، يعنى y =16× x 2  را با فرمول 
 x 2 مقايسه كنيم، تفاوت اساسى، تغيير v=16×(2 x) ــرعت، يعنى س
ــيل گيرى، يعنى گذشتن از  ــت. اين تغيير، تأثير ديفرانس به x 2 اس

y x

144

196 3/5

3

فاصلهزمان
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u  را جريان22 و  x= 2	 ــن  ــت. نيوت u اس x= 2	 ــتق21  u=x 2 به مش
متغير x را جارى23 مى ناميد، زيرا برحسب كميت هاى جارى شونده 
 du x

dx
=

∫

2 مى انديشيد. امروزه، اغلب u=x 2 و مشتق آن را به صورت 
ــيم. تداوم كاربرد اين نمادنويسى، كه ابتدا لايب نيتس آن  مى نويس
را معرفى كرد، موفقيت «d» گرايى لايب نيتس را بر كُهلى گرايى24 

نيوتن نشان مى دهد.

ــقوط كننده يك مثال بود، اما در صورتى كه عبارات  ــنگ س س
ــرد، مى توانيم  ــاى آن ها قرار گي ــيم كه u به ج ــته باش ديگرى داش
هم چنان مشتق آن ها را محاسبه كنيم، كارى كه مى تواند در ساير 
ــد. در اين مورد الگويى موجود است: مشتق  ــودمند باش زمينه ها س
ــه با توان يك واحد كم تر  ــك جمله از ضرب توان آن در آن جمل ي

به دست مى آيد.

انتگرال گيرى
اولين كاربرد انتگرال گيرى در اندازه گيرى سطح بود. اندازه گيرى 
سطح زير يك خم، با تقسيم آن به نوارهاى مستطيل شكل تقريبى، 
ــاى dx، انجام مى گيرد. در اين صورت، با اندازه گيرى  هريك با پهن
ــان با هم، «مجموع» و درنتيجه،  ــطح هر يك از آن ها و جمعش س
ــت مى آوريم. لايب نيتس نماد S، را كه به جاى  ــطح كل را به دس س
ــت.  ــدة ∫ معرفى كرده اس مجموع قرار مى گيرد، به صورت بزرگ ش
 ،A است، بنابراين udx سطح هريك از نوارهاى مستطيل شكل برابر

. x
A udx= ∫0 سطح زير خم، از 0 تا x، برابر است با 

ــد، سطح مورد نظر با  در صورتى كه خم ما عبارت از u=x 2 باش
ترسيم نوارهاى مستطيل شكل باريك در زير خم، جمع آن ها براى 
ــطح تقريبى و به كار بردن فرايند حدى در مورد پهناى  محاسبة س
ــطح دقيق، يافت مى شود. اين پاسخ،  آن ها براى به دست آوردن س

سطح زير را به دست مى دهد:
xA =

3

3

 (u ــارات ديگر براى ــاوت (و بنابراين عب ــورد خم هاى متف در م
ــتق، براى  ــابه مش ــبه كرد. مش هم چنان مى توان انتگرال را محاس
ــود دارد. انتگرال مورد  ــز الگويى منظم وج ــرال توان هاى x ني انتگ
ــزودن 1 براى  ــين به اضافة 1» و اف ــيم بر «توان پيش بحث از تقس

به دست آوردن توان جديد حاصل مى شود.

دستاورد درخشان
ــيل گيرى كنيم  xA ديفرانس =

3

3
ــه از انتگرال  در صورتى ك

u=x 2 اوليه را به دست مى آوريم و در صورت انتگرال گيرى از مشتق 
ــيل گيرى  ــيم. يعنى ديفرانس ــز به u=x 2 اوليه مى رس du ني x

dx
= 2

ــى  ــت؛ موضوعى كه به عنوان قضية اساس ــس انتگرال گيرى اس عك
ــر  ــود و يكى از مهم ترين قضاياى سراس ــناخته مى ش ــابان ش حس

رياضيات است.
ــابان، هيچ ماهواره اى در مدار قرار نمى گرفت و هيچ  بدون حس
ــيد. هم چنين آمار به صورت  ــامان نمى رس نظريه اى در اقتصاد به س
بسيار متفاوتى مطرح مى شد، زيرا هرجا كه با تغيير سروكار داريم، 

حسابان را خواهيم يافت.

پى نوشت
1. Tony Crilly

2. calculus

3. calculus of logic

4. caluculus of probability

5. Calculus

6. Isaac Newton

du/dxu

2 xx 2

3 x 2x 3

4 x 3x 4

5 x 4x 5
......

nxn-1xn 

x

u

O

A

x

udx∫
0

u

x 3/3x 2

x 4/4x 3

x 5/5x 4

x 6/6x 5
......

xn+1/(n+1)xn 
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7. Gottfried Leibnitz

8. differentiation

9. integration

10. change

11. area

12. Gilbert

13. Sullivan

14. The Pirates of Penzance

15. theory of gravity

16. average speed

17. instantaneous speed

18. Bishop Berkeley

19. meaningless

20. instantaneous velocity

21. derivative

22. fluxion

23. fluent

24. dotage

25. Zeno

26. Cauchy

27. Riemann

28. Lebesque

چند تاريخچه

حدود 450 قبل از ميلاد: زنون25 
با پارادوكسى، بى نهايت كوچك ها 

را دست مى اندازد.

دهة 1660- دهة 1670 ميلادى: نيوتن و لايب نيتس، 
اولين قدم ها را به سوى حسابان برمى دارند.

1734 ميلادى: برِكلى به ضعف هاى اساسى 
توجه مى دهد.

دهة 1820 ميلادى: 
كوشى26 نظرية مورد بحث 
را به گونه اى دقيق تنظيم 
مى كند.

1854 ميلادى: ريمان27 
انتگرال ريمان را معرفى 
مى كند.

1902 ميلادى: لبُك28 
نظرية انتگرال لبُك را 
پايه گذارى مى كند.
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ميزگرد بيستمين سالگرد مجله برهان

اشاره
ــى. ايامى از  ــى ثلث عمر آدم ــت، زمانى طولانى، به روايت ــال گذش ــت س بيس
ــتيم  ــال پيش دور هم نشس ــت س مهمترين دوران زندگى ما، ما چند نفر كه بيس
ــال از  ــت س و مجلة برهان را پايه گذارى كرديم. مجله اى كه مقالاتش، برهان بيس

بهترين دوران زندگى ماست.
ــه پرداخته ايم. آن چه گفته ايم  ــه درد دل با خوانندگان مجل ــت، ب در اين نشس
ــهريارى تجليل به عمل آوريم.  ــتاد پرويز ش ــتيم از اس صميمانه ادا كرده ايم. خواس
ــان كنيم  به آقاى اميرى بگوييم قدر زحماتتان را مى دانيم، به آقاى صدر خاطرنش
ــتمى قدردانى كنيم، به آقاى قندهارى دست مريزاد  ــان داريم. از آقاى رس دوستش
ــرقى را تحسين كنيم، از آن ها  كه با ما بودند و اكنون  ــمى و ش بگوييم، آقايان هاش
ــتند يادى كنيم، از خاطراتمان بگوييم، و خلاصه هرچه دل تنگمان مى خواهد  نيس
ــدرا، به خاطر اين توفيق كه نصيب مان كرده  ــكر خداون به زبان آوريم و بالاخره، ش

به جا آوريم، و اينك اين شما و اين حاصل نشست صميمانة ما.

بيست سال حركت و تلاش
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ــود كه بعد از چاپ  ــت اين ب چيزى كه براى من اهميت داش
پنج يا شش شماره از مجله استاد مجله خودشان به نام آشنايى با 
ــتى با رياضيات بود، بعد تبديل به آشنايى  رياضيات (البته اول آش
ــد. وقتى من علت  ــد) را به حالت تعطيل درآوردن ــا رياضيات ش ب
ــوان دارم در  ــه من هرچه ت ــؤال كردم، گفتند ك ــان س را از ايش
ــيم.  ــت در اين جا متمركزتر باش ــان صرف مى كنم و بهتر اس بره
ــان با مجله؛ چون  ــتمر ايش يعنى يك چيزى بالاتر از همكارى مس
ــى كه براى اين مجله قائل بودند، مجله  به خاطر همكارى و ارزش
ــوازى كارى يا تمركز  ــايد م ــان را به دلايلى كه گفتند (ش خودش
ــتاد،  از  ــل كردند. به هر صورت، اس ــان) تعطي ــر روى بره بيش ت
ــه براى  ــديد، هميش ــما وارد جمع ما ش همان روزهاى اول كه ش
ــتيم در هيئت تحريريه با شما بنشينيم  آن لحظاتى كه مى خواس
ــاعت و  ــمارى مى كرديم و منتظر بوديم آن تاريخ و آن س لحظه ش
ــاعت ها تمام  ــت آن س ــد و بعد هم دلمان نمى خواس آن روز برس

بسم االله الرحمن الرحيم و به نستعين. نزديك بيست سال پيش، آقاى اميرى، سردبير مجله برهان با آقاى سيد 
ــتند تا مجله اى به نام مجله رياضى (زيرا آن زمان هنوز اسمش  ــتمى جلسه اى گذاش ــوى و بنده و آقاى رس موس
ــر كنند. آقاى اميرى پيشنهاد كردند كه از آقاى استاد شهريارى هم دعوت به عمل بيايد.  ــخص نبود) را منتش مش
ــهريارى، كلمه برهان را براى نام مجله انتخاب  ــان تشريف آوردند و به پيشنهاد آقاى استاد ش ــه بعد ايش جلس
كردند. البته متوجه شديم كه اين كلمه در قرآن هم آمده است. «قُل هاتوُا برُْهانكَُم»، يعنى اگر اين جا 
حرفى داريد با استدلال وارد شويد. افراد ديگرى در جلسات بعد اضافه شدند، ازجمله آقاى قندهارى 
و آقاى هاشمى موسوى، آقاى قمصرى و آقاى عابدى هم با مجله همكارى داشتند. بعد هم آقاى صدر 

و سپس آقاى شرقى آمدند. همكاران جديد يكى از يكى بهتر بودند، يعنى باعث خوشحالى بودند.
بنده اگر بخواهم يك خاطره از مجله برهان بگويم، يك خاطره اى مى گويم كه مربوط به همه است، يعنى همه ما آن را يك خاطره 
خوب مى دانيم. از زبان همه صحبت مى كنم. يك خاطره همكارى مداوم استاد شهريارى است كه در هر موقعيتى ارتباطش را با مجله 
برهان و جلسات ما قطع نكردند و براى همه ما افتخار بزرگى است. خاطره ديگر، ادب و محبت آقاى اميرى سردبير مجله است كه اين 
ــت سال پيش تاكنون دور هم جمع مى شوند و براى مقالات  ــت؛ جمعى كه از حدود بيس ــته اس جمع را تا به حال در كنار هم نگه داش

مجله تصميم مى گيرند و به كار مشغول اند. با اين مقدمه، رشته سخن را به خود آقاى اميرى مى دهم.

من دلم مى خواست آخرين نفرى باشم كه صحبت مى كنم و بيش تر از صحبت هاى اساتيد محترم استفاده 
ــه) راجع به اعضاى هيئت تحريريه  ــارات مدرس ــت وقتى كه با حاج آقا برادرى (معاونت انتش ببرم. خاطرم هس

ــتفاده كنيم كه بيايند و به جمع ما، به اين مجله و به  ــانى اس ــيديم از كس صحبت كرديم، به اين نتيجه رس
ــارى بگيرند. اولين گزينه اى كه به  ــن مجله اعتبار بدهند، نه اينكه خداى نكرده بيايند و اعتب ــر اي ناش
ــان صحبت كردم (كه هميشه در ذهنم  ــهريارى بودند. وقتى اولين بار با ايش ــيد استاد ش ذهنمان رس
باقى مانده و باقى خواهد ماند) كه تلفنى هم صحبت كردم، به ايشان گفتم مجله اى رياضى مانند يكان 
مى خواهيم منتشر كنيم. ايشان گفتند يعنى يك چيزى شبيه يكان؟ گفتم: بله. گفتند: خيلى خوب 

ــد، جلسه اى با ايشان گذاشتيم كه فكر مى كنم آقاى رستمى  ــت، من هم موافقم. اگر خاطرتان باش اس
ــريف داشتيد، آقاى سيد موسوى هم بودند. بهتر است، آقاى شهريارى خودشان بگويند  ــه تشريف داشتند، شما هم تش هم در آن جلس
كه آن موقع چه فكر مى كردند؟ آيا فكر مى كردند بيست سال بعد اين طور بشود؟ يا انگيزه شان از ورود به اين عرصه و جمع ما (جمعى 

كه نمى شناختند) چه بود، زيرا بيش تر افراد اين جمع را نمى شناختند. 
شود، مثل الآن كه دلمان نمى خواهد اين ساعتى كه اين جا هستيم 
ــود. حالا من دلم مى خواهد اگر شما هم چيزى در ذهنتان  تمام ش

هست يا  خاطراتى داريد، نقل كنيد؟
ــتاد شهريارى: شما قسمتى از آن را فرموديد ديگر احتياجى  اس

به من نيست. به نظر من اگر ديگران صحبت كنند، كافى است.
ــما همه شماره هاى مجله آشنايى با رياضيات را  آقاى اميرى: ش

داريد؟ يادتان هست كه تعطيل شد؟
آقاى شهريارى: يادم نيست. همه شماره ها را به صورت يك دوره 

صحافى شده دارم.
ــانى كه آن دوره با شما همكارى مى كردند  آقاى اميرى: از كس
ــانى هستند كه با شما ارتباط داشته  و مقاله مى دادند، هنوز هم كس

باشند؟ البته مثل اينكه بيش تر مقالات را خود شما مى نوشتيد....
آقاى ياسى پور: فكر راه اندازى مجله برهان از چه كسى بود؟ 

آقاى اميرى: مال خودم بود، من اول به آقاى فريدون1 پيشنهاد 

بسم االله
ــوى موس
ــخص مش
ــه جلس
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ــود با  كردم، آقاى فريدون مخالفت كردند. بعد گفتم حالا اگر مى ش
آقاى چينى فروشان2 مطرح كنيد. من روحيات ايشان را نمى شناختم، 
ــما مطرح  ــت، ديگر گفتم ش ولى چون فكر مى كردم آخرين تير اس
كنيد، ايشان هم فكر نمى كرد آقاى چينى فروشان بپذيرند يا اين طور 
مُصر باشند. در جلسه اى گفت، فلانى هم پيشنهاد چاپ مجله دارد. 
ــان گفتند چه مجله اى؟ گفتم مجله رياضى در مايه هاى يكان.  ايش
ــته رياضى در  ــان هم كه به دليل تحصيل در رش آقاى چينى فروش
دبيرستان و مهندسى در دانشگاه از خواننده هاى مجله يكان بودند، 
ــان صدا كردند و گفتند: من هرجور بخواهى  بلافاصله مرا به دفترش
ــتيبانى ات مى كنم، اصلاً نترس و مجله را راه بينداز و به حاج آقا  پش

فريدون هم گفتم كه مقدمات كار را برايت فراهم كند.
من براى شروع كار به دنبال اعضاى هيئت تحريريه بودم. آن زمان 
در آموزشگاه علامه تدريس مى كردم و در زمان دانش آموزى ام كتاب 
جبر و آناليز آقاى قندهارى را خوانده بودم، بعد فهميدم ايشان آن جا 
درس مى دهند و در يك روز با هم درس مى داديم. رفتم پيش آقاى 
ــان خواهش كردم كه به جمع ما بپيوندند. ايشان  قندهارى و از ايش
گفت: روى اين قضيه فكر مى كنم، تلفنشان را دادند و من زنگ زدم 

و بعد گفتند باشد.
آقاى رستمى يك كتابى را براى چاپ به انتشارات مدرسه آورده 
ــئول گروه رياضى بودم،  ــود؛ «كتاب جبر پايه». چون من آن جا مس ب

من بيش تر مى نوشتم و ديگران هم بودند. 
ــتى با رياضيات»  ــا با هر دو نام «آش منته
ــنايى با رياضيات» روى هم هفتاد  و «آش

شماره چاپ شد. 

استاد دكتر پرويز شهريارى

ــيار  ــد كه من نظر بدهم و الحق والانصاف كتاب بس به من ارجاع ش
ــت. بعد از  با ارزش و خيلى پرمحتوايى بود و در آن دوره نظير نداش
ــتم كه در اين زمينه به من كمك كنند. آن موقع  آن از ايشان خواس
فكر نمى كردم تخصص ايشان در هندسه بيش تر از جبر باشد، ولى با 
همان يك كتاب متوجه شدم كه قلم و كارشان با ديگران فرق دارد.

ــان ارتباط داشتم، و  ــيد موسوى در مدرسه تيزهوش با آقاى س
ــى درس مى داديم. آن موقع ما خدمت  ــه علامه حل با هم در مدرس
ــى پور درس منطق رياضى را فرا مى گرفتيم. من بودم و  ــتاد ياس اس
ــوى و آقاى نوذرى. ما آن جا به آقاى سيد موسوى  ــيد موس آقاى س

گفتيم، شما هم بيا، قرار است آقاى شهريارى هم بيايند.
ــم مجله را چه  ــأت تحريريه گفتيم كه اس ــه هي در اولين جلس
بگذاريم. اگر خاطرتان باشد خودم كلمه «مبين» را پيشنهاد كردم. 
ــم مجله را بگذاريم «برهان».  ــنهاد كردند اس ــهريارى پيش آقاى ش
ــان بيرون آمد، همه  ــان به كار رفت و از دهان ايش ــى كلمه بره وقت
ــم  ــان را فراموش كردند و گفتند بهترين اس ــاى پيشنهادى ش نام ه
ــت. اسم بايد يك كمى هم ژورناليستى باشد، مثل  ممكن همين اس
ــام مجله را برهان بگذاريم. من  ــد ن يكان كه در ذهن بماند. قرار ش
ــر تأليف هم خواهش كردم  ــتان دفت آن موقع از يكى دو نفر از دوس
ــا بپيوندند تا از آن ها مقاله بگيريم، كه مقاله اى ندادند و  به جمع م
شايد كه كمى محافظه كارانه عمل كردند. شايد فكر نمى كردند كه 
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ــيد موسوى  ــرعت و به اين خوبى پا بگيرد. آقاى س مجله به اين س
ــه از جمع ما گريخت، چون خيلى روحيه كار  ــه جلس بعد از دو س
جمعى نداشت و عذرخواهى كرد و از جمع ما رفت و آقاى هاشمى 
ــه دادن يك كتاب يا  ــان هم به بهان ــدند. ايش ــه جمع ما اضافه ش ب
ــايد در مورد دترمينان) به دفتر آمده بودند. با ايشان  يك جزوه (ش
ــم صحبت كرديم، ديديم كه خيلى علاقه مند به رياضيات اند و از  ه

طرفى روحياتشان هم با روحيات ما مى خواند.
فكر مى كنم پس از چاپ چهارده يا پانزده مجله بود كه احساس 
كرديم مجله بايد يك سازمان مستقل پيدا كند و فكر مى كنم از آغاز 
ورود آقاى صدر، ديگر وضعيت مجله ما دگرگون شد. ايشان مجله   ما 
ــه يك مجله خيلى وزين تبديل كردند. خيلى كارها كه براى من  را ب

سخت بود ايشان انجام مى دادند.
آقاى ياسى پور: آقاى شرقى كى تشريف آوردند؟

آقاى اميرى: زمان ورود ايشان كمى بعد از آقاى صدر بود. آقاى 
شرقى به واسطه المپيادها وارد مجله شد.

آقاى شرقى: ما از خيلى پيش تر از آن هم ارتباط داشتيم. سال 74 
بود و شما يك كتابى را به من داديد و فرموديد آقاى رستمى نوشته اند. 

فكر مى كنم از شماره 25 به طور رسمى وارد جلسات شما شدم.
آقاى صدر: من فكر مى كنم از شماره 20 بود كه به جمع هيئت 
ــتم. قبل از آن آقاى هاشمى موسوى يك سال مدير  تحريريه پيوس

داخلى مجله بود. 
ــن فكر مى كنم  ــهريارى، مطلبى كه م ــرى: آقاى ش ــاى امي آق
ــتان راجع به آن صحبت كنند، تأثيراتى است كه اين مجله در  دوس

جامعه داشته و دارد.
ــهريارى: به هر حال اين را شما بايد بگوييد كه بيش تر  آقاى ش

ارتباطات داريد؛ شما يا آقاى صدر.
آقاى اميرى: در طى اين سال ها، خيلى وقت ها كتاب درسى عوض 
مى شد و ما مى ديديم كه يك مقاله يا يك موضوع در آن است كه حالا 
به دليل محدوديت هايى كه در تأليف كتاب هاى درسى وجود دارد، بايد 
خيلى بيش تر باز شود و مجله در اين گونه موارد نقش خودش را خيلى 

خوب بازى مى كرد. ما كسانى را داشتيم كه به ما مقاله مى دادند، مثل 
ــت و همان مقاله آغاز  ــن آقاى صدر كه براى من يك مقاله نوش همي
آشنايى ايشان با ما بود. مقاله ايشان درباره شكل هاى توپولوژيكى بود 
ــكل دارد و در فضاى ديگر، اين  كه در فضاى متريك معمولى يك ش
ــود و بحث هاى توپولوژى ديگر،  ــكل ديگرى ظاهر مى ش معادله به ش
من ديدم كه اين مقاله براى بچه هاى دبيرستانى كمى سنگين است. 
ــنگين است،  ــان ارتباط برقرار كردم و گفتم اين مقاله كمى س با ايش
شما قلمت خوب است و كارى كه مى كنى باارزش است، به اين كارت 
ادامه بده و يك مقاله ديگر در اين زمينه ها برايمان بنويس. بعد ايشان 
يك مقاله ديگر به نام «هم ارزى مجموعه ها» برايمان نوشت. آن مقاله 
اشكالاتى داشت و اين گونه مقالات در هيئت تحريريه مطرح مى شد. 
ــان برگردانديم و گفتيم چكش كارى كند. خلاصه  بعد مقاله را به ايش
ــان  ــان را برديم و آورديم تا بالاخره مقالة ايش چهار، پنج دفعه ما ايش
ــتون به آن اضافه كردم و چاپ  ــماره 15 كه خودم هم يك س در ش
ــد. خوب ايشان از يك مقاله شروع كرد كه يك ستونش را هم من  ش
نوشتم، ولى الآن از خود بنده خيلى بهتر مى نويسد، يعنى اين مجله 
باعث و بانى اين امر شد. مثال ايشان افراد زيادى بودند. الآن در چندتا 
ــماره هاى مجله، افراد ثابتى مثل آقاى عنايت االله راستى، يا خانم  از ش
ــتند. آقاى  اكبرى زاده مقاله دارند كه دبيران رياضى خيلى خوبى هس
ــروع كرد و الآن چندين  ــان يارمحمدى از اراك با يك مقاله ش احس
مقاله اش در برهان چاپ شده و بچه ها از آن استفاده مى كنند. به هر 

حال تأثيرات اين مجله در جامعه خيلى خوب بوده است. 
ــتاد رستمى هم هستيم. خوشحال مى شويم  حالا در خدمت اس
از صحبت هاى شيرينشان استفاده كنيم. مى توانيم بگوييم، ايشان از 
پايه گذاران اصلى مجله هستند. هميشه زحمت بخش هندسه مجله، 
با ايشان بوده است. من و همه دوستان از رهنمودهاى ايشان خيلى 
ــتفاده كرديم، و همكارى ايشان باعث افتخار همه ماست. من در  اس
ــت اندركاران رياضى بودند،  يك جمع ديگرى هم كه از بزرگان و دس
عرض كردم كه در زمينه هندسه در عصر معاصر، زحمتى كه ايشان 

در دايرة المعارف هندسه كشيدند واقعاً كم نظير بلكه بى نظير است.

ــردبير محترم مجله رشد رياضى برهان، فرمودند. من تشكر مى كنم. بنده  ــيارى از مطالب را آقاى اميرى، س بس
ــتانى كه در اين جمع بودند،  ــاگردى بودم در جمع دوستان. واقعيت اين است كه از نظر تك تك دوس ــه ش هميش
استفاده بردم، به خصوص استاد شهريارى كه از قبل، چه زمان تحصيل و چه زمان دبيرى ام از كتاب هاى ايشان 
استفاده مى كردم كه راهنماى ما بود و بعد هم، از شروع مجله برهان كه در خدمت ايشان بوديم فيض بردن 

ما از نظرات و راهنمايى هاى ايشان به مراتب بيشتر شد و هنوز هم ادامه دارد. 
من موقعى كه معلم بودم با مجله يكان آشنايى داشتم و از كسانى بودم كه مجله يكان را هم مشترك 
بودم و هم به شاگردانم توصيه مى كردم كه حتماً بگيرند. با خود استاد مصحفى هم ملاقات هايى داشتم. 
دفترى داشتند در خيابان لاله زارنو تهران، كه چندبار من در آن جا پيش ايشان رفتم. هم مقاله مى داديم 
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ــاد نقش آقاى  ــد، يادم افت ــتاد فرمودن ــاى اميرى: حالا كه اس آق
ــه يك نقش محورى بوده است، يعنى  ــهريارى در جمع ما هميش ش
هميشه ايشان شمعى بودند كه ما به دور ايشان مى چرخيديم و مياندار 
ــد. يك خاطره اى دارم كه چند جا نقل كرده ام و الآن هم نقل  ما بودن
مى كنم. هيچ وقت فراموش نمى كنم كه ايشان يك بار از كانادا تشريف 
آورده بودند، فكر مى كنم 9 يا 10 سال پيش بود. طبق معمول ايشان 

به جلسه هيئت تحريريه مى آمدند كه در دفتر مجله تشكيل مى شد.
ــهر ونكوور از ايشان خواسته بودند  ــان گفتند كه دانشگاه ش ايش
ــمتى از رياضى را برعهده بگيرند، با  ــه تدريس تاريخ رياضى يا قس ك
حقوق خيلى خوب و قول اينكه مترجم در اختيارشان بگذارند. ايشان 
ــت. بعد من از  ــنگ انداخته بودند كه من كتاب هايم همراهم نيس س
ــتاد چرا نمانديد، آنجا كه شغل خوب، حقوق  ــان پرسيدم كه اس ايش
ــه آن طرف اند و تنها  ــه امكانات، اعضاى خانواده تان هم ك خوب، هم
نيستيد، چرا قبول نكرديد؟ ايشان خيلى بزرگوارانه فرمودند، اگر من 
ــتم. اين حرف  آن جا مانده بودم الآن اين جمع هيئت تحريريه را نداش
ــت تا با تلاش هرچه  ــت و مرا بر آن داش براى من خيلى ارزش داش
بيش تر سعى كنم اين جمع را حفظ كنم. وقتى شخصيتى مثل آقاى 
ــت  ــهريارى آن همه امكانات رفاهى را رها مى كند و مى گويد دوس ش

دارم در اين جمع باشم، اين براى من خيلى ارزشمند است. 
ــى پور: هوشنگ ابتهاج يك قطعه شعرى دارد كه البته  آقاى ياس
ــاعر گفته، ولى با اين داستان كه شما تعريف  آن را براى شهريار ش

براى چاپ در مجله و هم از مقالات ارزشمند يكان استفاده مى كرديم. در آن زمان همكارهاى مجله يكان اساتيد بزرگى بودند، ازجمله استاد 
شهريارى، دكتر هشترودى و ديگر دوستان كه همكارى مى كردند. بعدها متأسفانه اين مجله تعطيل شد و جاى خالى آن احساس مى شد.

ــيس يك مجله رياضى را دادند، من بسيار خوشحال شدم، زيرا اين خلأ را كاملاً حس مى كردم.  ــنهاد تأس زمانى كه جناب اميرى پيش
ــت كه مسئوليت جبر  ــتم. در اوايل تعداد افراد كمتر بود. يادم هس ــما هس ــتم، گفتم در خدمت ش به همين علت در حد بضاعتى كه داش
رشته رياضى، مثلثات رشته هاى تجربى و رياضى و هندسه و جبر رشته تجربى و تهيه مقالاتش با من بود؛ تا بعد كه ديگر دوستان مثل 
ــتان ديگر ازجمله جناب صدر و جناب شرقى و جناب هاشمى،  ــد. بعد با آمدن دوس ــان داده ش آقاى قندهارى آمدند و بخش جبر به ايش
ــد. برنامه ريزى آقاى اميرى براى مجله برهان از ابتدا با هدف رفع كمبودهاى كتاب درسى و تكامل  ــئوليت بنده محدود به هندسه ش مس
و دانش افزايى دانش آموزان، جايگاه خاصى داشت كه بايد بگويم هم برنامه ريزى اى كه ابداع كننده اش جناب اميرى بود و هم برنامه ريزى 
ــه هم سعى بر اين بوده است كه در جهت  ــش ادامه پيدا كند و هميش ــد الحمدالله تاكنون مجله نقش در هيئت تحريريه اين مجله باعث ش

تكامل و بهبود و پيشرفت قدم برداشته شود. 
ــه در درجه اول از استاد شهريارى كه  ــكر كنم به ويژه از جمع حاضر در اين جلس ــمت از صحبتم مى خواهم باز تش من در آخرين قس
مايه  افتخار اين كشور و از چهره هاى ماندگار هستند و واقعاً نهايت محبت و لطف را داشتند. خود من هم هميشه از راهنمايى هاى ايشان 
ــكر مى كنم كه با ايجاد جو صميمى  ــوب مجله، برادر عزيزمان جناب آقاى اميرى و آقاى صدر تش ــردم. بعد هم از مديريت خ ــتفاده ك اس
ــان هم هميشه از ابتدا آن چه  ــى پور كه ايش ــتاد ياس ــكل يك خانواده درآوردند. هم چنين از اس در هيئت تحريريه مجله برهان آن را به ش
ــتفاده كردم. همين طور از آقاى  ــتند و بنده خودم از راهنمايى هاى ايشان خيلى اس ــه محبت داش ــتند دريغ نكردند و هميش در توان داش
ــوى، آقاى شرقى و آقاى قندهارى و دوستانى كه به طور مقطعى كار كردند. اميدوارم هميشه در زندگى شان موفق باشند و  ــمى موس هاش

دانش آموزان اين مملكت و به طور كلى اهل فرهنگ بتوانند بهره بيش ترى از وجود اين عزيزان ببرند.

كرديد، من ياد آن بيت افتادم كه مى گويد:
شهريارا تو بمان بر سر اين خيل يتيم

پدرا! يارا! اندوه گسارا! تو بمان
آقاى رستمى: حال تا وقت است من خاطره اى از آقاى شهريارى 
ــى. من قبل از  بگويم. مطلبى يادم افتاد در مورد كتاب مكان هندس
اينكه بخواهم كتاب مكان هندسى را به صورت مستقل بنويسم، در 

مجله يك سرى مقاله در مورد مكان هندسى مى نوشتم. 
بعد به اين فكر افتاديم كه بياييم آن ها را به صورت يك مجموعه 
ــى كار مشكلى است و تا  ــته بندى مكان هاى هندس دربياوريم. دس
آن جا كه من اطلاع دارم در زمينه مكان هندسى به صورت مستقل 
كتابى نوشته نشده است. من در اين مسئله ماندم كه ما چگونه اين 

مكان ها را تقسيم بندى كنيم؟
يكى از بخش هاى چالش آفرين در هندسه، هم براى دانش آموزان 
ــت. به همين دليل با ايشان  ــى اس و هم براى دبيران، مكان هندس
ــن چيزى تنظيم كنيم چه كار  ــرح كرديم كه اگر بخواهيم چني مط
ــا آن عوامل ثابتى كه در آن ها  ــد كنيم؟ بعد آمديم مكان ها را ب باي
وجود دارد تقسيم بندى كرديم. در يكى از جلسات هيئت تحريريه 
ــهريارى را گرفتيم و از ايشان نظر خواستيم  ــتاد ش بود كه وقت اس
ــيم بندى براى  ــان لطف كردند و در ابتداى كتاب، يك تقس كه ايش
مكان ها نوشته شد كه حاصل راهنمايى هاى استاد شهريارى است.

آقاى ياسى پور: به اين قسمتى كه آقاى رستمى گفتند، مى خواستم يك 
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چيزى در مورد آقاى اميرى و آقاى صدر اضافه كنم. آقاى اميرى كه خودش 
خيلى آدم خوبى است، يك آدم خوب ديگر هم مثل خودش پيدا كرده و اين 

خيلى جالب است. من ياد اين مصراع حافظ افتادم كه مى گويد:
ادب و شرم تو را خسرو مه رويان كرد

يعنى واقعاً اين طور است. هر دو زحمت مى كشند، محبت دارند 
و ادب به خرج مى دهند. آقاى صدر هم مثل آقاى اميرى است. اين 
زوجى كه عهده دار كارهاى اصلى مجله اند، به عنوان سردبير و مدير 

داخلى، هر دو خيلى با هم جور شده اند. از هر دو تشكر مى كنم.

ــرقى و  ــى پور، آقاى ش ــتمى، آقاى ياس ابتدا از هيئت تحريريه به ويژه آقاى اميرى و آقاى صدر، آقاى رس
استاد بزرگمان آقاى شهريارى و بالاخره آقاى قندهارى تشكر مى كنم. قبل از اينكه به چند نكته اشاره كنم 

ــماره هاى بعدى دارم كه  ــاره مى كنم و يك توصيه هايى براى ش به محتواى خود مجله يك مقدار اش
ان شاءاالله بتوانيم آن ها را عملى كنيم.

ــندى و تشكر است كه اين جمع تا به حال  ــيار جاى خرس در مورد خود مجله بگويم كه بس
ــند، مقاله مى دهند و خوشحال اند كه براى شماره بعدى يك  ــده و همه زحمت مى كش ماندنى ش

مقاله جديد بدهند. من بسيارى از مجلات مثل آشنايى با رياضيات، آشتى با رياضيات را كه 10 تا 
15 مقاله خودم در آن چاپ شده بود، مطالعه مى كردم. وقتى كه آشنايى با رياضيات چاپ نشد، خيلى ناراحت شدم، اما يكى ديگر به نام برهان 
رياضى جانشينش شد و باعث خوشحالى بود. اما تعداد كم مجلات رياضى در ايران نگران كننده است. يعنى اگر ده مجله ديگر در كنار برهان با 
اهداف ديگر و به صورت هاى ديگر چاپ شود بسيار عالى است. وقتى اينترنت را جست وجو مى كنيم، به هشتاد مجله رياضى آمريكايى با عناوين 
مختلف برمى خوريم. يك سرى از آن ها حذف شده و چندتاى ديگر فعال است. مجلات ديگرى از انگليس مانند اكسپكتروم كه خود من الآن 
ارتباط دارم و به آن ها مقاله داده ام، ولى اعتنا نمى كنند، يعنى آن ها به صورت فردى نگاه مى كنند و وقتى مى بينند ايرانى است، با نگاه ديگرى 
به آن مى نگرند. از يك مقاله فقط يك مسئله درمى آورند و جوابش را مى زنند و اين بسيار جاى نگرانى است. الآن بدتر شده و روزبه روز بدتر 
مى شود، يعنى وقتى شما يك مقاله مى فرستيد، مى گويند اگر شما مى خواهيد به صورت يك مسئله چاپ مى كنيم. همين چند وقت پيش من 
يك مقاله كامل به آمريكن مونتلى با يك نفر ديگر به صورت مشترك دادم، بعد گفتند اين را به صورت problem solution بفرستيد به بخش

ــت كه نگرانى هاى ما را بيش تر مى كند. اين درحالى است كه در اين جا دايره باز  ــتاديم آن جا. اين ها چيزهايى اس  problem solution . ما فرس
است. مجله رشد برهان انصافاً باز برخورد مى كند و كسى مقاله اش خوب باشد چاپ مى شود. من در هيچ جا نديدم، من با 10 تا 15 مجله با 

خارج در ارتباطم، مى بينم اين مجله چه قدر باز است و چه جاى خرسندى است براى خودمان كه اين مجله جايگاه بسيار خوبى دارد.
توصيه مى كنم كه ما اين مجله را با يك ترفندهايى ميان بچه ها ببريم. مى توان با تعيين جايزه اين كار را كرد. اگر يك دانش آموزى 
در يك مقطع تحصيلى صورت مسئله اش در مجله بيايد، شوق پيدا مى كند. پس يك مجله مى تواند چه قدر راهگشا باشد و كل جامعه را 
تكان بدهد؛ دبيران را، دانش آموزان را، همه را؛ و به جايى برساند كه همه آن ها مقاله بدهند. چرا هميشه چند نفر انگشت شمار بايد مقاله 
دهند. همين، ما را نگران مى كند. همين باعث مى شود كه كارهايى بكنيم، مجله را به درون دبيرستان ها ببريم حالا يا به صورت مسابقه 

يا مقاله يا با راهكارهاى ديگر و در همين حد نمانيم.
پيشنهاد ديگرم اين است كه در هر جلسه يك معلم از يك منطقه بيايد و با استفاده از بحث هاى همكاران، مجله را به دانش آموزان منطقه 
خود بشناساند. من معتقدم بايد دعوتي از يك يا دو معلم به عمل آورد كه خيلي با سابقه هستند، بيايند اين جا تا هم ما معرفي كنيم، هم آن ها 

بشناسند و اين كار در روند همه چيز مجله تحول ايجاد كند.

ــرقى و ى ش
ه اشاره كنم 

 كه 

ــخصي ام را بگويم. هميشه خيلي قبل از ورود به هيئت تحريريه مجله براي  ــات ش من مي خواهم خاطراتم و احساس
ــي پور و آقاي اميري  ــتمي، آقاي ياس ــخاصي چون آقاي قندهاري، آقاي رس ــت در كنار اش من افتخار بزرگي بوده اس

ــم هاي خيلي بزرگي براي من بودند و فكر نمي كردم كه روزي در كنار آن ها همكاري كنم. آقاي  ــم. اين ها اس باش
ــابش از همه جداست و براي من يك اسم ماندگار است. من خودم اولين باري كه با اسم  ــهرياري هم كه حس ش

ــدم فكر مي كنم كلاس پنجم ابتدايي بود كه عضو كتابخانه كانون فكري كودكان و  ــهرياري آشنا ش آقاي ش
نوجوانان بودم. من در آن جا يك سري كتاب ها را به صورت دوره اي مي خواندم و مي رفتم جلو، يك خانم 
ــي؟ گفتم مثل چه كتابي؟ گفت خوب  ــا بود، به من گفت: چرا كتاب هاي بهتر نمي خوان ــداري آن ج كتاب
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آقاي اميري: آقاي مهدي قمصري يك مدت در جمع ما بودند، 
ــان معلم جبر و آناليز سال چهارم خودم بودند. آقاي عابدي هم  ايش
ــان هم سال چهارم معلم  ــماره به ما مقاله مي دادند. ايش از اولين ش
ــد. الآن يادم افتاد كه از اين دو بزرگوار هم  ــات جديد ما بودن رياضي
ــادي كنيم، به ويژه آقاي عابدي كه بعدها هم خيلي با ما همكاري  ي
ــان است. الآن هم  ــت. دو تا از كتاب هاي كوچك رياضي از ايش داش
ــنهاد مي كنم يك جلسه  ــتند. همين جا پيش مثل اينكه مريض هس

خدمت ايشان برسيم.
ــرقي  ــي پور: يك نكته اي را در ادامه صحبت آقاي ش آقاي ياس
ــال 1339 يعني 50 سال پيش تر، شاگرد آقاي  عرض كنم. ما در س
ــه دولتي در خيابان نادري  ــان در يك مدرس ــهرياري بوديم. ايش ش
ــه اش تمدن بود) مثلثات درس مي دادند. جا  ــم مدرس (به نظرم اس
ــم، جا هم نبود و  ــبانه مي رفتي ــتيم، ما متفرقه بوديم و ش هم نداش
ــان در آبدارخانه روزانه  براي چند نفر بزرگسال كلاس گذاشته  ايش
ــق  ــنم كمتر از بقيه بود. آن ها همه عاش بودند. فقط من بودم كه س
آقاي شهرياري بودند. با صحبت آقاي شرقي من به ياد عشق آن ها 

افتادم، واقعاً عاشق بودند. 
ــما  ــتاد را كه ش ــه دانش آموز و اس ــن رابط ــري: اي ــاي امي آق
ــال 71-72 به چشم ديدم.  مي فرماييد من يك جاي ديگري در س
ــد، به من لطف كردند و فرمودند  ــهرياري يادشان باش اگر آقاي ش
ــه همكار دارند. من هم به  ــه «فيروز بهرام» احتياج ب كه در مدرس
ــان آن جا جبر سوم رياضي را مي گفتند.  ديده منت پذيرفتم و ايش
ــما خودتان آن جا درس مي دهيد؟ گفتند بلي، من  ــيدم ش من پرس

ــوم، چرا  ــيدم چرا س ــوم رياضي مي گويم و من پرس آن جا جبر س
ــت  ــال چهارمي ها از دس ــان گفتند: «س چهارم را نمي گوييد؟ ايش
ــود با آن ها ارتباط برقرار كرد. ما مي خواهيم چهار  رفته اند، نمي ش
ــي بگوييم، آن وقت  ــك تاريخ رياض ــابي بزنيم، ي ــرف حس كلام ح
ــد و مي گويند آقا به درد  ــوزان چپ چپ نگاهمان مي كنن دانش آم
ــوم درس مي دهم.» كه  كنكور مي خورد؟ چه بگوييم؟ من فقط س
آن جا ما يك كلاس مشترك داشتيم، جبر سوم را استاد مي گفت، 
ــوم را من مي گفتم، رياضيات جديد چهارمشان  رياضيات جديد س
را هم من مي گفتم. روزهايي كه ايشان كلاس داشتند، يك جلسه 
ــان و خيلي سخت بود. باور كنيد بعد  كلاس من بعد از كلاس ايش
ــان، رفتن سر آن كلاسي كه ايشان در آن درس داده  از كلاس ايش
ــتيم رياضيات جديد بگوييم بسيار كار مشكلي بود.  بود و مي خواس
بچه ها هنوز تا نيم ساعت اول كلاس هنوز محو صحبت هاي ايشان 
ــهرياري هستم كه آن جا درس  بودند و فكر مي كردند من آقاي ش
ــتاد را به خوبي درك  ــن رابطه بين بچه ها و اس ــم. آن جا اي مي ده
ــال ها، سال هاي آخر تدريس ايشان بود و  كردم. فكر مي كنم آن س

ــه اي درس ندادند. ديگر بعد از آن در مدرس
ــي پور: بله اين كه فرموديد سال سوم درس مي گفتند،  آقاي ياس
ــهرياري بودم و  ــت خود آقاي ش ــه اي كه من خدم ــك مدرس در ي
مثلثات مي گفتم، ايشان مي گفتند كه من پنجم رياضي را مي گويم، 
ــم رياضي را بگو. من به ايشان گفتم آخر من  شما برو مثلثات شش
ــما بروم ششم؟ گفتند نه من با پنجم بايد كار  چه طور در مقابل ش

كنم. همين حرفي كه شما گفتيد.

مثل اين؛ و رفت يك كتابي را از قفسه آورد بيرون، «يك روز زندگي پسرك قبطي». من اين كتاب را بردم و خواندم و خيلي لذت بردم 
و گفتم مترجم اين كتاب آقاي پرويز شهرياري بايد استاد تاريخ باشد كه كتابي در ارتباط با مصر نوشته است.

چند سالي از اين قضيه گذشت و من كلاس سوم رياضي دبيرستان در يك مدرسه عادي منطقه 10 بودم. كتاب جبر سوم رياضي را 
ــتق و مسئله هاي تركيبي درباره مشتق اول و دوم داشت. دبير ما كه اين مسئله ها را حل مي كرد.  ــئله هايي درباره مش كه مي خوانديم مس
ــتق بگيرد؟ ما هر چه فكر كرديم به  ــكل اين تابع را بايد اين طوري عوض كند و بعد مش من پيش خود مي گفتم معلم چطوري فهميده ش
ــئله ها را در اين كتاب ديدم و راه حلش هم به  ــه من كتاب روش هاي جبر را ديدم. همان مس ــيد؟! در كتابخانه همان مدرس ذهنمان نرس
ــت؟ يعني با خود گفتم نبايد او باشد، بايد دو  ــهرياري همان پرويز شهرياري اس ــكل آمده بود. ... بعد با خود گفتم اين پرويز ش همين ش
ــنايي با رياضيات را ديدم. آن روش هاي جبر هم در تمام دوران دانشجويي ام  ــالي گذشت. آشتي با رياضيات و آش ــند. بعد چند س نفر باش
ــال 70-71 يك كتاب خاطرات سياسي خواندم. آن جا از يك آقايي كه اسم معروفي  ــئله هايش را حل مي كردم تا س به دردم خورد و مس
ــما راجع به پرويز شهرياري چيست و ايشان گفته بود «پرويز شهرياري يكي از تميزترين (اصطلاحي كه  ــيده بودند، نظر ش هم دارد پرس
ــت كه در عمرم ديدم. من آن جا با خودم گفتم اين بايد همان پرويز شهرياري باشد و بعد گفتم  ــخص به كار برده بود) آدم هايي اس آن ش
ــتياقم براي ديدن ايشان بيش تر شد. وقتي  ــتاد كردم و اش ــم و ببينم. بعد رفتم يك تحقيق مفصل درباره اس ــان را بشناس حتماً بايد ايش
برهان را ديدم متوجه شدم كه آقاي اميري و آقاي شهرياري هم در اين مجله هستند. گفتم اين فرصت خوبي است و حتماً از اين جا به 

پرويز شهرياري مى رسم! 
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ــما وقت گذاشتيد،  ــكر مي كنيم كه ش آقاي اميري: ما هم تش
انرژي گذاشتيد، جواني تان را گذاشتيد و داريد مي گذاريد و به واقع 
ــت. من خدا را شاكرم كه  بيش تر زحمت هاي مجله بر گردن شماس

همكار و برادر خوبي مثل شما دارم.
ــال هاي اول معلمي من  دكتـر ريحاني: ارتباط من با مجله در س
ــال 70 چاپ شد هنوز  ــجو بودم. مجموعه اوليه آن را كه س بود و دانش

ــب مي كنم و  ــه تجربه كس ــاس خيلي خوبي دارم، چون هميش ــه مي توانم در جمع هيئت تحريريه قرار بگيرم احس از اين كه هر جلس
ــعي  ــه ياد مي گيرم س ــبختانه در انتقال اين تجربه به ديگران هم كوتاهي نكرده ام. يعني هرچه در هر جلس خوش
ــه و كنار با ايشان برخورد دارم، ياد بدهم. اگر هم فكر مي كنيد كه بنده در  ــتان مختلفي كه گوش مي كنم به دوس

ــما ياد گرفتم، ادب و احترام و... را از تك تك شما بزرگان ياد  ــما درس پس مي دهم، از ش ــاگردي ش مقام ش
گرفته ام. من امسال در مدرسه اي مشغول تدريس شدم و بنا به دلايلي پس از 15 سال مدرسه ام را عوض 

كرده ام. بعد از يك ماه كه در اين مدرسه جديد مي روم هنوز معلم ها مرا به گرمي پذيرا نيستند ولي 
شما بزرگان از همان روز اول مرا تحويل گرفتيد.

ــن 26 سالگى به جمع هيأت تحريريه مجله برهان دعوت شدم. تازه معلم شده  يادم مي آيد در س
ــتم و روي برد  ــتن علاقه داش ــگاه، درس هم مي دادم. به نوش بودم، البته در زمان تحصيل در دانش

ــتم. يك روز كه سال آخر دانشگاه بودم، يعني سال 72-1371،  آمدم انتشارات  ــگاه مقالاتي با عنوان «آيا مي دانيد كه؟» مي نوش دانش
ــه را بگيرم، ديدم يك مجله اي به نام برهان درآمده و چه مطالب قابل توجه اي در آن  ــري از كتاب هاي انتشارات مدرس ــه يك س مدرس
ــتم، گفتم مطالبي بدهم كه بشود در مجله هم چاپ كرد. با آقاي اميري  ــتن مقاله و تحقيق داش ــت. چون از قبل هم علاقه به نوش اس
ــتان گذشت و روزي آقاي اميري به من پيشنهاد كرد كه  ــان جريان را تعريف كردند. اين داس ارتباط برقرار كرديم و مقاله داديم و ايش
ــد كه تا چاپ مقاله در مجله،  ــود با ما همكاري كن. (اين بمان ــت؟ كجا كار مي كني؟ وقت داري يا نداري؟... اگر مي ش ــه ات چيس برنام
چهار مرتبه مقاله را بردم و نوشتم و آوردم و بردم و...) خيلي احساساتي شدم. يادم هست كه وقتي آقاي اميري اين پيشنهاد را به من 
ــتم به خانه مي رفتم تا به پدر و مادرم بگويم چنين اتفاقي افتاده، انگار روي زمين راه نمي رفتم. يعني فكر  ــيري كه داش دادند، در مس
ــت داد: يكي هنگام طواف دور خانه خدا در مكه مكرمه و يك بار هم وقتي  ــاس به من دس مي كردم دارم پرواز مي كنم. دو جا اين احس
ــه آقاي  ــعه صدر با من برخورد كردند. همان جلس ــدم و بزرگان اين جمع با س كه به عنوان عضو كوچكي در هيئت تحريريه دعوت ش
اميري مرا معرفي كردند و گفتند ايشان در مورد برهان يك سري نظرات دارند و همه نشستند و حرف هاي مرا گوش كردند، البته من 
چند كلمه اي بيشتر صحبت نكردم، زيرا در جلسه اصلاً جاي صحبت كردن من نبود، من كوچك تر از آن بودم كه بخواهم حرفي بزنم. 
در ابتدا كه آمدم، استاد ياسي پور چند جلسه اي نبودند، بعد از آن آمدند و ما در خدمتشان بوديم. ايشان خيلي صميمي و گرم با من 

برخورد كرد كه احساس كردم در يك جمع صميمي خانوادگي قرار دارم.
من گاهي براي گرفتن متون از آقاي شهرياري خدمت ايشان مي رسيدم و گاهي خودم كاري را خدمت ايشان مي آوردم. يادم هست يك 
روز كه در مورد يك مقاله رياضي تحقيق مي كردم، خدمت ايشان رسيدم و بعد از آن كه جواب سؤالاتم را گرفتم، كمى خدمت استاد 
ــدم، و اين مسئله خيلي طولاني شده بود؛ به استاد شهرياري گفتم،  ــارات مدرسه منتقل مي ش ــتم به انتش درد دل كردم. آن موقع داش
ــت دارم، ولي كارهايم زياد شده است و مي خواهم يك جا متمركز باشم، چه كار كنم؟  ــت و من كار مجله را دوس ــتاد موضوع اين اس اس
گفتند «از ميدان در نرو.» دوباره از ايشان سؤال كردم، يعنى چه كار كنم؟ ايشان در جمله اى كوتاه فرمودند: «من نمي دانم، فقط از 

ميدان در نرو.» اين جمله در نظر من شامل دريايى از معرفت بود و براي من مايه دلگرمي بود. من هم از ميدان درنرفتم و ماندم. 
همين چند وقت پيش، وقتي ايشان را از منزل آقاي قندهاري به منزل خودشان مي بردم، گفتم: آقاي شهرياري، من از ميدان درنرفتم 
و در دفتر مجله انجام وظيفه مى كنم، شما استاد ما هستيد، تجربه داريد، يك نصيحتي به ما كنيد كه چه كنيم كه در كارمان موفق تر 

باشيم؟ ايشان فرمودند: «بي سروصدا داري كارت را انجام مي دهي.»
در اين جا از همه اساتيد خودم تشكر مي كنم كه مرا به جمع خودتان پذيرفتيد. من هميشه خود را شاگرد كوچكي در جمع شما مي دانم. 

ــران درس خوانده و هم درس  ــز در مقطع دكترا، هم در ته دارم. به ج
ــي. من از همان موقع دنبال مجله  داده ام، البته به صورت حق التدريس
بودم و كتاب آقاي ياسي پور «مقدمه اى بر استدلال رياضى» را آمدم از 
انتشارات مدرسه خريدم. جلوي دانشگاه مي رفتم ببينم چه كتابي آمده 
كه بتوان استفاده كرد و من قبل از آن يادم نمي آيد، فقط مي دانم كه 
مجله يكان بود. ولي مجله برهان كه آمد من خوشحال شدم كه منبعي 

ــعي  مي گيرم س
يد كه بنده در

رگان ياد
عوض 

ي
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ــماره هايش  براي معلمان و دانش آموزان وجود دارد و آن موقع همه ش
را هم معرفي مي  كردم و هم مي خريدم. تا 4 يا 5 سال پيش هم خيلي 

مرتب مي خريدم، ولي الآن اگر بتوانم تهيه مي كنم.
ــت كه شما  ــتكار خيلي مهم اس ــتمرار و پش به هر حال اين اس
ــال توانسته ايد انجام دهيد. در نبود منبعي به اين  اين كار را 20 س
ــبي داشته  صورت، خودش خيلي ارزش دارد. مخاطبان خيلي مناس
ــت باشد. يعني  ــت، و با اين حال خيلي بهتر از اين هم مي توانس اس
ــه برقرار كنند خيلي  ــد ارتباط بيش تري با مجل ــر معلمان بتوانن اگ
مؤثرتر خواهند بود و اگر بشود هر 3 يا 4 سال يك بار يك بازسازي، 
ــود خيلي فرق مي كند. اگر  ــازي، بهينه سازي و به روز آوري ش نوس
مجله با سبك كارهاي جديد و مجلات جديد دنيا هماهنگ باشد و 
متناسب با نيازها، تغييرات آموزشي و برنامه هاي درسي و همگام با 

آن ها حركت كند، مخاطبان بيش تري خواهد داشت.
ــد كه كار ارزيابي هم بايد انجام شود، يعني شما  به نظر مي رس
ــت سال كار خود  ارزيابي هايي را تهيه كنيد تا يك برآوردي از بيس
داشته باشيد. شايد مناسب باشد كه يك پرسشنامه يا طرحي تهيه 
ــن مخاطبان چه جايگاهي داريد، الآن چه  ــد و ببينيد كه در بي كني
ــتقبال  ــت، چه جاهايي مورد اس ــكلاتش چيس جايگاهي دارد، مش
است، كه با اين ديدگاه هم بتوانيد آن را ارتقا دهيد. در هر حال كار 
ــيار خوب و پسنديده اي بوده است. من حتي برهان راهنمايي را  بس

هم تهيه مي كردم. اميدوارم بتوانيد كارتان را توسعه دهيد.

آقاى اميرى: آقاي دكتر شرف الدين كه از مفاخر ايران هستند و 
ــل از مقالات ايشان استفاده كرده اند. وقتي كه ايشان  تاكنون دو نس
ــتند كه  ــجو بودند و تدريس مي كردند، كتاب هايي داش دبير و دانش
ــمند و  ــي معروف بود و تا حالا چند تا كتاب ارزش ــا خيل آن كتاب ه
ــان در انتشارات مدرسه چاپ شده است. مقالاتشان  تحقيقي از ايش
در مجله برهان هميشه جزو مقالات بي نظير بوده اند كه جايي تكرار 
نمي شوند. هميشه يك حرف نو در مقالات ايشان هست. من چندجا 
ــايد جزو  ــان دارند ش ــت كرده ام و گفته ام كتاب هايي كه ايش صحب
ــود اسم تأليف رويش گذاشت،  ــتند كه مي ش معدود كتاب هايي هس
يعني گردآوري و جمع آوري و تدوين نيست و واقعاً تأليف شده است. 

اين است كه افتخار داريم در خدمت ايشان باشيم.
ــرف الدين: اولين شماره اي كه درآمد به خاطرم نيست، ولي  دكتر ش
ــتم رسيد خيلي خوشحال شدم، چون مجله  وقتي اين مجله به دس
ــد. واقعاً انسان متأثر مي شود كه يك مجله  يكان ديگر چاپ نمي ش
ــت، به يك باره ديگر چاپ نشود. وقتي  كه سال ها چاپ مي شده اس
كنار نويسندگان برهان هستم خيلي خوش حال مي شوم، وقتي هم 
ــان نيستم باز هم حس مي كنم در كنارشان هستم، چون  كه كنارش

مجله را مي خوانم، لذت مي برم و احساس مي كنم كه هم قلبي و هم 
فكري در كنارشان هستم. من معتقدم كه بايد براي اين مجله از بالا 
امكاناتي بدهند. خوب اگر امكاناتي باشد من از خدا مي خواهم مقاله 
ــم. براي مثال مقالات از مجلات خارجي كه اگر از بالا امكاناتي  بده
ــود. من وقت زيادي مي گذارم و يك مقاله  ــود بهتر مي ش فراهم ش
ــتاري مي كند و تمام مقاله مرا  مي دهم بعد يكي مي آيد آن را ويراس

با خط قرمز مخدوش مي كند و نمي شود آن را درست خواند!
ــي پور: اصلاً در متون دوگانگي ايجاد شده است، چون  آقاى ياس
ــي را عوض مي كنند و بعضي را عوض نمي كنند (طبق عادت)،  بعض
بعد مي بينيد كه دوگانگي و حتي سه گانگي ايجاد شده است. خوب 
ــته را نبايد تغيير  ــنامه آن شخص است. نوش ــته هركس شناس نوش
داد، به هيچ وجه من الوجوه نبايد در آن دست برد، دليلي ندارد كه 
ــته را تغيير بدهند. مثل اين كه شعر حافظ را شما تغيير دهيد،  نوش
ــته اين جوري بگويد. البته به زبان امروزي  خوب حافظ دلش خواس
مي شود عوض كرد و بگوييم اين به زبان امروز نزديك تر است، ولي 

نمي شود اصل مطلب را تغيير داد!
دكتر شرف الدين: من يك بار مقاله اي دادم كه خيلي بعد رنجيده 
ــتان معروفي هم بود عوض كرده  ــدم، چون اسم مقاله را كه داس ش
بودند. داستاني بود از كتاب ادبياتمان كه آن كتاب را ملك الشعراي 
بهار، بهمنيار، بديع الزمان نوشته بودند. يكي از داستان هايش را، كه 
ــبتى ندارد، من به برهان داده بودم و آن جا  ذكر آن در اين جا مناس

اسم داستان را عوض كرده بودند. من خيلي ناراحت شدم.
ــوض كنيد خراب  ــتان را ع ــم اين داس ــي پور: اگر اس آقاي ياس
مي شود، مگر اين كه كل داستان را اصلاً نمي نوشتيد. چون اين ارزش 
و اهميتش فقط در آن عنوانش است. چون ما در ادبيات، اصطلاحي 
به نام «براعت استهلال» داريم كه در علم بديع مطرح مي شود، يعني 
وقتي داستاني را مي خواهي تعريف كني حتي نام فيلم ها و تيتراژشان 
ــزي صحبت مي كند و  ــان مي دهد كه اين فيلم راجع به چه چي نش
ــتاني در ادبيات وقتي كسي شعر يا ادبياتي مي خواهد بگويد  هر داس
بايد طوري تنظيم كند كه همان بيت هاي اول مشخص كند كه چه 
مي خواهد بگويد. مثلاً در شاهنامه فردوسي وقتي مي خواهد راجع به 
جنگ رستم و سهراب صحبت كند، براعت استهلالش اين طور است: 

كنون رزم سهراب و رستم شنو 
دگرها شنيدستي اين هم شنو

يكي داستاني است پر آب چشم 
دل نازك از رستم آيد به خشم 

از اين جا مشخص مي شود يك داستان تراژدي گريه آور است كه 
رستم يك خطاي بزرگي مرتكب شده كه طرف را عصباني مي كند. 
ــتان را تعريف مي كند. من منظورم اين است كه عنوان آن  بعد داس
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دكتر شرف الدين: بله من از استاد شهرياري خاطرات خيلي خوبي 
دارم. ايشان خيلي عاقل و مدبر است و با بزرگواري اظهارنظر مي كند.

ــهريارى مى خواهم  ــاره بزرگوارى آقاى ش ــي پور: درب آقاي ياس
ــهرياري براي برنامه اي  ــه اى بگوييم كه ما هر موقع از آقاي ش نكت
تقاضا كرديم تشريف بياورند، بلافاصله قبول كردند. ما دو تا برنامه 
ــام «در جهان رياضي»  ــگ بود به ن ــتيم، يكي در راديو فرهن داش
ــام «جهان رياضي»  ــتيم در تلويزيون به ن ــك برنامه ديگر داش و ي
ــه اي كه از ايشان  ــال جهاني رياضيات. در هر جلس ــبت س به مناس
ــت مي آمد. با  ــا صحب ــراي ميزگرد ي ــان ب ــوت مي كرديم ايش دع
ــان يك بار  ــارزه مي كرد و كنار مي آمد. مثلاً ايش ــكلات هم مب مش
ــان خاطره اي تعريف كردند و گفتند: «من يك مرتبه آمدم  خودش
ــود كه  ــيما، نزديك محموديه»، خوب قبلاً بايد آفيش ش صدا و س
ــخص مي آيد او را راه دهند. ما هم قبلاً گفته بوديم آقاي  وقتي ش
ــان را  ــان آمده بودند، ولي جلوي ايش ــهرياري مي آيند. بعد ايش ش
ــهرياري  ــد كجا مي روي. «گفتم من ش ــه بودند و گفته بودن گرفت
هستم و براي راديو برنامه دارم.» گفتند: «اسم شما اين جا نيست.» 
گفتم: «نمي شود آخر، مرا آفيش كرده اند اسم من بايد اين جا باشد. 
ــت را ببينم اسمم هست يا نه؛ و ديدم اسم  گفتم بگذار خودم ليس
ــته بودند. گفتم اين مگر  ــهرياري آن جا نوش مرا به صورت پرويز ش
ــم من نيست؟» او گفت: «اين «پرويز شهرياري» است!» خوب،  اس

ــرها كنار مي آمدند.  ــان با اين دردس ايش

ــتم، در زنگ تفريح  ــگاه علامه درس داش ــنايى با مجله برهان بايد بگويم يك روز كه من در آموزش  درباره آش
ــان گفتند: آقاى قندهارى ما يك مقاله راجع به لگاريتم  بود كه جناب اميرى را براى اولين بار ملاقات كردم و ايش

ــر كنيم به نام مجله برهان،  ــم. گفتم براى چه؟ گفتند: ما مى خواهيم مجله اى رياضى منتش مى خواهي
ــه چند نفر گفتيم يك  ــن تقريباً يك حالت خاصى دارد، ما ب ــو هيئت تحريريه گرفت ــراى عض ب

مقاله لگاريتم برايمان بنويسند. اين ها را بررسى كنيم، بعداً انتخاب مى كنيم. من هم معمولاً 
ــر كلاس بود. يعنى هر چه سر كلاس مى گويم همان را مى نويسم.  ــتنم عين تدريس س نوش
ــوخى مى كنم، يعنى اين طور  ــم، با بچه ها ش خيلى آرام درس مى دهم، خيلى تميز مى نويس
ــك و خالى درس بدهم، مقالات را هم همان طور با ملايمت نوشتم و پس از  ــت كه خش نيس
ــما بياييد و عضو هيئت تحريريه شويد و از  يك ماه ديدم كه آقاى اميرى تلفن كردند كه ش

آن تاريخ، افتخارم اين است كه در خدمت اين جامعه هيئت تحريريه هستم.
ــتاد شهريارى اگر چيزى بپرسيد، زود جدول ضربى جوابتان را  ــهريارى روى من اثر خاصى داشت به اين علت كه شما از اس ــتاد ش اس
ــى مى كنيد ايشان با تفكر و با متانت جواب  ــان پرسش ــما از ايش ــت كه وقتى ش نمى دهد، فكر مى كند جواب مى دهد، و اين واقعاً مهم اس
مى دهند و اين خيلى اهميت دارد، بخصوص ما كه رياضى خوانده ايم خيلى بايد در گفتار، در تعاريف و در بيان مطالب دقت كنيم. به هر 
جهت از آن تاريخ من جزو افتخارات زندگى ام است كه در خدمت اين مجله بودم و صميميتى كه بين اعضا برقرار بود واقعاً زبانزد است.

يكى از نويسندگان كه در سوئيس زندگى مى كند مى گويد: سه نفر ايرانى كه دور هم جمع مى شوند چهار تا عقيده مختلف دارند. ما 
ــارات مدرسه نوشتم از آقاى اميرى خواهش كردم  ــتيم. من مثلاً اولين كتابى كه براى انتش واقعاً در مجله برهان اصلاً چنين حالتى نداش
ــت ولى واقعاً رابطه ها صميمى است. من يادم  ــود. يعنى رابطه حالا بين من و آقاى اميرى رابطه پدر و فرزندى برقرار اس ــتارش بش ويراس

ــتم، در زنگ تفريح   داش
ك مقاله راجع به لگاريتم 

جله برهان، 
 يك 

لاً 
م. 
ر 
ز 

ــت. يك ظرافت هايي هم در اين ماجرا هست  مطلب بسيار مهم اس
كه بايد رعايت شود.

آقاي اميري: آقاي دكتر شرف الدين، قبل از اين كه شما همكاري تان 
را با مجله ما شروع كنيد با كدام مجلات ديگر همكاري داشتيد؟

ــه عالي اراك،  ــرف الدين: من در مجله يكان، مجله مدرس دكتر ش
مجله وزارت علوم و فرهنگ و بينش مقاله مي دادم و همكاري داشتم.

دكتر شرف الدين: خاطراتي از آقاي شهرياري بگويم. يكي اين كه 
ــهرياري را خوانده اند، خود اين  ميليون ها ايراني كتاب هاي آقاي ش
ــت. من يك كتابي نوشته ام كه اگر كتاب  براي ما بهترين خاطره اس

آقاي شهرياري را نمي خواندم نمي توانستم آن را بنويسم.
ــي پور: يكي از رياضي دانان ايراني و اسلامي بوزجاني  آقاي ياس
ــت. بوزجاني در كتاب اعمال هندسه اش اول قضاياي هندسي را  اس
ــت. بعد مي بيند  ــه آن ها را حل كرده اس مطرح كرده و از راه هندس
ــت راه عملي اش  ــر نمي خورد. آن وق ــش به درد صنعتگ راه حل هاي
ــمت هندسه  ــت. يك قس ــمت آورده اس را هم ياد داده و در دو قس
ــه عملي كه چگونه انجام دهيم.  ــمت هندس محض آورده و يك قس
ــان بوزجاني را داريم كه  ــلامي خودم ما بين رياضي دانان ايراني اس
ــاب، هم  ــت؛ هم در حس چنين كاري را مفصل كرده انجام داده اس
ــه: كتاب اعمال هندسي و اعمال حسابي. در حساب، ابتدا  در هندس
ــابدار اگر بخواهد كار كند،  ــاب را گفته، بعد گفته حس قضاياي حس

بايد اين كار را انجام دهد.
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آقاى اميرى: اولين مقاله شما چه بود كه در برهان چاپ شد؟
آقاى قندهارى: اولين مقاله ام لگاريتم بود كه چاپ شد و واقعاً هم 
ــال 61 بود، اولين كتابم چاپ شد  خوشحال شدم. فكر مى كنم كه س
ــر كلاس  ــتاد. ما رفتيم س ــاراتى دو جلد از آن را براى من فرس و انتش
كنكور، هر مسئله اى كه نوشتم، غلط حل كردم؛ بچه ها گفتند چه شده؟ 
گفتم هيچى! امروز كمى حواسم پرت است و واقعاً خوشحال كننده بود. 

خداوند به اين گروهى كه دست اندركار نوشتن هستيم نعمتى داده.
ــه لطف خدا يك بركت خاصى به اين گروه داده  آقاى اميرى: ب
ــيد و انگيزه مادى نداريد و بيست  ــده، يعنى وقتى شما مى نويس ش

ــتاد، مقاله هاى مربوط  ــت يك وقتى آقاى صدر يك مقاله فرس اس
ــى به من  ــه جبر را آقاى اميرى لطف مى كردند و براى كارشناس ب
ــر بحث مقاله علمى  ــد، در كار هم بحث تعارف نبود ديگ مى دادن
ــراد گرفتم و خيلى  ــا دقت اين را تصحيح كردم و اي ــود، خيلى ب ب
ــى بايد اين  ــما اگر مى خواهى اين را بنويس ــاش كردم كه ش پرخ
خصوصيات را داشته باشد، تعاريفت بايد جامع و مانع باشد، كامل 
ــد، براى هر تعريفى كه مى آوريد بايد مثال بياوريد، گرچه آن  باش
زمان آقاى صدر ظاهراً ناراحت شد ولى مثل اين كه بعداً راضى شد. 
ــات برهان بهره بردم، از وجود آقاى شهريارى، از  من واقعاً از جلس
ــتان. از استاد رستمى  ــى پور و از بقيه دوس وجود جناب آقاى ياس
ــه كرده واقعاً كارستونه. ايشان  ــان كارى كه در هندس بگويم، ايش
ــت. جوان ترها بعداً به ما اضافه شدند، آقاى  واقعاً از افتخارات ماس
شرقى، آقاى هاشمى موسوى و آقاى صدر كه خيلى هم ظرفيتش 
ــان  ــت، آقاى اميرى كه جاى خود دارد كه من واقعاً به ايش بالاس
ــا ظرفيت خاصى دارند، مثل يك ظرف  علاقمندم. بعضى از آدمه
ــر در او آب بريز، آخر  ــما دو ميليون ليت چهار ليترى مى مانند، ش
ــر همان چهار ليتر را مى گيريد ولى آقاى اميرى اين طور نبود و  س

ظرفيتش بالا بود، هرچه مى گفتم، قبول مى كرد و مى پذيرفت.
ــن هفته اى يك بار  ــهريارى بايد بگويم كه م ــتاد ش درباره اس
ــود، وقت  ــان نزديك ما ب ــيدم. چون خانه ش ــان مى رس خدمتش
ــه براى مجله هاى  ــان مى رفتم مقالاتى را ك مى گرفتم و خدمتش
ــته بودم برايشان مى خواندم.  ــتا يا مجله دانش و مردم، نوش چيس
ــان  ــكل بود و من برايش ــان مش ــون يك مقدار خواندن برايش چ
مى خواندم. تقريباً هرچه كه مى خواندم مى گفتند بده براى چاپ، 
من واقعاً از استاد شهريارى خيلى بهره گرفتم. بخصوص در رفتار 
ــن، موقر و با دقت  ــان خيلى متي ــان منطق موج مى زند. ايش ايش
ــان واقعاً لذت مى برد. الان خواندن برايشان  صحبت مى كند و انس
سخت است، با عينك و با ذره بين مى خوانند، نوشتن هم برايشان 

سخت است، معذالك همين الان هم كتاب ترجمه مى كنند.

هزار نفر اين مقالات را مى خوانند، اين باعث شده كه خداوند به اين 
جمع شدن ها و نشست ها بركت بدهد.

ــاى قندهارى: اين توفيق تك تك مان بود، و توفيق گروه بود.  آق
ــم. هيچ وقت هم  ــروه را حفظ كردي ــدون اين كه بخواهيم، اين گ ب
صحبت تندى هم بين ما پيش نيامد و خداوند اين توفيق را به من 
ــتم به خيلى جاها كشيده  داد كه در اين راه بيافتم. خوب مى توانس

شوم و بيش از ظرفيتم خدا به من لطف كرده است.
ــت ساله شما قدردانى مى كنيم  آقاى اميرى: ما از زحمات بيس

هرچند كه بايد بگويم زبان ما قاصر است.
ــة خوانندگان مجلة  ــى پور: با آرزوى توفيق براى هم آقاى ياس

برهان، آنان را به خداوند متعال مى سپاريم.
پى نوشت

1. مديرعامل وقت انتشارات مدرسه
2. مديركل وقت دفتر انتشارات كمك آموزشىِ سازمان پژوهش و برنامه ريزى آموزشى 

سه چهرة دوده آلود
آنان كه مدتي را در انگلسـتان گذرانده باشـند، مي دانند كه 
مردم اين كشـور به هنگام سـفر با قطار دوسـت دارند پنجره ها 
را بـاز بگذارند تـا از هـواي آزاد برخوردار شـوند. روزگاراني كه 
قطارهاي انگلستان هنوز برقي نشده بود و لكوموتيوهاي آن ها با 
زغال سـنگ كار مي كردند، در كوپه اي از يك قطار، سه انگليسي 
مبادي آداب همسفر شـده بودند. هر كدام، بدون توجه به وجود 
ديگران، راست و محكم در جاي خود نشسته و به خواندن كتاب 
مشغول بودند. گذشتن قطار از يك تونل و پيش آمدن يك تاريكي 
زودگذر سـه همسفر را بر آن داشت تا لحظه اي سر از روي كتاب 
بردارنـد و نگاهي بـه يكديگر اندازند. ناگهان هر سـه نفر متانت 
خـود را از دسـت داده، با صـداي بلند خنده سـر دادند؛ زيرا هر 
كدام با چهرة دوده آلود و مضحك دو نفر ديگر روبه رو شـده بود، 
اما اين وضع زياد طول نكشيد، پس از لحظه اي هر سه نفر سكوت 
كردند، سـر را به زير انداختند، دستمال هاي خود را بيرون آورده 
و چهره هاي خود را پاك كردند. چه شد كه هر كدام از آنان، بدون 
آن  كه چهرة خود را ببيند، با استنتاجي منطقي دريافت كه چهرة 

خودش نيز دودآلود است.
پاسخ در صفحه  70
برگرفته از كتاب داستانواره هاي رياضي/ ترجمة عبدالحسين مصحفي/ 

انتشارات مدرسه 

تفريح انديشه
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ده  تقريباً 
ــال پيش بود كه  س

ــات و گفت وگو  ــراى ملاق ب
ــاره دنباله ها1 و  ــاپ كتابى درب ــون تأليف و چ پيرام

ــارات  ــه دفتر گروه رياضى انتش ــرى ها2 با آقاى اميرى ب س
مدرسه مراجعه كردم. هنگام ورود به اتاق گروه رياضى متوجه شدم 
آقاى اميرى حضور ندارند. بعد از عرض سلام و ادب به فرد حاضر در 
ــخ  ــدم، كه وى در پاس اتاق و معرفى خويش، جوياى آقاى اميرى ش
گفت: آقاى اميرى به سفر حج رفته اند و تا چند هفته ديگر نمى آيند. 
من صدر هستم و در خدمت شما، اگر فرمايشى داريد بفرماييد. من 
ــان مطرح كردم و به اين ترتيب وارد گفت وگو  هم موضوع را با ايش
شديم. مشغول گفت وگو بوديم كه تلفن زنگ زد. آقاى صدر تلفن را 
پاسخ داد. در آن سوى خط يك دبير رياضى از استان لرستان براى 
 sin x

x
lim x

+→0
راهنمايى گرفتن درباره حل يك حد شبيه يكى از موارد 

tan از آقاى قندهارى سراغ گرفت. آقاى صدر به او گفت  x

x
lim ( )

x+→0

1 يا 
ــان فقط سه شنبه ها  ــريف ندارند و ايش كه آقاى قندهارى امروز تش
ــخ يا  ــما مى توانيد براى گرفتن پاس ــر گروه حضور دارند. ش در دفت
ــان در آن روز تماس بگيريد. در  ــؤال مورد نظرت راهنمايى درباره س
ــر رياضى بگويند كه  ــدر گفتم به آن دبي ــن هنگام به آقاى ص همي
جواب اين حد، فلان عدد است. آقاى صدر هنگامى كه اين حرف را 

از من شنيد، 
ــن كرد و  رو به م
گفت شما اطمينان داريد 
ــؤال، فلان عدد است. من هم جواب  كه پاسخ س
ــپس آقاى صدر به آن دبير گفتند كه شما  دادم: بله. س
ــود را دريافت  ــؤال خ ــه ديگر تماس بگيريد و جواب س ده دقيق
ــت ده دقيقه ديگر  ــدر رو به من كرد و گف ــد. بعد هم آقاى ص كني
ــما جواب را به همراه راه حل به ايشان  ــان تماس مى گيرند و ش ايش
ــتم پاسخ و راه حل مناسبى را براى سؤال آن دبير  بدهيد. من توانس
ــه كنم. در پايان صحبت ها و گفت وگوها، آقاى صدر يك جلد از  ارائ
ــطه، شماره 36 را به من هديه داد و گفت،  مجله برهان دوره متوس
ــما مى توانيد در صورت تمايل براى مجله برهان مقاله بفرستيد.  ش
ــا مجله برهان از آن تاريخ تاكنون  ــن ملاقات، آغاز همكارى من ب اي

است.
ــار ويژه نامه اى به  ــش در ملاقاتى، آقاى صدر از انتش چندى پي
ــال تولد مجله برهان و اعلام فراخوان براى  ــتمين س مناسبت بيس
ــوى دبيران،  ــه مطلب با عنوان ياد و خاطره از مجله برهان از س ارائ
مدرسان، دانش آموزان و علاقه مندان به مجله و همكاران و مرتبطان 
ــال ها خبر دادند. من هم به همين بهانه ياد  با مجله در طى اين س
ــى خود را با ارائه مقاله اى پيرامون محاسبه حد توابع نمايى  آموزش

g(x)

x x
lim f (x)
→ 0
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ــان  ــرآغاز آن در هم ــه س ك
ــت من با آقاى صدر در پى  ملاقات نخس

ــتان لرستان درباره محاسبه  تماس تلفنى آن دبير اهل اس
g(x) رقم خورد، ارائه مى كنم.

x x
lim f (x)
→ فرض كنيد كه شما مباحث حد3 و پيوستگى4 دروس حسابان 0

و حساب ديفرانسيل و انتگرال5 را به خوبى فراگرفته ايد و دبير شما 
به عنوان كار در منزل، تمرين زير را به شما مى دهد و اعلام مى كند 
ــخ و راه حل صحيح براى اين  كه هر دانش آموز كلاس كه بتواند پاس
ــر ترم خود را دريافت  ــن مزبور ارائه كند، دو نمره از نمره آخ تمري

خواهد كرد.
� حاصل هريك از حدود زير را به دست آوريد.6

tan x

x
lim (sin x)

π
→

2

6

 (2  sin x
x

tan xlim( )
sin x→

+
+

1

0
1
1  (1

x x
x
lim(x e )
→

+
1

2
0

 (4  lnx
x
lim (sin x)

+→

1

0
 (3

ــا درمى يابيم كه  ــر آن ه ــالا و مواردى نظي ــى حدود ب با بررس
 ∞1  ، 00 ــاى ابهام آميز  ــدود، حالت ه ــورد با اين گونه ح ــگام برخ هن
ــى بايد براى رفع  ــما رياضى آموز گرام ــود مى آيد كه ش و 0∞ به وج
ــى را با روش هاى  ــنايى لازم و كاف ــك از اين حدود، آش ــام هري ابه
 ، 0

0
ــام از حالت هاى  ــم از رفع ابه ــام حدود اع ــع ابه ــبه و رف محاس

ــتفاده از قاعده هوپيتال، هم ارزى هاى مثلثاتى،  0∞× و... و اس  ، ∞
اتحادهاى مثلثاتى7، محاسبه مشتق توابع و... داشته باشيد.∞

براى ورود به اين مقاله، قضيه اى را بدون ارائه برهان8 آن براى 
درك بهتر مقاله بيان مى كنيم.

ــم:  داري ــند،  باش ــى  حقيق ــدادى  اع  x و   q، p ــر  اگ  �
(e=2/718281828459045)

x

x
lim ( ) e

x→±∞
+ =

11 الف) 

qx pq

x

plim ( ) e
x→±∞

+ =1 ب) 

x
x
lim( x) e
→

+ =
1

0
1 پ) 

ــبه حد  ــى و محاس ــالا به بررس ــه قضيه ب ــه ب ــا توج ــون ب اكن
g(x) مى پردازيم.

x x
lim f (x)
→ 0

حالت اول:
ــه  g(x) ب

x x
lim f (x)
→ 0

ــد  ــبه ح ــراى محاس ــد ب ــرض كني ف
 و 

x
lim
→x

f (x) =
0

ــن 1 ــم. بنابراي 1∞ برمى خوري ــز  ــت ابهام آمي حال
 و داريم:

x x
lim g(x)
→

= ∞
0

(f (x) )g(x)
g(x) f (x)

x x x x
lim f (x) lim ( ( f (x) ))

× −
−

→ →
= + + −

0 0

1 111 1 1

x x

g(x) (f (x) )
lim g(x) (f (x) )

f (x)
x x
lim ( (f (x) )) e →

× −
× −

−

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

0

11 111 1

و بنابر پيوستگى تابع نمايى9 داريم:
x x
lim g(x) (f (x) )g(x)

x x
lim f (x) e →

× −

→
= 0

0

1

si را تعيين كنيد.
x
lim(cos x)
→

1

0
n x2 مثال 1. حاصل حد 

sin x sin sin x
x x
lim(cos x) (cos ) lim(cos x)∞

→ →
= = ⇒2 2 2

1 1 1
0

0 0
0 1

x
lim (cos x )

sin xe →
−

= 20
1 1

 مى پردازيم.
x
lim (cos x )

sin x→
−20

1 1 اكنون به محاسبه حد 

x x
lim (cos x ) lim (cos x )

sin x sin x→ →
− = ×∞ ⇒ −2 20 0

1 11 0 1

x x x

cos x cos x cos xlim lim lim
sin x sin x cos→ → →

− − −
= = ⇒ =

−2 20 0 0
1 0 1 1

0 1 x2

x x

( cos x)lim lim
( cos x)( cos x) cos x→ →

− − −
= = = −

− + +0 0
1 1 1

1 1 1 2

بنابراين:
sin x

x
lim(cos x) e

e

−

→
= =2

1 1
2

0
1

x را تعيين كنيد.
x

tan xlim( )
x→

2
1

0
مثال 2. حاصل حد 

x

tan xlim ( )
xx x x

x x

tan x tan xlim( ) lim( ) e
x x

→
−

∞

→ →
= ⇒ =2 2 20

1 1 1 1

0 0
1

 مى پردازيم.
x

tan xlim ( )
xx→

−20
1 1 اكنون به محاسبه حد 
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x x

tan xlim ( ) lim
xx x→ →

− = ×∞ ⇒20 0
1 11 0 tan x( )

x
−2 1

x x x

tan x tan x
tan x xx xlim lim lim

x x x→ → →

− − −
= = ⇒ =2 2 30 0 0

1 10
0

x x x

( tan x) tan x tan x( tan x)lim lim lim
xx x→ → →

+ − +
= = ⇒ =

2 2 2

2 20 0 0
1 1 0 2 1

0 63 3

=
1
بنابراين:3

x
x

tan xlim( ) e e
x→

= =2
1 1

33
0

حالت دوم: 
ــه حالت  g ب ( x )

x x
lim f (x )
→ 0

ــبه حد  ــراي محاس ــرض كنيد ب ف
ابهام آميز ∞1 يا 0 ∞ يا 00 برمي خوريم. بنابراين داريم: 

x x

x x

lim f (x )

lim g(x)

+

→

→

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

0

0

0

0

 
يا
 

x x

x x

lim f (x )

lim g(x)
→

→

= +∞⎧
⎪
⎨ =⎪⎩

0

0
0

 
يا
 

x x

x x

lim f (x )

lim g(x)
→

→

=⎧
⎪
⎨ = ∞⎪⎩

0

0

1

ــك ويژگي هاي  ــالا را مي توانيم با كم ــك از موارد ب ــس هر ي پ
ــپس اين حالت  ــم به حالت ابهام آميز ∞×0 تبديل كنيم و س لگاريت

∞ تغيير دهيم.
∞

0 يا 
0
مبهم را به حالت هاي ابهام آميز 

f بنابراين:  (x ) g و 0< ( x )P f (x )= اگر فرض كنيم 
g ( x )ln P ln f (x ) ln P g(x ) ln f (x )= ⇒ =

g(x ) ln f (x )ln P

ln f (x ) g(x )

⇒ = =1 1

يا 
f داريم:  (x ) g و 0< ( x )P f (x )= اگر فرض كنيم

g ( x )P f (x ) P= ⇒ =
g ( x )ln f ( x ) g ( x )lnf( x )e P e⇒ =

بنابراين، بنا بر پيوستگي تابع نمايي خواهيم داشت: 

x x
lim g ( x )ln f ( x )g ( x )

x x
lim f (x ) e →

→
= 0

0

cos را تعيين كنيد. x

x

lim (tan x)
−π

→ 2

مثال 3. حاصل حد 

coscos x

x

lim (tan x) (tan )
−

π

π
→

π
= = ∞02

2
2

x

lim cos x ln(tan x )

cos x

x

lim (tan x) e
−π

→

−π
→

⇒ = 2

2
 مي پردازيم.

x

lim cos x ln(tan x)
−π

→

=

2

اكنون به محاسبه حد 

x

lim cos x ln(tan x)
−π

→

= ×∞

2

0

x

lim cos x ln(tan x) li
−π

→

⇒ =

2 x

ln(tan x)m

cos x
−π

→

=

2

0
1 0

x x

tan x
ln(tan x) tan xlim lim

sin x
cos x cos x

− −π π
→ →

+

⇒ =
−

2

22 2

1

1

x x

( tan x)cos x cos xlim lim
sin x tan x sin x− −π π

→ →

+
= = − =

−

2 2

2
2 2

1 0

بنابراين: 
cos x

x

lim (tan x) e
−π

→

= =0

2

1

sin را تعيين كنيد. x

x
lim ( )

x+→ 30

1 مثال 4. حاصل حد 

sin x si

x x
lim ( ) lim ( )

x x+ +→ →
= ∞ ⇒0

3 30 0

1 1
x
lim sin x ln( )

n x xe +→=
30

1

 مي پردازيم.
x
lim sin x ln( )

x+→ 30

1 اكنون به محاسبه حد 
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x
lim sin x ln( )

x+→
= ×∞30

1 0

x x

ln( )
xlim sin x ln( ) lim

x
sin x

+ +→ →

∞
⇒ = =

∞

3
30 0

1
1

1

x x x

x
x

ln( )
x sin xx xlim lim lim

cos x cos x
sin x sin x

+ + +→ → →

−

⇒ = = =
−

2

3

2 23 3

0 0 0
2

3

1 1
3 01

بنابراين: 
sin x

x
lim ( ) e

x+→
= =0

30

1 1

 را تعيين كنيد.
x
lim
→0

tan x(cot x )
+

مثال 5. حاصل حد 

x
lim tan x ln(cot x )

tan x tan x

x x
lim (cot x ) lim (cot x ) e +→

+ +→ →
= ∞ ⇒ = 00

0 0

 مي پردازيم.
x
lim tan x ln(cot x )

+→0
اكنون به محاسبه حد 

x
lim tan x ln(cot x )

+→
= ×∞

0
0

x x

ln(cot x )lim tan x ln(cot x ) lim

tan x
+ +→ →

∞
⇒ = =

∞0 0 1

x x

cot x
ln(cot x ) cot xlim lim

tan x
tan x tan x

+ +→ →

+
−

⇒ =
+

−

2

20 0
2

1

1 1

=
x x x

tan x
( cot x ) tan x sin xlim lim lim tan x
( tan x)cot x cot x

cos x

+ + +→ → →

×
+

= = =
+ ×

2
2 2 2
20 0 0

2

1
1 011

بنابراين: 
tan x

x
lim (cot x ) e

+→
= =0

0
1

x را تعيين كنيد.
x x
lim (cos x )
→ 0

1
مثال 6. حاصل حد 

x x
lim ln(cos x )

xx x
x x x x
lim (cos x ) lim (cos x ) e →∞

→ →
= ⇒ = 0

0 0

11 1
1

 مي پردازيم.
x x
lim ln(cos x )

x→ 0

1 اكنون به محاسبه حد 

x
lim ln(cos x )

x+→
= ×∞

0

1 0

x
lim

+→
⇒

0 x

ln(cos x )ln(cos x ) lim
x x+→

= =
0

1 0
0

x x

sin x
x

ln(cos x ) cos xlim lim
x+ +→ →

−

⇒ =
0 0

1
2

1

x x

tan xlim tan x lim
x x+ +→ →

= − = − = −
0 0

1 1 1
2 22

بنابراين: 
tan x

x
lim (cot x ) e

e+→
= =

1
2

0

1

cscx را تعيين كنيد.

x
lim( )

x→ +0
1

1 مثال 7. حاصل حد 
cscx

x
lim( )

x
∞

→
=

+0
1 11

cscx ln( )cscx x
x x
lim( ) lim e

x
+

→ →
⇒ =

+

1
1

0 0
1

1
x
limcscxIn ( )

xe → += 0
1

1

 مي پردازيم.
x
lim csc x ln( )

x→ +0
1

1 اكنون به محاسبه حد 

x
lim csc x ln( )

x→
= ×∞

+0
1 01

x x x

ln( ) ln( )
x xlim csc x ln( ) lim lim

x sin x
csc x

→ → →

+ +⇒ = = =
+0 0 0

1 1
1 01 1

11 0

x x

(x )

ln( )
x xlim lim

sin x cos x→ →

−
+

+ +⇒ =

2

0 0

1
1

1 1
1 1
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x x

(x )lim lim
cos x (x )c
x

→ →

−
+

= = −
+

+

2

0 0

1
1 1

1
1

os x
= −1

بنابراين: 
cscx

x
lim( ) e

x e
−

→
= =

+
1

0
1 1

1
� تمرين: حاصل هر يك از حدود زير را تعيين كنيد.

xsin x

x
lim (x tan x)

+→

22
0

 (2  ln x
x
lim (tan x)

+→

1

0
 (1

tan x
x

xlim( )
sin x→

1

0
 (4  x

x

sin xlim ( )
x+→0

 (3

tan x

x
lim ( )

x+→0

1   (6  x

x

xlim ( )
x→∞

+

−

22

2
1
1

 (5

x

x
lim ( )

x sin x+→0

1  (8   tan x

x
lim (tan x)

π
→

2

4
 (7
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نكاتى دربارة محاسبة حدود 
توابع جزء صحيح

سعيد چتر آبنوس

اشاره
يك نمونه از توابعى كه در محاسبة حد آن ها بايد دقت و 
توجه لازم را داشـته باشيم، توابع جزء صحيح هستند كه از 
اهميت قابل توجهى برخوردارند. در اين مقاله به بيان نكاتى 
دربارة محاسبة حدود اين توابع همراه با حل مسائلى در اين 
زمينه مى پردازيم. تعريف حد

ــده  ــامل نقطة x=a تعريف ش اگر تابع y=f(x) در يك بازة باز ش
ــد (در يك همسايگى محذوف از نقطة a تعريف شده باشد) و با  باش
نزديك شدن مقدار x به عدد a، مقدار y هم به عدد L نزديك شود، 

مى گوييم حد تابع f در نقطة a برابر با L است و مى نويسيم:

x a
lim f (x) L
→

=

ــه بتوانيم حد يك  ــا توجه به تعريف حد، براى اين ك ــن ب بنابراي
تابع را در نقطه اى مثل x=a حساب كنيم اولين شرط اين است كه 
تابع در اطراف آن نقطه تعريف شده باشد و لزومى ندارد كه تابع در 
خود نقطة x=a تعريف شده باشد. يعنى كافى است كه تابع در يك 
همسايگى محذوف از عدد a تعريف شده باشد. پس در محاسبة حد 
يك تابع در يك نقطه، ابتدا بايد به دامنة تابع توجه داشته باشيم.

هم چنين اگر در يك تابع مثل f مقدار x از عدد a بيش تر باشد 
ــود و مقدار y به عددى  و با مقادير بيش تر از a به عدد a نزديك ش
مثل L 1  نزديك شود، مى گوييم حد راست تابع f در نقطة a برابر با 
ــت و اگر مقدار x از a كم تر باشد و به a نزديك شود و مقدار  L 1 اس
 a در نقطة f نزديك شود، مى گوييم حد چپ تابع L 2 هم به عدد y
برابر با L 2  است و شرط وجود حد تابع در نقطة a اين است كه حد 

چپ و حد راست تابع در نقطة a با هم برابر باشند.

وجود صفر در مخرج كسر
در محاسبة حد يك تابع كسرى اگر با نزديك شدن مقدار x به 
عدد a مخرج كسر كاملاً صفر شود، يعنى صفر مطلق شود، حد تابع 
در نقطة x=a تعريف نمى شود و مى گوييم حد تابع در نقطة a وجود 
ــيم كه تعريف نشده است، ولى  ندارد، زيرا به عبارت «ـــــ» مى رس
ــود ولى به صفر نزديك شود، يعنى  ــر كاملاً صفر نش اگر مخرج كس
مخرج كسر صفر حدى باشد و صورت كسر به عدد غير صفر نزديك 

شود، جواب حد ∞+ يا ∞− است.
 x=2 را در نقطة 

[ ]
xf (x)
x
−

=
−
2
2

ــع  ــتن تاب ــد داش مثـال 1: ح
بررسى كنيد.

ــس 2=[x] و 2=0-[x]، يعنى  x آن گاه x> 2 پ +→ 2 حـل: اگر 

مخرج كسر كاملاً صفر مى شود (مخرج كسر صفر مطلق مى شود). 
پس حد راست تابع در نقطة x=2 وجود ندارد، يعنى: 

مطلق 

           
]                    حد وجود ندارد ]x

xlim
x+

+

→

−
= ⇒

−2

2 0
2 0

x آن گاه: −→ 2 اگر 

[ ] [ ]x

xx x lim
x−→

−
< < ⇒ = ⇒ = = =

− − −2

2 0 01 2 1 02 1 2 1

يعنى حد چپ تابع در نقطة x=2 برابر با صفر است.

.
x

x
lim

x+→

⎡ ⎤ −⎣ ⎦
−

2

23

9
9

مثال 2: مطلوب است محاسبة 

، داريم: x +→ 3 حل: با توجه به اين كه 

x x x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤< ⇒ < ⇒ = ⇒ − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2 2 23 9 9 9 0

مطلق
                                        

x

x
lim

x+ +→

⎡ ⎤ −⎣ ⎦⇒ = =
−

2

23

9 0 0
9 0
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محاسبة حدود توابع جزء صحيح

x اگر عبارت  a→ در محاسبة حد توابع جزء صحيح، وقتى كه 
ــود، حاصل حد  ــه عدد غير صحيح نزديك ش ــل جزء صحيح ب داخ
ــت. به عبارت ديگر،  تابع برابر با جزء صحيح آن عدد غير صحيح اس
ــت  ــم عدد a را در تابع جاى گذارى كنيم و حاصل را به دس مى تواني
ــم، ولى اگر عبارت داخل جزء صحيح به عددى صحيح نزديك  آوري
ــود، ديگر نمى توانيم اين كار را انجام دهيم و بايد مشخص كنيم  ش
كه عبارت داخل جزء صحيح از طرف راست يا از طرف چپ به عدد 
 ،x ــود. براى اين كار مى توانيم با توجه به حدود صحيح نزديك مى ش
عبارت داخل جزء صحيح را بسازيم يا از صعودى يا نزولى بودن تابع 

داخل جزء صحيح در اطراف نقطة a استفاده كنيم.
. [ ]

x
lim ( x x )

+→−
⎡ ⎤− + ⎣ ⎦

2
2

3 2 مثال 1: مطلوب است محاسبة 
، عبارات x 3- و  x → ــا توجه به اين كه +2− حـل: (روش اول) ب

2x2 را به وجود مى آوريم:

x x x x x+ ⎡ ⎤→ − ⇒ > − ⇒ < ⇒ < ⇒ =⎣ ⎦
2 2 22 2 4 2 8 2 7

[ ]x x x x x+→ − ⇒ > − ⇒ − < ⇒ < − < ⇒ − =2 2 3 6 5 3 6 3 5
بنابراين داريم:

[ ]
x
lim ( x x )

+→−
⎡ ⎤− + = + =⎣ ⎦

2
2

3 2 5 7 12
ــت كه وقتى  (روش دوم) تابع y=-3 x، يك تابع اكيداً نزولى اس

، داريم: x +→ −2
[ ]x f (x) f ( ) x x> − ⇒ < − ⇒ − < ⇒ − =2 2 3 6 3 5

[ ]
x
lim x

+→−
⇒ − =

2
3 5

ــايگى نقطة x=-2 اكيداً نزولى است،  و تابع f(x) =2 x 2 در همس
پس داريم:

x f ( ) f (x) x x⎡ ⎤− < ⇒ − > ⇒ > ⇒ =⎣ ⎦
2 22 2 8 2 2 7

[ ]
x
lim ( x x )

+→−
⎡ ⎤⇒ − + =⎣ ⎦

2
2

3 2 12

.
x

(
lim

−→1

[ ]x x ) x
x

− +

−

25 3 2
1

مثال 2: مطلوب است محاسبة

x پس x<1>0. بنابراين 0=[x] و داريم: −→1 حل: چون 

]                      مطلق       0مطلق   ]( x x ) x ( )lim
x − −

− + ×
= = =

−

25 3 2 4 0 01 0 0

مثال 3: مطلوب است محاسبة حدهاى زير:

 (الف
x
lim x x

−→−
⎡ ⎤−⎣ ⎦

3
1

3  (ب               
x
lim x x

+→
⎡ ⎤−⎣ ⎦

3
3

3

x عبارت f(x)=x3 - 3 x به عدد 2=(1-) −→ −1 حل: وقتى كه 
f نزديك مى شود. حال بايد مشخص كنيم كه عبارت f(x) از طرف 
راست به عدد 2 نزديك مى شود يا از طرف چپ. براى اين كار صعودى 

يا نزولى بودن تابع f را با استفاده از مشتق بررسى مى كنيم.

f (x) x x′ = − = ⇒ = ± ⇒23 3 0 1

x

f (x)

f (x)

-1

-2

1

2

-+ +�
o o
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حال با توجه به جدول داريم:
اكيداً

                                                     
f

x x f (x) f ( ) f (x)−→ − ⇒ < − ⇒ < − ⇒ <1 1 1 صعودى2
                                                   

[ ]
x

f (x) lim x x
−→−
⎡ ⎤⇒ = ⇒ − =⎣ ⎦

3
1

1 3 1
و براى جواب قسمت «ب» داريم:

ً f                                                        اكيدا
x x f (x) f ( ) x x+→ ⇒ > ⇒ > ⇒ − >33 3 3 3 صعودى18

                                                      

x
x x lim x

+→
⎡ ⎤⇒ − = ⇒ −⎣ ⎦

3 3
3

3 18 3x⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 18

.
x

xlim
x→

+⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦3
2 1

2
مثال 4: مطلوب است محاسبة 

. حال بايد بررسى كنيم كه عبارت 
x

xlim
x→

+
=

−3
2 1 72

حل: داريم: 
ــود يا از طرف چپ. براى  ــت به 7 نزديك مى ش x از طرف راس

x
+
−

2 1
ــتفاده از 2 xf را با اس (x)

x
+

=
−

2 1
2

ــن كار صعودى يا نزولى بودن تابع  اي
مشتق بررسى مى كنيم:

ــى  نزول ــداً  اكي  ( , )−∞ 2 و   ( , )+∞2 ــاى  بازه ه در  ــع  تاب
. f (x)

(x )
−′ = < ⇒
− 2
5 0
2

است

، داريم: x +→ 3 حال اگر 
x xx f (x) f ( )

x x
+ +⎡ ⎤> ⇒ < ⇒ < ⇒ =⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2 1 2 13 3 7 62 2

x

xlim
x+→

+⎡ ⎤⇒ =⎢ ⎥−⎣ ⎦3

2 1 62
، داريم: x −→ 3 و اگر 

x xx f (x) f ( )
x x

+ +⎡ ⎤< ⇒ > ⇒ > ⇒ =⎢ ⎥− −⎣ ⎦

2 1 2 13 3 7 72 2
⇒

x

xlim
x−→

+⎡ ⎤ =⎢ ⎥−⎣ ⎦3

2 1 72
پس حد وجود ندارد.

ــت  ــورت وجود به دس  را در ص
x

xlim
x→

⎡ ⎤−
⎢ ⎥

+⎣ ⎦

2

20
1
1

ــل  مثـال 5: حاص
آوريد.

 xf (x)
x

−
=

+

2

2
1
1
ــر، عبارت  ــدن x به عدد صف حـل: با نزديك ش

ــتق گيرى از تابع و تعيين  ــود. اكنون با مش به عدد 1- نزديك مى ش
علامت مشتق، صعودى يا نزولى بودن تابع را بررسى مى كنيم.

x(x ) x(x ) xf (x) x
(x ) (x )
+ − −′ = = = ⇒ =

+ +

2 2

2 2 2 2
2 1 2 1 4 0 0

1 1

بنابراين با توجه به جدول معلوم مى شود كه:
، داريم: x +→0 اگر 

ً اكيدا
                                                                           
f x xx f (x) f ( )

x x

⎡ ⎤− −
> ⇒ > ⇒ > − ⇒ = −⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦

2 2

2 2
1 10 0 1 1
1 صعودى1

                                                                           
، داريم: x −→0 و اگر 

ً اكيدا
                                                                             
f x xx f (x) f ( )

x x

⎡ ⎤− −
< ⇒ > ⇒ > − ⇒ = −⎢ ⎥

+ +⎣ ⎦

2 2

2 2
1 10 0 1 1
1 نزولى1

                                                                            

li⇒
x

xm
x→

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

+⎣ ⎦

2

20
1 1
1

x

y

-1

+-� o

y

o

هر يك از سه همسفر با خود چنين 
اسـتدلال مي كند: «اگر چهرة من پاك 
بـود، هر يـك از دو نفر ديگـر ـ كه هر 
يـك از آن ها نيـز چهرة خـود را پاك 
تصور مي نمود ـ ، از خندة ديگري دچار 
تعجب مي شد؛ زيرا براي اين شخص كه 
دو چهـرة پاك را مي ديـد، دليلي براي 
خنده وجود نداشت؛ اما هيچ كدام ازآن 
دو نفـر از خندة ديگـري اظهار تعجب 
نكـرد؛ پـس چهرة مـن نيـز دوده آلود 

است.»

پاسخ سه چهرة دودآلود 
تفريح انديشه
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مسئله: مثلث ABC و نقطة دلخواه P را روى ضلع BC از آن در 
نظر مى گيريم، تصوير نقطة P روى ضلع هاى AB و AC را به ترتيب 
E و F، و پاى ارتفاع نظير رأس A را H مى ناميم. ثابت كنيد كه پنج 

نقطة P ،H ،E ،A و F روى يك دايره قرار دارند.

ــه بيان ديگر، نقطه اى در صفحة مثلث ABC وجود دارد كه از  ب
پنج نقطة P ،H ،E ،A و F به يك فاصله است.

 ،AE ــد عمودمنصف هاى پاره خط هاى ــه بيان ديگر، ثابت كني ب
PF ،HP ،EH و FA از يك نقطه مى گذرند.

الف) حل به روش هندسى
روش اول : پاره خط EH را وصل مى كنيم. مى خواهيم ثابت كنيم 
ــت، يعنى رأس هاى آن روى يك  كه پنج ضلعى AEHPF محاطى اس

رويكرد هندسى و  محمد هاشم رستمى

 AEPF ــل مى كنيم. چهارضلعى ــره قرار دارند. از A به P نيز وص داي
محاطى است، زيرا مجموع دو زاوية روبه روى آن ْ 180 است و داريم:
� � � �E ,F E F° ° °= = ⇒ + =90 90 180

ــة P ،E ،A و   F  روى يك دايره قرار دارند كه  ــن، چهار نقط بنابراي
آن را دايرة (C) مى ناميم. هم چنين چهارضلعى AEHP محاطى است، 
 E از دو نقطة AP است، يعنى دايرة به قطر � �AEP AHP °= = 90 زيرا 
و H مى گذرد. بنابراين، چهار نقطة H ،E ،A و P نيز روى يك دايره قرار 
دارند كه آن را دايرة (΄C) مى ناميم. دو دايرة (C) و (G) برهم منطبق اند، 
زيرا هر دو دايره شامل سه نقطة غير هم خط E ،A و P هستند و بر سه 
نقطة غير هم خط تنها يك دايره مى گذرد. بنابراين دايره اى كه بر سه 
نقطة E ،A و P مى گذرد يكتاست و اين دايره از نقطه هاى F و H نيز 

مى گذرد؛ پس پنج ضلعى AEHPF محاطى است.
ــت كه  ــى AEHPF به معناى آن اس ــودن پنج ضلع ــى ب محاط
ــى وجود دارد كه از پنج  ــه اى مانند M در صفحة اين پنج ضلع نقط
  M ــن نقطه را ــت. اگر اي ــه يك فاصله اس ــة P ،H ،E ،A و F ب نقط

بناميم، داريم:
MA=ME=MH=MP=MF

 MA=ME=MH=MP=MF به قسمتى كه M موجود بودن نقطة
 ،HP ،EH ،AE باشد، بدان معناست كه عمودمنصف هاى پاره خط هاى

PF و FA از يك نقطه مى گذرند. پس حكم مسئله ثابت است.

A

B C

E F

H P

رويكرد جبرى در آموزش هندسه(13)



 M را AP وصل مى كنيم و وسط پاره خط P به A روش دوم ـ از
مى ناميم. از M به H ،E و F نيز وصل مى كنيم. در مثلث قائم الزاوية 
ــف وتر اين  ــاوى نص ــت، پس مس ــة وارد بر وتر اس EM ،AEP ميان

APME در مثلث  AM MP ( )= = = 12 ــود، يعنى  ــث خواهد ب مثل
ــت، پس مساوى نصف  قائم الزاوية FM ،AFP ميانة نظير وتر AP اس

. APMF MA MB ( )= = = 22 اين وتر است، يعنى 
ــت، پس  در مثلث قائم الزاوية FM ،AFP ميانة نظير وتر AP اس
 . APMH MA MB ( )= = = 22

مساوى نصف اين وتر است، يعنى 
از رابطه هاى (1) و (2) و (3) نتيجه مى شود كه:

ME=MF=MH=MA=MB

يعنى نقطة M از پنج نقطة P ،H ،E ،A و F به يك فاصله است. 
ــت كه  ــت و اين بدان معناس ــس پنج ضلعى AEHPF محاطى اس پ
عمودمنصف هاى پاره خط هاى PF ،HP ،EH ،AE و FA از يك نقطه 

مى گذرند. پس حكم مسئله ثابت است.
ب) حل به روش جبرى ـ مختصاتى

ــار مى كنيم كه  ــان اختي ــم xoy را چن ــتگاه مختصات قائ دس
ــد. O مبدأ  ــور y ها روى ارتفاع AH باش ــا روى BC و مح محورx ه
ــت. مختصات  ــاع AH منطبق اس ــر نقطة H پاى ارتف ــات ب مختص
، B (x , )= 2 0  ، A ( , y )= 10 ــورت  ــاى C ،B ،A و P را به ص نقطه ه

 E اختيار مى كنيم و مختصات نقطه هاى P (x , )= 4 0 C و  (x , )= 3 0
و F را برحسب مختصات چهار نقطة C ،B ،A و P به دست مى آوريم. 
 ،E ،A آن گاه با استفاده از معادلة دايره ثابت مى كنيم كه پنج نقطة
ــرار دارند. براى اين كار معادلة گذرنده  ــك دايره ق P ،H و F روى ي
ــه نقطه از اين پنج نقطه را مى نويسيم و ثابت مى كنيم كه دو  بر س
ــان در  ــز روى اين دايره قرار دارند، يعنى مختصاتش ــة ديگر ني نقط

معادلة اين دايره صدق مى كند. بنابراين داريم:
A ( , y ),B (x , ),C (x , ),P (x , )= = = =1 2 3 40 0 0 0

x y x yAB : ,AC :
x y x y

+ = + =
2 1 3 1

1 1

y xxm m ,P (x , )AB PEx y
y

−
= = − ⇒ = =

2 1 2
4

2 1
1

1
01

x x x x
y (x x ) PE : y x

y y
− = − ⇒ = −2 2 2

4
1 1

0
y

4

1
   PE  معادلة

x y
x yAB : x x xx ( x )

x x xPE x y y yy x
y y

⎧ + =⎪⎪ ⇒ + − =⎨
⎪ = −
⎪⎩

2 1 2 2 4

2 2 4 2 1 1 1

1 1

1
1 1

x x y
x x x y

x( ) x
x yy y x

x y

+

+ = + ⇒ =
+

2
2 4 1

2
2 2 4 1
2 2 2

2 11 1 2
2

2 1

1 1

E E
x x x y x x x x y x x

x y ( )
y yy x y x

+ +
⇒ = ⇒ = −

+ +

2 2 2 2
2 4 2 1 2 2 4 2 1 2 4

2 2 2 2
1 11 2 1 2

E
x x x y x x

y )
yy (y x )

+
⇒ = −

+

3 2 2
2 4 2 1 2 4

2 2
1 1 2 1

x x x y y x x x x
y (y x )

+ − −
=

+

3 2 2 2 3
2 4 2 1 1 2 4 2 4

2 2
1 1 2

E
y (x x x ) y x (x x )

y
y (y x ) y x

− −
⇒ = =

+ +

2 2
1 2 2 4 1 2 2 4

2 2 2 2
1 1 2 1 2

x x x y x x (x x )
E ( , )

y x y x
+ −

⇒ =
+ +

2 2
2 4 2 1 1 2 2 4

2 2 2 2
1 2 1 2

y xxm m,PFbAC ,P (x , )AC PFx y
y

−
= = − ⇒ = =

3 1 3
4

3 1
1

1
01

A

B C

E
F

H P

A

B C

E F

H P

M

A
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E
F

H P
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x x x
PF : y (x x ) PF : y x

y y
⇒ − = − ⇒ = −3 3

4
1 1

0 x
y
3 4

1

x y
x yAC : x x xx ( x )

x x xPF x y y yy x
y y

⎧ + =⎪⎪ ⇒ + − =⎨
⎪ = −
⎪⎩

3 1 3 3 4

3 3 4 3 1 1 1

1 1

1
1 1

x x y
x x x y

x( ) x
x yy y x

x y

+

⇒ + = + ⇒ =
+

2
3 4 1

2
3 3 4 1
2 2 2

3 11 1 3
2

3 1

1 1

F F
x x x y x x (x x y ) x x

x y
y yy x y x

+ +
⇒ = ⇒ = × −

+ +

2 2 2
3 4 3 1 3 3 3 4 1 3 4

2 2 2 2
1 11 3 1 3

F
x x x y x x y x x

y
y

+ − −
⇒ =

3 2 2 2 3
3 4 3 1 3 4 1 3 4 x y (x x )

(y x ) y x
−

=
+ +

3 1 3 4
2 2 2 2

1 1 3 1 3

x x x y x y (x x )
F ( , )

y x y x
+ −

⇒ =
+ +

2 2
3 4 3 1 3 1 3 4

2 2 2 2
1 3 1 4

ــة E ،A و P دايره اى به قطر پاره خط  ــه نقط دايرة گذرنده بر س
ــت. اين دايره از نقطة F نيز  �AEP اس °= 90 ــت، زيرا زاوية  AP اس

مى گذرد. مركز اين دايره را M مى ناميم. مختصات M و شعاع دايره 
را به دست مى آوريم و معادلة آن را مى نويسيم. داريم:

AP وسط پاره خط 
A P

M

A P
M

x xx x
x

M
y yy y

y

++
= = =

++
= = =

4 4

1 1

0
2 2 2

0
2 2 2

x y
R AM ( ) ( y ) x y= = − + − = +2 2 2 24 1

1 4 1
102 2 2

شعاع دايره 

x معادلة دايره ⇒ y x y
: (x ) (y )

+
− + − =

2 2
2 24 1 4 1

2 2 4
مختصات نقطة H را در اين معادله قرار مى دهيم. داريم:

در معادلة دايره
                                                   

x y x y
H O ( , ) ( ) ( )

+
= = ⎯⎯⎯⎯→ − + − =

2 2
2 24 1 4 10 0 0 02 2 4

x y x y+ +
⇒ = ⇒

2 2 2 2
4 1 4 1

4 4
نقطة H روى اين دايره است 

 F و P ،H ،E ،A ــة ــده بر پنج نقط ــت آم ــن دايرة به دس بنابراي
ــت. پس حكم  ــى AEHPF محاطى اس ــى پنج ضلع ــذرد، يعن مى گ

مسئله درست است.
نكتة 1: اگر مختصات نقطه هاى E ،P و F را نيز در معادلة دايرة 
به دست آمده قرار دهيم، در اين معادله صدق مى كنند، يعنى بدون 

استفاده از ويژگى هندسى آن مى توان ثابت كرد كه اين نقطه ها نيز 
روى اين دايره اند. توجه كنيد:

در معادلة دايره
                                                        

x y x
P (x , ) (x ) ( )= ⎯⎯⎯⎯→ − + − =2 24 1 4

4 40 02 2
y+2 2

1
4

x y x y+ +
⇒ = ⇒

2 2 2 2
4 1 4 1

4 4
نقطة P روى دايره است 

x               در معادلة دايره x x y y x (x x )
E ( , )

y x y x
+ −

= ⎯⎯⎯⎯→
+ +

2 2
2 4 2 1 1 2 2 4

2 2 2 2
1 2 1 2

x x x y x y x y x x y x y
( ) ( )

y x y x
+ − +

− + − =
+ +

2 2 2 2 2
2 22 4 2 1 4 1 2 1 2 4 1 4 1

2 2 2 2
1 2 1 22 2 4

x x x y x y x x
( )

(y x )
+ − −

+

2 2 2 2
22 4 2 1 4 1 4 2

2 2
1 2

2 2
2

y x y x x y y x
( )

− − −
+ =

2 3 2
21 2 1 2 4 1 1 22 2

2
x y+2 2

4 1
4

(x x x y x y ) (y x y x x y )
(y x )

+ − + − −
⇒

+

2 2 2 2 2 3 2
2 4 2 1 4 1 1 2 1 2 4 1

2 2 2
1 2

2 2
4

x y x y x y+ + +
= ⇒ + ⇒ =

2 2 2 2 2 2
4 1 4 1 4 1

4 4 4� �

ــبه ها بسيار ساده تر خواهد بود.  نكتة 2: در مثال عددى، محاس
P باشد.  ( , )= 3 0 C و  ( , )= 5 0  ، B ( , )= −2 0  ، A ( , )= 0 4 فرض كنيد 
ــم و  ــب E و F مى نامي ــة P روى AB و AC را به ترتي ــر نقط تصاوي

مختصات اين نقطه ها را به دست مى آوريم.

xداريم: yAB : y x+ = ⇒ − =
−

1 2 42 4
m m ,P ( , )AB PE= ⇒ = − =

12 3 02
PE : y (x ) y x⇒ − = − − ⇒ = − +

1 1 30 32 2 2
y xAB :

PE : y

= +2 4
x x x

x

⎧
⎪ ⇒ + = − + ⇒ = −⎨

= − +⎪⎩

1 3 5 52 41 3 2 2 2 2
2 2

A

B C
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O P

M

y

x
H
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x y E ( , )⇒ = − ⇒ = ⇒ = −1 2 1 2
x y m mAC : x y , AB PFy

+ = ⇒ + = = − ⇒ =
4 51 4 5 204 5 4

PF : y (x ) PF : y x⇒ − = − ⇒ = −
5 5 150 34 4 4

x y
F C

y x

+ =⎧
⎪ ⇒ =⎨

= −⎪⎩

4 5 20
5 15
4 4

AP وسط پاره خط M

معادلة دايره

(x ) (y ) R (x ) (y )⇒ −α + −β = ⇒ − + − =2 2 2 2 23 2522 4

                                                         در معادلة دايره
H ( , ) ( ) ( )= ⎯⎯⎯⎯→ − + − =2 23 250 0 0 0 22 4
⇒ + = ⇒ = ⇒

9 25 25 2544 4 4 4
H روى دايره است  

                                                      در معادلة دايره
E ( , ) ( ) ( )= − ⎯⎯⎯⎯→ − − + − =2 22 251 2 1 2 22 4
⇒ = ⇒

25 25
4 4

   E روى دايره است 

ــز روى اين دايره  ــن ترتيب مى توان ثابت كرد كه F ني به همي
است و درنتيجه پنج ضلعى AEHPF محاطى است.

يك سؤال و بحث دربارة آن
كدام چندضلعى محاطى است؟

به بيان ديگر:
در صفحة كدام چندضلعى نقطه اى يافت مى شود كه از رأس هاى 

آن به يك فاصله باشد؟
و به بيانى ديگر:

كدام چندضلعى است كه عمودمنصف هاى ضلع هاى آن از يك 
نقطه مى گذرند؟

ــؤال بالا هم ارز هستند، يعنى  ــه س همان طور كه قبلاً ديديم س
ــودن دو تاى ديگر  ــودن هر كدام از آن ها موجب موجود ب ــود ب موج
است؛ يعنى اگر يك چندضلعى محاطى باشد، در صفحة آن نقطه اى 
ــت و اين بدان  ــه يك فاصله اس ــه از رأس هاى آن ب ــود دارد ك وج

معناست كه عمودمنصف هاى ضلع هاى آن همرس اند.

ــه ضلعى يا مثلث شروع مى كنيم. همان طور كه ديديم  1) از س
ــت، زيرا به روش هاى  ــدن در يك دايره اس هر مثلثى قابل محاط ش
ــود كه عمودمنصف هاى  ــى و جبرى ـ مختصاتى ثابت مى ش هندس
ــه، عمودمنصف هاى  ــا توجه به اين نكت ــاى آن همرس اند. ب ضلع ه
ــاوى الاضلاع، هر  ــخص، هر مثلث متس ــاى هر مثلث غيرمش ضلع ه
ــاقين، هر مثلث قائم الزاويه همرس خواهند بود.  مثلث متساوى الس
ــت، در  در مثلث قائم الزاويه، مركز دايرة محاطى روى وتر مثلث اس
ــت و در مثلث با  مثلث با زاويه هاى حاده اين نقطه درون مثلث اس

زاوية منفرجه اين نقطه بيرون مثلث قرار دارد. شكل ها را ببينيد.
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B
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M

B

A

D

M
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d 1

d 2 d 3

d 4
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(الف) مثلث غيرمشخص
(ب) مثلث متساوى الاضلاع

(پ) مثلث قائم الزاويه
(ت) مثلث متساوى الساقين

و اينك چهارضلعى ها را مورد بررسى قرار مى دهيم.

همان طور كه ديديم يك چهارضلعى در صورتى محاطى است كه 
مجموع هر دو زاوية روبه روى آن مساوى ْ 180 باشد. به بيان ديگر:

ــرط لازم و كافى براى محاطى بودن يك چهارضلعى آن است  ش
كه هر دو زاوية روبه روى آن مكمل يكديگر باشند.

ــه روش جبرى ـ  ــى و ب ــب را به روش هندس ــن مطل ــات اي اثب
ــى قرار داديم. با توجه به اين مطلب مى توان  مختصاتى مورد بررس

گفت كه:
ــتطيل قابل محاط شدن در يك دايره است، زيرا هر  1) هر مس

دو زاوية روبه روى آن مكمل يكديگرند.
� � � � � � � �A B C D A C B D° °= = = = ⇒ + = + =90 180

ــدن در يك دايره است، زيرا مجموع  2) هر مربع قابل محاط ش
هر دو زاوية روبه روى آنْ 180 است.

ــدن در يك  ــل محاط ش ــاقين قاب ــة متساوى الس ــر ذوزنق 3) ه
AB و  || CD)ABCDــت، زيرا در ذوزنقة متساوى الساقين دايره اس

AD=BC) داريم:

� � � � � � � �A B,C D,A D B C °= = + = + =180
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d 3
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4) متوازى الاضلاع و لوزى از چهارضلعى هاى خاص هستند كه 
ــتند، يعنى بر چهار رأس آن ها  ــدن در يك دايره نيس قابل محاط ش

يك دايره نمى گذرد.

ــا مى پردازيم: يك پنج ضلعى در صورتى  و اينك به پنج ضلعى ه
محاطى است كه عمودمنصف هاى ضلع هاى آن از يك نقطه بگذرند. 

بنابراين مى توانيم بگوييم كه:
هر پنج ضلعى دلخواهى محاطى نيست، اما پنج ضلعى منتظم محاطى است. 

يعنى دايره اى وجود دارد كه بر رأس هاى يك پنج ضلعى منتظم مى گذرد.
ــى منتظم قابل  ــوان ثابت كرد كه هر n ضلع ــور كلى مى ت به ط

محاط شدن در يك دايره است.
ــم يا مثلث  ــه ضلعى منتظ ــب دربارة س ــد اين مطل ــات كني اثب

متساوى الاضلاع را ديديم (شكل).

ــدن در يك دايره  هر چهارضلعى منتظم يا مربع نيز قابل محاط ش
است (شكل).

ــراى پنج ضلعى منتظم  ــت اثبات مطلب را ب ــن كافى اس بنابراي
ببينيم، يعنى قضية زير را ثابت كنيم:

قضيه: هر پنج ضلعى منتظم قابل محاط شدن در يك دايره است؛ 
يعنى بر پنج رأس آن يك دايره مى گذرد.

نكته: چندضلعى را منتظم گوييم كه همة ضلع هاى آن با هم مساوى 
و تمام زاويه هاى آن نيز با هم مساوى باشند. براى اثبات به روش هندسى، 
پنج ضلعى منتظم ABCDE را در نظر مى گيريم. عمودمنصف هاى ضلع هاى 
 ،d 2 ،d 1 ــب آن ها را ــم مى كنيم و به ترتي DE ،CD ،BC ،AB و EA را رس

d 4 ،d 3 و d 5 مى ناميم و ثابت مى كنيم كه اين عمودمنصف ها از يك نقطه 
مى گذرند.

ــاى ضلع هاى AB و  ــورد عمودمنصف ه ــات، نقطة برخ براى اثب
ــم. ثابت مى كنيم كه  ــع d 1 و d  2 را M مى نامي ــى نقطة تقاط BC يعن

عمودمنصف ضلع CD يعنى خط d  3 هم از همين نقطة M مى گذرد. 
براى اثبات از M عمود MT را بر CD رسم مى كنيم و ثابت مى كنيم 
 MCT و MQC ــت. دو مثلث قائم الزاوية كه MT عمودمنصف CD اس

هم نهشت اند، زيرا:
� � �

� �

CC C ,MC MC

Q T

°
°

°

= = = = =

= =

1 2

11

108 542 2
90

BCCQ و BC=CD است، پس = 2
درنتيجه: CT=CQ؛ اما 

CDCT = 2
ــط ضلع CD است. بنابراين MT عمودمنصف  يعنى نقطة T وس
ضلع CD، يعنى همان خط d 3  است، پس عمودمنصف ضلع CD نيز 
ــود كه عمودمنصف هاى  از M مى گذرد. به همين ترتيب ثابت مى ش
ــاى DE و EA نيز از نقطة M مى گذرند. پس نقطة M نقطة  ضلع ه
 ،A است. بنابراين از پنج نقطة d 5 و d 4 ،d 3 ،d 2 ،d 1 همرسى خط هاى
 MA=MB=MC=MD=ME به يك فاصله است، يعنى E و D ،C ،B

و درنتيجه پنج ضلعى منتظم ABCDE محاطى است.
ــورد  ــل برخ ــه M مح ــت؟ از اين ك � اس �C C=1 2 ــرا  ــؤال 1: چ س
عمودمنصف هاى ضلع هاى AB و BC است چه استفاده اى مى توان كرد؟

ــؤال 2: چگونه مى توان ثابت كرد كه هر n ضلعى منتظم قابل  س
محاط شدن در يك دايره است؟

تمرين. قضيه را به روش جبرى ـ مختصاتى ثابت كنيد.

C

B

D

A

CB

M

A

A

C

B

D

M

E

P

Q

T

1
2 1

1

A

CB

D

M
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آشنايى با بسته ى نرم افزارى مَتِمَتيكا 
Mathematica 

اشاره 
دبيرسـتان،  دورة   2 رياضيـات  كتـاب  در 
مباحثـي دربـارة ماتريس ها و مثلثـات مطرح 
شده اسـت. در فصل ماتريس ها روي اعمال در 
ماتريس هـا بحث مي شـود و در فصـل مثلثات 
بـه معرفي نسـبت هاي مثلثاتـي و فرمول هاي 
مربوط به آن ها مي پردازند. با اسـتفاده از بستة 
نرم افزاري متمتيكا مي توان اعمال ماتريسـي و 
محاسـبات مثلثاتي را به راحتـي انجام داد. در 
اين قسمت به معرفي دستورالعمل هاي مربوط به 

ماتريس ها و نسبت هاي مثلثاتي مي پردازيم: 

1.0

0.5

0.0

-2

0

2

-2

0

2

 دكتر محمدعلى فريبرزى عراقى
عضو هيئت علمى گروه رياضى دانشگاه 
آزاد اسلامى، واحد تهران مركزى

(4)
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الف) ايجاد يك ماتريس در متمتيكا 
 Insert براي معرفي يك ماتريس در صفحة اصلي متمتيكا روي گزينة
كليك مي كنيم و سپس در پنجرة حاصل روي گزينة Table/Matrix قرار 
مي گيريم و با بازشدن پنجرة بعدي گزينة New را برمي گزينيم. با اين 
كار پنجره اي براي ايجاد يك ماتريس باز مي شود. در اين پنجره گزينة 
ــتون ها2 را  ــطرها1 و تعداد س ــاب مي كنيم و تعداد س Matrix را انتخ

ــر بخواهيم يك ماتريس 3×3 ايجاد كنيم،  ــر مي كنيم. براي مثال اگ پ
ــي  جلوي هر دو آن ها عدد 3 را تايپ مي كنيم و اگر بخواهيم ماتريس
ــطرها و 5 را در خانة  ــب 3 را در خانة تعداد س ــازيم به ترتي 5×3 بس
تعداد ستون ها تايپ مي كنيم. در نهايت، روي OK كليك مي كنيم تا 
ماتريس موردنظر روي صفحه نمايش داده شود. در حالتي كه ماتريس 

3×3 موردنظر باشد، جدول زير در صفحة نمايش نمايان مي شود.
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

� � �
� � �
� � �

حال بايد درايه هاي ماتريس را در خانه هاي خالي تايپ كنيم. با 
كليك كردن روي هر خانه، مي توان عدد يا حرف موردنظر را در آن 
تايپ كرد. با استفاده از دكمة Tab هم مي توان به خانة بعدي رفت 
ــتباه پر كرده باشيم،  و آن را پر كرد. در صورتي كه خانه اي را به اش
ــرار بگيريم و با دكمه روي ماوس، آن  ــم روي همان خانه ق مي تواني
خانه را انتخاب كنيم و كليد Delete را فشار دهيم و دوباره در خانة 
ــم. در متمتيكا از دو راه  ــح را تايپ كني ــي مربوطه دراية صحي خال
ــكل جدول مرسوم با  مي توان يك ماتريس را نمايش داد: يكي به ش
m سطر و n ستون؛ و ديگري به شكل مجموعه اي كه درايه هاي هر 
ــطر ماتريس در مجموعه هايي جدا از هم، اعضاي اين مجموعه را  س

تشكيل مي دهند.
مثال: 

{{ , , },{ , , },{ , , }}

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

− − −1 0 2 4 8 10 5 6 1

1 0 -2
4 8 10

-5 6 -1

ــي با همان ابعاد ماتريس قبلي را در  اگر بخواهيم دوباره ماتريس
ــلول موردنظر را كه حاوي  ــه نمايش ايجاد كنيم مي توانيم س صفح
ماتريس قبلي است كپي كنيم و در صفحة نمايش قرار دهيم. براي 
ــلول موردنظر راست  ــة س ــتفاده از ماوس روي كروش اين كار با اس
ــپس در محل  ــك مي كنيم و گزينة Copy را برمي گزينيم و س كلي

موردنظر در صفحة نمايش، آن سلول را Paste مي كنيم.
ــتور  ــدول، دو دس ــك ج ــا ي ــس ي ــك ماتري ــش ي ــراي نماي ب
ــتفاده مي شود. در حالت اول،  MatrixForm و TableForm نيز اس

ــود كه  ــتطيلي نمايان مي ش ــك نمايش مس ــس به صورت ي ماتري

ــد و در حالت دوم نيز همان نمايش  ــا داخل پرانتز قرار دارن درايه ه
ــد، نمايان مي شود. براي  بدون پرانتزي كه درايه ها را دربرگرفته باش
 List ــتورالعمل ــتور، ابتدا با استفاده از دس ــتفاده از اين دو دس اس
سطرهاي ماتريس را به طور مجزا در مجموعه هايي جداگانه معرفي 
ــتفاده مي كنيم.  ــتورها اس و پس از تايپ، در انتهاي List از اين دس
دستور List//MatrixForm نيز همان عمل ايجاد ماتريس به شكل 

جدول مستطيلي را انجام مي دهد.
مثال: 

List {{ , , , },{ , , , },{ , , , }}= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
MatrixForm[List]

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

List//MatrixForm

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

TableForm[List]

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

ب) دو ماتريس خاص 
ــتور  a) ماتريس واحد: براي نمايش يك ماتريس واحد n×n از دس

زير استفاده مي شود: 
IdentityMatrix[n]

ــتور، ماتريسي با درايه هاي قطري يك و  با به كارگيري اين دس
درايه هاي غيرقطري صفر نمايان مي شود.

IdentityMatrix[3]
{{ , , },{ , , },{ , , }}1 0 0 0 1 0 0 0 1
MatrixForm[IdentityMatrix[3]]

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 0 0
0 1 0
0 0 1

b) ماتريس قطري: براي نمايش يك ماتريس قطري با درايه هاي 
قطري مفروض از دستور زير استفاده مي شود: 

DiagonalMatrix[List]

كه در آن List فهرست درايه هاي قطري ماتريس است.
مثال: 

 MatrixForm[DiagonalMatrix [{-1, 5, 8, -6}]]
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−1 0 0 0
0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

5 0 0
0 0 8 0
0 0 0 6 ج) اعمال روي ماتريس ها 

ــه راحتي پس از  ــق و ضرب در ماتريس ها ب ــال جمع، تفري اعم
ــود. در  ــي آن ها و اختصاص نامي براي هر ماتريس انجام مي ش معرف

مثال زير دو ماتريس 

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 8 4
-6 3 -2
-1 0 10

A و 
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 6 -3
-4 9 0
-1 7 4

ــا  آن ه روي   A.B A و  B−  ، A B+  ، A3 ــال  اعم و  ــي  معرف
ــراي نام گذاري  ــود كه ب ــده اند. توجه ش ــخص ش ــرا و نتايج مش اج
ــپ و پس از تايپ  ــر مثلاً A را تاي ــس، ابتدا نام موردنظ ــك ماتري ي
ــة Insert به همان صورتي كه در بالا  ــاوي از طريق گزين علامت تس
ــا را داخل خانه هاي  ــس را ايجاد و درايه ه ــد، ماتري توضيح داده ش
ــس از علامت  ــرب دو ماتري ــراي عمل ض ــم. ب ــي وارد مي كني خال

. استفاده مي شود.

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 6 -3
-4 9 0
-1 7 4

{{ , , },{ , , },{ , , }}− − −2 6 3 4 9 0 1 7 4

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 8 4
-6 3 -2
-1 0 10

{{ , , },{ , , },{ , , }}− − −1 8 4 6 3 2 1 0 10

MatrixForm[3A]
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

6 18 9
12 27 0
3 21 12

MatrixForm[A+B]

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

3 14 1
10 12 2
2 7 14

MatrixForm[A - B]
− −⎡

⎢
⎢
⎢ −⎣

1 2 7
2 6 2
0 7 6

⎤
⎥
⎥
⎥⎦

MatrixForm[A.B]

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

31 34 34
58 5 34
47 13 22

ــود اگر دو ماتريس قابل ضرب در يكديگر نباشند، پس  توجه ش
ــود. در  ــتور ضرب، پيغام خطا در صفحه نمايان مى ش از اجراى دس
ــخص  زير حاصل ضرب يك ماتريس 3×2 در يك ماتريس 2×3 مش

شده است.
مثال:

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

3 -4 1
0 2 -9

{ } { }{ }, , , , ,− −3 4 1 0 2 9

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 -4
9 11

-8 3
{ } { } { }{ }, , , , ,− −0 4 9 11 8 3

MatrixForm[A.B]

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

44 53
90 5

د) اعمال مثلثاتى
ــينوس، تانژانت و  ــينوس، كس ــبت هاى مثلثاتى س هريك از نس
ــبه هستند. در مثال زير،  كتانژانت در متمتيكا به راحتى قابل محاس
چند محاسبه با هريك از نسبت هاى مثلثاتى انجام شده است. توجه 
داشته باشيد كه اگر داخل كروشه فقط كمان مورد نظر تايپ شود، 
ــود و اگر حالت درجه  آن كمان با واحد راديان در نظر گرفته مى ش

مورد نظر باشد واژة Degree بعد از كمان بايد تايپ شود.
tan و  240	 ، Cos π3

4
 ، Sin45	 ، Sin π

3
مثال: 1) در زير حاصل 

ــت آمده اند. توجه داشته باشيد كه حرف اول هريك  Cos به دس π
از نسبت هاى مثلثاتى بايد بزرگ تايپ شود.12

Sin[pi/3]

3
2

Sin [45 Degree]
1
2

Cos ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

3
4
π

−
1
2

Tan [240 Degree]
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3
Cot [pi/12]

+2 3

 Sin Cos( ) Cos
Sin Cos( )

− −
−

120 30 120
135 45
	 	 	

	 	 ــل  حاص ــر،  زي در   (2
ــود كه براى ورود اين كسر  ــت. يادآورى مى ش ــده اس ــخص ش مش
ــاب  � را انتخ

�
ــة  ــرة Basic Math Input گزين ــوان در پنج مى ت

ــار هم زمان ــرج را در خانه هاى خالى تايپ و با فش ــورت و مخ و ص
 Shift-Enter، سلول حاصل را اجرا كرد.

[ ] [ ]Sin Degree Cos Degree - Co120 -30 [ ]
[ ] [ ]

s Degree
Sin Degree Cos Degree

120
135 -455

2
ــت آمده  Sin(x به دس ) Cos(x )π π

− + +6 3
ــر، حاصل  3) در زي

است.
Sin x - + Cos x +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦6 3
π π

0
ــارت  عب ــك  ي ــوان  مى ت  Simplify ــتور  دس از  ــتفاده  اس ــا  ب
ــر، هريك  ــرد. در مثال هاى زي ــاده ك ــكان س ــا حد ام ــى را ت مثلثات
و   Cos(a - b)+Cos(a+b)  ، Cos a

Cos a
+
−

1 2
1 2

ــى  مثلثات ــاى  عبارت ه از 
ــاده  س  tan(a )Cot(a ) Cos( a)Cos(a )− π + π − π− − π5 7 6 6

.Sin2a 2 وCosaCosb ،Cot2a :شده اند. نتايج به ترتيب عبارت اند از
[ ]
[ ]

+ Cos a
Simplify

- Cos a
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2
1 2

Cot[a]2

Simplify [Cos[a-b]+Cos[a+b]]

2 Cos[a] Cos[b]

[ ] [ ] [ ]Simplify Tan a - Pi Cot a + - Cos - a Cos a -5 7 6 6π π [ ]Pi⎡ ⎤⎣ ⎦

Sin[a]2

هـ) حل معادلات مثلثاتى
با استفاده از دستور Reduce مى توان يك معادلة مثلثاتى را حل 
ــتور  ــخص كرد. صورت كلى اين دس و جواب هاى عمومى آن را مش

عبارت است از:
Reduce [متغير، معادله]

ــود.  ــة مثلثاتى tanx=1 حل مى ش ــال، معادل مثـال: در اين مث
K Z∈ x است كه  K π

= π+ 4 جواب هاى كلى اين معادله به صورت 
x نمايان مى شود كه  c(l)π

= + π4
. در متمتيكا اين جواب به صورت 

نماد c(l) به معناى يك مقدار صحيح است.
[ ]⎡ ⎤⎣ ⎦Reduce Tan x = ,x1

[ ] [ ]c l Integers & &x c lπ
∈ = + π4

مثال: در اين مثال، معادلة مثلثاتى 2Sin2x - 3Sinx+1=0 حل 
 ، x k π

= π+2 2
ــود. جواب هاى كلى اين معادله عبارت اند از:  مى ش

x كه در آن ها k عددى صحيح است.  k π
= π+

52 6
x و  k π

= π+2 در صفحة نمايش متمتيكا به جاى k نماد c(l) نمايان مى شود.6
[ ] [ ]⎡ ⎤

⎣ ⎦Reduce Sin x - Sin x + = ,x22 3 1 0

[ ] [ ] [ ] [ ]c l Integers & & x c l x c l x c lπ π π⎛ ⎞∈ = + π = + π = + π⎜ ⎟
⎝ ⎠

52 2 22 6 6

و) محاسبة معكوس نسبت هاى مثلثاتى
 ،ArcCos ،ArcSin ــتورهاى ــرى دس ــا به كارگي ــكا ب در متمتي
ــبت هاى مثلثاتى  ArcTan و ArcCot مى توان معكوس هريك از نس

را محاسبه كرد.
ArcSin و  2

2
 ،ArcTan1 ــل ــاى زير، حاص مثـال: در مثال ه

)ArcCos به دست آمده اند. )−1
2

ArcTan[1]

π
4

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

ArcSin 2
2

π
4

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

ArcCos - 1
2

2π
3

ArcT an( ) ArcCot( )+
13
3

مثال: در مثال زير، حاصل عبارت 
به دست آمده است.

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
ArcTan + ArcCot 13

3
2π
3 پي نوشت 

1. Number of rows

2. Number of columns

منابع
1. كتاب درسى رياضيات 2، سال دوم آموزش متوسطه، 1389.

2. Mathematica, Second edition, Eugene Don, Schaums outlines 

series, Mc Graw Hill, 2009.



نويسنده: دكتر رابرت سالمون3
ترجمه: غلامرضا ياسى پور

قضية 
گودل1

كورت گودل2 (1978-1906)
آلمان، 1931

قضيه اي در حساب موجود است كه به كمك اصول موضوعة حساب نمي توان آن را 
اثبات كرد.

ــت، يعني هر چند اصولي داشته باشد، همواره قضيه اي در آن موجود است  ــاب ناكامل اس حس
كه از آن اصول موضوعه استنتاج نمي شود.

راسل و وايتهد بر آن بودند تا نشان دهند كه رياضيات شاخه اي از منطق است، بدين معنا كه 
ــت. به سال 1931، گودل،  ــتگاه آن اس هر قضية رياضيات، نتيجة صرفاً منطقي اصول موضوعة دس

ــاب كه اثبات آن  ــت دادن قضيه اي از حس با به دس
با استفاده از اصول موضوعة حساب ممكن 

نبود، به گونه اي شگفت انگيز به اثبات 
ــتباه بوده اند و  ــاند كه در اش رس

ــان داد كه  ــن ترتيب نش به اي
ــاب (و بخش هاي ديگر  حس
ــات) چيزي بيش از  رياضي

شاخه اي از منطق اند.
ــن كار را با  ــودل اي گ
ــص اعداد رمزي به  تخصي
جميع نمادها و گزاره هاي 

ــاب انجام داد و به اين  حس
ــت  ــب، گزاره اي به دس ترتي

آورد كه بيان مي كند: 
گزارة با عدد رمزي g نمي تواند 

اثبات شود.
ــت.  ــزاره، خود g اس ــزي اين گ عدد رم

بنابراين، اين گزاره ارجاع به خود دارد.
فرض مي كنيم اين گزاره دروغ باشد. در اين صورت گزارة با عدد رمزي g را مي توان اثبات كرد 
و در نتيجه راست است. اما اين گزاره، گزاره اي با عدد رمزي g است! يعني، گزاره راست است، اما 

با وجود اين، اثبات نشدني است.
ــل و وايتهد را نابود كرد، بلكه پيش بيني لايبنيتس  با اين كار، گودل؛ نه تنها منطق گرايي راس

را نيز، در مورد امكان انجام هر استدلال با استفاده از يك محاسبه مكانيكي، از بين برد.
ــند، اما اين قضيه يكي از  ــته باش ــياري در بهبود حيات اثر داش ــت كه قضاياي بس چنين نيس
ــخص نمي تواند رايانه اي را چنان برنامه ريزي كند كه  ــان مي دهد كه ش ــت. اين قضيه نش آن هاس
ــري نياز  ــد. يعني در اين مورد همواره به هوش بش ــت ممكن را بيرون ده ــع گزاره هاي راس جمي

است.

پي نوشت 
1. Gödel's Theorem
2. Kurt Gödel
3. Dr. Robert Solomon

81
دوره ي بيستم/ شماره ي4

    تابستان1390
متوسطه



82
دوره ي بيستم/ شماره ي 4

    تابستان1390
متوسطه

ــر مى گيريم. مى خواهيم  ــة y=x2  - 2x - 3 را در نظ تابع با ضابط
ــم طول مينيمم  ــع را بيابيم. مى داني ــبى اين تاب عرض مينيمم نس

′xy است. نسبى هر تابع ريشه هاى سادة معادلة 0=

روش اول
ــبه  ــتق محاس ــبى اين تابع را به كمك مش ــرض مينيمم نس ع

مى كنيم.
xy x x′ = − = ⇒ =2 2 0 1 طول مينيمم نسبى 

x y= ⇒ = − − = −1 1 2 3 4 عرض مينيمم نسبى تابع 
نمودار تابع چنين است.

خط y= - 4 بر نمودار تابع مماس است.

روش دوم
ــى تقاطع مى دهيم (y ها  ــه معادلة y=k را با معادلة منحن خط ب

حذف)؛ سپس شرط برقرارى ريشة مضاعف را مى نويسيم.
y x x x x k x x (k )
y k

⎧ = − −⎪ ⇒ − − = ⇒ − − + =⎨
=⎪⎩

2
2 22 3 2 3 2 3 0

b ac k k′ ′Δ = − = ⇒ + + = ⇒ = −2 0 1 3 0 عرض مينيمم نسبى تابع 4
ــه معادلة y=y را  ــة y=k، خط ب ــه جاى خط به معادل تذكـر: ب
ــان معادلة منحنى  ــى تقاطع مى دهيم. درواقع هم ــا معادلة منحن ب
ــة مضاعف را  ــرط برقرارى ريش ــب x مرتب مى كنيم و ش را برحس

مى نويسيم، يعنى:

y x x x x (y )= − − ⇒ − − + =2 22 3 2 3 0

y y′Δ = + + = ⇒ = −1 3 0 عرض اكسترمم نسبى تابع       4
 xy

x
=

+2
4

1
ــترمم نسبى تابع با ضابطة  مثال 1: عرض هاى اكس

را بيابيد.
حل. از روش دوم استفاده مى كنيم:

xy yx y x
x

= ⇒ + =
+

2
2
4 4

1
yx x y y y y′− + = ⇒ Δ = − = ⇒ = ⇒ = ±2 2 24 0 4 0 4 2

ــدارد، y  بزرگ تر عرض  ــوق مجانب قائم ن ــون نمودار تابع ف چ
ــت، پس  ــبى اس ــبى و y كوچك تر عرض مينيمم نس ماكزيمم نس

داريم:
yMin= - 2 و yMax=2

احمد قندهارى

روش تعيين عرض هاى اكسترمم نسبى تابع 
بدون استفاده از مشتق

1 2 3
-1

-4
-3

Min
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 xy
x
+

=
2 ــترمم نسبى تابع با ضابطة 5 مثال 2: عرض هاى اكس

را بيابيد.
حل. از روش دوم استفاده مى كنيم

xy x yx x yx
x
+

= ⇒ + = ⇒ − + =
2

2 25 5 5 0

y y y⇒ Δ = − ⇒ = ⇒ = ±2 220 20 2 5
چون نمودار اين تابع مجانب قائم دارد، y بزرگ تر عرض مينيمم 

نسبى و y كوچك تر عرض ماكزيمم نسبى است، پس داريم:
Miny = 2 5 Maxy و  = −2 5

ــة  ــه معادل ــع ب ــبى تاب ــترمم نس ــاى اكس مثـال 3: عرض ه
xy را بدون استفاده از مشتق بيابيد.

x x
=

− +

2

2 5 4

حل:
xy yx yx y x

x x
= ⇒ − + =

− +
2

2 5 4
5 4

yx ( y )x y , ( y ) y⇒ − + + = Δ = + − =2 2 25 1 4 0 5 1 16 0
( y ) y⇒ + =25 1 16

y y y
y y

y y y

+ = ⇒ = −⎧
⎪+ = ± ⇒ ⎨

+ = − ⇒ = −⎪⎩

5 1 4 1
5 1 4 15 1 4 9

 Miny = −
1
9 ــب قائم دارد، پس داريم:  چون نمودار تابع مجان

yMax = و 1−
ax (حداقل a يا  bx cy f (x)

a x b x c
+ +

= =
′ ′ ′+ +

2

2 توجه: تابع با ضابطة 
ــت) را در نظر مى گيريم. مى خواهيم عرض هاى  ′a مخالف صفر اس

اكسترمم تابع را بيابيم.
ax bx cy ax bx c a yx b yx c y

a x b x c
+ + ′ ′ ′= ⇒ + + = + +

′ ′ ′+ +

2
2 2

2

(a a y)x (b b y)x (c c y)′ ′ ′− + − + − =2 0

(b b y) (a a y)(c c y)′ ′ ′Δ = − − − − =2 4 0

(b a c )y ( ac a c bb )y (b ac)′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ − + + − + − =2 2 24 2 2 2 4 0

ــبى تابع فوق  ــترمم نس ــه هاى اين معادله، عرض هاى اكس ريش
است.

c b acy .y
a b a c

−
= =

′ ′ ′−

2
1 2 2

4
4

b ( ac a c bb )y y
a b a c

′ ′ ′− + −
+ = − =

′ ′ ′−
1 2 2

2 2 2
4

ــترمم  ــا ضابطة زير، مجموع عرض هاى اكس مثـال 4: در تابع ب
نسبى تابع برابر (4-) است. m را بيابيد.

x x my
mx

− +
=

−

2 4

4 حل:
m( )( ac a c bb )y y

b a c

− − + +′ ′ ′− − −
+ = ⇒ − =

′ ′ ′−
1 2 2

2 0 42 2 2 24 14
m m m⇒ = − + ⇒ = ⇒ =2 4 2 42 2

ــر حاصل ضرب  ، اگ xy
x mx

−
=

+2
1 ــع با ضابطة  مثـال 5: در تاب

1 باشد، مقدار m را بيابيد.
4

عرض هاى اكسترمم نسبى تابع برابر 
حل:

b acy .y m m
b a c m

−
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±

′ ′ ′−

2
2

1 2 2 2
4 1 1 4 244

ــت.  x مفروض اس axy
x
+ +

=
2 4 12

ax− −2 3
ــه معادلة  مثـال 6: تابع ب

ــترمم نسبى  ثابت كنيد به ازاى جميع مقادير a، يكى از مقادير اكس
ــان بيابيد تا مقدار ديگر  ــت. هم چنين a را چن تابع مقدار ثابتى اس

) باشد. )−
1
4

اكسترمم نسبى تابع برابر 
حل:

x axy yx ayx y x ax
x ax
+ +

= ⇒ − − = + +
− −

2
2 2

2
4 12 3 4 12

3
(y )x a(y )x (y )− − + − + =21 4 3 4 0

a (y ) (y )(y )Δ = + + − + =2 24 12 1 4 0
(y ) a (y ) (y ) , y y⎡ ⎤+ + + − = + = ⇒ = −⎣ ⎦

24 4 12 1 0 4 0 4
 a ــبى است كه مقدارش به ــترمم نس y= - 4 يكى از مقادير اكس

بستگى ندارد.
a (y ) (y )+ + − =2 4 12 1 y و 0 = −

1
4
aa ( ) ( ) ( ) a− + + − − = ⇒ = ⇒ =

2
2 21 1 15 54 12 1 0 12 15 124 4 4 4 ( )5

a a a= ⇒ = ⇒ = ±2 23 12 4 2
ــت. m را  x مفروض اس my

x mx
+

=
− −2

2
2
مثال 7: تابع با ضابطة 

ــبى تابع (9) برابر عرض ماكزيمم  چنان بيابيد تا عرض مينيمم نس
نسبى تابع باشد.

حل:
x my yx myx y x m

x mx
+

= ⇒ − − = +
− −

2
2

2 2 2
2
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yx (my )x ( y m)− + − + =2 1 2 2 0

(my ) y( y m)Δ = + + + =21 4 2 2 0

m y my y my (m )y my+ + + + = ⇒ + + + =2 2 2 2 22 1 8 8 0 8 10 1 0

 (k) ــه تذكـر: اگر در معادلة درجة دوم ax2+bx+c=0 يك ريش
برابر ريشة ديگر باشد، داريم:

b (k )
ac k

+
=

2 21

پس خواهيم داشت:
� �

ba c

(m )y m y+ + + =2 28 10 1 0���

b (k ) my y
ac k

+
= ⇒ = ⇒

2 2
1 2

1 1009 ( )
m

+
=

+

2 2

2
9 1

98

m m m m m
m

= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ±
+

2
2 2 2

2
100 100 9 8 1 198

، نشان دهيد كه  (a )≠ 0  x ay
x a
−

=
−2
2 مثال 8: در تابع با ضابطة 

حاصل جمع اكسترمم نسبى تابع برابر مقدار ثابت 2 است.
حل:

x ay
x a
−

=
−2
2

yx ay x a yx x a( y)− = − ⇒ − + − =2 22 2 0
b ac ay( y) ay ayΔ = − = − − = ⇒ − + =2 24 1 4 2 0 1 8 4 0

ay ay− + =24 8 1 0
b ay y y y
a a

−
+ = − = − = ⇒ + =1 2 1 2

8 2 24

ــودار تابع با ضابطة  ــان بيابيد كه نم ــر m را چن مثـال 9: مقادي
y بر محور xها مماس باشد. (x )(x x m)= − + +21 2

ــة مساوى  ، دو ريش (x )(x x m)− + + =21 2 حل: بايد معادلة 0
داشته باشد.

x (الف x m+ + =2 2 0 b ac m m′ ′⇒ Δ = − = ⇒ − = ⇒ =2 0 1 0 1
x (ب x ,− = ⇒ =1 0 1

در پرانتز دوم
                                                              

x m m= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ + + = ⇒ = −1 1 2 0 3

مقدمه
اغلـب در رياضيـات،  سـرى 
مجموع  به عنوان 
از  دنبالـه  يـك 
معرفى  گزاره هـا 

 . د مى شـو
مى توانـد  يك سـرى 

متناهـى يـا نامتناهى باشـد. سـرى هاى 
متناهى را مى توان با جبر مقدماتى بررسى كرد. اما سرى هاى 
نامتناهى ممكن است نيازمند استفاده از آناليز رياضى باشند. 
سـرى ها به دليل اهميـت در رياضيات انـواع مختلفى دارند 
كه عبارت اند از: سـرى هاى حسـابى، هندسى، توانى و غيره. 
سرى ها در پيشرفت علوم ديگر به ويژه علوم مهندسى تأثيرات 
ويژه اى داشته اند. براى نمونه، سرى فوريه كه برگرفته از نظرية 
سرى هاى مثلثاتى است و به نام فوريه نام گذارى شده، تأثيرات 
فراوانى در علوم ديگر داشـته اسـت. براى مثال، سرى فوريه 
براى بررسـى حركات تناوبى در آكوستيك يا صوت شناسى، 
الكتروديناميك، اپتيك يا نورشناسى، ترموديناميك و... به كار 
رفته است. در مهندسى برق و الكترونيك، مسائلى چون رفتار 
بسامدى و انتقال ضربه ها را مى توان به كمك سرى فوريه حل 
كرد. پس با توضيحات بالا در مورد سـرى ها ملاحظه مى كنيم 
كه سـرى ها كاربردهاى فراوانى دارند. موضوع مقاله اى كه در 

زير به آن اشاره خواهم كرد نيز دربارة سرى خواهد بود.

سرى رياضى
n

k

(a k) (a) (a ) (a ) (a n)
=

+ = + + + + + + +∑ 3 3 3 3 3

0
1 2 �

(n ) (n )((a n)(a n ) ( a n)) ( a n);(a )+ +
= + + + − + + ∈

1 11 2 22 2 �

اثبات به روش استدلال استقرايى
توضيح 1: ابتدا، براى جملة اول با n =0  استقرا را به كار خواهيم 

برد، زيرا طبق رابطة زير:
« n=(جملة اول ـ جملة آخر)» 

(كه در توضيح 3 به شرح اين رابطه خواهيم پرداخت) خواهيم 
داشت:

n a a n= − = → =0 0
n p(n) p( ) ((a)(a ) ( a)) ( a) (a a a)(a)= → = = + − = + −21 10 0 1 2 22 2

a a= =3 3

n k p(n) p(k) (a) (a ) (a ) (a k)= → = = + + + + + + +3 3 3 31 2 �



((a k)(= +
(k ) (k )a k ) ( a k)) ( a k)+ +

+ + − + +
1 11 2 22 2k k k k ak ak(a ak )(a ak ) a a k= + + + + + + = + + +

2 2 2
2 3 2

2 2 2 2 2 2

ak ak a k ak k k a ka k a k+ + + + + + + + +
2 3 2 2 2 3 2 2

3 2 2
2 2 2 2 4 4 2

ak k k aka a k a k a k ak ak+ + + = + + + + + +
3 3 4

3 3 2 2 2 2 33 3 3
2 4 4 2 2 2 2

k k k
+ + +

2 3 4

4 2 4                                    
n k p(n) p(k ) (a)= + → = + = 31 1 (a ) (a )+ + + + +3 31 2 �

(a k) (a k )+ + + + +3 31
(k ) (k )((a k )(a k ) ( a k )) ( a k )+ +

= + + + + − + + + +
2 21 2 2 1 2 12 2

1. طرف چپ سرى:
ak k k ka a k a k a k ak ak+ + + + + + + + +

2 3 4
3 3 2 2 2 2 33 3 3

2 2 2 2 4 2 4
ak(a k ) a a k a k a k ak ak+ + + = + + + + + +3 3 3 2 2 2 2 33 3 31 2 2 2 2

k k k a a k a ak ak+ + + + + + + + +
2 3 4

3 2 2 23 3 3 64 2 4 a k+ 33

k k a a k a a k a k a ak+ + + = + + + + + +2 3 3 2 2 2 29 3 133 3 1 2 3 32 2 2
kak ak k k k+ + + + + + +

4
2 3 2 39 13 33 12 4 2 4

2. طرف راست سرى:
k k(a ak a ak k k a k ak a k )+ + + + + + + + − − − − − −

2
2 22 2 2 2 12 2

k k(ak a k )× + + + + +
2

2 12 2
k k k(a a ak k )( a ak k )= + + + + + + + + + +

2 2
2 3 1 2 12 2 2 2

a a k a a k a= + + + +3 3 2 2 29 32 3 2 2 k a ak ak+ + +2 213 93 2 2
kak k k k+ + + + + +

4
3 2 313 33 14 2 4

ــت آوردن جواب  ــريع در به دس ــهولت و تس توضيح 2: براى س
ــدار a و n  در عبارت هاى  ــرار دادن مق ــاى ق ــرى مى توانيم به ج س

، جملة n امُ سرى را بدون در نظر گرفتن توان  ((a n)(a n ))+ + +1
ــت) در جملة  ــخص شده اس ــرى به صورت (a+n) مش 3 (كه در س

(n +1 )امُ سرى بدون در نظر گرفتن توان 3 ضرب كنيم، يعنى:
A = 3 امُ سرى بدون در نظر گرفتن توان  n  جملة
B = 3 امُ سرى بدون در نظر گرفتن توان( n +1) جملة
(A)(B) (n ) (n )( a n) ( a n)+ +

− + × +
1 12 22 2  

ــردن n براى  ــخص ك ــه توضيح 2، مش ــه ب ــا توج توضيـح 3: ب
ــدارد، ولى در عبارت  a)) ضرورتى ن n ,+ a) و 1+ n))+ ــاى  عبارت ه
n) براى تعيين n از رابطة زير استفاده خواهيم كرد: )( ( a n))+

+
1 22

n=3 جملة اول بدون در نظر گرفتن توان 3 - جملة آخر بدون در نظر گرفتن توان
اثبات: خواهيم داشت (جملة آخر= a+n) و (جملة اول= a) پس 

طبق رابطة بالا داريم:
a n a n n n+ − = → =

مثال ها  
) ;n+ + + =3 3 3 31 3 4 5 6 جملة اول - جملة آخر 

 n= − = → =6 3 3 3                    

(( )( ) ( )) ( )− =
4 46 7 9 9 4322 2

) ;+ + + +3 3 3 3 32 17 18 19 20 21
 n = = جملة اول - جملة آخر − =21 17 n→ =4 4

(( )( ) ( )) ( )− + + =
5 521 22 34 4 34 4 348652 2

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;+ + + + +3 3 3 3 3 33 44 45 46 47 48 49  
 n n جملة اول - جملة آخر= n→ = − = → =49 44 5 5 

  (( )( ) ( )( ))( )( )− + + =
6 649 50 88 5 88 5 6057092 2

) ( ) ( ) ;n+ =3 34 60 61 جملة اول - جملة آخر 
 n= − = → =61 60 1 1                         

  (( )( ) ( )) ( )− + + =
2 261 62 120 1 120 1 4429812 2

) (5 100) ;n =3 جملة اول - جملة آخر 
 n= − = → =100 100 0 0                              

(( )( ) ( ) ( )− =
1 1100 101 200 200 10000002 2

اثبات يك سرى رياضى
فرهاد جعفرى يقين
دانش آموز دورة پيش دانشگاهى شهرستان مهاباد
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پاسخ سؤالات رياضي
 سال اول     

      فرخ فرشيان

حلّ تشريحى مسائل حلّ تشريحى مسائل 
شمارة قبلشمارة قبل

ــرار  ــاوي A ق ــر را مس ــورت كس 1. ص
مي دهيم و دو طرف تساوي را در 32 ضرب 

مي كنيم.
A ...= + + + +5 7 17 193 3 3 3

A ( ... )= + + + +2 2 5 7 17 193 3 3 3 3 3
A ...= + + + +7 9 19 219 3 3 3 3

ــت  ــد كاري كنيم كه در طرف راس باي
تساوي مقدار A به وجود آيد. پس 35 را در 

طرف راست تساوي اضافه و كم مي كنيم.

A
A ...= + + + + + −5 7 9 19 21 59 3 3 3 3 3 3���������

A و از آن جا  A= + −21 59 3 3 بنابراين 
A و در نتيجه داريم:  A− = −21 59 3 3

A A −
= − ⇒ =

21 5
21 5 3 38 3 3 8

و سرانجام خواهيم داشت: 

...+ + + +
=

−

5 7 17 19

21 5
3 3 3 3

3 3
−

−
= ÷ −

−

21 5
21 5

21 5
21 5

3 3
3 38 3 383 3

−
=

21 53 3
× =

−21 5
1 1

8 83 3

ــروع مي كنيم تا به  2. از سمت چپ ش
ــيم. در جملة اول c و در  سمت راست برس
ــوم a را ضرب و  جملة دوم b و در جملة س

تقسيم مي كنيم: 

ab ac bc abc abc abc
c b a c b a

+ + = + +3 3 3 3 3 32 2 2 3 3 3

abc abc abc

c b a
= + +

3 3 3

3 3 33 3 3

abc abc abc
c b a

= + +
3 3 3

طبق فرض
                

a b c

abc( )
c b a + + =

= + + ⇒3
1 1 1 1

1 1 1

abc( ) abc=3 31

ــدا در هر پرانتز بزرگ ترين درجه  3. ابت
را به همراه جمله اش مي نويسيم و سپس در 

يكديگر ضرب مي كنيم: 
(x) (x x ) ( x x ) ( x x )

x x x .... x
↓ ↓ ↓

+ + +

× × × ×

�2 2 3 100 101

2 3 101

2 2 100 100

...x + + + += 1 2 3 101

n(n )... n +
+ + + =

11 2 2
مي دانيم: 

است، بنابراين

... ×
+ + + = =

101 1021 2 101 51512
... xx + + + = 51511 2 101 پس:                     

ــارت برابر با 5151  ــن، درجة عب بنابراي
است.

 .4
 (الف
( )( )( )+ + − −7 2 7 2 14 7 7 2 2

دو پرانتز اول را با استفاده از اتحاد 
(a b)(a ab b ) a b+ − + = +2 2 3 3

به صورت 
( )( ) ( ) ( )+ + − = +3 37 2 7 2 14 7 2

مي نويسيم. بنابراين داريم: 
[( )

37 ( )]( )+ −
32 7 7 2 2

( )( )= × + × −2 27 7 2 2 7 7 2 2
   به كمك اتحاد 

( )( )= + − ⇒7 7 2 2 7 7 2 2
  مزدوج 

( ) ( )− = − =2 27 7 2 2 343 8 335

 (ب
n n

n n nx (x x )(x x )− + +
5

4 22 2 1
n n

(x x )+
15 3

2 2

ــرب  n ض nx x+ +4 2 1 ــدا xn را در  ابت
مي كنيم: 

n n
n n n(x x )(x x x )− + +

5
5 32 2

n n

(x x )+
15 3

2 2

دو پرانتز اول را به كمك اتحاد 
(a b)(a ab b ) a b− + + = −2 2 3 3

به صورت 
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n n
n n n(x x )(x x x )− + +

5
5 32 2

n n

(x ) (x )= −
5

3 32 2

مي نويسيم. بنابراين خواهيم داشت: 
n

[(x )
5
2

n n n

(x ) ](x x )− + =
15 3

3 32 2 2

n n n n

(x x )(x x )− +
15 3 15 3

2 2 2 2
به كمك اتحاد

 
                                                                   مزدوج⇒

n n
n n(x ) (x ) x x− = −

15 3
2 2 15 32 2

.5
x (الف x x− + −6 4 214 49 36

(x x) (x x )= − − = − −3 2 37 36 7 6
(x x )− +3 7 6

(x x x )(x x x )= − − − − − +��� ���
3 36 6 6 61

[x(x ) (x )][x(x ) (x )]= − − + − − −2 21 6 1 1 6 1
[x(x )(x ) (x= − + − +1 1 6 1)]

[x(x )(x ) (x )]− + − −1 1 6 1
(x )(x x )(x )(x x )= + − − − + −2 21 6 1 6
(x )(x )(x )(x )(x )(x )= + − + − + −1 3 2 1 3 2

(ب
(x a)(x b) (y a)(y b)+ + − +  به كمك اتحاد +

x (a b)x ab⇒ + + +2
يك جملة مشترك

[y (a b)y ab]− + + +2

x (a b)x ab y (a b)y ab= + + + − − + −2 2

x y (a b)x (a b)y= − + + − +2 2

(x y)(x y) (a b)(x y)= − + + + −

(x y)(x y a b)= − + + +

) در نظر  , )α β ــات A را  6. اگر مختص
بگيريم، چون مثلث متساوي  الساقين است، 

داريم: 
AB = AC = 5

ــت  ــن طول AB و AC را به دس بنابراي
مي آوريم و مساوي هم قرار مي دهيم.

B ( , ) C ( , )= = −0 1 1 0
AB ( ) ( )= α − + β−2 20 1

AC ( ) ( )= α + + β−2 21 0  

دو طرف را به توان 2 مي رسانيم: 
α +β − β+ = α + α + +β2 2 2 22 1 2 1

 β = −α ــس  پ  − β = α2 2 ــن  بنابراي
است. بنابراين مختصات نقطة A به صورت 
ــه قرار  ــت مي آيد ك ــه دس A ب ( , )= α −α

AB = 5 مي دهيم 
AB ( ) ( )= α − + −α − =2 20 1 5

دو طرف را به توان 2 مي رسانيم.
α پس +α + α + =2 2 2 1 5

ــن را بر 2  α كه طرفي + α − =22 2 4 0
تقسيم مي كنيم پس 

( )( )α +α − = ⇒ α− α + =2 2 0 1 2 0
α − = α =⎧ ⎧

⇒ ⇒⎨ ⎨α + = α = −⎩ ⎩

1 0 1
2 0 2

A به دست  ( , )′ −2 2 )A و  , )−1 1 در نتيجه 
مي آيد و مسئله دو جواب دارد.

ــته و  7. الف) اگر x تعداد روزهاي گذش
y پس انداز علي باشد، جدول زير را تشكيل 

مي دهيم.

y x= +200 پس 500
 z ــته و ــر x تعداد روزهاي گذش ب) اگ
ــد كه حسن خرج مي كند، جدول  پولي باش

زير را تشكيل مي دهيم: 

پس خواهيم داشت: 
z x= − +200 2000

AA و  =1 1000 8. طبق فرض مسئله 
BB است. =1 1300

 H ــا ــم ت ــود مي كني ــه BB1 عم از A ب
به دست آيد.

اندازة BH برابر است با: 
BH BB HB= −1 1

.BH = − =1300 1000 پس 300

مي دانيم شيب خط برابر tanα در جهت 
ــس در مثلث  ــت. پ ــت محور طول هاس مثب

قائم الزاوية ABH داريم: 

BHm tan
AH

= α =

ــة فيثاغورث  ــدازة AH را از رابط كه ان
به دست مي آوريم: 

AH AB BH= −2 2 2

AH ( ) ( )= −2 2 2500 300
پس: 

AH = − =2 250000 90000 160000
AH خواهد شد. بنابراين شيب  = و 400

خط به صورت زير به دست مي آيد: 
BHm tan
AH

= α = = =
300 3
400 4

 x y− =2 9. از آن جا كه شيب دو خط 0
ــت  ــر برابر اس ــا يكديگ x ب y− = −2 15 و 
m) پس اين دو خط با يكديگر موازي  )=

1
ــكل با حل دستگاه دو 2 ــتند و مطابق ش هس

ــول AB و DB مختصات  معادله و دو مجه
نقطة B به دست مي آيد.

AB : x y
DB :

−
×

2
2

x y
x y x y

= − =⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨+ = + =⎩ ⎩

0 2 0
7 15 14 2 30

x =15 30     
x⇒ = 2     

x y , x y− = = ⇒ − =2 0 2 2 2 0
y y⇒ − = − ⇒ =2 2 1

x x
y x+ + × +

0 1 2
500 500 200 500 2 200 500 200

x x
z

0 1 2
2000 20 x− − × −00 200 2000 2 200 2000 200

A

B

H

α

1A 1B

1000

A

7x+y=15
B

CD
x-2y=-15

x-2y=o

α

α +β − β+ = α + α + +β2 2 2 22 1 2 1
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B خواهد  ( , )= 2 1 ــس مختصات نقطة  پ
بود و با حل دستگاه دو معادله و دو مجهول 
ــت  به دس  D رأس  ــات  مختص  DB و   DC

مي آيد.
DC : x y x y
DB : x y x y

− = − − = −⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨× + = + =⎩ ⎩

2 15 2 15
2 7 15 14 2 30

x =15 15
x⇒ =1

ــت كه با  x اس y− = −2 15 ــي  از طرف
x نتيجه مي شود: جاي گذاري1=

y y y− = − ⇒ − = − ⇒ =1 2 15 2 16 8
پس مختصات رأس D، (8 و 1) خواهد 
ــت آوردن مختصات رأس  ــود. براي به دس ب
ــت آوريم.  C بايد معادلة ضلع BC را به دس
ــت، پس  ــع AB عمود بر BC اس چون ضل

شيب خط BC به دست مي آيد.

AB BC BCm m m× = − ⇒ × = −
11 12

BCm⇒ = −2

 B( , )2 1 ــات نقطة ــتن مختص ــا داش و ب
معادلة ضلع BC به دست مي آيد.

y −1 (x ) y x= − − ⇒ − = − +2 2 1 2 4
y x⇒ = − +2 5   BC معادلة ضلع

ــتگاه دو معادله و دو مجهول  از حل دس
ــت  BC و DC مختصات رأس C نيز به دس

مي آيد.
BC : x y x y
DC : x y x y

− − = − − − = −⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨× − = − − = −⎩ ⎩

2 5 2 5
2 2 15 2 4 30

y− = −5 35   
y⇒ = 7    

ــذاري  جاي گ ــا  ب و   x y− = −2 15 از 
y مقدار x به دست مي آيد. = 7

x ( ) x x− = − ⇒ = − + ⇒ =2 7 15 15 14 1
.C ( , )= −1 7 مختصات رأس 

ــدا كردن  ــراي پي ــه ب ــد كاري ك مانن
ــراي A نيز به  ــات رأس C كرديم ب مختص
ــن ترتيب عمل مي كنيم و معادلة خط  همي

AD را به دست مي آوريم.

ADm ,D( , ) y (x )= − ⇒ − = − −2 1 8 8 2 1

y x⇒ − = − +8 2 2
y x⇒ = − +2 10    ADمعادلة ضلع

ــتگاه دو معادله و دو مجهول  از حل دس
AD و AB داريم:

AD : x y x y
AB : x y x y

− − = − − − = −⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨− = − =⎩ ⎩

2 10 2 10
2 2 0 2 4 0

y
⎩ ⎩

− = −5 10
y⇒ = 2

 y=2 ــذارى  جاى گ ــا  ب و   x - 2y=0 از 
داريم:

x ( ) x x− = → − = ⇒ =2 2 0 4 0 4
ــد  ــات رأس A، (2 و 4) خواه مختص

بود.
10. اگر دو زاويه متمم باشند، سينوس 
ــم آن زاويه  ــينوس متم ــه با كس يك زاوي
مساوى است. هم چنين كسينوس يك زاويه 
ــاوى است،  ــينوس متمم آن زاويه مس با س
بنابراين: sin70=cos20 و cos64=sin26 و 

cos62=sin28 و از آن جا نتيجه مى شود:

sin cos
sin sin

( )sin sin

−+
+

+ −

2 2

2

1 120 20 2
26 28 3 126 28 2

sin O cos O+ =2 2 1 مى دانيم كه:     
                                    

sin cos+ =2 220 20 1 درنتيجه:        

1
−

−
+ = + = + =

−+ −

1 1
1 1 4 52 2

3 11 1 2 2 2 214 4
.11

c c atan C c
a a

= ⇒ = ⇒ =
3 3
3 3

در مثلث قائم الزاوية ABC داريم:

ab a c a ( )= + ⇒ = +2 2 2 2 2 234
3

aa a a⇒ = + ⇒ = +
2

2 2 2916 16 33
a a a⇒ = ⇒ = ⇒ =2 216 4 4 2

پس:
aac c
=

= ⇒ =
23 6

3 3
.12

x (الف x
(x ) (x ) (x )(x )

⎡ ⎤+ −
− −⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦

3 3 12
3 3 3 3 3 3

x x( )
x

+ − −
÷

+
2 3 3

3
(x ) (x )

(x )(x )
+ − − −

=
− +

2 23 3 36
3 3 3

x( )
x

⎡ ⎤
÷⎢ ⎥

+⎣ ⎦ 3
x x (x x ) x

(x )(x ) x
+ + − − + − +

= ×
− +

2 26 9 6 9 36 3
3 3 3( )( )

x x x x x
(x )(x ) x

+ + − + − − +
= ×

− +

2 26 9 6 9 36 3
3 3 3

x x
(x )(x ) x

− +
= ×

− +
12 36 3

3 3 3
(x ) x

(x )(x ) x x
− +

= × =
− +

12 3 3 4
3 3 3

(ب

a a b b c c

b c c a a b
x x x x x x
x x x x x x

+ +
+ + + + + +

1 1 1

1 1 1

b c a c a b c a

b c
x x x x x x x x

x x

= +
+ +

×

1 1
b a b c

c a
x x x x

x x
+ +

×

b c

a b c b a c b c a c a b

a b

x
x x x x x x x x x

x x

+

+ + +
+ =

+ + + +
×

1

a c a b

a c a b b c a b b c a c

x x
x x

x x x x x x

+ +

+ + + + + +
+ +

+ + + +

b c a c a b

b c a c a b
x x x
x x x

+ + +

+ + +
+ +

= =
+ +

1

.13

x
x ax bx c x x x

−
+ + + + − +4 2 3 2

3
3 4 1

x

x x x x
−

± ± ±∓
3

4 3 23 4

x (a )x (b )x c− + + + − +3 23 4 1

A

B C

c b

a
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حل مسائل رياضى سال دوم
     ميرشهرام صدر

x x x± ±∓ ∓3 23 9 12 3

(a+13)x2+(b - 13)x+c+3= باقى مانده
=3x2 - 4x - 1

a +
⇒

∓ ∓
a

b b
c c

= = −
− = − ⇒ =
+ = − = −

13 3 10
13 4 9
3 1 4

.14
( )

( ) ( )
+ −

×
+ + + −
8 21 2 3 7 19

2 3 7 19 2 3 7 19

( )
( ) ( )

+ −
=

+ −2 2
8 21 2 3 7 19

2 3 7 19
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
+ −

=
+ + −2 2 2
8 21 2 3 7 19

2 3 2 2 3 7 7 19

( )+ −
=

+ + −
8 21 2 3 7 19

12 4 21 7 19

( )+ −
=

8 21 2 3 7 19
4 21

( )= + −2 2 3 7 19

15. از آن جا كه خط y=ax+b و سهمى 
ــر را در نقاطى به طول هاى 1  y=x2 همديگ

ــاى آن در  ــع كردند، پس طول ه و 2- قط
معادلة x2=ax+b صدق مى كنند و داريم:

x a( ) b= ⇒ = +21 1 1

x ( ) a(= − ⇒ − =22 2 ) b− +2
a b a b

a b a b

b b

+ = + =⎧ ⎧
⇒ × ⇒⎨ ⎨− + = − + =⎩ ⎩

= ⇒ =

1 2 2 22 2 4 2 4
3 6 2

ــم،  ــرار دهي ــر b=2 را در a+b=1 ق اگ
مقدار a به دست مى آيد:

a + 2 a= ⇒ = −1 1
.16

(الف
a

x ( )x b ( )

c

=

− + + + = ⇒ = − +

= +

2
1

3 2 1 4 2 0 3 2 1
4 2

b ac ( ) ( )⎡ ⎤Δ = − = − + −⎣ ⎦
22 4 3 2 1 4 1

( ) ( ) ( )( )× + = +24 2 3 2 2 3 2 1

+ − −21 16 4 2

Δ = + + − −18 6 2 1 16 4 2
( )( )⇒ Δ = + = + +3 2 2 2 1 2 1 2

( )= + 22 1
( )bx

a ( )
+ + +− + Δ

= =
2

1
3 2 1 2 1

2 2 1
( )+ + + + +

= = =
3 2 1 2 1 4 2 2 2 2 2 1

2 2 2
= +2 2 1

bx − − Δ
=2

( )
a ( )

+ − +
=

23 2 1 2 1
2 2 1

+ − −
= = =

3 2 1 2 1 2 2 22 2
 +2 2 2 و 1 ــه هاى معادله  پس ريش

است.
x (ب x

xx
+ − − = −2

2
1 44 6

به كمك اتحاد فرعى
a b (a b) ab+ = + −2 2 2 2

x را به صورت
x

+2
2

1 عبارت 
(x ) (x)( )

x x
+ −21 12

يا
x (x )

xx
+ = + −2 2

2
1 1 2

مى نويسيم. بنابراين:
(x ) (x )

x x
+ − − + = −21 12 4 6

x A A A
x

+ = ⇒ − + =21 4 4

                                         
(A ) A⇒ − = ⇒ − =22 0 2 0
A⇒ = 2

x قرار دهيم، داريم:
x

+ =
1 اگر 2

xx x x
x x

+
+ = ⇒ = ⇒ + =

2
21 12 2 1 2

x x (x )⇒ − + = ⇒ − =2 22 1 0 1 0
x⇒ =1

ــر xy را آن عدد در نظر بگيريم  17. اگ
خواهيم داشت:

x y

x y

+ = ⎫⎪
⎬

= − ⎪⎭
2

10
2 y y⇒ − + =2 2 10

y y⇒ + − =2 12 0
(y )(y )⇒ − + =3 4 0
y
y
− =

⇒
+ =

3 0
4 0

y
x y x

y ⇒

=
⇒ = − = − =

= − <
23 2 9 2 74 0

در 16 ضرب
     .18

x xa+ −
+ > ⇒

8 4
16 8                 مى كنيم

x a ( x)+ + > −8 16 2 4

x a x⇒ + + > −8 16 8 2

x a x −
⇒ > − ⇒ >

163 16 3

ــده  ــا مجموعه جواب داده ش ــه اگر ب ك
ــه كنيم، خواهيم  x مقايس >

−16
3

مسئله 
داشت:

ax
a a

x

−
>

− −
⇒ = ⇒ =

−
>

16
16 163 116 3 3

3

ــم α و β و γ زواياي يك  ــرض كني 1. ف
مثلث باشند، با اين شرط  كه: 

α< β< γ

ــه عدد تشكيل يك دنبالة  چنان  اين س
ــبت  ــق تعريف قدرنس ــابي دهند، طب حس

β−αداريم:  = γ −β

⇒ β = α + γ2

α؛  +β+ γ = °180 ــم  داري ــي  طرف از 
بنابراين: 

 β = α + γ⎧
⇒ β+β =⎨α +β+ γ =⎩

⇒ β = °

2 2 180180
60

a و >0) aq2 ،aq، a ــم ــرض كني 2. ف
ــند،  ــه ضلع مثلث قائم الزاويه باش ) س q >1
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ــع ديگر بزرگ تر  ــا كه وتر از دو ضل از آن ج
است، بنابراين aq2 اندازة وتر و a و aq اندازة 
ــا توجه به رابطة  ــتند. ب ضلع هاي قائمه هس

فيثاغورس داريم: 
(aq ) a (aq) a q a a q= + ⇒ = +2 2 2 2 2 4 2 2 2

با تقسيم رابطة اخير بر ٠≠a2 داريم: 

q q q ±
− − = ⇒ =4 2 2 1 51 0 2

چون q2>0 بنابراين: 
q

q q
>+ +

= ⇒ =
12 1 5 1 5

2 2
ــا  ــور xه ــر مح ــي ب ــع در صورت 3. تاب
ــت كه در نقطة A(x,0) بر محور  مماس اس
ــرايطي است  ــد و اين در ش xها مماس باش

ــة  x داراي ريش x k− + =2 3 ــه معادلة 0 ك
مضاعف باشد، بنابراين داريم: 

 ( ) ( )(k) kΔ = ⇒ − − = ⇒ =2 90 3 4 1 0 4

f ( ) ( )> ⇒ = − = −21 0 1 1 1          .4
f (f ( )) f ( )= −1 1

f (− < ⇒ −1 0 1) ( )= − − =32 1 2
f (f ( ))⇒ =1 2

f (f (f ( ))) f ( )=1 2
f ( ) ( )> ⇒ = − = −22 0 2 2 4

f (f (f ( )))⇒ = −1 4

x داريم: x2≥0؛  ــون براي هر �∋ 5. چ
بنابراين: 

 
x

xS(x ) x
x x

⎧ >⎧
>⎪ ⎪= = =⎨ ⎨
=⎪ ⎪ <⎩⎩

2
2

1 0
1 0 0 0
0 0 1 0

x x
S(x ) S(x) x x

x x

> >⎧ ⎧
⎪ ⎪− = = − =⎨ ⎨
⎪ ⎪< − <⎩ ⎩

2
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0

x x
x x

( ) x x

⎧ − > >⎧
⎪ ⎪= − = = − =⎨ ⎨

⎪− − < <⎩⎩

1 1 0 0 0
0 1 0 1 0

1 1 0 2 0⎪

x
S(x ) S(x) x

>
⇒ − = − =2

0 0
1 0

2 x

⎧
⎪
⎨
⎪ <⎩ 0

 y f (x)= ــا ضابطة  ــة تابع ب 6. دامن
ــت مي آيد،  ــل نامعادلة f(x)≥0 به دس از ح

بنابراين داريم: 
 x x

x x
+ −

− ≥
+ −

2 2 01 1
(x )( x) (x )( x)

(x )( x)
+ − − + −

⇒ ≥
+ −

2 1 1 2 01 1
x

(x )( x)
−

⇒ ≥
+ −

2 01 1
ــارت  ــر عب ــة اخي ــل نامعادل ــراي ح ب
ــت  علام ــن  تعيي را   xP

(x )( x)
−

=
+ −

2
1 مي كنيم.1

 x x− = ⇒ =2 0 0
(x )( x) x+ − = ⇒ =1 1 0 x يا 1 = −1

 ( ]fD , ( , )= − ∪ +∞1 0 1

ــعي  ــف) براي اثبات اين حكم، س 7. ال
ــواص  ــري و خ ــات جب ــا عملي ــم ب مي كني
ــم تا به يك  ــاده كني نابرابري ها حكم را س

نابرابري هميشه درست برسيم: 
aa

a a
+

+ ≥ ⇒ ≥
21 12 2

a aa ( ) a a a
a

> +
⇒ × ≥ × ⇒ + ≥

20 21 2 1 2

 a a⇒ − +2 2 1 (a )≥ ⇒ − ≥20 1 0
ــت  ــري اخير همواره درس ــون نابراب چ
ــت عمليات انجام شده،  است، پس با برگش

درستي حكم ثابت مي شود.

 A ــيم صورت و مخرج كسر ب) با تقس
بر x>0 داريم: 

 
x
xA
x x x

xx x x

= = =
+ ++

2 2
1 1

11 1

ــأله براي  ــمت الف مس ــون طبق قس چ
x>0 داريم: 

 x
x

+ ≥
1 2

در نتيجه خواهيم داشت: 
 A

x
x

≤ ⇒ ≤
+

1 1 1
1 2 2

 A پس بيش ترين مقدار ، A ≤
1
2

چون 
1 است.

2
برابر با 

ــارت درجه دوم  ــه عب ــراي اين ك 8. ب
بايد  ــد،  باش ــي  ــواره منف ax2+bx+cx هم

داشته باشيم: 
I)
II)a
Δ <⎧

⎨ <⎩

0
0
 

ــدود m را  ــرط بالا، ح ــا اعمال دو ش ب
مي يابيم: 

 I) ( (m )) (m m )( )Δ < ⇒ − − + − − <2 20 2 1 4 2 2 0

m m m m⇒ − + + + − <2 24 8 4 8 8 16 0
m m⇒ − < ⇒ <2 212 12 0 1

m⇒ < m يا 1− >1
II)a m m< ⇒ + − <20 2 0

(m )(m )⇒ + − <2 1 0
m⇒ − < <2 1

ــتراك جواب هاي نامعادله هاي I و  با اش
II داريم: 

m ( , )∈ − −2 1

x y
x y log

−
= ⇒ − =

3 32
22 32 3      .9

x y log log⇒ − = =
52 2

2 23 5
x y⇒ − =3 5

x y x y log+ = ⇒ + = =2 3
33 3 2 1

⇒ x y+ =2 1
x yx y

x yx y

y y

− =⎧− =⎧ ⎪⇒⎨ ⎨− − = −− × + = ⎪⎩ ⎩

− = ⇒ = −

3 53 5
3 6 33 2 1

27 2 7

x

 (x+ 1)

-1

-2

1

-+

+
o o-

-

+
+
+

+
-

x -
- (1 -x )

P

o

o

o

+∞+∞-

-- تعريف نشده-- تعريف نشده
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x y x y ( )−
+ = ⇒ = − = − =

2 52 1 1 2 1 2 7 7
 ، b

aa
b

log
log

=
1 ــه:  ك ــم  مي داني  .10

بنابراين داريم: 
A log log

log log
× ×= × − ×

3 62 3 2 3
2 22 2

96 12

1 1

(log log ) log (log log ) log× ×= + − +
3 5 6 22 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2 2 2 2

( log log )(log log= + +
52 3 2

2 2 23 )3
2

( log log )(log log )− + +
22 3 2 3

2 2 2 26
( log )( log log )= + +3 2 3

2 2 23 5  
( log )( log log )− + +3 2 3

2 2 26 2

، خواهيم  a log= 3
2 ــه  ــرض اين ك ــا ف ب

داشت:
A ( a)( a) ( a)( a)= + + − + +3 5 6 2

a a a a= + + − − − =2 215 8 12 8 3     
11. ابتدا دامنة جواب معادلة لگاريتمي 

را مي يابيم: 
x x

D ( , ) ( , )
x x
− > ⇒ >⎧

⇒ = ∪ +∞⎨ − ≠ ⇒ ≠⎩

1 0 1 1 2 21 1 2

 
a

a c
b c

b

log
log

log
= ــتور  ــه دس ــا توجه ب ب

معادله را حل مي كنيم: 
(x ) log

log
l

−+ =
4

1 2
21

(x )og −
2

1

(x )

(x )
log

log
−

−

⇒ + = ×1
2 2

1

11 2

(x ) (x )log log− −⇒ + =1 1
2 21 2

(x )log x−⇒ = ⇒ − =1
2 1 1 2

x D⇒ = ∈3 قابل قبول   

ــئله از تبديل  ــل اين مس ــراي ح 12. ب
ــم. لازم به  ــتفاده مي كني به مربع كامل اس
يادآوري است كه عبارت هاي درجه دوم به 
 b2

4
شكل x2+bx+c را با اضافه و كم كردن 

مي توان به مربع كامل تبديل كرد.
( ) ( )A sin x sin x − −

= − + − +
2 2

2 2 22 54 4

 (sin x sin x )= − + +2 2 1 4
A (sin x )⇒ = − +21 4

ــت كه اگر مقدار داخل  اكنون واضح اس

پرانتز صفر باشد، آن گاه A كمترين مقدار را 
minA=4 :خواهد گرفت، يعني

 (sinx- 1)2 ــدار ــترين مق از طرفي بيش
ــد، كه در  ــت مي آي به دس sin x = براي 1−

اين حالت داريم: 
A ( ) max A= − − + ⇒ =21 1 4 8

 
ــده را به  ــاي داده ش ــدا كمان ه 13. ابت

) مي نويسيم. )π±α2 ) يا  )π±α صورت 

;π π π π
= π− = π+

2 4
3 3 3 3

;π π π π
= π− = π−

5 323 3 4 4
;π π π π

= π+ = π−
5 7 24 4 4 4

اكنون كمان هاي داده شده را به صورت 
بالا در عبارت A جايگزين مي كنيم: 

sin( ) cos( ) sin( ) cos( )
A

cos( )cos( ) sin( )sin( )

π π π π
π− π− + π+ π+

=
π π π π

π− π− + π+ π−

3 3 3 3
2 23 4 4 4

sin ( cos ) sin ( cos )

cos ( cos ) sin ( sin )

π π π π
− − −

=
π π π π

− − −

3 3 3 3

3 4 4 4

(
=

3 )( ) ( )

( ) ( )

− − −
= =

− − − − +

1 3 1
02 2 2 2 0

1 2 2 2 2 1
2 2 2 2 4 2

 .14
[ ] [ ]x x

× ×
×

−⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥

⎣ ⎦1 2 1 2
2 2

1 01 2 32 3

[ ] x
x

x
⎡ ⎤

− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 3 02
( x )x ( x)⇒ − + + =2 3 2 0

x x x( x )⇒ − + = ⇒ − + =2 8 0 8 0
x⇒ x يا 0= = 8

 .15

a b d b
A A

c d c aad bc
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⇒ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−−⎣ ⎦ ⎣ ⎦
1 1

A− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 5 2 5 21
7 3 7 315 14

A A−2 − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 3 2 10 4
7 5 14 6

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

7 6
21 1

16. براي آن كه عدد چهاررقمي حاصل 
از 4000 بزرگ تر باشد، بايد رقم اول آن 4 

يا 5 باشند،  بنابراين داريم: 
4   يا   5
2      5      4      3    ;  × × × =2 5 4 3 120

 .17
!

! !
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

× = × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 9 93 1081 2 2 7
الف) 

!
! !

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
× = × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 7 73 631 2 2 5 ب)   

حل مسئله هاى هندسة 1
      محمدهاشم رستمى

1. با توجه به شكل داريم:
x x x x− = ⇒ − =	 	3 25 2 3 2 25

,x x x y⇒ = − + + =	 	25 3 25 180
x y ,x y⇒ + = = ⇒ + =	 	 	 	4 205 25 100 205

y , z x y

z

⇒ = − = = +

⇒ = + =

	 	 	

	 	 	

205 100 105
25 105 125

ــود كه  ــه مي ش 1=ˆˆ نتيج ــف) از 2 2. ال
، زيرا وقتي دو زاويه مساوي  ˆ ˆDFE DBC=
ــند مكمل هاي آن ها نيز مساوي اند. در  باش
ــث DFE و DEC به حالت  ــه دو مثل نتيج

( ز ض ز ) هم نهشت هستند، زيرا:
ˆ ˆ ˆ ˆFDE EDC, DFE DBC, DF DB= = =

ˆ است. ˆC E= در نتيجه 
 ˆˆ=1 2 ــف): از برابري  روش ديگر حل ال
ــط GE و AC  با  ــود كه دو خ نتيجه مي ش
هم موازي اند. در نتيجه بنا به توازي اين دو 
ــود كه  ــط و قاطع بودن EC نتيجه مي ش خ

ˆ است. ˆC E=

ب) چون دو پاره خط EC و BF يكديگر 
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 BCFE ــس چهارضلعي را نصف كرده اند، پ
ــت، زيرا مي دانيم هرگاه  متوازي الاضلاع اس
ــي يكديگر را نصف  قطرهاي يك چهارضلع
كنند، آن چهارضلعي متوازي الاضلاع است 
ــاي رو به روي آن با هم  و در نتيجه ضلع ه

مساوي اند، بنابراين BC = EF است.

 DBC ــل ب): دو مثلث ــر ح روش ديگ
ــت اند،  و DEF به حالت (ض ز ض) هم نهش
ــرا بنا به فرض DB = DF و DE = DC و  زي
ˆ است، بنابراين BC = EF است. ˆD D=1 2

 ABCD ــي محدب 3. الف) چهار ضلع
خم سادة بسته است.

ــم  ــكل                             خ ب) ش
سادة غير بسته است.

ــوازي   ــه ويژگي هاي مت ــه ب ــا توج 4. ب
الاضلاع داريم:

(الف AB CD x y ( )= ⇒ =2 1  
محيط متوازى الاضلاع (AB AD)= +2

( x x) x (⇒ = + ⇒ =84 2 2 5 7 42 2)

( ) x , ( ) y⇒ = ⇒ =2 6 1 12
AB (ب CD x x= ⇒ = −2 7 25

x⇒ = 5
AD BC y= ⇒ − 	5 5 10 y y= + ⇒ =3 8 9

 (پ
ˆ ˆA C y y y= ⇒ − = ⇒ =	 	4 60 2 30

ˆD̂ C x y+ = ⇒ + =	 	180 2 180
x x⇒ + = ⇒ =	 	 	60 180 120

(ت
ˆ ˆA B x x+ = ⇒ + − =	 	 	180 3 10 15 180

x x⇒ = ⇒ =	 	13 195 15
ˆ ˆA C x y ,x y= ⇒ = = ⇒ =	 	3 15 45

5. داريم:
CG BC, CF CD= =

5 7
14 10

CG.C⇒ F BC.CD=
1
4

و   CEGFCE.CF S= ــا  ام
، پس، داريم: ABCDCB.CD S=

CEGF ABCDS S=
1
4

CEGF ABCDS S= ⇒ =

2

170 70
4

ABCDS cm⇒ = 2280

6. اگر اندازة ساق مثلث متساوي الساقين 
ــدازة  A)ˆ را b و ان , AB AC)ABC= =	90

وتر آن را a فرض كنيم، مي دانيم كه:
ABCS AB.AC b.b b= = = 21 1 1

2 2 2

و چون:

BC AB AC a b b= + ⇒ = +2 2 2 2 2 2

a
a b b⇒ = ⇒ =2

2
پس خواهيم داشت:

a
S ( ) aABC = =2 21 1

2 42
ــث را  ــاق هاي مثل ــدازة س ــا ان از آن ج

خواهيم داشت: 
b b b= ⇒ = ⇒ =2 2132 64 8

2
  

و اندازة وتر مثلث برابر است با:

a b a= = ⇒ =2 8 2 8 2  

7. مربع بزرگ به ضلع 3 و مربع كوچك 
2=1+1 است. قسمت مشترك مستطيلي به 
ــت. پس مساحت آن  عرض 1 و طول 2 اس

مساوي 2=2×1 واحد سطح است.

ــر نيز مي توان  ــه: به روش هاي ديگ نكت
مساحت قسمت مشترك را محاسبه كرد.

ــم  رس را  ــه  ذوزنق از   AK ــاع  ارتف  .8
مي كنيم. 

ــتطيل و مثلث  چهارضلعي ABHK مس
ــا به داده هاي  ــت و بن AKD قائم الزاويه اس

مسئله داريم:
BH BC CH

AK AH ,AD

= − = − =

⇒ = = =

22 2 210 6 8
8 17

KD AD AK⇒ = − = − =2 2 2 217 8 15
HK AB CD CH HK KD= = ⇒ = + +8

= + + =6 8 15 39  
ABCDS (AB CD)BH= +

1
2

( ) .= + =
1 8 29 8 148
2

واحد سطح   

9. بنا به قضية تالس در مثلث داريم:
AB AE x

DB EC x

+
= ⇒ = =

−

3 18 3
2 6

x x x x /⇒ − = + ⇒ = ⇒ =3 6 3 2 9 4 5

A M B′ ′ ′ و   AMB ــاي  مثلث ه  .10
 A M C′ ′ ′ ــاي AMC و  ، هم چنين مثلث ه

متشابه اند و داريم: 
A M B M x

AM BM x

′ ′ ′ ′
= ⇒ = =

+

12 2
9 18 3

x⇒ =3 x x+ ⇒ =2 18 18
A C M C

AC MC AC y

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒ =

22 12 22 2
18 3

y⇒ = 33

11. دو مثلث ABC و ADE متشابه اند، 
پس داريم:

A

B

C

D
F

E

1 2

1

2

AB

C DH

8

10 17

6

A

BC

D

. ..
. .A

B
C

D

E

K
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ADE

ABC

S AH
( ) ,AH AH H H

S AH

′
′ ′= = +2

AH AH′ ′= = + ⇒ =40 12 28
ADE

ABC

S
( ) ( )

S
⇒ = = =

28 7 492 2
40 10 100

ــاوي  مس ــور  منش ــم  حج ــف)  ال  .12

ــده در ارتفاع آن  ــطح قاع ــرب س حاصل ض

ــش ضلعي  ــور ش ــت. اما قاعدة اين منش اس

ــانتي متر و ارتفاع  ــي به ضلع 12 س منتظم

ــه به اين  ــت. با توج ــانتي متر اس آن 30 س

 a ــش ضلعي منتظم به ضلع كه مساحت ش

a23 است، داريم: 3
2

مساوي 

مساحت قاعده  cm
×

= =
2

23 3 12 216 3
2

ارتفاع × مساحت قاعده= حجم منشور
cm= × = 3216 3 30 648 3

ــتوانه را به دست  ــت حجم اس پ) نخس
ــعاع دايرة محاط  مى آوريم. مى دانيم كه ش
ــاوى  ــش ضلعى منتظم به ضلع a مس در ش
 a 3

2
ــم، يعنى  ــى منتظ ــهم آن 6 ضلع س

است. بنابراين:

= شعاع قاعدة استوانه ×
=

12 3 6 3
ارتفاع × مساحت قاعده= حجم استوانه و2

⇒ R حجم استوانه  .hπ= 2

( ) . cmπ π= =2 36 3 30 3240
 ⇒ حجم فضاي بين منشور و استوانه 
حجم استوانه - حجم منشور منتظم=

   حجم فضاي بين منشور و استوانه      
=648 / cmπ− = 30 3 3240 1036 8

13. داريم:

ارتفاع × مساحت قاعده
حجم مخروط      

R .hπ= = × 21 1
3 3

cmπ π= × × × =2 31 8 21 448
3

 R سطح كرة به شعاع
R R R

R cm

π π π= ⇒ = ⇒ =

⇒ =

2 2 24 36 4 9
3

حجم كره
 

R cmπ π π= = × =3 3 34 4 3 36
3 3

الف) شعاع قاعدة مخروط 8 سانتي متر 
ــانتى متر  ــت. پس قطر قاعدة آن 16 س اس
ــانتى متر است. پس قطر  ــعاع كره 3 س و ش
ــانتي متر خواهد بود.  دايرة عظيمة آن 6 س
بديهي است كه اين كره به طور كامل درون 
ــخص  ــرار مي گيرد. مي توان مش مخروط ق
ــبت به  ــره در چه موقعيتي نس ــرد كه ك ك

ارتفاع مخروط قرار مي گيرد. 
ــد اين مطلب را  درصورتي كه مي تواني
ــاني  ــخص كنيد، راه حل خود را به نش مش
ــل جايزه  ــن راه ح ــتيد. بهتري ــه بفرس مجل

خواهد داشت.
ب) داريم:

حجم كره- حجم مخروط = حجم باقي مانده 

حجم باقي مانده

                                           

cmπ π π⇒ = − = 3448 36 412

پاسخ سؤالات جبر و احتمال                  
هوشنگ شرقى  

.1
n : ( )= + = + ⇒ =

11 1 1 1 2 21
فرض:

n k : ( )( )( )...( )
k

= + + + +
1 1 1 11 1 1 11 2 3

k= +1
حكم:

n k : ( )( )...( )( )
k k

k

= + + + + +
+

= +

1 1 1 11 1 1 1 11 2 1
2

 
k

+
+
11 1

ــتقرا را در  ــرف فرض اس دو ط
ضرب مى كنيم:

( )( )( )...( )...( )
k k

+ + + + +
1 1 1 1 11 1 1 1 11 2 3

( ) (k )( )
k k

+ = + +
+ +
1 11 1 11 1

k k= + + = +1 1 2

.2
a k a ( k ) k k= + ⇒ = + = +3 3 3 22 1 2 1 8 12

k (+ + =6 1 2 k k k) k′+ + + = +3 24 6 3 1 2 1

3. برهان خلف: فرض مى كنيم اين عدد 
گويا باشد، بنابراين:

a ,a, b ,a, b
b

− = ∈ ≠�5 2 0
a a
b b

⇒ − = ⇒ = − ⇒
2 2

2 25 2 2 5 2

a a a a b
b b b b

+
= + − ⇒ =

4 2 2 4 4

4 2 2 4
2 5 2 5 35

a b
a b ab

ba a b
b

+
′+

⇒ = = =
′

4 4
4 44

2 2 2

2

3
35

2 2

a ,b ,b′ ′ ′∈ ≠� 0
ــاوى يك كسر گوياست و  بنابراين 5 مس

اين خلاف فرض مسئله است.
ــك  كم ــتى  بازگش ــتدلال  اس از   .4

مى گيريم:
x y yx y x y+ + ≥ + ⇒ +2 2 2 22 1 2 2 2

xy y (x y xy)+ − − ≥ ⇒ + −2 21 2 2 0 2
(y y ) (x y) (y+ − + ≥ ⇒ − +2 22 1 0 )− ≥21 0

ــت،  ــت اس و نابرابرى فوق همواره درس
زيرا مربع هاى كامل همواره نامنفى اند. همة 

مراحل نيز بازگشت پذيرند.
ــه اندازه  ــه نوع و س ــا در س 5. لباس ه
هستند، پس طبق اصل ضرب، 9=3×3 و 9 
ــف از لباس (از نظر اندازه و نوع)  گونة مختل
داريم. چون ده دست لباس خريدارى شده، 
پس طبق اصل لانة كبوتر دست كم دو تاى 
آن ها از يك گونه اند، يعنى اندازه و نوع آن ها 

مثل هم است.
ــه يك قضية دو  ــرف حكم را ك 6. دو ط
 C A⊆ ــت اثبات مى كنيم. اگر  شرطى اس
A بنابراين  C C∩ = A و  C A∪ = باشد، 
ــرى مى توان  ــت توزيع پذي ــه كمك خاصي ب

نوشت:
(A B) C (A C) (B C)∩ ∪ = ∪ ∩ ∪

A (B C)= ∩ ∪

ــيم:  باش ــته  داش ــر  اگ ــس  برعك ــا  ام
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ــوان  مى ت  (A B) C A (B C)∩ ∪ = ∩ ∪

نوشت:
(A C) (B C) A (B C)∪ ∩ ∪ = ∩ ∪

اما مى دانيم كه:
(A C) (B C) A (B C)∪ ∩ ∪ = ∪ ∪

(چرا؟)
 A C Y∪ = B و  C X∪ = حال با فرض 
و A=Z تساوى هاى بالا را مى توان به صورت 

زير نوشت:
Y X Z X
Y X Z X

∩ = ∩⎧
⎨ ∪ = ∪⎩

ــه به صورت زير نتيجه  و از اين دو رابط
:Y=Z مى گيريم كه

Y Y (Y X) Y (Z X)= ∪ ∩ = ∪ ∩

(Y Z) (Y X) (Y Z) (Z X)= ∪ ∩ ∪ = ∪ ∩ ∪

Z (Y X) Z (Z X) Z= ∪ ∩ = ∪ ∩ =

ــت كه در اثبات بالا به غير از  گفتنى اس
فرض مسئله از قانون موسوم به قانون جذب 
نيز استفاده شده است كه اثبات آن به عنوان 

تمرين به دانش آموزان واگذار مى شود:
(A A (A B) A (A B))= ∩ ∪ = ∪ ∩

حال از تساوى Y=Z نتيجه مى شود:
A ∪C A C A= ⇒ ⊆

.7
x x x− ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤2 1 2 2 2 1 2 1 2 3

{ }x x , A ,⇒ − ≤ ≤ ⇒ = ⇒ =
1 3 0 1 0 12 2

x
x x x x x x

≥
≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤

0 2 2 0
x(x ) x⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤1 0 0 1
x⇒ =0 } يا   }B ,⇒ =1 0 1

{ }A ( , ), ( , ), ( , ), ( , )=2 0 0 0 1 1 0 1 1
{ }A B ( , ), ( , ), ( , ), ( , )× = 0 0 0 1 1 0 1 1

A A B⇒ − × = ∅2

8. خاصيت بازتابى:
(x, y)R(x, y) x y xy y x yx⇒ + + = + +

خاصيت تقارنى:          
(x, y)R(z, t) (z, t)⇔ R(x, y)

x t xt y z yz
z y zy t x tx
+ + = + +⎧⇒ ⎨ + + = + +⎩

خاصيت تعدى: 

(x, y)R(z, t), (z, t)R(r,s) (x, y)R(r,s)⇒

x t tx y z yz
z s sz t r tr
+ + = + +⎧⇒ ⎨ + + = + +⎩

ــاوى هاى  حال به دو طرف هريك از تس
بالا، يك واحد اضافه مى كنيم:

x t tx y z yz
z s sz t r tr
+ + + = + + +⎧

⎨ + + + = + + +⎩

1 1
1 1

(t )(x ) (y )(z )
(z )(s ) (t )(r )

+ + = + +⎧
⇒ ⎨ + + = + +⎩

1 1 1 1
1 1 1 1

ــاوي فوق را درهم  حال دو طرف دو تس
ضرب مي كنيم: 

(t )(x )(z )(s )+ + + +1 1 1 1
(y )(z )(t )(r )= + + + +1 1 1 1
(x )(s ) (y )(r )⇒ + + = + +1 1 1 1

 xs x s yr y r⇒ + + + = + + +1 1
x s xs y r yr⇒ + + = + +

 (x, y) R (r,s)⇒ خاصيت تعدي 
درنتيجه R يك رابطة هم ارزي است.

(x, y) R ( , ) x x y y− ⇒ − − = + +1 2 2 2 1

y x y Y⇒ = − − ⇒ =2 3 x− − 3
2

x[( , )] (x, y) y − −⎧ ⎫⇒ − = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

31 2 2

9. الف)
 S= {(1 ,پ, پ) ,(,ر, پ1) ,(پ, ر, 1) ,
,(پ, پ, 3), (ر, 2),(پ, 2), (ر, ر, 1) 
(پ, 4), (ر, ر, 3), (ر, پ, 3), (پ, ر, 3)

, (پ, ر, 5), (ر,پ, 5), (پ, پ, 5), (ر, 4) 
{(ر, 6), (پ, 6), (ر, ر, 5) 

ب)
A= {(1 ,پ, پ) ,(ر, پ, 1) ,(پ, ر, 1) ,

(ر, پ, 3), (پ, ر, 3), (پ, پ, 3), (پ, 2) 
(پ, ر, 5), (ر, پ, 5), (پ, پ, 5), (پ, 4)
{(پ, 6)

ج)
B= {(3 ,پ, پ) ,(پ ,ر, 3) ,(ر, پ, 3) ,
{(ر, 6), (پ, 6), (ر, ر, 3)  

د)
A B A B {′∩ = − = , (پ, پ, 1)

, (پ, 4) ,(پ, 2), (پ, ر, 1), (ر, پ, 1) 
{(پ, ر, 5), (ر, پ, 5), (پ, پ, 5)

ــرة آبي در  ــم n مه ــرض مي كني 10. ف
ظرف باشد. احتمال هم رنگ بودن دو مهرة 
ــفيد يا هر  خروجي (هر دو قرمز يا هر دو س
 14

45
دو آبي) را به دست مي آوريم و مساوي 

قرار مي دهيم: 
n

P(A)
n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

5 3
2 2 2 14

8 45
2

n(n )

(n )(n )

−
+ +

⇒ =
+ +

110 3 142
8 7 45

2
n n

n n
+ −

⇒ =
+ +

2

2
26 14

4515 56
n n n n⇒ + + = + −2 214 210 784 45 1170 45
n n⇒ − + =231 255 386 0

( )⇒ Δ = − × ×2225 4 31 386
⇒ Δ = 6 − =5025 47864 17161

n ±
⇒ =

255 131
62

n⇒ = n يا 2 =
193
31 غيرقابل قبول 

يعني دو مهرة آبي وجود دارد.
 .11

P( ) P( ) P( ) P( )= = =2 3 5 3 1  
P( ) P( )= =3 4 3 6 و 

P( ) P( ) P( ) P( ) P( )+ + + +1 2 3 4 5
P( )+ =6 1             

P( ) P( ) P( ) P( )⇒ = ⇒ = = =
112 1 1 1 4 6 12

و
P( ) P( ) P( )= = =

12 3 5 4
P(x ) P( ) P( ) P( )⇒ ≤ = + +3 1 2 3

= + + =
1 1 1 7

12 4 4 12           
   xــتطيل ها را 12. اگر طول و عرض مس
و y بگيريم، فضاي نمونة اين پيشامد عبارت 

است از: 
S (x, y) x, y , x,= ∈ <� 0{ }y < 4

و پيشامد مطلوب عبارت است از: 
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{ }A (x, y) (x, y) S, x y= ∈ + > 3
ــال مطلوب  ــي، احتم و به روش هندس

برابر است با: 
 OMN

OABC

S
P(A)

S

×

= = =
×

3 3
92

4 4 32

ــي نرگس را A و  ــامد قبول 13. اگر پيش
پيشامد قبولي مژده را B بناميم، طبق فرض 

مسئله داريم: 
P(A B) /
P(A B) /

− =⎧
⎨ ∪ =⎩

0 3
0 7

P(A) P(A B) /
P(A) P(B) P(A B) /

− ∩ =⎧
⇒ ⎨ + − ∩ =⎩

0 3
0 7

/ P(B) / P(B) /⇒ + = ⇒ =0 3 0 7 0 4

پاسخ مسائل حسابان
      مجتبى رفيعى

1. در مثلث OAB داريم: 
DC OD , OD OE.cos
AB OA

= = °30

ــاع مثلث  ــه اين كه OE ارتف ــا توجه ب ب
 3

2
OAB، ضلع مقابل به زاوية °60 برابر 

وتر است پس: 

DC ( )
AB

= 23
2

 AB ــش ضلعي سوم و CD مربوط به ش

ــت، نسبت  ــش ضلعي اول اس مربوط به ش
ــود. پس  ــر q2  خواهد ب ــا براب ــلاع آن ه اض

. q =
3

         محيط اوليه 2
S∞ = =

−

6
31 2

(قدر نسبت) -1
       

ــاحت ها با  و براي يافتن حد مجموع مس
ــش ضلعي كه  ــاحت ش توجه به فرمول مس

a23 است، داريم: 
4

برابر 

( )
S

( )
∞ = = =

−− 2

3 3 36 4 2 6 333 11 42
 

n  ــط هاي اضلاع يك ــرگاه وس نكته: ه
ــل كنيم،  ــم وص ــه ه ــم را ب ــي منتظ ضلع
nضلعي هايي ايجاد مي شوند كه محيط ها و 

مساحت هاي آن ها با محيط و مساحت هاي 
ــي  نزول ــة  ــة هندس ــه دنبال اولي ــي  nضلع

ــكيل مي دهند و قدرنسبت محيط هاي  تش
ــاحت هاي ــبت مس cos و قدرنس

n
π ــا  آن ه

cos است.
n
π2 آن ها 

2. با توجه به اتحاد 
n n n n na b (a b)(a a b ... b )− − −− = − + + +1 2 1

داريم: 
(x ) (x )+ − − =1384 13841 2 0

x غ ق ق x
x (x )

x (x )
+ = −⎧

⇒ + = ± − ⇒ ⎨ + = − −⎩

1 21 2 1 2

x⇒ =
1
2

ــط برابر  3. الف) تعداد جملات اين بس
(1+8) يعني 9 است.

ب) براي يافتن مجموع ضرايب داريم: 
 x y (x y) ( )= = ⇒ + = + =8 81 2 1 2 38

پ) جملة (k+1) امُ بسط n(a+b) عبارت 
است از: 

 n k kn
a b

k
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

ــط 8(x+2y) برابر  پس جملة پنجم بس
است با: 

x ( y) x y−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
8 4 4 4 4 48 82 24 4

! x y x y
! !

= × =4 4 4 48 16 11204 4
 .4

P(x) ax bx cx dx ex f= + + + + +5 4 3 2

x x+ + =2 1 0  
P(x) x (ax bx c) (dx ex f )⇒ = + + + + +3 2 2

ــود،  از آن جا كه P(x) بايد برابر صفر ش
ــذا بايد ضرايب پرانتز اول و دوم با هم برابر  ل
 x2+x+1 باشند تا با فاكتورگيري از آن ها به
ــت. بنابراين به  ــر اس ــه برابر صف ــيم ك برس
ــش رقم و  ــاوي b ،a و c ش ــاي اعداد مس ج
ــش  ــاوي e ،d و f نيز ش ــه جاي اعداد مس ب
ــذاري كنيم كه طبق  رقم مي توانيم جاي گ
اصل ضرب 36 عدد به جاي ضرايب مي توان 

جايگزين كرد.

5. معادله هفت ريشه دارد.
 xsin x =

π
2
5

ــدام از  ــر ك ــد ه ــف) f(a1) مي توان 6. ال
ــس براي  ــد. پ ــداد b1 و b2 و... و bm باش اع
ــت. f(a2) نيز به  ــت موجود اس m، f(a1)حال

ــود.  ــر يك از b1 و b2 و... و bm نظير مي ش ه
ــت دارد و... و f(am) نيز  پس آن هم m حال
ــت دارد. بنابراين، طبق اصل ضريب  m حال
ــود  ــع موج تاب  nm m m ... m m× × × × =

است. 

A

B
E

C
D

O

A

B
C

O

D
E 60o

60o

.. . . .. 5π
 2-

 5π
 2

O

A M

C
N

B -y=4

x=4

.
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ــرا فقط  ــت دارد، زي ــك حال ب) f(a1) ي
 f(an)، ...، f(a2) ــي ــد، ول ــد b1 باش مي توان
ــتند و هر كدام m حالت دارند،  محدود نيس

n

n
m m ... m m −

−

× × × =�������
1

1
پس 

حالت
                           

 f(x)= b1 ــد از ــع ثابت عبارت ان پ) تواب
ــا  ــس m ت و f(x)= b2 و ... و f(x)= bm، پ

هستند.
m حالت  −1 ،f(a1) ــس ت) f(a1)≠b1 پ
 m ــر كدام ــة f(a2) و... و f(an) ه دارد و بقي

حالت دارند. پس: 
(m )(m)(m)...(m)−1 nm (m )−= × −1 1

n nm m −= − 1  
 .7

g(x) f (x) ax bx= ⇒ + −2 21

x x
=

+ +2
1

3 9 1
       

ax bx⇒ + −2 21
x x

x x x x

− +
= ×

+ + − +

2

2 2
1 3 9 1

3 9 1 3 9 1

x xax bx
x x
− +

⇒ + − =
− −

2
2 2

2 2
3 9 11
9 9 1

ax bx x x⇒ + − = + −

⎧

2 2 21 9 1 3
a
b
=⎧

⇒ ⎨ =⎩

9
3

 f(n) ــه علاوة ــا كه f(f(n)) ب 8. از آن ج
ــده است، پس f(n) بايد درجة  درجة يك ش
ــس آن را f(n)=an+b در نظر  ــد، پ يك باش

مي گيريم.
 f (f (n)) f (n) n+ = +2 3

f (an b) an b⇒ + + +

a(an b) b an b= + + + +
f (an b) an b⇒ + + +

(a a)n (ab b)= + + +2 2
a

a a a

a b
ab b

a

=⎧
⇒⎧ ⎨+ = = −⎪ ⎩⇒ ⎨

= ⇒ =⎧⎪ ⇒+ = ⎨⎩ = − ⇒ =⎩

2 1
2 2

1 12 3 2 0 غ ق ق3

فرض

                                         .9
 x x f (x ) x f (x ) x

f (x ) f (x ) x x ( )

x x f (x ) x f (x ) x

f (x ) f (x ) x x ( )

> ⇒ − > −⎧
⎪ ⇒ − > −⎪
⎨ > ⇒ − > −⎪
⎪ ⇒ − > −⎩

2 1 2 2 1 1

2 1 2 1
3 3

2 1 2 2 1 1
3 3

2 1 2 1

3 3
3 3 1

2

 
حكم x x f (x ) x x f (x ) x x> ⇒ − − > − −2 2

2 1 2 2 2 1 1 1

f (x ) f (x ) x x x x ( )⇒ − > − + −2 2
2 1 2 1 2 1 3

حال كافي است ثابت كنيم: 
 x x x x x x− ≥ − + −3 3 2 2

2 1 2 1 2 1

يا 
 x x x x− ≥ − +2 2

2 1 2 13 3 x x−2 1

ــف آن را اثبات  ــه روش برهان خل كه ب
مي كنيم.

فرض خلف: 
 x x x x x x− < − + −2 2

2 1 2 1 2 13 3
و 
x x x x x x− < − + −3 3 2 2

2 1 2 1 2 1
 x x x x x x

x x x x x x

⎧ − + − > −⎪⇒ ⎨
− + − > −⎪⎩

2 2
2 1 2 1 2 1
2 2 3 3
2 1 2 1 2 1

3 3

(x x )(x x ) (x x )

(x x )(x x ) (x x )(x x x x )

− + + > −⎧⎪⇒ ⎨
− + + > − + +⎪⎩

2 1 2 1 2 1
2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 3
1

 x x S+ =2 1 و   x x P=1 2 ــرض  ف ــا  ب
ــي  ، يعن S P P− ≥2 2 2 ــم  ــه مي داني و اين ك

 S P≥2 4
S

S S

>

+ > −2
2
1 P

⎧⎪
⎨
⎪⎩

S

S P S

SS S P S

⎧
⎪ >
⎪⎪⇒ + + > >⎨
⎪
⎪⇒ + + > + + >
⎪⎩

2

2
2

2
1 4

1 14
SS S <⇒ − − < ⎯⎯⎯→223 4 4 0 تناقض 

 sintan
cos

α α
=

+ α2 1
10. با توجه به اين كه 

داريم: 
sintan

cos
°

° = =
+ °

+

1
30 215 1 30 31 2

= = −
+
1 2 3

2 3

btan b a( )
a

a b c a a ( )

⎧ ° = = − ⇒ = −⎪
⎨
⎪ + = ⇒ + − =⎩

2 2 2 2 2 2

15 2 3 2 3

2 3 1

a a
( )

+
⇒ = ⇒ =

−
2 1 2 3

24 2 3

b ( )( )+
⇒ = −

2 3 2 32
s⇒

bin
c

−
° = =

6 215 4
و 

acos
c

+
° = =

6 215 4

.11
sin x sin x sin x.cos x

sin x sin x
kcos x x k x

−
= ⇒ =

π
⇒ = ⇒ = π ⇒ =

7 2 3 42 23 3
4 1 4 2 2

 sin3x≠0 ولى با توجه به دامنة تابع كه
ــه  درنتيج  ، kx k x π

≠ π ⇒ ≠3 3
ــى  يعن

جواب نهايى عبارت است از:
kx

kx
kx

π ⎫= ⇔ ⎪ π⎪ ⎧ ⎫⇒ =⎬ ⎨ ⎬π ⎩ ⎭⎪= ⇒
⎪⎭

2
2

3
kx kπ π⎧ ⎫− = = π+⎨ ⎬

⎩ ⎭3 2

x xrr= ×π =
π

2
2

2 2 12. الف)             

كمان
                

O A B
Δ                 محيط مساحت دايره× ــــــ = مساحت 

A

BC

b

a

c=1

15°

A

BO

x
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O A B
Δ r.r مساحت  / sin x r sin x= = 21 1

2 2

xr مساحت قطاع r sin x r (x sin x)= − = −
2

2 21 1
2 2 2

ب)
AB OA OB= +2 2 2 OA.OBcos x− 2

AB r r r cos x⇒ = + −2 2 2 22
AB r r cos x r ( cos x)⇒ = − = −2 2 2 22 2 2 1

x xAB r ( sin ) r sin⇒ = =2 2 2 2 22 2 42 2xAB r sin⇒ = 2 2 ت) 
x AB xAB r sin sin

r
= ⇒ =2 2 2 2

x AB ABsin x sin
r r

− −⇒ = ⇒ =1 122 2 2
.13

x x x x

x x (x )

− −
< ⇒ <

− + −

2 2

2 2
2 20 0

2 1 1

x x x x
x x

⎧− − <⎪⇒ < ⇒ ⎨
− ≠⎪⎩

2 22 2 001 1
⇒ 0 x< < 2

{ } {}x ( , ) ( , )⇒ < < − = ∪0 2 1 0 1 1 2
x⇒ < − <0 1 1

.14

x ( )

x ( )

lim ax a( )
x ( )

aa( ) a( )

xlim cos cos

+

−

+

+

→

−

→

⎧ ⎡ ⎤
⎪ ⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎪ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦
⎪
⎪ ⎡ ⎤= = × =⎨ ⎣ ⎦
⎪
⎪ π π

= =⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

1
2

1
2

1 1 1
12
2

1 12 12 2 2
2

2 4 2

x ( ) x ( )

alim f (x) lim f (x)

a

− +→ →

⇒ = ⇒ =

⇒ =

1 1
2 2

2
2 2

2
      .15

 (الف
x

cos x cos xlim
x tan x→

−
0

3 تبديل به ضرب
   

l
x

x x x xsin .sin
im

x tan x→

− +
−

0

3 32 2 2

 
x x

sin( x)s in x sin x sin xlim lim
x tan x x tan x→ →

− −
= =

0 0
2 2 2 2

xx

sin x sin x sin x.cos xlim . lim
sin xx tan x
cos x

→→
= = × ×

00
2 22 2 1

x
lim cos x
→

= = × =2
0
4 4 1 4

 (ب
x x

( cos x)cos xlim lim
x (x )

π π
→ →

−−
=

π− π −3 3

121 2 2
3 3 3

x

(cos cos x)
lim

(x )
π

→

π
−

=
π

−3

2 3
3 3

x

x x
( sin .sin )

lim
(x )

π
→

π π
− +

−
=

π
−3

3 32 2 2 2
3 3

x

x
sin x

lim .sin
(x )

π
→

π
− π

+
= −

π
−3

3
2 34 23 3

x

xlim sin sin
π

→

π+ π
= = × =

3

2 2 3
3 2 3 3 3

.16
f (x) cos ax= −1

x

f (x)f ( ) lim
→

−′ =
0

0
x

f ( ) cos axlim
x x→

− −
=

− 0
0 1 0

0

x

cos ax cos axlim
cos ax x cos ax→

+ −
× =

+ +0
1 1
1 1

x

cos ax cos axlim
cos axx cos ax→

− +
= ×

++0
1 1

11

x

cos axlim
x( cos ax )( cos ax )→

−
=

+ +

2

0
1

1 1

x

sin ax
lim

x( cos ax )( cos ax )→
=

+ +0 1 1

x

sin ax alim
x( cos ax )( cos ax )

lim

+→
=

+ +0 21 1

x

sin ax a

x( cos ax )( cos ax )+→

−
= −

+ +0 21 1

 m′ زاوية بين دو خط با شيب هاى m و 
برابر است با:

m mtan
mm

′−
α =

′+1

a a( ) atan
a a a( )

− −
⇒ α = = ⇒ =

+ − −
2

4 42 2
3 31 12 2 4

a a⇒ = − 23 4
a a a a

a a a a

⎧ − = ⇒ + − =⎪⇒ ⎨
− = − ⇒ − − =⎪⎩

2 2

2 2
4 3 3 4 0
4 3 3 4 0
a
a

a
a

= ⎫⎧
⇒ ⎨ ⎪= −⎩ ⎪ ⇒⎬

= −⎧ ⎪⇒ ⎨ ⎪=⎩ ⎭

1
4
1

4

چهار مقدار براى
a وجود دارد

.17

h r hr= ⇒ =16 4 4
h hv r h ( ) h π

= π = π =
3

2 21 1
3 3 4 48

t t
t

h h ( ) h
v

′ ′π π′ = ⇒ − =
2 23 3 8248 48

th cm− −′⇒ = =
π π
2 1

4 2
.18

f (x) cos x x−= + 1 21
x

x
cos (x )

f (x)
cos (x )

−

−

−

′⇒ =
+

2

1 2

1 2

2
1

2
2 1

.19

4cm

16cm

h cm

2

y

x
α

y x= −2 1
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y xtan
x x

−
α = =

2 1

x x
x( tan )

x

+ −
+′⇒ α + α =

2
2

22
2

1
11

x x

x
xx ( ( ) )
x

− −

−′⇒ α = =
−

+

2 2

2

2
2 2

2 1 2
1

11

x
xx ( )
x

−
−

2
2

2
2

1
1

2 1

x
′⇒ α =

−2
1

1

حل مسئله هاى هندسة 2
      محمدهاشم رستمى

ــة AM را از طرف M به  ــف) ميان 1. ال
ــم تا نقطة  ــداد مي دهي ــدازة خودش امت ان
از    . (MA MA)′ = ــد.  آي ــت  به دس  M′

ــي  ــم، چهار ضلع ــل مي كني ــه C وص ′A ب

را  ــر  يكديگ ــش  قطرهاي ــه  ك  ABA C′

ــت، پس  ــف كرده اند متوازي الاضلاع اس نص
ˆ است. بنا  ˆBA M MAC′ = A و  B AC′ =
 AB AB′> AB است، پس AC> به فرض 
، چون ABB′ ــث  ــن در مثل ــت. بنابراي اس

ˆ است  ˆBA A MAB′ > ــت،  AB اس A B′>

ــم  ــس داري ــت، پ ˆ اس ˆBA A MAC′ = ــا امّ
ˆ كه در  ˆMAB MAC< ˆ يا ˆMAC MAB>

نتيجه حكم مسئله ثابت شده است.

با استفاده از اين مسئله مي توان گفت:
ــند، ميانة  اگر دو ضلع مثلثي نابرابر باش
ــا ضلع بزرگ تر،  ــوم مثلث ب وارد بر ضلع س
ــازد كه كو چك تر از زاويه اش  زاويه اي مي س

با ضلع كوچك تر است، يعني:

ABC , AB AC , MB MC
ˆ ˆMAB MAC

Δ > =

⇒ 〈

ــئله،  ــمت از مس ب) براي حل اين قس
ــه  دو مثلث MAB و MAC را با هم مقايس

مي كنيم. داريم:
MA MA, MB MC ,AB AC= = >

پس بنا به عكس قضية لولا، داريم:
ˆ ˆBMA CMA>

ــاز زاوية دروني  ــا به ويژگي نيمس 2. بن
مثلث داريم:

DB AB x

DC AC x

+
= ⇒ = =

+

4 30 2
2 1 45 3

x x x⇒ + = + ⇒ =4 2 3 12 10
DB , DC

BC

⇒ = =

⇒

14 21
= + =14 21 35

3. مي دانيم كه مجموع فاصله هاي هر نقطه 
واقع بر قاعدة يك مثلث متساوي الساقين از 
دو ساق آن، مساوي اندازة ارتفاع وارد بر ساق 
مثلث است. بنابراين اگر ارتفاع وارد بر قاعدة 
ــاق مثلث را ′AA و ارتفاع وارد بر س مثلث را

′CC بناميم، براي پيدا كردن جواب مسئله 

′CC را به دست آوريم. با توجه به  بايد اندازة
 ABCS BC . A A AB.CC′ ′ ′= =2 اين كه 

است، داريم:

BC
BA A C , AB′ ′= = = = =

12 6 10
2 2

AA AB BA′ ′⇒ = −2 2

AA′⇒ = − =2 210 6 8

CC CC /′ ′⇒ × = × ⇒ =12 8 10 9 6

در نتيجه جواب مسئله
MH MH CC h /c′ ′⇒ + = = = 9 6

4. مكان هندسي جواب مسئله، دايره اي 
R است، زيرا  R′+ ــعاع  به مركز O و به ش
ــي از دايره هاي  C يك (O ,R )′ ′ ′ ــرة  اگر داي
ــد، يعني  ــر باش ــي مورد نظ ــكان هندس م
′O باشد كه  ′R و مركز ــعاع  دايره اي به ش

C(O مماس است، داريم: , R) بر دايرة
O O O A AO R R′ ′ ′= + = + = مقدار ثابت

و چون O نقطة ثابتي است، پس مكان 
′O دايره اي به مركز O و به  هندسي نقطة 

R است. R′+ شعاع 
ــم  ــه طول a را رس ــط BC ب 5. پاره خ
 Â = α مي كنيم، سپس كمان در خور زاوية
ــم مي كنيم. از  رو به رو پاره خط BC را رس
ــط BC عمود ــواه K  واقع بر خ ــة دلخ نقط

′KK به 

طول ha را خارج مي كنيم ( در همان طرفي 

A

B C
M

A

B C
M

A

H′H

B C

C′

MA′

O′
R′

(C′)

(C)
O

A
R

C B

A
x

A′

HH′

K′

K

hahaha

αα
A′
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′KK خطي  كه كمان در خور قرار دارد) از نقطة 
موازي BC رسم مي كنيم و نقطة برخورد آن 
 A مي ناميم و از A′ با كمان در خور را A و 
ــه B و C وصل مي كنيم. مثلث هاي  ′A ب و 

AB جواب مسئله اند.  C′ ABC و 

ــورد، خط ــداد نقاط برخ ــه تع بحث: ب
ــم مي شود.  ′KK موازي BC رس ′K كه از  x 
ــئله داراي  ــور زاوية A، مس ــا كمان در خ ب

جواب است. 
,C(O و وتر AB به طول 16  )10 6. دايرة
از اين دايره را در نظر مي گيريم. از O عمود 
 A به O ــرود مي آوريم و از OH را بر AB ف

وصل مي كنيم. داريم:

AB
OA R , AH ,= = = = =

1610 82 2
OH AH= −2 210

OH⇒ = − = =2 210 8 6 مقدار ثابت 
ــط وتر  ــي نقطة H وس پس مكان هندس
AB، دايره اي به مركز O و به شعاع 6 است.

7. داريم:
محيط چهارضلعى (AB CD)= +2

( x x )⇒ = + + + +120 2 14 6 20
x x x⇒ = + ⇒ = ⇒ =60 2 40 2 20 10

8. داريم: 
x y x y

y x
y x

+ =
+ =

⇒−
= − =

⎧ ⎧⎪
⎨ ⎨

⎩⎪⎩

	
	

	

360 360
42 84

2
y y⇒ = ⇒ = 	2 444 222

x⇒ = − =	 	 	360 222 138

ــعاع دايره اي باشد كه كمان  9. اگر R ش
ــور زاوية α رو به پاره خط AB به طول  درخ

a بخشي از آن است و OH فاصلة مركز اين 
دايره از وتر AB باشد، داريم:

 (الف
AB

R
sin sin

= = =
α

×

4 3 4 3
2 2 60 32

2
R= ⇒ =4 4                  

OH (ب R cos cos= α = × 	4 3 60

OH= × = ⇒ = 3
14 3 2 3 2
2

10. بنا به رابطه هاي متري در دايره داريم:
 MA . MB MC . MD=

y . y x . x y x⇒ = ⇒ =2 23 2 2 3 6 6

xغير قابل قبول y x y,x y⇒ = ⇒ = = −2 2

از طرفي داريم:
AB CD= −2 10

y y x x⇒ + = + −3 2 6 4 10
y x⇒ = −5 10 10

از آن جا خواهيم داشت:
x y
y x x
=

= − ⇒ =

⎧
⎨
⎩5 10 10 5 10

x y⇒ = ⇒ =2 2
AB y ,

CD x

⇒ = = × =

= = × =

5 5 2 10
5 5 2 10

11. داريم:
x x

M ( , )
y y

+ = = −
⇒ ⇒ = −

− = =

⎧ ⎧
⎨ ⎨
⎩ ⎩

2 5 3 1 1 4
3 1 4

ــازهاي  ــن بازتاب، نيمس ــور اي 12. مح
ــد. از طرفي  ــن دو خط ان ــاي بين اي زاويه ه
ــازهاي زاويه هاي  مي دانيم كه معادلة نيمس

بين دو خط به معادله هاى:

D : a x b y c ,Dx by cx′ ′ ′+ + = + = =0 0
 ax by c

a b

+ +

+2
a x b y c

a b

′ ′ ′+ +
= ±

′ ′+2 2 2
به صورت   

است. بنابراين داريم:
x y x y

=

− − + +
= ±

+ + =5
3 4 1 4 3 7

9 16 9 16 5
x y ( x y )⇒ − − = ± + +3 4 1 4 3 7

ــر=  ديگ ــاب  بازت ــور  مح ــة  معادل
 x y− + =7 6

و معادلة يك محور بازتاب: 
x y⇒ + +7 8

13. داريم:          
T(x,y) (الف ( x , y) , A ( , )= =2 2 2 0

A T( , ) A ( , )′ ′⇒ = ⇒ =2 0 4 0
B ( , ) B T( , )′= ⇒ =0 4 0 4

B ( , ), C ( , ) C T( , )′ ′⇒ = = ⇒ =0 8 4 5 4 5
C ( , )′⇒ = 8 10

y y
m AB

x x

− −
= = = −

− −
2 1

2 1

4 0 2
0 2

,

m A B , m AB m A B
−

′ ′ ′ ′= = − = = −
−

8 0 2 2
0 4

m BC , m B C
− −

′ ′= = = =
− −

5 4 1 10 8 1
4 0 4 8 0 4

m BC m B C′ ′⇒ = =
1
4

m AC , m A C
− −

′ ′= = = =
− −

5 0 5 10 0 5
4 2 2 8 4 2

m AC m A C′ ′⇒ = =
5
2

B C′ ′  ،AB ــوازي  م  A B′ ′ ــن  بنابراي
موازي AC است، يعني  A C′ موازي BC و ′

پاره خط هاي نظير موازي اند.
AB ( ) ( ) ,= − + − =2 20 2 4 0 2 5

A B ( ) ( )′ ′ = − + − =2 20 4 8 0 4 5

A B AB, AC ( ) ( )′ ′⇒ = = − + −2 22 4 2 5 0

,A C ( ) ( )′ ′= = − + − =2 229 8 4 10 0 2 29

A C AC′ ′⇒ = 2

BC ( ) ( ) ,= − + − =2 24 0 5 4 17

B C ( ) ( )′ ′ = − + − =2 28 0 10 8 2 17
B C BC′ ′⇒ = 2

AB

O

H

10

8

(C)

.

A

C

B

OR

H

α

α
.

ى ب
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 A B B C A C

AB BC AC

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = ــن 2 بنابراي

است، يعني پاره خط هاي متناظر متناسب اند 
و نسبت آن ها برابر 2 است.

ــي به مركز O، مبدأ  اين تبديل تجانس
مختصات و نسبت تجانس k=2 است. 

 p ــوازي صفحة م d′ ــط d و 14. دو خ
 p از صفحة d′ هستند. فاصلة دو خط d و 

′h مي ناميم. را به ترتيب h و 

ــد، صفحة ′p با  h باش h′= ≠ 1) اگر 0
صفحة p موازي است.

باشد، صفحة ′p با صفحة  h h′≠ 2) اگر
p متقاطع است.

 p′باشد، صفحة h′ ≠ 0 3) اگر h=0 و
با صفحة p در خط d متقاطع است.

′h باشد، صفحة = h  و 0 ≠ 0 4) اگر 
′d متقاطع است. ′p با صفحة p در خط 

ــد، صفحة′p بر  h باش h′= = 5) اگر  0
صفحة p منطبق است.

15. مي دانيم كه اگر صفحه اي دو صفحة 
ــترك هاي  ــوازي را قطع كند، فصل مش مت
ــده با هم موازي اند. با توجه به اين  ايجاد ش
ــترك هاي  ــه، KS و MH كه فصل مش نكت
ــط KH و SM با  ــده بر دو خ ــة گذرن صفح
 PMH و PKS ــم موازي اند. پس دو مثلث ه

متشابه اند و داريم:

SK PS PK
( )

MH PM PH
= = 1

RK است، پس:  HT� هم چنين 
 

RK PK PR
( )

HT PH PT
= = 2

RS است، پس:   MT� هم چنين 
RS PR PS

( )
MT PT PM

= = 3

ــاي (1) ، (2) و (3)  ــة رابطه ه از مقايس
نتيجه مي شود كه:

SK RK RS

MH HT MT
= =

 MHT و   RKS ــث  مثل دو  ــن،  بنابراي
متشابه اند.

 b 16. در مكعب مستطيل به ضلع هاي
a، و c و قطر d داريم: 

d a b c= + +2 2 2

از آن جا با توجه به اين كه

d AH , AD b ,

AB a

= = = =

= =

10 65 20
50

با فرض AF=c داريم:

d a b c= + +2 2 2 الف)                

در نتيجه ضلع سوم مكعب مستطيل 

c= + +2 210 65 50 40 2

c= + + 26500 2500 1600
c c⇒ = ⇒ =2 2400 20 6

ب) عمود مشترك دو خط متنافر EF و 
  EF هم بر FG است، زيرا FG پاره خط BG

 ˆ(FGB )= 	90  BG ــم بر GFE)ˆ و ه )= 	90
عمود است. بنابراين طول اين عمود مشترك 

مساوي طول ضلع AB يعني 50 است. 

P″

k′

P′

P

dH

h

H

k′

h′

k α′

δ

P d′

d

P′′

δ

d′

d
P

P

δ

P
d′

d

P′

δ

P

d

δ

d′

P′
P

d′
δ

d
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ا
ــاوى هاى مثلثاتى  ــى، نامس ــاى مثلثات اتحاده

(مثلثات)/ برهان 2
اتحادهاى مهم جبرى (جبر)/ برهان 4

ــتنتاج  ــتى و ناتمامى قواعد اس ــات نادرس اثب
(منطق)/ برهان 4

اثبات شرطى (منطق)/ برهان 7
اصل حجره ها يا لانة كبوترى (آناليز تركيبى)/ 9

استفاده از كامپيوتر در حل معادلات غيرخطى 
(كامپيوتر)/ 10

اثبات درستى قوانين مقدماتى تسوير (منطق)/ 
11 و 13

اثبات نادرستى (منطق)/ 12 و 13
انتگرال معين (ديفرانسيل)/ 12

اثبات نامساوى ها (جبر)/ 17
اصل رد و شمول (آناليز تركيبى)/ 20

اثبات اتحاد (جبر)/ 23
اثبات اتحاد مزدوج (جبر)/ 24

ــأله  ــودن جواب در حل يك مس اثبات يكتا ب
(هندسه)/ 25

انتگرال كسرهاى گويا (ديفرانسيل)/ 25 و 26
از تاريخ بياموزيم (عمومى)/ 29 الى 47

اتحادهاى جبرى (جبر)/ 31
اثبات چند قضية هندسه از راه هاى تازه و ساده 

(هندسه)/ 38
ــمول و كاربردهاى آن  اصول شمول و عدم ش

(آناليز تركيبى)/ 39
ــه (جبر)/ 40 و  اثبات اتحادها به كمك هندس

41
استقراى رياضى (نظرية اعداد)/ 40 و 41

اثبات قضية فيثاغورس (هندسه)/ 43
اعداد فيبوناتچى (جبر)/ 40 الى 44

اتحادها و معادله ها (جبر)/ 43
اصل لانة كبوترى (آناليز تركيبى)/ 43 و 69

احتمال شرطى، پيشامدهاى مستقل و وابسته 
(احتمال)/ 43 و 44

اعداد اول (نظرية اعداد)/ 49
ــت ها  ــارن به كمك نگاش ــات دو قضية تق اثب

(جبر)/ 44

اتحاد و معادله (جبر)/ 51، 52، 53 و 56
استدلال هاى رياضى (منطق)/ 55 و 56

ارثية مرد عرب (منطق)/ 56
ــرطى در فضاهاى هم شانس و غير  احتمال ش

هم شانس (احتمال)/ 56
اثبات اصل لانة كبوترى در حالت كلى (آناليز 

تركيبى)/ 56
انتخاب يك دسته گل (آناليز تركيبى)/ 58
اثبات ديگرى بر قضية هرون (هندسه)/ 58

انتگرال مرزدار و بى مرز (انتگرال)/ 59
اعداد جالب رياضى (حساب)/ 59
اتحادهاى مثلثاتى (مثلثات)/ 63

انتگرال گيرى جدولى (ديفرانسيل)/ 63
اتحاد و تجزيه (جبر)/ 66
اتحادى ديگر (جبر)/ 66

اثبات بازگشتى (استدلال رياضى)/ 67
اعداد موهومى (عمومى)/ 67

اعداد اول (عمومى)/ 68
ــيل  ــول كاربردى در ديفرانس ــات يك فرم اثب

(ديفرانسيل)/ 68

آ
آموزش ترجمه و متون رياضى (آموزش ترجمه 

متون)/ 5 الى 28
آشنايى با مشاهير رياضى جهان (عمومى)/ 9

ــد  آيا تابعى جبرى وجود دارد كه متناوب باش
(جبر)/ 10

آشنايى با اعداد مختلط (جبر)/ 13
آموزش رياضى با تأكيد بر كاربردها (عمومى)/ 

21
آموزش برنامه نويسى پاسكال (كامپيوتر)/ 21، 

22، 26 و 31
ــت؟!  ــه كارآمد اس ــا قاعدة هوپيتال هميش آي

(ديفرانسيل)/ 39 و 40
آيا استدلال تمثيلى يك استدلال رياضى است 

(منطق)/ 33
آهنگ تغيير (ديفرانسيل يا حسابان)/ 35

آشنايى با بستة نرم افزارى متمتيكا (كامپيوتر)/ 
67 الى 69

ب
بخش پذيرى در چندجمله اى ها (جبر)/ 1

ــن و تعميم آن  ــط دوجمله اى خيام ـ نيوت بس
(جبر)/ 5

برهان خلف (استدلال)/ 6
بردارها (جبر)/ 12 الى 15

بى نهايت (جبر)/ 19
بررسى وضعيت دو دايره نسبت به هم (هندسه 

تحليلى)/ 20
ــتق و كاربردهاى آن  ــاى مش ــى قضيه ه بررس

(ديفرانسيل)/ 27 و 28
برنامه نويسى به زبان پاسكال (كامپيوتر)/ 33

بحث در وجود و تعداد جواب هاى معادله سياله 
تحت فضاى محدود (جبر)/ 35

بخش پذيرى (جبر)/ 30 و 56
ــرى و منطقى  ــاى فك ــى در حل معماه بحث

(سرگرمى رياضى)/ 43
ــه  ــع مخروطى (هندس ــث پيرامون مقاط بح

تحليلى)/ 43
برد تابع (جبر)/ 44

ــويد  ــته وارد دنياى رياضيات نش ــم بس با چش
(عمومى)/ 44

بازتابندگى مقاطع مخروطى (هندسة تحليلى)/ 
46

بزرگ ترين توان m در n! (نظرية اعداد)/ 50
ــه هاى معادلة درجه  بحث وجود و علامت ريش

دوم پارامترى 1 (جبر)/ 51 و 52
با راهيان المپياد رياضى (المپياد)/ 47 تا 68

ــه هاى معادلة  ــود و علامت ريش ــث در وج بح
درجة سوم (جبر)/ 53 الى 55

ــوم عليه هاى مشترك (نظرية  بزرگ ترين مقس
اعداد)/ 58

بلنداى خئوپس (هندسه)/ 60
برتراندراسل (عمومى)/ 62

بى نهايت (عمومى)/ 66
بخش پذيرى (جبر)/ 66

پ
ــرگرمى،  ــگفت انگيز (س پارادوكس وصيت ش

ا
ــاوى هاى مث ــى، نامس ــاى مثلثات اتحاده

نماية مقاله هاى 69 شماره ى برهان متوسطه
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رياضى)/ 8
پارامترى جبرى متجانس (جبر)/ 9

ــرگرمى،  ــاى رياضيات و علوم (س پارادوكس ه
رياضى)/ 31 و 39

پارادوكس شيپور گابريل (جبر)/ 35
پيشامد نامنتظر در قضية وارون (حسابان)/ 40

 n
p

p
i

S (n) i
=

=∑
1

ــبة  پنج روش براى محاس
(ديفرانسيل)/ 61

ت
تقارن (هندسه)/ 1 و 15

تاريخچة مختصر پيدايش هندسه (هندسه)/ 1
ــى در ايران (عمومى)/  تاريخچة مجلات رياض

12 الى 27 و 66 الى 69
تصاعد هندسى (جبر)/ 3

ــه يكى در انواع  ــى خاصيت يك ب تابع و بررس
توابع (جبر)/ 4

ــزى در تابع هاى sinx و  تقارن محورى و مرك
cosx (جبر)/ 5

توابع پوشا و بررسى خاصيت پوشايى در انواع 
توابع (جبر)/ 6

تابع معكوس تابع هاى مثلثاتى (جبر)/ 6 الى 8
تعيين دامنه و برد توابع (جبر)/ 6 و 7

تناقض ها در رياضيات و علوم (منطق)/ 6
تحقيقى پيرامون عدد π (جبر)/ 8

توابع گزاره اى و سورها (منطق)/ 9 و 10
ــرى و حل  ــاى جب ــت عبارت ه ــن علام تعيي

نامعادلات و دستگاه توأم (جبر)/ 11
توان (حساب)/ 16 و 17

ــت هاى خطى)،  تبديل ـ تبديلات خطى (نگاش
(جبر خطى)/ 17

ــه يابى  ــا از طريق ريش ــه چندجمله اى ه تجزي
(جبر)/ 18

در حاشيه تابع (جبر)/ 19 و 23
تغييرات و انتقال منحنى ها (جبر)/ 20

تركيبيات (آناليز تركيبى)/ 21
تئورى زوج خط (هندسة تحليلى)/ 22

ــدد به عوامل اول (نظرية اعداد)/  تجزية يك ع
22

تابع (چند نكته دربارة x)f) ها)، (جبر)/ 22
تثليث زاويه (هندسه)/ 23 و 25
تجزيه چندجمله اى ها (جبر)/ 24

توابع مولد (گسسته)/ 25
تربيت خلاقيت رياضى (عمومى)/ 25

تفكر الگوريتمى و هنر برنامه نويسى (كامپيوتر)/ 
28

تحقيقى دربارة نقش تاريخ رياضيات در آموزش 
رياضى (تاريخ رياضيات)/ 28
تابع معكوس (جبر)/ 37

ــاى جبرى (جبر)/ 29  تعيين علامت عبارت ه
و 30

تعيين تعداد روابط (تركيبيات)/ 31
توزيع هاى گسسته (احتمال)/ 35

تابع نمايى و تابع لگاريتمى (جبر)/ 37 و 39
تبديل در صفحه (جبر خطى)/ 39

ــبه دورة  ــاى متناوب و روش هاى محاس تابع ه
تناوب آن ها (جبر)/ 39

تابع هاى توانى و مدل هاى رياضى (جبر)/ 39
تعميم قضية فيثاغورس (هندسه)/ 40

تابع هاى متناوب (جبر)/ 40
تعميم يافته اصل لانة كبوتر (تركيبيات)/ 41

تقريب ريشه سوم يك عدد (جبر)/ 42
تابع حسابى فى اويلر (نظريه اعداد)/ 42

تصاعد عددى (جبر)/ 45
ــه  ــن وضع نقطه و صفحه به هم (هندس تعيي

تحليلى)/ 46
تعيين نوع مقطع مخروطى (هندسه تحليلى)/ 

52
تابع جزء صحيح (جبر)/ 53 و 54

تركيبيات/ 34، 35، 54 و 55
تابع (جبر)/ 55

تجزيه (حساب)/ 59
تولد يك مجله (مصاحبه)/ 59 و 60

ــث قائم الزاويه  ــع ارتفاع مثل تعميم قضية مرب
(هندسه)/ 62

ــة n عضوى  ــك مجموع ــاى ي ــداد افرازه تع
(مجموعه ها)/ 63

تابع چندجمله اى (توابع)/ 64 و 65
تابع رونسكى (ماتريس)/ 65
تئورى پروانه (هندسه)/ 66

ــم نمودار  ــتفاده از رس تعيين دامنه توابع با اس
(جبر)/ 67

تابع توانى (جبر)/ 68

ج
جزء صحيح (حساب)/ 24، 30، 29، 31 و 38

جدول رياضى (عمومى)/ 40، 61 و 62
جمع چيست؟ (تابع)/ 59

چ
ــه ارتفاع  ــى س چند برهان براى قضية همرس

مثلث (هندسه)/ 55

ــاده با نتيجه هاى بسيار  ــيار س چند حكم بس
جالب (هندسه)/ 63

چند مسئله در جبر، هندسه و هندسه تحليلى 
(هندسه)/ 64

چند نكته دربارة اعداد اول (نظرية اعداد)/ 65
چند مسئلة پيكارجو (المپياد)/ 68
چند راديكال مسلسل (جبر)/ 69

ح
حرف اول (يادداشت سردبير)/ 1 تا 69

حلقه و ميدان (جبر)/ 8
ــيل)/ 13، 14، 16  حد (تعريف حد)، (ديفرانس

و 17
حل يك مسئله به روش هاى جبرى، هندسى 

و... (هندسه و جبر)/ 13
ــئلة جالب هندسه به كمك تابع  حل يك مس

همنگار (هندسه)/ 14
حل يك مسئله آناليز با هندسه (هندسه)/ 19

حجم يك مخروط (هندسه تحليلى)/ 34
حل معادله هم نهشتى (نظرية اعداد)/ 35

حد تابع (ديفرانسيل)/ 39
حل معادله هاى مثلثاتى (مثلثات)/ 39 الى 43

حد پيوستگى و مشتق پذيرى... (ديفرانسيل)/ 
41

ــيم  ــه به كمك ترس ــئلة هندس حل يك مس
(هندسه)/ 42

حل نامعادله هاى جبرى به روش هندسى (جبر 
و هندسه)/ 42

ــادة مثلثاتى (مثلثات)/  حل معادله هاى غير س
45، 48 و 50

ــيك مثلثاتى (مثلثات)/  حل معادله هاى كلاس
49

ــه چند معادله (هندسة تحليلى)/  حل هندس
58

حد تابع در يك نقطه (ديفرانسيل)/ 60 و 61

خ
خطوط مجانب ها (ديفرانسيل)/ 10

ــاى عمود بر هم در  ــت و صفحه ه خط هاى راس
فضا (هندسه تحليلى)/ 15 و 17

خم پروانه (هندسه)/ 28

د
ــى)/ 4، 5، 8، 21، 23  ــاغ تجربه ها (عموم در ب

الى 25 و 28
در حاشية مجموعه ها (مجموعه ها)/ 5
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ديفرانسيل و انتگرال/ 6 و 7
دوران در هندسة تحليلى (هندسه تحليلى)/ 9

دستگاه محورهاى مختصات (هندسه تحليلى)/ 
12

ــاختمانى در هندسة فضايى  ــائل س دربارة مس
(هندسه تحليلى)/ 13

ــى (عمومى)/ 14 و  در پيرامون منظومة شمس
15

داستان شير و موش در هندسه (عمومى)/ 17
در اظهار نظر اشتباه نكنيم (عمومى)/ 18

دسته خط (هندسه تحليلى)/ 19
در كشويى (هندسه)/ 22

دنباله (ديفرانسيل)/ 2، 23، 45 و 69
ــى (جبر)/  دنباله و تصاعدهاى عددى و هندس

29
در حاشية تابع (جبر)/ 24

در حاشية مشتق و مشتق پذيرى (ديفرانسيل)/ 
25

ــى رياضيات  ــال جهان ــال 2000، س دربارة س
(عمومى)/ 25

دو روش در ترسيم نيمساز (هندسه)/ 26
ديفرانسيل خطى سازى و خط/ 27
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