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 بهترين راه هاي يادگيري 
و فهم عميق

از  ــي، دوره اي  ایران ــان  ریاضي دان
ــي را دربرگرفته اند که از  ــخ ریاض تاری
ــدة نهم هجري ادامه  ــدة سوم تا س س
داشته است که یک دورة کامل از تکامل 
ریاضیات است و بیشتر دورة کاربردي 
ــتر ریاضي دانان  ــود. بیش ــات ب ریاضی
ایراني، از محمد خوارزمي تا جمشيد 
كاش�اني، به ریاضیات محاسبه اي نظر 
داشتند تا بتوانند دشواري هایي را که 
ــش مي آید، برطرف کنند.  در عمل پی
ــاب و روش هاي محاسبه را  آن ها حس
پیش بردند و عددنویسي هندي را که 
ــد ـ  ــتفاده مي ش در آن از 10 نماد اس
به همین شیوة امروزي در مبناي 10 
ــته مي شد و »موضعي« بود؛ یعني  نوش
ــیابي  ــته به جاي خود ارزش رقم ها بس

مي شدند ـ قبول کردند.
ــیلة محمد  ــر در ایران و به وس جب
ــد و هنوز هم  ــود آم ــي به وج خوارزم
ــان نامي  ــه هم ــان ب ــر جه در سراس
ــود که خوارزمي بر آن  شناخته مي ش
گذاشت. در ضمن خوارزمي نخستین 
ــا را براي جبر و در رابطه با  الگوریتم ه
ــت.  ــل معادلة درجه دوم آورده اس ح
بيرون�ي و ابوالوفاي بوزجاني، مثلثات 

ــتین آن  ــه دنبال قانون هاي نخس را ب
ــا بود(، یعني  ــه باز هم کار ایراني ه )ک
رابطه هاي مثلثاتي را )چه روي صفحه 
ــره( آوردند که  ــطح ک ــه روي س و چ
ــتر در اخترشناسي کاربرد داشت.  بیش
سرانجام جمشید کاشاني با حل جبري 
ــوم، سینوس یک  یک معادلة درجة س
ــه را با دقت تا هر میزان دل خواه  درج
ــي  ــرد. خواجه نصیر توس ــبه ک محاس
ــت براساس کار ریاضي دانان  نیز توانس
پیش از خود، نخستین کتاب مثلثات 

را به نام »کشف القناع...« بنویسد.
ــان ایراني زیر  در واقع، ریاضي دان
تأثیر »انگیزة بیروني« ریاضیات بودند، 
ــواري هایي را که از »بیرون«  یعني دش
در برابر ریاضیات گذاشته مي شد، حل 
ــع را نباید  ــد. البته، این وض مي کردن
ــه از »انگیزة  ــاي آن گرفت ک ــه معن ب
ــي« ریاضیات پرهیز مي کردند. از  درون
به صورت  ابوالوف�اي بوزجاني،  جمله، 
»نیمه آشکار« از معکب هایي که بیش از 
سه بعد داشته باشند، صحبت مي کند. 
ــا فضل نيريزي و خي�ام، »مقدمات«  ی

اقليدس را به چالش مي کشند.
ــان ایراني در بحث هاي  ریاضي دان

ــوان عدد  ــدد را به عن ــري خود، ع نظ
ــد و زمینه  ــف مي کنن ــي تعری حقیق
ــز ریاضي مهیا  ــراي پیدایش آنالی را ب
ــي، بعد از  ــات ایران ــازند. ریاضی مي س
ــتفاده از همة  ریاضیات یوناني و با اس
دستاوردهاي ریاضیات نظري یوناني و 
ریاضیات کاربردي پیش از آن به وجود 
آمد و خود در مجموع، جنبة کاربردي 
ــیاري چیزها هم به  ــت، ولي بس داش

ریاضیات نظري افزود.

ــه ریاضي داني به  ــن میان ب در ای
ــة ابوبکر(  ــام محمد كرج�ي )با کنی ن
برمي خوریم که به قول فرنتس وپكه، 
ــي،  ــي دان آلمان ــناس و ریاض خاورش
به راستي شگفت انگیز است. وُپکه یکي 
از کتاب هاي کرجي را به نام »الفخري 
ــر و مقابله« ]کتاب فخري در  في الجب
جبر و مقابله[ از روي نسخة خطي که 
در پاریس موجود بود، در سال 1853 
ــرح و تفصیل  ــا ش ــه ب در 265 صفح
ــال آن، آدولف  ــه دنب ــر کرد. ب منتش
ــاب«  هوخهام کتاب »الکافي في الحس
ــاب[ کرجي را در  ــي دربارة حس ]بحث

ــاني، ابوالوفاي بوزجاني، خیام، مقدمات،  ــید کاش كليدواژه ها: محمد کرجي، جمش
تاقلیدس، فرنتس وپکه، آدولف هوخهام، بسط دو جمله اي
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کرجي 
رياضی دان ايرانیمحمد 

يكي از بهترين راه هاي يادگيري و فهم عميق مطالب و تثبيت مفاهيم 
علمي، بازگو ك��ردن آن براي ديگري، و يا به عبارت ديگر، تدريس آن 
به ديگري اس��ت. آيا تا به حال براي ش��ما پيش آمده است كه بخواهيد 
مسئله اي، قضيه اي يا مفهوم و معني شعري را براي ديگري شرح دهيد؟ 
بي ش��ك تجربه كرده ايد كه به همراه تش��ريح آن براي شما جاافتاده و 
قطعاً مدت زمان بيشتري در ذهن شما باقي مانده است. يعني اين موضوع 
بسيار مهم است كه انسان يافته هاي خود را در اختيار ديگران قرار دهد 
تا ضمن بهره رساني به ديگران، خود نيز از آن بهره مند شود. از آنجا كه 

»زكات علم، نشر آن است«، زكات علم خود را نيز داده باشد.

به همة شما عزيزان دانش آموز توصيه مي كنم: 
 آنچ��ه آموخته ايد و منابعي كه در اختيار داريد )اعم از جزوه، 
كتاب يا مجله( در طبق اخلاص بگذاريد و در اختيار دوستان 

و علاقه مندان قرار دهيد.
 روي مس��ائل و مفاهيم علمي با دوستان و هم كلاسي هاي خود 
به بح��ث و تبادل نظر بپردازيد و از نظ��رات يكديگر بهره مند 

شويد.
  براي حل مس��ائل علمي به دنب��ال راه حل هاي بهتر و متنوع تر 
باش��يد. فقط به راه حل كتاب يا معلم اكتف��ا نكنيد و براي هر 

مطلب دليل بخواهيد و به دنبال علت باشيد. والسلام.

 سردبير 
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سه جلد در سال هاي 1878 و 1880 
ــر کرد. این  به آلماني ترجمه و منتش
ــرآغاز آشنایي اروپاییان با  دو کتاب س
ــند بزرگ ایراني بود. کتاب  این دانمش
ــاب داراي 70 بخش  الکافي في الحس
و دربارة حساب، هندسه و جبر است.

ــام فخرالملك  ــاب فخري به ن کت
ــف(، وزیر  ــن خل ــي ب ــن عل )محمدب
ــر عضدالدولة  بهاءالدول�ة ديلمي پس
ــا 407 هجري  ديلم�ي )که از 401 ت
ــي حکومت  ــراق کنون ــر ع ــري ب قم
مي کرد و در سال 407 هجري قمري 

ــده است. کتاب  کشته شد( نوشته ش
ــه دلیل ارزش خود مورد توجه  وُپکه ب
ــت ولي در  ــرار گرف ــان ق خاورشناس
ــخه اي که مورد استفادة وُپکه بود،  نس
ــخه نویس نام »کرجي« را »کرخي«  نس
ــه هم، کرجي را اهل  آورده بود و وُپک
کرخ )یکي از محله هاي بغداد( دانسته 

است.
ــراق کنوني  ــاب کرجي به ع انتس
ــن مورخان  ــال بی ــک به 50 س نزدی
ــه  ــا این ک ــت ت ــات رواج داش ریاضی
دولاوي�دا،  ل�وي   ،1934 ــال  س در 

ــت فخرالملک  ــداد رفته و به خدم بغ
ــرش  ــه و پس ــر بهاءالدول ــور، وزی مزب
ــجاع،  س�لطان الدوله، معروف به ابوش
ــت. کرجي در سال 403،  درآمده اس
ــته شدن بهاءالدوله عراق را  بعد از کش
ــته  ترك کرده و به زادگاه خود برگش
است. در بازگشت، به دستور ابوغانيم 
ــب و وزیر  ــد( کات ــه محم ــروف ب )مع
ــه از 403 تا 420  منوچه�ر قابوس ک
ــتان بوده،  هجري قمري حاکم طبرس
ــتخراج آب هاي پنهاني« را  کتاب »اس
ــت. کرجي در حدود سال  ــته اس نوش
420 هجري قمري )1029 میلادي( 

درگذشته است.
ــا 80 اثر  ــه ت ــته هاي او )ک از نوش
ــمرده اند(، تعداد اندکي باقي  مانده،  ش
ــاي باقي مانده،  ولي از همین کتاب ه
مي توان دربارة کرجي و نوآوري هاي او 
داوري کرد. کرجي یکي از بزرگ ترین 
ریاضي دانان ایراني است و تا آن جا که 
ما اطلاع داریم، بسیاري از دیدگاه هاي 
او تازه اند و به تکامل ریاضیات، به ویژه 
در زمینه جبر یاري فراوان رسانده اند.

ــت  ــي که از کرجي به دس کتاب های
ــان مي دهد که او روي  ــیده، نش ما رس
حساب، جبر، معادله هاي سیّال، مسّاحي، 
ــي و آب هاي زیرزمیني کار  اخترشناس
ــت. او مجهول (x) را شيء،  مي کرده اس
ــع آن (x2) را مال، مکعب آن (x3) را  مرب
كعب، توان چهارم را مال مال، توان پنجم 
ــره مي نامد. براي هر  را كع�ب مال، و غی
ــت وجو مي کند  (xn)، عکس آن را جس

ــوي که حاصل ضرب آن ها  ؛ به نح
n( )

x
(x x )
a ( b) a b

a ( b) (a b)

+ −
− − = +

− − − = − −

4 3

1

3 برابر واحد شود.6
ــطح و حجم )که  او خود را از قید س
ــت از آن ها، ایراني ها  یوناني ها و به تبعی

براي x2 و x3 به کار مي بردند( آزاد مي کند 
ــاي جبري را مثل »مال مال و  و عبارت ه
 

n( )
x

(x x )
a ( b) a b

a ( b) (a b)

+ −
− − = +

− − − = − −

4 3

1

3 6 ــاي 6(  ــب منه 3 کع
ــن راه از  ــث قرار مي دهد. از ای مورد بح
ــاب براي جمع، تفریق،  قاعده هاي حس
ضرب و تقسیم چندجمله اي ها استفاده 
ــي را »عدد ناقص«  مي کند. او عدد منف
ــدد زیادتي« یا عدد  ــدد مثبت را »ع و ع

اضافي مي نامد و از جمله از رابطة 
n( )

x
(x x )
a ( b) a b

a ( b) (a b)

+ −
− − = +

− − − = − −

4 3

1

3 6

ــت ولي نتوانسته  آگاهي داشته اس
است جبر چندجمله اي را پیدا کند، زیرا 
این کار مستلزم اطلاع از عمل هایي نظیر 

n( )
x

(x x )
a ( b) a b

a ( b) (a b)

+ −
− − = +

− − − = − −

4 3

1

3 6

ــف نکرده بود؛  بوده که کرجي کش
یعني نمي توانست یک مقدار منفي را از 

مقدار منفي دیگري کم کند.
ــد کرجي هم  ــه محم مي بینیم ک
ــات کاربردي کار کرده  در زمینة ریاضی
ــاحي، اخترشناسي و  ــت )مثل مس اس
استخراج آب هاي پنهاني( و هم در زمینة 
ریاضیات نظري. او با دید تازه اي به چند 
جمله اي ها، به توان هاي بالاي مجهول و 
ــت  به عددهاي منفي نگاه مي کرد؛ درس

همان گونه که ما امروز فکر مي کنیم.

کرجي 
و ضريب هاي بسط دوجمله اي

در سال 1948، پائول تيولي، مورخ 
ریاضي اهل آلمان، وجود دستور نيوتون 
ــت و مثبت، در  ــراي توان هاي درس را ب
ــاب« جمش�يد كاش�اني،  »مفتاح الحس
ــهورترین ریاضي دان سدة پانزدهم  مش
ــپس احمداف،  میلادي، کشف کرد. س
ــکند، قانون  ــل تاش ــي اه ــورخ ریاض م
ــه اي را در  ــکیل ضریب هاي دوجمل تش
یکي از رساله هاي خواجه نصيرتوسي، 
ــیزدهم کشف کرد  ــده س ریاضي دان س
ــبه به یاري  ــارة محاس ــاله درب )این رس
تخته و شن بحث مي کند(. چه جمشید 

ــت کرد که  ــناس ایتالیایي ثاب خاورش
ــتباه نسخه نویس بوده و در  کرخي اش
ــران و از ناحیة  ــي اهل ای ــع، کرج واق
ــهرري )و تهران  »کرج« در نزدیک ش
کنوني( است نه عراق. لوي دولاویدا به 
کتاب هاي خطي »البدیع في الحساب« 
ــکان( و کتابي از  ــة واتی )در کتاب خان
ــر در کتاب خانة  کرجي مربوط به جب
ــفورد و غیره، استناد مي کند که  آکس
ــته  ــام »کرجي« با جیم نوش همه جا ن
ــت. علاوه بر این، سموييل  ــده اس ش
ــال بعد از مرگ  يحيا مغربي که 70 س
ــته و کتاب »الباهر في  کرجي مي زیس
ــته است و در  ــاب« را نوش العلم الحس
کتاب خود بارها به نوشته هاي کرجي 
ــا او را کرجي  ــتناد مي کند، همه ج اس

مي نامد و نه کرخي. 
خود کرجي در پیش گفتار کتابش 
ــتخراج آب هاي معدني« با  به نام »اس

ترجمة زنده یاد خديو جم مي گوید: 
ــدم  »هنگامي که به عراق وارد ش
ــا از کوچک  ــردم آنج ــه م ــدم ک و دی
ــناس  ــت و قدرش و بزرگ دانش دوس
ــمندان را گرامي  ــتند و دانش علم هس
ــاب و  ــي در حس ــد، کتاب های مي دارن
ــه تألیف کردم.« یعني از جاي  هندس
دیگري به عراق آمده بوده است. خود 
ــاي »البدیع« و »علل  دولاویدا کتاب ه
ــاب الجبر و المقابله« را معرفي و  حس

به ایتالیایي ترجمه کرده است.

ــي کرجي مي دانیم،  آنچه از زندگ
ــد در زادگاه  ــت. بای چندان زیاد نیس
ــاي دانش را  ــرج« مقدمه ه ــود »ک خ
ــهرري که در  ــد به ش ــه و بع فراگرفت
ــمندان بوده و  ــز دانش ــان مرک آن زم
ــت،  ــته اس ــه اي مجهز داش کتاب خان
ــورد  ــاي م ــت وجوي کتاب ه در جس
ــد. احتمالاً بعد به  علاقه اش رفته باش

کاشاني و چه توسي این قاعده را ضمن 
بررسي قانون هاي مربوط به ریشة عددها 

آورده اند.
ــاس آگاهي هایي که  هم چنین براس
ــوف و  ــام، ریاضي دان، فیلس داریم، خی
شاعر ایراني سده هاي یازدهم و دوازدهم 
میلادي، در رساله اي، از کتاب خود به نام 
ــتي روش هندي در جذر و کعب«  »درس
ــده  نام مي برد )این کتاب هنوز پیدا نش
ــم قانون هاي  ــت( که در آن به تعمی اس
هندي دربارة جذر و کعب پرداخته است. 
ــاس مي توان معتقد بود که  بر همین اس
ــدة یازدهم  ــم در نیمة دوم س ــام ه خی
میلادي از دستور نیوتون براي توان هاي 
مثبت و درست دو جمله اي اطلاع داشته 

است.
در سال 1972 میلادي، صلاح احمد 
و رشدي راشد )مورخان ریاضي(، رسالة 
ابونصر سموييل يحيا مغربي، ریاضي دان 
ــدة دوازدهم میلادي را  و اخترشناس س
به نام »الباهر في علم الحساب« در دمشق 
چاپ کردند. مغربي موضوع هایي از رسالة 
کرجي را و به ویژه بخشي را که مربوط به 
ضریب هاي بسط دوجمله اي است، نقل 
ــالة کرجي تاکنون  ــت. این رس کرده اس
ــت و مغربي هم نام آن را  پیدا نشده اس
نمي آورد، ولي به ظاهر باید همان کتاب 
»في حساب الهند« باشد که خود کرجي 
در کتاب »البدیع في الحساب« خود از آن 

یاد کرده است.
ــي در فصل چهارم  ــموییل مغرب س
ــر في علم  ــاب »الباه ــش دوم کت از بخ
ــط n(a+b) را براي  ــاب« قاعدة بس الحس
حالت هایي که n برابر 2، 3، 4 و 5 باشد 
ــا برگردان آن  ــان مي کند. در اینجا م بی
ــدي راشد  را از کتاب صلاح احمد و رش

مي آوریم:
»حالا قاعده هایي را مي آوریم که به 
ــداد جمله ها را  کمک آن ها مي توان تع
براي ضرب در جمله هاي دیگر، وقتي که 
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یک عدد به دو بخش تقسیم شده باشد، 
پیدا کرد. کرجي مي گوید: اگر تو این را 
مي خواهي، به عنوان اساس کار، واحد را 
زیر واحد بگذار. سپس واحد را به ستون 
بعد ببر. واحدي را که زیر واحد اول قرار 
دارد، به آن اضافه کن مي شود دو. این دو 
را زیر واحد بگذار و بعد دوباره یک واحد 
زیر آن قرار بده، به دست مي آوري: واحد، 
ــان مي دهد که  ــد. این به تو نش دو، واح
ــر عدد، وقتي از مجموع دو عدد  مربع ه
ــکیل شده باشد، چنین است که هر  تش
کدام از عددها را باید یک بار در خودش 
ضرب کني. زیرا در هر دو طرف واحد و 
ــدد را در عدد دیگر  ــد داري و هر ع واح
ــط،  باید دو بار ضرب کني، چون در وس
ــوع، مربع این عدد را  دو داري. در مجم

به دست مي آوري.
ــتون بعد  »حالا دوباره واحد را به س
ــه  ببر. واحد را به دو برابر اضافه کن. س
به دست مي آوري. آن را زیر واحد بنویس. 
دو را به واحد که زیر آن است اضافه کن. 
ــت مي آوري. آن را به زیر سه  سه به دس
بنویس. در ستون سوم به دست مي آوري: 

واحد، سه، سه، واحد. از اینجا تو 
مي داني مکعب هر عدد، وقتي 
ــکیل شده باشد،  از دو عدد تش
چنین است: هر کدام از عددها 
ــدد را در  ــب کن و هر ع را مکع

مربع دیگري سه بار ضرب کن.
ــوم را به  ــتون س »واحد س
ــتون چهارم ببر. سپس واحد  س
را به سه که زیر آن است، اضافه 
کن، شش به دست مي آوري. آن 
ــر چهار بنویس. بعد دومین  را زی
ــه را به واحد اضافه کن. چهار  س
به دست مي آوري. آن را زیر شش 
بنویس. در ستون چهارم به دست 

مي آوري: واحد، چهار، شش، چهار، واحد. 
ــا تو مي داني که مربع مربع عدد،  از اینج
ــکیل شده  وقتي از مجموع دو عدد تش
باشد، چنین است: هر کدام از عددها را 
ــي، زیرا در انتها واحد  مربع مربع مي کن
داري. سپس هر عدد را در مکعب دیگري 
ــي، زیرا به دو  چهار مرتبه ضرب مي کن
انتها، یعني واحد، چهار چسبیده است. 
ــي را در مربع دیگري  ــپس مربع یک س
ــش بار ضرب مي کني، زیرا در وسط،  ش

شش داري.
ــب 5(a+b) داده  ــن ترتی ــه همی ب
مي شود و مؤلف نتیجه مي گیرد: »از این 
ــع و مکعب و هر توان  راه مي توانیم مرب

دیگري را که بخواهیم، معلوم کنیم.« 
ــان هم جدول ضریب هاي دو  در پای
 n=12 تا n=1 را، براي (a+b)n جمله اي
مي دهد )جدول را ببینید(. به این ترتیب، 
ــه در اختیار داریم،  طبق مدرك هایي ک
ــتین ریاضي داني  ــي نخس محمد کرج
ــت که براي تعیین ضریب هاي بسط  اس
ــد پیدا کرد و  دوجمله اي راهي قانونمن
ــکیل داد. البته  ــي در این باره تش جدول
ــدة دوم  ریاضي دانان هندي حتي در س

ــه صورتي کم و بیش  ــش از میلاد، ب پی
ــط دوجمله اي  مبهم، از ضریب هاي بس
ــت( آگاه بودند،  ــوان مثبت و درس )با ت
ولي نتوانستند اندیشه هاي خود را به طور 
منظم ارائه دهند. و بعد از جمشید کاشاني 
و در اروپاي پیش از نیوتون، ضریب هاي 
بسط دوجمله اي را خیلي از ریاضي دانان 
کشف کرده بودند )و به احتمالي، بدون 
ــاي ریاضي دانان ایراني(.  آگاهي از کاره
ــاب مخفي«  ــاب »حس ــه در کت از جمل
ميخاييل شتيفل که در سدة شانزدهم 
ــته  زندگي مي کرد، و ریاضي داني برجس
و آلماني بود، مي توان ردپاي این دستور 
ــتیفل در سال 1544  را یافت )کتاب ش

چاپ شد(.

سرانجام باید از بلز پاسكال )که کم 
و بیش با نیوتون هم عصر بود(، نام برد 
که جدولي تشکیل داد و ضریب هاي 
بسط دوجمله اي را در آن منظم کرد. 
ــورت مثلثي  ــدول که به ص این ج
ــده و امروز به نام »مثلث   تنظیم ش
پاسکال« معروف است، ویژگي هاي 
ــگري  ــیاري دارد و هر پژوهش بس
ممکن است ویژگي هاي دیگري از 

آن را کشف کند.
ــط دوجمله اي امروز به  بس
نام »دوجمله اي نیوتون« مشهور 
است، زیرا او قانون بسط دوجمله اي 
ــري و منفي هم  را براي عددهاي کس

به کار برد.

ــدره کولموگروف،  ــي، فضاي نمونه، آن ــامدهاي تصادف كليدواژه ه�ا:   احتمال، پیش
پیشامدهاي مستقل، احتمال شرطي، احتمال دوجمله اي
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  مقدمات و تعريف هاي اوليه
ــر آزمایش یا  آزماي�ش تصادف�ي يا پدي�دة تصادفي: ه
ــد، ولي همة  پدیده اي که قبل از وقوع، نتیجة آن معلوم نباش
ــخص  ــتن آن براي ما مش حالت هاي ممکن در به وقوع پیوس

باشد، »آزمایش  تصادفي« یا »پدیدة تصادفي« نامیده مي شود.

ــده و   مثال: وقتي یک تاس را مي ریزیم، تا وقتي ثابت نش
در حال چرخش است، نمي توانیم به طور قطعي اعلام کنیم چه 
عددي رو خواهد شد، ولي از همة حالت هاي ممکن باخبریم. 
یعني مي دانیم عدد 1 یا 2 یا ... یا 6 ظاهر خواهد شد. پس این 

آزمایش، تصادفي است.

ــک تاس عدد 2 را حک  ــش وجه ی  مثال: اگر روي هر ش
کنیم و تاس را بریزیم، این پدیده تصادفي نیست. زیرا قبل از 
ثابت شدن تاس )قبل از وقوع( مي دانیم و یقین داریم که عدد 
ــود. مثلاً اگر روي پنج وجه یک تاس، عددهاي 1  2 رو مي ش
ــا 5 و روي یک وجه آن عددي طبیعي و بزرگ تر از 3 حک  ت
کنیم و تاس را بریزیم، این پدیده تصادفي نیست. زیرا از همة 
حالت هاي رخداد این پدیده اطلاع نداریم. )کدام عدد طبیعي 

روي وجه ششم حک شده است؟(

فضاي نمونه اي: مجموعه اي شامل همة حالت هاي ممکن، 

در به وقوع پیوستن یک آزمایش تصادفي را »فضاي نمونه اي« 
مي نامیم و معمولاً با »S« نشان مي دهیم. به فضاهاي نمونه اي که 
تعداد اعضاي آنها متناهي یا قابل شمارش )هم ارز با N( باشند 
»فضاهاي گسسته« مي گوییم. در مثال هاي زیر سعي کرده ایم 
ــه اي را براي آزمایش هاي  ــاي متفاوت، فضاي نمون در حالت ه
تصادفي معرفي کنیم که در آینده و در حل مسائل و تست ها، 

این حالت ها مورد نیاز خواهند بود.

 مثال: در هر یک از آزمایش هاي تصادفي زیر تعداد اعضاي 
فضاي نمونه اي را مشخص کنید.

I) کنار هم قرار گرفتن n شيء متمایز به صورت تصادفي. 
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 جواب:  
 .c و a و d و c و b و a کنار هم قرار گرفتن اشیاي (II
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 جواب:  

III) انتخاب تصادفي k نفر از بین n نفر براي ساختن یک 
تیم k نفرة ورزشي.
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 جواب:  

IV) انتخاب تصادفي k نفر از بین n نفر براي کنار هم قرار 
گرفتن آنها.
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 جواب:  
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Vk) انتخاب تصادفي k مهرة رنگي از بین n مهره.
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 جواب:  

تذكر 1: توجه داریم که در تمام مسائل احتمال مربوط به 
 r ــماره هاي 1 تا ــاي رنگي، هر r مهره از یک رنگ با ش مهره ه
شماره گذاري شده اند و در واقع، مهرة آبي شمارة 1 با مهرة آبي 

شمارة 2 فرق دارد.
تذكر 2: اگر S1 و S2 فضاهاي نمونه اي مربوط به دو پدیدة 
ــند و این دو پدیده با هم رخ دهند و یک پدیدة  تصادفي باش
تصادفي ایجاد کنند، و S فضاي نمونه اي این پدیده باشد، داریم: 
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VI) ریختن یک تاس:  
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VII) پرتاب یک سکه:  
IIX) ریختن دو تاس با هم، یا ریختن یک تاس دوبار: 
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IX) پرتاب n سکه و k تاس با هم:
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تعريف پيش�امدهاي تصادفي: اگر S فضاي نمونه اي یک 
 A مانند S پدیده تصادفي باشد، در این صورت هر زیرمجموعة

را یک »پیشامد تصادفي از فضاي S« مي نامیم.
 2n ــد، داراي ــه اي n عضوي باش ــر S مجموع تذك�ر 1: اگ
 یک پیشامد 
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زیرمجموعه است. طبق تعریف فوق، هر 
تصادفي است. پس روي S به تعداد 2n پیشامد تصادفي مي توان 
تعریف کرد. A1=Ø و A2=S نیز پیشامدهاي تصادفي از فضاي 
ــتند و به ترتیب آنها را پيش�امد غيرممكن و پيشامد  S هس

مطمئن یا حتمي مي نامیم.
تذك�ر 2: اگر فضاي نمونه اي، مجموعه اي n عضوي باشد، 
 S ــه مي توان روي ــامدهاي تصادفي k عضوي ک تعداد پیش

.
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تعریف کرد، برابر است با 

ــي را مي ریزیم، اولاً چند پیشامد   مثال: تاس

تصادفي روي فضاي نمونه اي حاصل مي توان 
ــرد؟ ثانیاً این آزمایش تصادفي چند  تعریف ک

پیشامد تصادفي 4 عضوي دارد؟
: اولاً
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 تعداد پیشامدهاي تصادفي  
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 تعداد پیشامدهاي 4 عضوي: ثانیاً
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ــدة تصادفي و  ــه اي یک پدی ــر S فضاي نمون تعري�ف: اگ
 A′ را با A باشد، متمم پیشامد S پیشامدي در فضاي
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 نمایش مي دهیم؛ به شرط آن که: 
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یا AC یا 
.
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و 
تذكر 3: اگر ′A متمم پیشامد A از فضاي S باشد، رخداد 
 A به منزلة عدم رخداد A′ و رخداد A′ به منزلة عدم رخداد A

است )A و ′A نمي توانند با هم رخ بدهند(.
 A تذكر 4: در بعضي از مسئله ها و تست ها، تعداد عضوهاي
در S زیاد و شمارش آنها سخت و یا وقت گیر است و ما از طریق 
ــبة تعداد عضوهاي ′A و کم کردن آنها از کل عضوها، به  محاس

تعداد عضوهاي A پي مي بریم.
ــاي نمونه اي یک   فض
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تعري�ف: اگر 
پدیدة تصادفي باشد، در این صورت هر زیرمجموعة تک عضوي 

 را یک پيشامد ساده در فضاي S مي نامیم.
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مانند 

تذكر مهم: 
ــه اي یک   فضاي نمون
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ــر  اگ
ــادة {ai} رخ دهد،  پدیدة تصادفي باشد و پیشامد س
 که 
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در این صورت هر پیشامد تصادفي مانند 
شامل ai باشد نیز رخ داده است.

ــي را بریزیم و مشاهده کنیم که عدد 2 رو   مثال: اگر تاس
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شده است، در این صورت هر زیرمجموعة 
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ــت. مثلاً  ــاً رخ داده اس ــد، قطع ــامل 2 باش که ش
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و  و...   
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 زیرمجموعه 
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ــد. )مجموعة S داراي  قطعاً رخ داده ان
است که شامل عدد 2 هستند.(

تذكر مهم: 
تعداد زیرمجموعه هاي مجموعة n عضوي A که 
همگي در k عضو مشخص مشترك باشند، برابر است 

.2n-k با

 مثال: 1. از بین 8 نفر 4 نفر را به تصادف انتخاب مي کنیم. 
اگر پیشامد A انتخاب حداقل یکي از دو نفر a و b بین این 4 

نفر باشد، در این صورت A چند عضو دارد؟
55 )4         50 )3         45 )2        15 )1

 حل: گزینة )4( صحیح است، زیرا پیشامد ′A آن است 
که هیچ کدام از این دو نفر a و b بین 4 نفر نباشد؛ یعني 4 نفر 
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از بین 6 نفر غیر از a و b انتخاب شوند. پس: 

، پس: 
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چون: 

k

n k

n k

n(S) n!
!n(S)

! !
n n!n(S)
k k!(n k)!

n!n(S) (n)
(n k)!

n
n(S)

k
n(S) n(S ) n(S )
S { , ,..., } n(S)
S {H,T} n(S)
n(S)

n(S) ( ... ) ( ... )

A S
n
k

S { , ,.

=

=
×

 
= =  − 

= =
−

 
=  
 

= ×

= → =
= → =

= × =

= × × × × × × × = ×

⊆

 
 
 
=

 

1 2

6
2 2

1 2 6 6
2

6 6 36
2 2 2 6 6 6 2 6

1 2

n

i i

.., }

A A
A A
A A S
S {a ,a ,..., a }
A {a }
S { , , , , , }
A { }
A { , }
A { , , }
A { , , , , , }

n(A )

n(S)

n(A) n(S) n(A )
{ , , }
A {( , ), (

−

→

= =

 
= = 
 

′∩ = ∅
′∪ =

=

=
=
=

=

=

=

=

 ′ = = 
 
 

= = 
 

′= − = − =

=



6

1 2

1

2

3

32
6 1

6
2 64
6

15
4

1 2 3 4 5 6
2
1 2
1 2 3
1 2 3 4 5 6

2 32
6

15
4

8
70

4
70 15 55

2 3 5
2 1 2, ),..., ( , ) , ( ,T,T),..., ( ,H,H) ,

( ,T,T),...( ,H,H)} | A |

A B
A B
(A B)
(A B)
(A B)
(A B)
(A B) (A B) (B A)

→ =

∩ =∅
∩ ≠ ∅
∩
∪
−
∆
∆ = − ∪ −

 



6 4

4

2 2 6 3 3

5 5 14

2. تاسي را مي ریزیم. اگر زوج بیاید، تاس دیگري مي ریزیم 
ــکه پرتاب مي کنیم. اگر پیشامد A را رو  و اگر فرد بیاید دو س
ــم، A چند عضو  ــراي تاس اول تعریف کنی ــدن عدد اول ب  ش

دارد؟
11 )4         10 )3         14 )2        12 )1

ــداد اول 1 تا 6  ــت، زیرا اع  ح�ل: گزینة )2( صحیح اس
. بنابراین: 
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عبارت اند از 
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تعريف: دو پیشامد A و B از فضاي نمونه اي S را ناسازگار 
، آن ها را 
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ــرگاه:  مي نامیم ه
سازگار مي نامیم. )اگر A و B ناسازگار باشند، نمي توانند با هم 

رخ بدهند.(
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پیشامد A رخ بدهد و B رخ ندهد.
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 (IV
ــاً B رخ بدهد؛ زیرا:   ــد یا دقیق ــاً A رخ بده دقیق
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

10 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 112
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم

تذكر مهم: 
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4. دو تاس را با هم مي ریزیم و پیشامد A را چنین تعریف 
ــند. در این  ــم که مجموع دو تاس 8 یا هر دو فرد باش مي کنی

صورت |A| کدام است؟
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ــرة قرمز، 5 مهرة آبي و 3  ــه اي 4 مه 5. در جعب
ــه مهره را با  ــبز وجود دارد. از این جعبه س مهرة س
 A هم و به طور تصادفي خارج مي کنیم. اگر پیشامد
ــل 1 مهرة آبي تعریف کنیم، در این صورت  را حداق

|A| کدام است؟
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 حل: گزینة )4( صحیح است. محاسبة |′A| ساده تر است 
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تذكر مهم: 
ــت هایي که با مهره هاي  ــئله ها و تس در تمام مس
رنگي سروکار داریم، همواره مهره هایي که از یک رنگ 

هستند، متمایزند.
براي مثال، 4 مهرة قرمز به صورت قرمز 1، قرمز 
ــخص شده اند. همچنین، در  2، قرمز 3 و قرمز 4 مش
انداختن دو تاس با هم، تاس ها را آبي و قرمز و متمایز 
فرض مي کنیم، و فضاي نمونه اي آزمایش انداختن دو 
ــاي نمونه اي آزمایش انداختن یک  تاس با هم، با فض

تاس در دو مرحله، برابر است.

  فضاهاي نمونه اي پيوسته
ــد، به  ــه اي یک آزمایش تصادفي باش ــر S فضاي نمون اگ
ــمارش پذیر نیز  ــد و اعضاي آن ش گونه اي که S متناهي نباش
نباشند )S گسسته نباشد(، در این صورت فضاي S را پیوسته 

مي نامیم. )هر مجموعة نامتناهي که با N هم ارز نباشد، یعني در 
تناظر یک به یک نباشد، پیوسته نامیده مي شود.(

به طور کلي، هر یک از کمیت هاي طولي، سطحي، حجمي، 
وزني و زماني، کمیت هاي پیوسته اند و فضاهاي نمونه اي که از 
این  کمیت ها تشکیل یافته باشند، فضاهاي نمونه اي پیوسته 

نامیده مي شوند.

 مثال: در هر یک از حالت هاي زیر اندازة فضاي نمونه اي و 
اندازة پیشامدهاي تعریف شده را مشخص کنید.
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I) از بین اعداد حقیقي بازة 
ــودن این عدد و B را  ــامد A را منفي ب انتخاب مي کنیم و پیش
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تذكر مهم: 
اگر A مجموعه اي متناهي و یا شمارش پذیر باشد، 
همواره طول مجموعة A صفر است. براي مثال، طول 
مجموعة اعداد طبیعي، اعداد صحیح و حتي اعداد گویا 
صفر است، و نیز پاره خط یا خط داراي مساحت صفر 
است. همین طور هر صفحه حجمي برابر با صفر دارد.

 به تصادف 

( )

n(A ) n(S) n(A)
) n(A) n(S) n(A )
) n(A B) | A B | | A | | B | | A B |
)| A B | | A | | A B |
)| A B | | (A B) | | S | | A B |
)| A B | | (A B) (B A) | | A B | | B A |

| A B | | A | | B | | A B |
A {( , ), ( , ), ( , )}
| A | | A | | S |

′ = −
′= −

∪ = ∪ = + − ∩
− = − ∩
′ ′ ′∩ = ∪ = − ∪
∆ = − ∪ − = − + −

→ ∆ = + − ∩
′ =
′ = → =

3

1
2
3
4
5

2
11 1 2 2 1
3 | A |

| A | | B C | | B | | C | | B C |
B {( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )} | B |
C { , , } { , , } | C |
(B C) {( , ), ( , )} | B C |

| S |

| A |

| A |
[ , )
S {x R x

′− = − =
= ∪ = + − ∩ = + − =

= → =
= × → =
∩ = → ∩ =

 
= = 
 
 ′ = = 
 

→ = − =
−

= ∈ − ≤ <

36 3 33
5 9 2 12

3 5 5 3 2 6 6 2 4 4 5
1 3 5 1 3 5 9

3 5 5 3 2
12

220
3
7

35
3
220 35 185

6 14
6

s

A

B

S

S

A S A

B

C

} S
l

A {x [ , ) x } l
B { , ,..., , } l
[ , ]

S {(x, y) R x , y } [ , ] [ , ]

a
A {(x, y) S x y }
| S | a

a a a /

B {(x, y) S x y } a B
x y
C {(x, y) S x y }
a

′

→

= =

= ∈ − < → =

= − − → =

= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ = ×

→ = =

= ∈ + >

= =

= − = − = =

= ∈ + = → =

+ =

= ∈ > >

=

2

2

14
20

6 14 0 6
6 5 12 13 0

0 4
0 4 0 4 0 4 0 4

4 16
3

16
9 2316 11 5
2 2

2
2

1 1

S Ca a
ax by c
ax by c

O

x y
A S

| A |P(A) P(A)
| S |

[ , ]
P : P(S) [ , ]

n(A) | A |A P(A)
n(S) | S |

) P(A)
| A | | S |A S | A | | S | P(A)

| S | | S | | S |
) P(S) , P( )

| S | | |P(S) , P( )
| S | | S | | S |

) P(A B

′− = − =

+ >
+ =

+ >
⊆

= → =

→

→ = =

≤ ≤

⊆ → ≤ ≤ → ≤ ≤ → ≤ ≤

= ∅ =
∅

= = ∅ = = =

∪

16 1 15

0
0

3

01
01

1 0 1
00 0 1

2 1 0
01 0

3 ) P(A) P(B) P(A B)
| A B | | A | | B | | A B |

| A B | | A | | B | | A B |
| S | | S | | S | | S |

P(A B) P(A) P(B) P(A B)

= + − ∩
∪ = + − ∪

∪ ∩
→ = + −

→ ∪ = + − ∩

ــد x و y از بازة  ــدد حقیقي مانن II) دو ع
انتخاب مي کنیم و پیشامد A را مجموع دو عدد بزرگ تر از 3 و 
پیشامد B را مجموع دو عدد مساوي با 2 و پیشامد C را حداقل 

یکي از دو عدد بزرگ تر از 1 تعریف مي کنیم: 
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

12 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 132
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم
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IV) اگر فضاي S کمیتي زماني باشد:      

  اصول احتمال � قوانين و قضاياي احتمال
ــي در سال 1933 سه اصل زیر را  آندره كولموگروف روس
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ــد  ــامدي از فضاي نمونه اي S باش  اص�ل اول: اگر A پیش
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اصل دوم: اگر S فضاي نمونه اي باشد، 
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  قوانين احتمال
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ــتیوِن    اس�م فيلم: تاریخ مختصر زمان1   كارگردان: ارِول موریس2  تهيه كنندگان: دیوید هیکمن3، گوردُن فرِیدمَن4، اس
اسِپیلبِرگ5 و کاتلین کِنِدي6  نوشته شده براساس: کتاب استفن هآوکینگ7  هنرپيشه: استفن هآوکینگ  موسيقي: فیلیپ 
گلاس8  فيلم برداري: جان بایلِي9  تاريخ اكران: اکتبر 1991 در »سانتا مونیکا«10 کالیفرنیا و اکران عمومي در 21 اوت 1992 

 مدت فيلم: 80 دقیقه   زبان: انگلیسي

تاريخ مختصر زمان
تاريخ مختصر زمان، استفن هاوكينگ، كيهان شناسي، كليدواژه ها: 

كوآنتم، گنجينة كيهاني، آنتروپي
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نگاهي به فيلم

فیلم مستند »تاریخ مختصر زمان« دربارة فیزیک دان، ریاضي دان و کیهان شناس، استفن هآوكينگ است که به 
مدت 30 سال کرسي ریاضیات »لوکاس« را داشت. وي به بیماري ALS یا »اسکلروز جانبي آمیوتروفیک« مبتلاست. 
اسم این فیلم از نام کتابي با همین عنوان، اثر استفن هآوکینگ گرفته شده است که به مدت 237 هفته، رکورددار 
ــان«، موضوع مورد بحث  ــا این تفاوت که در کتاب »تاریخ مختصر زم ــاب در بریتانیا بود.11 البته ب ــن کت پرفروش تری
»کیهان شناسي« است، در حالي که موضوع اصلي فیلم »تاریخ مختصر زمان« زندگي استفن هآوکینگ است. این فیلم 
گوشه اي از زندگي وي را در ابعاد شخصي و علمي از طریق گفت وگو با پرستار دوران کودکي او، و همکارانش در عرصة 

دانش،  و نیز مصاحبه هاي اختصاصي با اعضاي خانوادة او به تصویر کشیده است.
ــوي  ــت گردو«، »دریچه اي به س ــتفن هآوکینگ مي توان به »طرح بزرگ«، »جهان در پوس از آثار تألیفي دیگر اس
کیهان« و »گنجینة کیهاني«  اشاره کرد. از آن جا که ابتلاي استفن هآوکینگ به بیماري فوق باعث شده است تا پس از 
گذشت سال ها، وي گرفتار یک فلج کامل شود و تنها مي تواند اندکي دو انگشت دست چپش را حرکت دهد، از اواخر 
دهة 1960 براي جابه جایي از صندلي چرخ دار استفاده مي کند. براي او یک رایانة شخصي بسیار پیشرفته طراحي و 
تهیه شده است که او تنها با تکان دادن آن دو انگشت قابل استفاده اش از آن استفاده مي کند. آن رایانه به جاي استفن 
هآوکینگ صحبت مي کند و آن چه را که او مایل است برایش به محیط پیرامون انتقال مي دهد. شما مي توانید به تعداد 
ــاهده کنید. در ادامة فیلم مي توانید به صحبت هایي که  دفعات زیاد این صحنه ها را در فیلم تاریخ مختصر زمان مش
استفن هآوکینگ دربارة کیهان شناسي، جاذبه، کوانتوم و دستاوردهایي که در زمینة سیاه چاله ها و انفجار آن ها عرضه 

کرده است، گوش فرادهید.
جالب توجه ترین صحنة این فیلم اشاره به فنجاني دارد که آن را رها مي کنند، که پس از برخورد با سطح 

زمین تکه تکه مي شود؛ و این امر بیانگر این نقطه نظر از استفن هآوکینگ است که مي گوید: »تفاوت میان 
گذشته و آینده از کجا ناشي مي شود؟ قوانین علم میان گذشته و آینده تمایزي قائل نمي  شود، 

با این حال در زندگي عادي تفاوتي عظیم میان گذشته و آینده وجود دارد. ممکن است 
ببینید یک فنجان از روي میز به زمین بیفتد و تکه تکه شود، اما هرگز شاهد آن نخواهید 
بود که فنجان تکه هاي خود را جمع کند و به بالا بپرد و به روي میز برگردد. افزایش 

بي نظمي یا به اصطلاح آنتروپي، چیزي است که گذشته را 
از آینده متمایز مي کند و به زمان جهت مي دهد.«12

پي نوشت .........................
1. A Brief History of 
Time
2. Errol Morris
3. David Hickman
4. Gordon Freedman
5. Steven Spielberg
6. Kathleen Kennedy
7. Stephen Hawking
8. Philip Glass
9. John Bailey
10. Santa Monica

ــلات زیبا و  ــي از جم 11. یک
پرمغزي که مي توانید در کتاب 
ــروش تاریخ مختصر زمان  پرف
ملاحظه کنید، این جمله است: 
»اگر ما بتوانیم فرضیه هاي لازم 
براي توضیح هر پدیده و مادة 
ــف  ــتي را کش موجود در هس
کنیم، این کشف نوعي پیروزي 
نهایي براي خرد انساني است، 
براي این که آن گاه ما مي توانیم 
ــنّت های الهی[ را  فکر خدا ]س

بخوانیم.«
ــتفن هآوکینگ زماني  12. اس
ــترش  ــت که گس عقیده داش
جهان هستي متوقف و جهان 
دوباره جمع مي شود. او بعدها 
گفت که اشتباه مي کرده است.
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صورت مسائل
ــت یک دنبالة  ــوع توان دوم 100 جملة نخس 1. مجم
حسابي را حساب کنید، اگر مجموع 100 جملة نخست آن 
1، و مجموع دومین، چهارمین، و... صدمین جملة آن نیز 1 

باشد.
ــوي از نقاط  ــد A یک مجموعة 16 عض ــرض کنی 2. ف
 A ــترین تعداد اعضاي ــبکه اي یک مربع 4×4 باشد. بیش ش
ــکیل مثلث  ــه تا از آن ها تش را بیابید، به طوري که هیچ س

قائم الزاویة متساوي الساقین ندهند.
k را بیابید که  Z

k pk

y x px q
a b

b a
a b

AB GC AC GB

a a a ... a S [ a d]

a d a d

a a a ... a
a d a d ... a d

a ( ... )d

a [ ]d

a

∈

−

= + +
+ +

+

+
+ = +

+ + + + = = + =

⇒ + = ⇒ + =

+ + + + =

⇒ + + + + + + =

⇒ + + + + + =

⇒ + + × =

⇒ +

2

2

1 2 3 100 100 1

1 1

2 4 6 100

1 1 1

1

1

1

1 1

100 2 99 1
2

12 99 100 4950 1
50

1
3 99 1

50 1 3 5 99 1
5050 2 49 2 1
2

50 2500

n

n

i
i i i

i i

a d
d

a d

d , a a (n )

a n

a ( i ) ( i i )

i i

= = =

= =

+ =−
= ⇒  + =

⇒ = = − ⇒ = − + −

⇒ = −

= − = − +

= − +

× × ×
= × − × +

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

100 100 100
2 2 2

1 1 1
100 100

2

1 1

100 4950 1
1

100 5000 2
1 49 49 11
50 50 50 50
1 1
50

1 1 21 1
50 2500 50

1 2 100
2500 50
1 100 101 201 1 100 101 100

2500 6 25 2
6767 /

k pk Z

k pk m k pk m k pk m

p m t t m p

(t m)(t m) p
t mt m p t m p

t m p t m p t m
t p
m

k pk k
k p

pt

pm

pp ( )

(p ) (pp

− =

− ∈

− = ⇒ − = ⇒ − − =

⇒ ∆ = + = ⇒ − =

⇒ − + =

− = − = − = 
  + = + = + =   
=
=

− = ⇒ =
=

+
=

−
=

−
∆ = +

− −
= + =

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

2
2 2

2 2 2
2

102 33 34
50

0

4 4
2 2

2 12 2
2 2 2 1

0
0 0

1
2

1
4

14
4

1
4

) p p( )

pp
k

p pk ( ) , k ( )

p p{ ,p, ( ) , ( ) }

x
A

x
B

x px q
bx x p
a

cx .x q
a

C
q

+ +
=

+
±

⇒ =

+ −
⇒ = = −

+ −
−

+ + =

+ = − = −

= =

2 2 2
2

2

2 2
1 2

2 2

1

2

2

1 2

1 2

1 4 1
4 2

1
2

2
1 1

2 2
1 10

2 2

0

0

0

0

p .3 یک عدد اول است. همة اعداد 
 عددي صحیح باشد.
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4. همة سهمي هایي را به معادلة 
سه نقطة برخورد با محورهاي مختصات به وجود مي آورند، در 
نظر بگیرید. دایرة گذرنده از این سه نقطه را رسم مي کنیم. 

ثابت کنید این دایره ها از یک نقطة ثابت مي گذرند.
ــه  ــتند ک ــي هس ــه صورت ــي a و b ب ــداد طبیع 5. اع
 عددي صحیح است. نشان دهید بزرگ ترین 
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 بزرگ تر نیست.
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مقسوم علیه مشترك a و b از 
ــد. ثابت  ــرض کنید G مرکز ثقل مثلث ABC باش 6. ف
 ABC آن گاه مثلث 
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کنید که اگر 
متساوي الساقین است.
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كليدواژه ها: المپياد رياضي، اسپانيا، نقاط شبكه اي، سهمي، نقطة ثابت، بزرگ  ترين 
مقسوم عليه مشترك، مركز ثقل مثلث

المپياد رياضي در

 اسپانيا 
در کشور اسپانیا از سال 1964، المپیادهاي ریاضي به طور 
ــال هاي اول در هر  ــوند. در س مرتب و در دو نوبت برگزار مي ش
ــئله داده مي شد، اما در  ــرکت کنندگان هشت مس نوبت به ش
سال هاي بعد، مانند المپیاد بین المللي ریاضي، شش سؤال در دو 
روز متوالي داده مي شود. نخستین حضور اسپانیا در المپیادهاي 
بین المللي ریاضي به سال 1983 برمي گردد که رتبة بیست و 
سوم را به دست آورد. از آن سال تاکنون کشور اسپانیا مرتباً در 
این رقابت ها حضور داشته و بهترین مقامي که به دست آورده، 
ــت و دوم را کسب  در رقابت هاي 1987 کوبا بود که رتبة بیس
ــال هاي بعد روندي به شدت نزولي داشت و تا  کرد. ولي در س
ــقوط کرد. به این ترتیب مي توان  ــصت و چهارم نیز س رتبة ش

نتیجه گرفت که این کشور تنها مهد فوتبال و گاوبازي است!
نکتة جالب توجه آن است که به رغم نزول مذکور، مسائل 
ــده در المپیاد ریاضي این کشور مسائل قابل قبولي  مطرح ش
هستند و از سطح کیفي نسبتاً خوبي برخوردارند. این موضوع 
ــؤال ها که در پي مي آیند، مشاهده کرد.  را مي توان در متن س
ــه با سؤال هاي مسابقات کشورهاي صاحب نام  البته در مقایس
در المپیاد ریاضي )مانند کشورهاي اروپاي شرقي، انگلستان، 
ــتان و ایران(، این سؤال ها بسیار سطح  آمریکا، چین، هندوس
پایین تر هستند، اما گاهي هم سؤال هاي بسیار دشوار در میان 
مسائل آن ها دیده مي شود. این کشور همچنین یک بار در سال 

2008 میزبان المپیاد بین المللي ریاضي بوده است.
ــائل مطرح شده در المپیادهاي  در این جا منتخبي از مس
ــور را همراه با راه حل هاي  ــال هاي 1996 و 1997 این کش س

آن ها آورده ایم.

حل مسائل
 a1 و جملة اول آن را d 1. اگر قدرنسبت دنبالة حسابي را

در نظر بگیریم، طبق فرض مسئله داریم:
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2. شبکة نقاط را به صورت زیر طبقه بندي مي کنیم. اگر 
در یکي از این طبقه ها سه نقطه را در نظر بگیریم، بدیهي است 
که این سه نقطه رئوس یک مثلث قائم الزاویة متساوي الساقین 
ــر طبقه مي توانیم حداکثر دو نقطه را  خواهند بود. پس در ه

علامت بزنیم.

ــکل، در سه طبقه از این طبقات، در هر یک دو  مطابق ش
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ــم:  ــرض مي کنی 5. ف
 و در نتیجه: 
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6. با توجه به قضیة میانه ها داریم: 

y x ax by c

x ax c

x ax c

q bq c

x x a(x x ) (x x )(x x a)
x x
a (x x ) p

c x ax x x (x x ) x x q
b q

x y px (q )y q

q( y) px (x y y)
y

x

x y

+ + + + =

 + + =
 + + =


+ + =

− + − = ⇒ − + + =

≠

= − + =

= − − = − + + = =

= − −

+ + − + + =

⇒ − + + + − =
− =
=

+ −

2 2

2
1 1
2
2 2
2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2
2 2
1 1 1 1 1 2 1 2

2 2

2 2

2 2

0

0

0

0

0 0

1
1 0

1 0
1 0

0
y

x
y
T( , )
(a, b) d
a dq
b dq
a b dq dq

b a dq dq

dq q dq q dqq dq q dq q
dqq

d dq dq q q d q q

d dq dq d a b d a b

d a b

MB a c b ,

NC a b c (AB c,AC b,BC a)

GB BM

=
=
=

=
=

′=
′+ + + +

+ = +
′

′ ′+ + + ′ ′ ′= ⇒ + + +
′

′ ′ ′⇒ + + + ⇒ +

′⇒ + ⇒ + ⇒ ≤ +

⇒ ≤ +

= + −

= + − = = =

⇒ = =

2 2
2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

0
0
1

01

1 1 1 1

1 2 2
2
1 2 2
2

2 1 2
3 3

k

a c b ,

GC NC a b c

a b c c a c b b

b c ( a b c a c b )

( a b c ) ( a c b )b c
a b c a c b

b c (b c)(b c)b c
k k

b c(b c)[ ]
k

+ −

= = + −

⇒ + − + = + − +

⇒ − = + − − + −

+ − − + −
⇒ − = ×

+ − + + −

− − +
= ⇒ − =

+
⇒ − −

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2

2 1 2 2
3 3

1 12 2 2 2
3 3

1 2 2 2 2
3
1 2 2 2 2
3 2 2 2 2

3 3
3

1



k b c
b c
b c

=

≠ +
− =
=

0

0

ــد(. بنابراین حداکثر  ــخص کنی مي دهد )آن ها را خودتان مش
ــخص کرد که این  ــش نقطه را مي توان از مجموعة A مش ش
ــند. در حالت هاي دیگر هم مي توان به  ــته باش ویژگي را داش

همین صورت استدلال کرد.
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اکنون حالت هاي زیر را مي توان در نظر گرفت: 

k Z

k pk

y x px q
a b

b a
a b

AB GC AC GB

a a a ... a S [ a d]

a d a d

a a a ... a
a d a d ... a d

a ( ... )d

a [ ]d

a

∈

−

= + +
+ +

+

+
+ = +

+ + + + = = + =

⇒ + = ⇒ + =

+ + + + =

⇒ + + + + + + =

⇒ + + + + + =

⇒ + + × =

⇒ +

2

2

1 2 3 100 100 1

1 1

2 4 6 100

1 1 1

1

1

1

1 1

100 2 99 1
2

12 99 100 4950 1
50

1
3 99 1

50 1 3 5 99 1
5050 2 49 2 1
2

50 2500

n

n

i
i i i

i i

a d
d

a d

d , a a (n )

a n

a ( i ) ( i i )

i i

= = =

= =

+ =−
= ⇒  + =

⇒ = = − ⇒ = − + −

⇒ = −

= − = − +

= − +

× × ×
= × − × +

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

100 100 100
2 2 2

1 1 1
100 100

2

1 1

100 4950 1
1

100 5000 2
1 49 49 11
50 50 50 50
1 1
50

1 1 21 1
50 2500 50

1 2 100
2500 50
1 100 101 201 1 100 101 100

2500 6 25 2
6767 /

k pk Z

k pk m k pk m k pk m

p m t t m p

(t m)(t m) p
t mt m p t m p

t m p t m p t m
t p
m

k pk k
k p

pt

pm

pp ( )

(p ) (pp

− =

− ∈

− = ⇒ − = ⇒ − − =

⇒ ∆ = + = ⇒ − =

⇒ − + =

− = − = − = 
  + = + = + =   
=
=

− = ⇒ =
=

+
=

−
=

−
∆ = +

− −
= + =

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

2
2 2

2 2 2
2

102 33 34
50

0

4 4
2 2

2 12 2
2 2 2 1

0
0 0

1
2

1
4

14
4

1
4

) p p( )

pp
k

p pk ( ) , k ( )

p p{ ,p, ( ) , ( ) }

x
A

x
B

x px q
bx x p
a

cx .x q
a

C
q

+ +
=

+
±

⇒ =

+ −
⇒ = = −

+ −
−

+ + =

+ = − = −

= =

2 2 2
2

2

2 2
1 2

2 2

1

2

2

1 2

1 2

1 4 1
4 2

1
2

2
1 1

2 2
1 10

2 2

0

0

0

0

 و از آنجا 

k Z

k pk

y x px q
a b

b a
a b

AB GC AC GB

a a a ... a S [ a d]

a d a d

a a a ... a
a d a d ... a d

a ( ... )d

a [ ]d

a

∈

−

= + +
+ +

+

+
+ = +

+ + + + = = + =

⇒ + = ⇒ + =

+ + + + =

⇒ + + + + + + =

⇒ + + + + + =

⇒ + + × =

⇒ +

2

2

1 2 3 100 100 1

1 1

2 4 6 100

1 1 1

1

1

1

1 1

100 2 99 1
2

12 99 100 4950 1
50

1
3 99 1

50 1 3 5 99 1
5050 2 49 2 1
2

50 2500

n

n

i
i i i

i i

a d
d

a d

d , a a (n )

a n

a ( i ) ( i i )

i i

= = =

= =

+ =−
= ⇒  + =

⇒ = = − ⇒ = − + −

⇒ = −

= − = − +

= − +

× × ×
= × − × +

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

100 100 100
2 2 2

1 1 1
100 100

2

1 1

100 4950 1
1

100 5000 2
1 49 49 11
50 50 50 50
1 1
50

1 1 21 1
50 2500 50

1 2 100
2500 50
1 100 101 201 1 100 101 100

2500 6 25 2
6767 /

k pk Z

k pk m k pk m k pk m

p m t t m p

(t m)(t m) p
t mt m p t m p

t m p t m p t m
t p
m

k pk k
k p

pt

pm

pp ( )

(p ) (pp

− =

− ∈

− = ⇒ − = ⇒ − − =

⇒ ∆ = + = ⇒ − =

⇒ − + =

− = − = − = 
  + = + = + =   
=
=

− = ⇒ =
=

+
=

−
=

−
∆ = +

− −
= + =

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

2
2 2

2 2 2
2

102 33 34
50

0

4 4
2 2

2 12 2
2 2 2 1

0
0 0

1
2

1
4

14
4

1
4

) p p( )

pp
k

p pk ( ) , k ( )

p p{ ,p, ( ) , ( ) }

x
A

x
B

x px q
bx x p
a

cx .x q
a

C
q

+ +
=

+
±

⇒ =

+ −
⇒ = = −

+ −
−

+ + =

+ = − = −

= =

2 2 2
2

2

2 2
1 2

2 2

1

2

2

1 2

1 2

1 4 1
4 2

1
2

2
1 1

2 2
1 10

2 2

0

0

0

0

 و 

k Z

k pk

y x px q
a b

b a
a b

AB GC AC GB

a a a ... a S [ a d]

a d a d

a a a ... a
a d a d ... a d

a ( ... )d

a [ ]d

a

∈

−

= + +
+ +

+

+
+ = +

+ + + + = = + =

⇒ + = ⇒ + =

+ + + + =

⇒ + + + + + + =

⇒ + + + + + =

⇒ + + × =

⇒ +

2

2

1 2 3 100 100 1

1 1

2 4 6 100

1 1 1

1

1

1

1 1

100 2 99 1
2

12 99 100 4950 1
50

1
3 99 1

50 1 3 5 99 1
5050 2 49 2 1
2

50 2500

n

n

i
i i i

i i

a d
d

a d

d , a a (n )

a n

a ( i ) ( i i )

i i

= = =

= =

+ =−
= ⇒  + =

⇒ = = − ⇒ = − + −

⇒ = −

= − = − +

= − +

× × ×
= × − × +

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

1

1

1

100 100 100
2 2 2

1 1 1
100 100

2

1 1

100 4950 1
1

100 5000 2
1 49 49 11
50 50 50 50
1 1
50

1 1 21 1
50 2500 50

1 2 100
2500 50
1 100 101 201 1 100 101 100

2500 6 25 2
6767 /

k pk Z

k pk m k pk m k pk m

p m t t m p

(t m)(t m) p
t mt m p t m p

t m p t m p t m
t p
m

k pk k
k p

pt

pm

pp ( )

(p ) (pp

− =

− ∈

− = ⇒ − = ⇒ − − =

⇒ ∆ = + = ⇒ − =

⇒ − + =

− = − = − = 
  + = + = + =   
=
=

− = ⇒ =
=

+
=

−
=

−
∆ = +

− −
= + =

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

2

2

2

2
2 2

2 2 2
2

102 33 34
50

0

4 4
2 2

2 12 2
2 2 2 1

0
0 0

1
2

1
4

14
4

1
4

) p p( )

pp
k

p pk ( ) , k ( )

p p{ ,p, ( ) , ( ) }

x
A

x
B

x px q
bx x p
a

cx .x q
a

C
q

+ +
=

+
±

⇒ =

+ −
⇒ = = −

+ −
−

+ + =

+ = − = −

= =

2 2 2
2

2

2 2
1 2

2 2

1

2

2

1 2

1 2

1 4 1
4 2

1
2

2
1 1

2 2
1 10

2 2

0

0

0

0
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و از آنجا نتیجه مي گیریم: 
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از دستگاه سوم نیز همین جواب ها به دست مي آیند. پس 
مجموعة جواب هاي k عبارت اند از: 
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از کم کردن دو طرف معادله هاي اول و دوم نتیجه مي شود: 
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و چون: 
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ــود:  ــوم نتیجه مي ش ــة س ــذاري c در معادل ــا جاي گ و ب
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و از آنجا معادلة دایره به صورت زیر نوشته مي شود: 
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حال اگر سه معادلة 
 q و p ــه ازاي جمیع مقادیر ــند، معادلة فوق ب با هم برقرار باش
 هر سه معادله را برقرار 
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برقرار است. اما مقادیر 
 که در شکل هم مشخص شده، نقطة 
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مي کنند، لذا نقطة 
ــت که این دایره به ازاي همة مقادیر p و q همواره از  ثابتي اس

آن مي گذرد.
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 )با برهان خلف ثابت 
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ــه:  ــان داد ک مي توان نش

.
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 و از آنجا: 
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کنید( و در نتیجه 0
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

ــم ریختة  ــاي به ه ــدولِ واژه ه در ج
ــدادي از ریاضي دانان  ــل، نام هاي تع مقاب
قدیم ایران و جهان آمده است. این نام ها 
ــت به صورت افقي، عمودي و  ممکن اس
مورب و از هر دو طرف نوشته شده باشند. 
همة نام ها را به همین ترتیب از جدول 
خط بزنید. در پایان تعدادي حرف در 
ــد. از ترکیب این  ــدول باقي مي مان ج
ــا نام یکي از ریاضي دانان ایراني  حرف ه
معاصر به دست مي آید. نام و 
زندگي نامة مختصري از او را 
ــتید و جایزه اي  براي ما بفرس

مناسب بگیرید!

نام هاي رياضي دانان:
اقلیدس، فارابي، نیریزي، 

فیبوناچي، برنولي، 
گالوا، تارتاگلیا، بیروني، 

دکارت، خوارزمي، تالس، 
دمورگان، کرونکر، اولر، 
فوریه، کرجي، پاسکال، 

والیس، گاوس، کپلر، 
کانتور، نپر، پاپوس، فرما، 

تیلر.

ايستگاه اول: جدول رياضي دانان ايراني و خارجي
فرماسوپاپاف

تيلروتناكيا

لدلااتنكبلر

اپلتگپحورگا

كيزيرينرناب

سديلقااروتي

اهـميچبكللرر

پيشيرنادياو

كرجيوگسلاتن

اولرخوارزمي

كفكدمورگاند



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

18 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 192
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم

گو
ت و

اول سؤالات را براي خودم حل گف
مي کردم، بعد به کلاس مي رفتم

در صفحة شطرنج 
شرقي: امروز سه شنبه 12 اردیبهشت 
1391، روز معلم، در خدمت استاد ابراهیم 
ــتیم؛ همراه با اعضاي هیئت  دارابي هس
ــد برهان متوسطه. ما  تحریریة مجلة رش
ــه عنوان دبیر ریاضي،  ابراهیم دارابي را ب
ــژه براي  ــاي ریاضي به وی مؤلف کتاب ه
ــي و داوطلبان  ــتة ریاض علاقه مندان رش
ــرکت در المپیادها، مترجم کتاب هاي  ش
ــته  ــن رش ای ــوت  و پیش کس ــي  ریاض
مي شناسیم. اما از این ها مهم تر، شخصیت 
چندبعدي و چندوجهي ایشان است که 
ــم در این مصاحبه به یکي  من مي خواه
ــي از کتاب  ــاره کنم. در بخش از آن ها اش
ــم فرهنگي ایران  ــاهنامه، میراث عظی ش
زمین و یادگار حکیم ابوالقاسم فردوسي، 
حکایتي هست در مورد کاروان هدایایي 
ــور هند به ایران ارسال شده و  که از کش
ــت.  ــژه اي نیز در میان هدایاس ــة وی هدی

شاهنامه مي آورد: 
بیاورد پس نامه اي بر پرند 

نبشته به نوشیروان راي هند
یکي تخت شطرنج کرده به رنج 

تهي کرده از رنج شطرنج گنج

چنین داد پیغام، هندي ز راي
که تا چرخ باشد تو بادي به جاي
کسي کو به دانش برد رنج بیش

بفرماي تا تخت شطرنج پیش
نهند و ز هر گونه راي آورند

که این نغز بازي به جاي آورند
بدانند هر مهره اي را به نام 

که چون بایدش راند و خانه کدام 
پیاده بدانند و پیل و سپاه 

رخ و اسب و رفتار فرزین و شاه 
گر این نغز بازي برون آورند
به دانندگان بر فزون آورند

ــت مي کند که اگر  ــه حکای و در ادام
ــان در این بازي نتوانند بر هندي ها  ایرانی
ــه یابند، نباید از آنان تقاضاي خراج و  غلب
مالیات کنند. بعد از آنکه همة درباریان در 
این بازي نمي توانند مهارت کسب کنند، 
بزرگمهر حكيم، وزیر شاه، بعد از یک روز 
تعمق در بازي موفق مي شود در آن تبحر 
ــان را در این بازي  ــد و نمایندة هندی بیاب
مغلوب  کند. در این منظومه، فردوسي از 
ــتندة هندوان شطرنج را دانش  زبان فرس

مي خواند:
وگر نام داران ایران گروه 

از این دانش آیند یکسر ستوه 
چو با دانش ما ندارند تاو

نخواهند از این مرز و بوم باژ و ساو
اما بزرگمهر آن را رزم و جنگ مي داند: 

شهنشاه باید که بیند نخست
یکي رزمگاه ست گویي درست 

این مقدمه را مطرح کردم تا از آقاي 
ــطرنج  دارابي که علاوه بر ریاضیات در ش
ــم آثار زیادي دارند و کتاب هایي تألیف  ه
و ترجمه کرده اند، بپرسم که از نظر شما 
ــگ؟ نقش  ــت یا جن ــطرنج دانش اس ش
شطرنج بیشتر جنگ آفریني و کینه جویي 
دو رقیب است یا یک ورزش فکري است؟
دارابي: ابتدا از شما تشکر مي کنم که 
در این روز، یادي از من کردید. من اولین 
ــاله  ــطرنج براي کودکان پنج س کتاب ش
ــوروي  ــه نفر از مربیان بزرگ ش را که س
ــته اند، ترجمه کردم. اسم این کتاب  نوش
بود »نخستین گام ها در صحنة شطرنج« 
که آقاي ايرواني، مدیر »انتشارات دنیا« آن 

را چاپ کرد.
 شرقي: چه سالي بود؟

 دارابي: سال 1354. در مقدمة کتاب، 
ــتان براي بچه ها گفته مي شود:  این داس

ــاهي مي خواست به کشور همسایه  پادش
حمله کند. همة پیرمردها را صدا مي کند 
و مي پرسد: من چه کنم تا در این جنگ 
ــي از پیرمردها تختة  ــوم؟ یک ــروز ش پی
ــان می دهد و  ــاه نش ــطرنجی را به ش ش
مي گوید: اگر مي خواهید پیروز شوید، قبل 
ــود، بیایید و با من  از اینکه خون ریزي ش
شطرنج بازي کنید. اگر مرا مغلوب کردید، 
به جنگ بروید. شاه عصباني مي شود و با پا 
مي زند تخته شطرنج را داغان مي کند. بعد 
هم به جنگ مي رود و شکست مي خورد و 
برمي گردد. هنگام برگشتن باز هم با همان 
ــاه مي گوید:  ــود. ش پیرمرد روبه رو مي ش
پیرمرد دیدي چه شد؟! پیرمرد مي گوید: 
من که اول به شما گفتم. شما براي این که 
در جنگ پیروز شوید، اول باید فرماندهی 
یک جنگ بدون خون ریزی را یاد بگیرید، 

و بعد اقدام کنید.
ــا زندگي  ــطرنج ب ــا از نظر من، ش ام
تقریباً یکي است. همان طور که اگر شما 
ــتباه کنید امکان برگشت  در زندگي اش
ــطرنج هم اگر مهره اي را  ــت، در ش نیس
حرکت دادید، دیگر نمي توانید برگردانید. 
بنابراین اگر ما بچه ها را عادت بدهیم که 
شطرنج یاد بگیرند، به نظر من زندگي را 
ــطرنج  بهتر یاد مي گیرند. از این نظر، ش
ــراي کودکان  ــوزش زندگي ب بهترین آم
است. در کشور ما گویا بچه هاي پنج ساله 
ــوروي  ــوزش نمي دهند، ولي در ش را آم
ــطرنج بود.  ــدارس ش ــیه فعلی( م )روس
ــاس علائق خود، یا  ــا بچه ها براس در آنج

موسیقي مي آموزند، یا شطرنج و یا...
ــما به جز کتابي که به آن   شرقي: ش
ــه کتاب هایي  ــاره کردید، دیگر چ اش
ــف و ترجمه  ــطرنج تألی در زمینة ش

کرده اید؟
ــري که در زمینة   داراب�ي: کتاب دیگ
ــطرنج ترجمه کرده ام، اثر كاكا بلانكا و  ش
براي بزرگ سالان است. آخرین کتابم هم 
در این زمینه »مدرسة شطرنج« است که 

»انتشارات مبتکران«، چاپ کرده  است.
 شرقي: شما خودتان هم شطرنج بازي 

مي کنید؟
ــتاد   داراب�ي: بله، علاقه دارم، ولي اس

شطرنج نیستم )با خنده(.
 شرقي: ترویج فرهنگ شطرنج را براي 
تقویت دانش ریاضي جوانان و نوجوانان 
ــر مي دانید و  ــورمان چه قدر مؤث کش
ــن صورت چه توصیه اي براي ما  در ای
دارید؟ آیا حاضرید در این زمینه کاري 

براي مجلة برهان انجام دهید؟
 دارابي: من در مورد قسمت اول سؤال 
شما گفتم که اگر واقعاً شطرنج در مدارس 
ما تدریس شود، براي دانش آموزان افق هاي 
جدیدي باز مي کند و مي توانند زندگي را 
ــا در زمینة  ــند. ام بهتر ببینند و بشناس
ــدود و زمینه اش  ــکاري مجله، اگر ح هم

مشخص شود، می شود کاری کرد.
 شرقي: مثلاً رابطة ریاضي و شطرنج را 

زمینة خوبي مي دانید؟
 دارابي: بله، در معماها و مسائل ریاضی، 

مي توان به این موضوع هم پرداخت.

  اميري: من همین چند وقت پیش در 
کلاس درسم به موضوعي برخوردم. شما 
ــي دارید که در مورد  در ماتریس ها بخش
ــط است.  ویژگي هاي دترمینان بدون بس
ــتم این موضوع را درس مي دادم  من داش
ــه عدد را صفر  ــم ما باید این س و مي گفت
کنیم. حالا اگر بخواهیم این را صفر کنیم، 
در مرحلة بعدي آن یکي خراب مي شود. 
پس ستوني عمل نمي کنیم. یکي از بچه ها 
گفت: چه قدر این کاري که شما مي کنید 
شبیه شطرنج است. یعني ما باید همیشه 
یکي دو حرکت جلوتر را حدس بزنیم. من 
هم گفتم دقیقاً حرف خوبي زدي. خیلي 

هم تشویقش کردم.
 ش�رقي: در شطرنج اصطلاح معروفي 
ــد تا هفت  ــه مي گویند بای ــت ک هس
حرکت آینده را پیش بیني کني. این 
تفکر، افق خلاقیت را خیلي باز مي کند 
و با ریاضیات هم ارتباط نزدیکي دارد.

 دارابي: معماهایي هم در زمینة شطرنج 
وجود دارند؛ مثل حرکت با اسب در همة 
خانه هاي صفحه شطرنج بدون اینکه اسب 

بیش از یک بار در هر خانه نشسته باشد.

در باب ترجمه 
ــة دیگر از   ش�رقي: حالا به یک جنب
ــاي دارابي مي پردازیم.  توانایي هاي آق
شما ترجمه هاي نسبتاً زیادي از زبان 
ــي دارید. زبان  ــي به زبان فارس روس
ــي را از کجا آموختید؟ در مدتي  روس
ــغول بودید، چه  ــن کار مش که به ای

پای صحبت ابراهيم دارابي، معلم و نويسندة پيش كسوت رياضي
اشاره 
ــد برهان متوسطه« میزبان یکي از معلمان  در روز معلم، مجلة »رش
ــتة ریاضي بود که سال هاي مدیدي را با این رشته زیسته است. در این نشست  رش
کوشیدیم تجلیلي از استاد ابراهيم دارابي صورت گیرد و با او دربارة همه چیز سخن گفته شود، 
چرا که دارابي چهره اي چندوجهي است و علاوه بر ریاضیات، در عرصة شطرنج و تألیف و ترجمة آثار 
ادبي هم ید طولایي دارد. همان طور که خواهید خواند، این مصاحبه با وجهة شطرنجي استاد آغاز مي شود 
و بعد به عرصة ریاضیات و زندگي شخصي و ادبي وي پرداخته مي شود. آن روز، حميدرضا اميري، سردبیر رشد 
برهان متوسطه، ميرشهرام صدر و هوشنگ شرقي، مدیران داخلي سابق و فعلي مجله، به همراه محمدهاشم رستمي 

و سيدمحمدرضا هاشمي موسوي حضور داشتند.
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تجربه هایي از فرهنگ و دانش ریاضي 
ــابق و روسیة فعلي دارید؟  شوروي س
آیا به روسیه سفر کرده اید؟ همچنین 
ــي و  دربارة ترجمه هایتان از زبان روس

باکویي بفرمایید.
داراب�ي: اولین تألیف من یک کتاب 
هندسة فضایي بود همراه با آقاي فردادي 
که الان در رشت هستند. من در دوره اي 
که دانشجو بودم، در »دبیرستان دهخدا« 
تدریس مي کردم. همکاري هم داشتیم که 
در »دبیرستان باباطاهر« تدریس مي کرد. 
ــا دانش آموزان اختلاف پیدا کرده  او که ب
ــة دهخدا و آقاي  ــت به مدرس بود برگش
صدر، رئیس مدرسة باباطاهر مرا به آنجا 
برد. آنجا یک کلاس چهارم و یک پنجم 
ــش خیلي فعال  ــت. بچه های ریاضي داش
ــتند که خیلي  بودند و دفترداري هم داش
ــت. او مسائلي را به  به ریاضي علاقه داش
بچه ها مي داد تا به کلاس ببرند و معلمان 
را در آمپاس بگذارند. بچه ها مسئله اي را 
ــائل  هم به من دادند که دیدم اصلاً با مس
ــور درنمي آید. گفتم که  کتاب هاي ما ج
حل مي کنم و مي آورم. رفتم خانه و خیلي 
کار کردم. بالاخره راه حلي پیدا کردم، ولي 

طولاني بود.
ــان آقایان فيض اللهی و توكل  هم زم
ــجویاني  ــرورش براي دانش در آموزش وپ
ــي برگزار  ــارج مي رفتند، امتحانات که خ
ــک معلم دیگر دعوت  مي کردند. مرا با ی
کردند. سه سؤال من طرح کردم، سه سؤال 
هم او طرح کرد. گمان مي کنم دانشجویان 
مي خواستند به ژاپن بروند. فرداي آن روز 
ــه برگه ها را تصحیح کنم. قبل از  رفتم ک
ــائل را حل  اینکه به آنجا بروم، خودم مس
ــئلة لگاریتم راه حل من  کردم. براي مس
حدود یک صفحه بود. ولي وقتي ورقه ها 
را تصحیح مي کردم، دیدم دانش آموزي در 
دو خط به جواب رسیده است. فکر کردم 
تقلب کرده است. ورقة دیگر، ورقة دیگر، 
دیدم نه، مسئله اي هست که من نمي دانم. 
ورقه ها را جمع کردم و تحویل دادم. گفتم 

فردا مي آیم تصحیح مي کنم.
نبش خیابان اکباتان یک کتاب فروشي 

بود. دیدم یک کتاب جلد آبي دارد از استاد 
شهریاري به نام کنکور هاي شوروي. کتاب 
را خریدم و در راه که مي رفتم ورق زدم و 
دیدم بله، همان مسئله آنجا هست. رفتم 
ــائلي هم که در مدرسه  خانه و دیدم مس
ــن مي دهد، نظایر آن ها  آن دفتردار به م
همه در این کتاب هست. آنجا من تصمیم 
گرفتم که زبان روسي را یاد بگیرم، چون 
ــهریاري هم در  ــتم که استاد ش مي دانس
ــت. رفتم  ــي را یاد گرفته اس زندان روس

انجمن ایران و شوروي اسم نوشتم.
 فرجي: چه سالي بود این ماجرا؟

ــال 1348. من اسم نوشتم   دارابي: س
ــال در آنجا زبان روسي خواندم.  و سه س
در »ساکو« که کتاب هاي روسي مي آورد، 
ــتاد  ــوروي که اس ــاب کنکور هاي ش کت
شهریاري ترجمه کرده بود، به زبان روسي 
موجود بود. آن را خریدم. چند مجله هم 
به زبان آذربایجاني دربارة ادبیات خریدم. 
آمدم و کتاب استاد شهریاري را گذاشتم 
ــي آن. صفحه ها را  ــل اصل روس در مقاب
تطبیق کردم و آن واژه هایي را که در زبان 
ریاضیات به کار مي روند، یاد گرفتم. جلد 
ــوروي را من ترجمه  ــاي ش دوم کنکور ه
ــرگ« چاپ  ــارات گوتنب ــردم و »انتش ک
ــر کتاب هاي »کاربرد  ــرد. براي این ناش ک
ریاضیات« و »هندسة پرگار« را هم ترجمه 
ــتاد شهریاري هم  کردم. بعد فهمیدم اس
هندسه پرگار را ترجمه کرده است. براي 
همین ناشر کتاب »الفباي شطرنج« را هم 

ترجمه کردم.
ــما خودتان هم به روسیه   ش�رقي: ش

سفر کرده اید؟
 دارابي: من به روسیه نرفته ام، ولي باکو 

رفته ام.
ــان  ــه از زب ــي ک  ش�رقي: کتاب های
ــه کرده اید، چگونه  آذربایجاني ترجم
ــا با ترکي ما فرق  بوده اند؟ زبان آن ه

مي کند؟
ــت،  دارابي: عیناً با ترکي ما یکي اس
منتها اصطلاحات ریاضي را باید بلد باشیم.

 شرقي: خطشان سیریل است؟
ــالا آن را عوض  ــه، ولي ح  داراب�ي: بل

کرده اند.

دارابي در دنياي ادبيات 
 شرقي: یکي دیگر از جنبه هاي کاري 
ــي علاقه به ترجمة رمان و  آقاي داراب
ــتین کتاب ادبي  داستان است. نخس
که ترجمه کردید چه نام داشت و چه 

سالي بود؟
ــي  توضیح اول  ــد  بگذاری داراب�ي:   
ــجو که بودم، آبونة مجلة  بدهم. من دانش
ریاضیات در مدرسه به زبان روسي بودم. 
از این مجله هم براي ترجمه هایم استفاده 
کرده ام. اما در مورد کتاب ادبي، من اولین 
کتابي که خودم نوشتم »درخت سیب و 
پسرك فقیر« بود. کتاب کوچکي بود که 
دو داستان داشت. این کتاب را »انتشارات 

دنیا« چاپ کرد.
 شرقي: چه سالي بود؟

ــال 1350 بود. در   داراب�ي: حوالي س
ــه دارابي از  ــتند ک مجلات آن موقع نوش
صمد بهرنگي تبعیت مي کند. این اولین 

کار من بود.
 شرقي: قیمت کتاب چه قدر بود؟

 دارابي: شاید یک تومان.
 شرقي: حق التألیف چه طور بود؟

 داراب�ي: عملاً حق التألیف نگرفتم. بنا 
بود به جایي کمک شود. من گفتم با این 

پول به آنجا کمک کنید.
 شرقي: ترجمه هایتان را از کي شروع 

کردید؟
ــن 16 کتاب  ــال م  داراب�ي: همان س
کوچک براي کودکان و نوجوانان ترجمه 
ــبي در میلاد« ماكس�يم  کردم. مثل »ش
ــمش بازي« از ميرزا جليل  گوركي، »کش
ــدادي از این ها تحت  قل�ي زاده. حالا تع
عنوان »گنجشک ژولیده« در یک مجموعه 
ــده اند. کتاب »دده قورقود« را هم  چاپ ش
ــردم. از نريمان نريمانف کتاب  ترجمه ک
»درخت نظر کرده« را ترجمه کردم. یک 
کتاب هم در سال هاي منتهي به انقلاب 
ــم »ایبیش« که آن را  ترجمه کردم به اس
خمیر کردند و نگذاشتند چاپ شود. ولي 
بعد از انقلاب در شمارگان 30 هزار نسخه 

چاپ شد.
 ش�رقي: کتاب ایبیش براي خود من 
ــراه دارد. به  ــیاري به هم خاطرات بس
ــه این کتاب  ــاد دارم اولین باري ک ی
ــال 1358 بود. یکي از  ــدم، س را خوان
ــة راهنمایي این  ــتانم در مدرس دوس
کتاب را به من داد. تأثیري که ایبیش 
ــت، توصیف کردني  ــن گذاش روي م
ــه اي بود از س�ليمان  ــت. ترجم نیس
ولي اف. داستانش هم دربارة یک کارگر 
ــروم در آذربایجان  ــتضعف و مح مس
ــت و بچه کارگري که به  شوروي اس
ــد. در عین  خانواده اش کمک مي کن
ــت و دست  حال هم خیلي مبارز اس
ــت یک بچه مالک کشته  آخر به دس
ــود. فوق العاده قشنگ و اثرگذار  مي ش
ــت  ــت. این کتاب چه طور به دس اس
ــد که تصمیم به  ــما رسید؟ چه ش ش

ترجمه اش گرفتید و ناشرش که بود؟
ــاکو  ــن کتاب را من از س  داراب�ي: ای
گرفتم. اسم اصلي اش »جوللوت گوشي« 
ــتیم،  بود. هرچه ما در فرهنگ لغت گش
معناي جوللوت را پیدا نکردیم )جوللوت 
ــت(. این کتاب را آقاي  نام یک پرنده اس
ــارات معلم« چاپ کرد.  فرنود مدیر »انتش
ــر دیگر داده بودم  اول کتاب را به یک ناش
ــت کتاب را سانسور کند.  که او مي خواس
ــن که بدون  ــود گفت بده به م آقاي فرن

سانسور چاپ کنم.
 اميري: بالاخره فهمیدید جریان اسم 

آن پرنده چه بود؟
ــر، هنوز هم نمي دانم. در   دارابي: نخی
باکو معادن نفتي بود و نفت به برکه هاي 
ــا مي رفتند و  ــت مي کرد. بچه ه آب نش
ــد.  ــن مي کردن ــه اي را روي آب په پارچ
نفتش را پارچه جذب مي کرد. بعد پارچه 
ــت  ــي را که به دس ــد و نفت را مي چلاندن
مي آمد، مي فروختند. در این برکه پرنده ها 
هم بودند. ایبیش مي رود براي خواهرش 
ــر مالک او را  از برکه پرنده بگیرد که پس

غرق مي کند.
 شرقي: شما نویسندة این کتاب را دیدید؟

 دارابي: نخیر، ندیدم. رفتم آذربایجان 

ولي متأسفانه نتوانستم ایشان را ببینم.
محسن فرجي: شما در حوزة داستان هم 
ــم »اشک سبلان« دارید.  رماني به اس

این کتاب چه سالي منتشر شد؟
ــاً پنج  ــم تقریب ــر مي کن  داراب�ي: فک
ــالي باشد که منتشر شده است. رماني  س

دوجلدي است.
ــال 1385  ــتان س   ش�رقي: در تابس

درآمده است.
ــبلان رمان تاریخي  ــک س  اميري: اش

است؟
ــت که از   دارابي: بله، رمان تاریخي اس
شکست فرقة دموکرات در اردبیل شروع 
مي شود و بعد مي آید تهران و مسائل 30 
تیر، 28 مرداد و انقلاب را تعریف مي کند.

استاد دارابي و رياضيات
 شرقي: حالا مي رسیم به ریاضیات که 
بحث اصلي ماست. یکي از فعالیت هاي 
ماندگار شما در زمینة ریاضي، عضویت 
ــد  ــة »مجلة رش ــت تحریری در هیئ
ریاضي« در دهة 1360 است. چه شد 
ــراي عضویت در هیئت تحریریه  که ب

انتخاب شدید؟
 داراب�ي: من با آقاي لطف�ي درآبادي 
ــناي خیلي نزدیک  فامیل یا در واقع آش
ــتم. »درآباد« روستاي کوچکي است  هس
ــل که به آن باکوي کوچک  نزدیک اردبی
ــد؛ به خاطر اینکه حدود 70-80  مي گوین
درصد از ساکنان آن مهاجراني هستند که 
از باکو آمده اند. آقاي لطفي که معاون دفتر 
برنامه ریزي و مؤلف کتاب هاي ریاضي بود 

مرا به این جا دعوت کرد.
ــد ریاضي آن زمان   شرقي: مجله رش
ــروز چه  ــد ریاضي ام ــة رش ــا مجل ب

تفاوت هایي دارد؟
 دارابي: وقتي مقایسه مي کنم مي بینم 
ــا دوره اي که ما کار  ــد ب این مجلات رش
ــرق دارند. به نظر من  مي کردیم، خیلي ف
ــتر بود و  ــق ریاضیات بیش آن موقع عم
الان دیگر بیشتر فرمول ریاضي نیست و 

گفتاري شده است؛ یعني توصیفي است.
 امي�ري: در واقع بحث آموزش  ریاضي 

قوي تر شده است؟
 دارابي: بله.

 شرقي: نخستین کتاب ریاضي که شما 
ترجمه یا تألیف کردید، چه کتابي بود؟

ــه، همین »کنکور هاي   دارابي: ترجم
ــی  ــوروي« بود. تألیف هم کتاب درس ش

»ریاضیات بازرگاني« بود.
 ش�رقي: چند کتاب ریاضي ترجمه و 

تألیف کرده اید؟
 دارابي: حدود 35 کتاب.

ــران کمک آموزشي   شرقي: شما ناش
امروز را چه طور ارزیابي مي کنید؟

ــتر سوق پیدا کرده اند به   دارابي: بیش
ــت که من مخالف آن بوده ام. تست،  تس
ــري دانش آموز را  ــجام فک ــکار و انس ابت

مي گیرد.
 اميري: اگر تست را سر جلسة کنکور 
ــما  ــوز بدهند، همین که ش ــه دانش آم ب
ــت است. چون دانش آموز  مي گویید درس
مجبور است در یک دقیقه و نیم مسئله اي 
را حل کند. اما تست به عنوان ابزار سنجش 
ــت. مثلًا  ــه بد نیس یک موضوع، في نفس
آزمون هاي مقدماتي یا مرحلة اول المپیاد 
ــم دارد. به خاطر  ــت پنج گزینه اي ه تس
ــي اش را کم کنند.  ــث احتمال اینکه بح
زماني هم که براي هر تست گذاشته اند، 
نزدیک به هفت دقیقه است. بنابراین اگر 
ــت به عنوان یک مسئله با راه حل  به تس
کوتاه نگاه کنیم، بد هم نیست؛ اگر بشود 
از گزینه هایش خوب استفاده کرد. ولي اگر 
بحث کنکور باشد، من صددرصد با شما 
ــده ام. چون خلاقیت و عمق را از  هم عقی

دانش آموز مي گیرد.
 دارابي: الان در روسیه تست هم رایج 
شده است، منتهي در مرحلة اول. در مورد 
ــت من دیده ام که معلمان سر کلاس  تس
فرمول هایي براي حل آن ها ارائه می دهند؛ 
ــه عمق این  ــه دانش آموز ب ــدون این ک ب
فرمول ها واقف باشد. یعني سلسله مراتب 

پیدایش فرمول در ذهن او وجود ندارد.
ــتیم  ــور که داش  اميري: ما در آسانس
مي آمدیم، فرمودید که قبلاً هم براي 
ــد. چرا دیگر مقاله  مجله مقاله داده ای

هوشنگ شرقيحميدرضا اميري
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ندادید؟
 دارابي: ارتباط من با آقاي شرقي قطع 
شد و نشد که دیگر مقاله بدهم )با خنده(.

ــما قول   امي�ري: پس همین جا از ش
بگیریم که باز هم به ما مقاله بدهید و در 

خدمت شما باشیم.
ــولاً درس ریاضي براي   فرج�ي: معم
ــت و برخي از  ــوار اس اکثر بچه ها دش
ــوزان از این درس مي گریزند.  دانش آم
شما در کتاب هایي که تألیف کردید یا 
در شیوة تدریستان چه روشي را پیش 
مي گرفتید که ریاضي براي بچه ها به 
درسي شیرین و دوست داشتني تبدیل 

بشود؟
ــل از این که به   داراب�ي: من هر روز قب
کلاس بروم، شب قبل عنوان درس را نگاه 
مي کردم. خودم کاغذ و قلم برمي داشتم و 
براي خودم مسائل درس را حل مي کردم. 
ــر کلاس  یادم نمي آید که بدون این کار س
ــر  ــم. این طوري که مي رفتم س رفته باش
کلاس، موفق هم بودم. یعني بچه ها راضي 
بودند. من غالباً در جنوب شهر درس داده ام.

 اميري: منطقة چند بودید.
 دارابي: منطقة 14.

 اميري: از همین منطقه هم بازنشسته 
شدید؟

 دارابي: بله، مدرسه ابوریحان.
 رستمي: کدام خیابان بود؟
دارابي: نزدیک میدان خراسان.

ــاگردان آن دوره کسي را   فرجي: از ش
ــاني هستند که  به خاطر دارید یا کس
هنوز با شما در تماس و ارتباط باشند؟
 دارابي: بله، هستند. مي آیند سر مي زنند. 
ــي از دانش آموزانم از  اتفاقاً هفتة پیش یک

کانادا آمده بود و به من سر زد.

زندگي شخصي همراه با تدريس
ــي پیش از  فرجي: در فهرست نویس
ــک سبلان«، سال تولد  انتشار کتاب »اش
شما را 1310 نوشته اند. این درست است؟

 دارابي: نه متولد 1314 هستم. اشتباه 
نوشته اند.

 فرجي: کجا متولد شدید؟

 دارابي: اردبیل.
 فرجي: دربارة اولین مواجهه خودتان با 

درس ریاضي و شطرنج بفرمایید.
ــا یک خانواده   داراب�ي: خانوادة م
فرهنگي بود. پدر و مادرم که ایراني بودند 
ــال 1304  و در باکو زندگي مي کردند، س
ــان  ــتند. آن ها با خودش به اردبیل برگش
ــي،  ــم آوردند: نقاش ــا را ه ــگ آنج فرهن
گرامافون، موسیقي و شعر بود. شطرنج آن 
ــي من، هم نقاش بود هم  موقع نبود. دای
مهندس راه و ساختمان. ما بیشتر تحت 
ــه  تأثیر دایي مان بودیم. مادرم هم همیش
ــطرنج را من  ــعر مي خواند. ش براي ما ش
بعدها در دبیرستان از دوستي که الان در 
ــت، یاد گرفتم. در کلاس هفتم  آلمان اس
ــتان ابوریحان« درس  ــودم و در »دبیرس ب

مي خواندم.
 فرجي: یعني تهران بودید؟

 دارابي: بله.
 فرجي: چه سالي به تهران آمدید؟

ــي دورة ابتدایي را تمام   داراب�ي: وقت
ــه تهران آمدیم.  ــال 1330 ب کردم، در س
ــاله بودم که مادرم فوت کرد  البته پنج س
و ما تحت سرپرستي دایي ام بزرگ شدیم. 
ــون مادرم با  ــه پدرم هم بود، ولي چ البت
ــود، زن دایي ام  زن دایي ام خیلي نزدیک ب

مثل یک مادر از ما پرستاري کرد.
ــران آمدن  ــال هاي به ته  فرجي: از س

بگویید.
ــتان   داراب�ي: من در تهران به دبیرس
ابوریحان رفتم که در خیابان دلگشا بود؛ 
پایین تر از نیروي هوایي. آقاي ديوسالار، 
مدیر این مدرسه بود. برادري هم داشت به 
اسم فرهنگ که با پسردایي من در بانک 
سپه همکار بود. با معرفي ایشان در آنجا 
اسم نوشتم و تا کلاس دهم درس خواندم.

 فرجي: استاد نگفتید که اولین مواجهة 
شما با درس ریاضي چگونه بود؟

ــور که گفتم،  دایي ام   دارابي: همان ط
مهندس بود. یک پسردایي هم داشتم که 
شاید آقاي رستمي بشناسد، داوود بابايي. 
ایشان مسائل ریاضي طرح مي کرد و بین 
خانواده ها رد و بدل مي شد. مثلاً سه مرد 

ــتند از رودخانه اي رد  و سه زن مي خواس
ــاله که بودم این  ــوند و... من 10-9 س ش
ــنیدم. روي این اصل به  ــائل را مي ش مس

ریاضیات علاقه مند شدم.
 فرجي: دبیرستان چه سالي تمام شد و 

ورودتان به دانشگاه کي بود؟
ــال 1337  ــتان در س  داراب�ي: دبیرس
ــراي عالي شبانه تازه در  تمام شد. دانش س
سیدخندان به راه افتاده بود. من به آنجا رفتم.
ــتان   فرج�ي: از معلمان دوران دبیرس

کسي خاطرتان هست؟
 دارابي: بله، آقاي كهن که معلم رسم 
و نقاشي ما بود. آقاي وطن شناس بود که 
ــیمي درس مي داد. این ها بیشتر روي  ش

من اثر گذاشتند.
ــرا چه سالي   فرجي: ورود به دانش س

بود؟
 داراب�ي: فکر مي کنم سال 1338 بود. 
من در رشته هاي فیزیک و ریاضي قبول 
شده بودم، ولي به ریاضي علاقه داشتم و 

به این رشته رفتم.
 فرجي: خاطره اي از آن دوران دارید؟

 دارابي: استادان جالبي داشتیم. مثلًا 
ــز را درس  ــتیم آنالی ــتاد ریاضي داش اس
ــتباه  ــر در ورقه امتحان اش ــي داد و اگ م
مي کردیم، به آن سؤال نمرة منفي مي داد. 
ــه مي گفتند  یا دکتر هش�ترودي بود ک
ــاید درسش را خوب درك نکنید، ولي  ش
از شخصیتش استفاده کنید. همه عاشق 
او بودیم. دکتر هشترودي هفته اي یک بار 
ــتر از پیشرفت هایي که در  مي آمد و بیش
شوروي صورت گرفته بود، براي ما حرف 
مي زد. مثلاً در آنجا پنبة رنگي مي کارند یا 

سیبي کاشته اند اندازة یک هندوانه.
 ميرشهرام صدر: اگر آن موقع اینترنت 
ــار را  ــان این اخب ــما خودت ــود و ش ب
ــترودي  ــد، دیگر دکتر هش مي گرفتی

براي شما جذابیتي نداشت؟
ــخصیت   داراب�ي: چرا، خودش هم ش
ــت. مثلًا  اگر آن استاد منفي  جالبي داش
دو مي داد، ایشان نمرة 22 مي داد! چنین 
ــؤال را مي داد و  ــت. یا س ــه اي داش روحی
خودش مي رفت. کسي را هم رد نمي کرد.

ــترودي استاد ما  رستمي: دکتر هش
ــت: یکي  ــان دو ویژگي داش هم بود. ایش
ــت و  ــم در ادبیات داش ــتي ه این که دس
ــد. علاوه بر  ــعر هم مي گوی مي گفتند ش
این، خودش در آنچه که تعریف مي کرد، 
ــرکت داشت. مثلاً مي گفت محاسبات  ش
ــوروي  ــه مدار قمر مصنوعي ش مربوط ب
ــکو انجام  ــن و چند نفر دیگر در مس را م
ــاس  ــم. خود این موضوع به ما احس دادی
ــي داد که فردي از ایران در چنین  لذت م

جایگاهي قرار گرفته است.
 فرجي: گفته شد که استاد هشترودي 
ــت.  به ادبیات هم علاقه و توجه داش
ــما به ادبیات از همین جا و  گرایش ش

دوران دانش سرا آغاز شد؟
ــترین تأثیر ادبي را مادرم   دارابي: بیش
ــت که در دوران کودکي ما  بر من گذاش
ــعر مي خواند. آن ها از باکو که  برایمان ش
ــاب ادبی و  ــد دو صندوق کت ــده بودن آم
ریاضی آورده بودند. مثلاً اولین کتابي که 
تألیف کردم، یعني »درخت سیب و پسرك 
فقیر« نام داشت. خود درخت سیب شعري 
بود که مادرم براي من مي خواند. من این 
درخت سیب را در داستانم در یک شیب 
ــان  ــرار دادم که اختلاف طبقاتي را نش ق
بدهد. سیب بالا بود و یک کاج پایین. من 

صحبت هاي این دو را کتاب کردم.
ــه دوران  ــازه بدهید که ب  فرج�ي: اج
ــه  این ک از  ــد  بع ــم.  برگردی ــرا  دانش س

فارغ التحصیل شدید، چه کار کردید؟
 دارابي: سال اول را در دبیرستان باباطاهر 
بودم که برایتان تعریف کردم، دانش آموزان 
زرنگي داشت. سالي که من دانش سرا بودم، 
ــه نفر فارغ التحصیل داشت: از  فقط دو س
ــودم و یکي هم آقایي به  جمله یکي من ب
اسم علي بلندي و آقای رخشنده. ما باید 
ــتان. ولي من آن سال را  مي رفتیم شهرس
ــتند و  تهران ماندم. بعد هم حکم مرا نوش
فرستادند رشت. یک سال و نیم رشت بودم، 

ولي وسط سال نماندم و به تهران آمدم.
 فرجي: چرا؟

 دارابي: یکهو باران شدید مي آمد؛ مثلًا 
21 روز. من دیدم که واقعاً نمي توانم بمانم. 

آمدم تهران و دیگر نرفتم. بعد از 20-30 
روز، آمدند سراغم؛ چون گفته بودم مریض 
ــتم. واقعاً هم مریض بودم. این بار مرا  هس
فرستادند قزوین. آقاي رجايي را دستگیر 

کرده بودند و کلاس هایش خالي بود.
 فرجي: این چه سالي بود؟

ــال هاي 1343-44  ــد س  داراب�ي: بای
ــد. من آنجا در یک دبیرستان و یک  باش
ــتان درس مي دادم. به هر حال من  هنرس
یک سال در قزوین ماندم. بعد به تاکستان 
رفتم. آقایي بود به اسم حاجي زاده که آمد 
ــراغ من و گفت که ما در تاکستان یک  س
ــم. یک نفر را  ــش طبیعي داری کلاس ش
مي خواهیم که هم ریاضیات و هم فیزیکش 
را تدریس کند. قبول کردم، به شرطي که 
دو روز بروم و یک روز به جاي من یک نفر 
دیگر تدریس کند و من حق التدریس او را 
بپردازم. با این شرط رفتم تاکستان و هفت 

سال آنجا تدریس کردم.
ــرده  ــع ازدواج ک  فرج�ي: در آن موق

بودید؟
ــال 1349 ازدواج   داراب�ي: من در س
کردم. حالا یک پسر و یک دختر دارم، هر 

دو مهندس هستند.
 فرجي: بعد از دورة تاکستان چه اتفاقي 

افتاد؟
 داراب�ي: من در آنجا براي بچه ها کتاب 
مي بردم. یک بار مرا به ساواك احضار کردند. 
ــک نفر آمد و  ــن در قزوین بود. ی ــه ای البت
ــي مؤدب با من صحبت کرد. گفت ما  خیل
ــنیده ایم که در آنجا عده اي دارند شلوغ  ش
ــما به ما گزارش بدهید. گفتم  مي کنند. ش
من هفته اي دو روز مي روم تاکستان و اصلًا 
ــم. طرف که دید  کسي را آنجا نمي شناس
چیزي از من درنمي آید، دیگر چیزي نگفت. 
ــتاني ها دو  ــتم تاکستان. تاکس من برگش
طایفه هستند: رحماني و طاهرخاني. آن ها 
یک ریش  سفید داشتند که مرد قدبلندي 
بود. او مرا صدا کرد و گفت: پسرم، تا روزي 
که توي تاکستان هستي، نمي گذارم کسي 
ــت به تو بزند. ولي این بچه ها آن طور  دس
هم که تو فکر مي کني، نیستند. تو با آن ها 
صحبت مي کني و مي روند و یک حرف هاي 

ــن دیگر از  ــد. گفتم: پس م ــر مي زنن دیگ
تاکستان باید بروم. رفتم سر کلاس و گفتم 

مي خواهم بروم. بچه ها ناراحت شدند.
 فرجي: چه سالي این اتفاق افتاد؟

ــران و به  ــود. به ته  داراب�ي: 1353 ب
دبیرستان ابوریحان برگشتم.

 اميري: همان دبیرستاني که خودتان 
در آن  درس خوانده بودید؟

 دارابي: بله، ولي جایش عوض شده بود.
 اميري: کجا آمده بود؟

 دارابي: دورة قدیم، خیابان دلگشا بود و 
دورة جدید، نزدیک میدان خراسان.

 فرجي: با خانواده کلاً برگشتید تهران؟
ــران بودند. من   داراب�ي: خانواده ام ته
ساعت چهار صبح سوار اتوبوس مي شدم و 
قبل از هشت به تاکستان مي رسیدم. خود 
ــن مي آمدند. مدیري  ــا دیرتر از م معلم ه
داشتم که به آن ها مي گفت این دارابي از 
ــرکلاس است، شما  تهران آمده و الان س
هنوز نیامده اید. من بعدازظهرها هم ساعت 
4 برمي گشتم به تهران. البته هفته اي دو 
ــي مطالعه  روز بود. بین راه هم زبان روس
مي کردم. بعد هم به کلاس زبان مي رفتم.

ــا  ب ــان  تعاملت ــران  ته در  فرج�ي:   
دانش آموزان چگونه بود؟

ــتند که من   دارابي: بچه ها نمي دانس
ــته ام و وقتي مي فهمیدند،  کتاب هم نوش

علاقه شان بیشتر مي شد. 
 فرجي: چه سالي بازنشسته شدید؟

ــود و به دفتر  ــال 1364 ب  داراب�ي: س
ــال هم  ــي رفتم. 11 س تألیف کتب درس

این جا بودم. 
ــتاد. فکر  ــي ممنون اس  فرج�ي: خیل
ــود دارد که  ــد این امکان وج مي کنی
ــان را در حوزة  تجربیات ارزندة خودت
ــکل کتاب یا در  آموزش ریاضي به ش
قالب مقالاتي براي مجلة برهان ریاضي 

منتشر کنید؟
 دارابي: من یکي از انبوه معلمان هستم 
و استادان بزرگ تر از من هم وجود دارند. 
ولي در حدي که در مجلة برهان جا داشته 
ــن کار را انجام  ــاده ام که ای ــد، بله آم  باش

دهم.

ميرشهرام صدررستمی
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دايـرة تبديل و کـاربرد آن
در ساده کردن عبارت هاي 

جـــــــــــــبري

ــه نام هاي ــه نقطه ب ــک دایره، س ــون ی ــر روي پیرام  اگ
 c ،b ،a یا B ،A و C مانند شکل 1 در نظر بگیریم و در جهت 
 b و از b به a دایرة مثلثاتي روي پیرامون دایره حرکت کنیم، از

به c و از c به a مي رسیم.

از این خاصیت، هم در یادگیري فرمول هاي مربوط به مثلث 
ــتفاده مي کنیم و هم در ساده کردن  ــه اس در مثلثات و هندس
 b و a به اضلاع ABC ــرهاي تبدیلي. براي مثال، در مثلث کس

و c داریم: 
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ــول به جاي b ،a و به جاي c ،b و به  ــال اگر در این فرم ح
aجاي a ،c قرار دهیم خواهیم داشت:  b c bcCosA
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 a را به c و c را به b و b ــه ــک اگر در این فرمول a را ب این
تبدیل کنیم، خواهیم داشت: 
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تذكر: از این خاصیت در یادگیري فرمول هاي مربوط 
ــه در مثلثات مي توان  ــه و چ به مثلث، چه در هندس
استفاده کرد؛ مثل فرمول هاي سه ارتفاع و فرمول هاي 

سه میانه.

كاربرد دايرة تبديل در ساده كردن كسرها 
مسئلة 1. حاصل عبارت زیر را بیابید.
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ــترك  ــراي یافتن حاصل عبارت فوق مخرج مش ح�ل: اگر ب
بگیریم، عبارت صورت، خیلي مفصل، و احتمال اشتباه هم زیاد 
ــد. وقت زیادي را هم خواهد گرفت. اگر توجه کنیم،  خواهد ش
کسر دومي تبدیل کسر اولي و کسر سومي تبدیل کسر دومي 
ــت. بنابراین فقط کسر اولي را ساده و جواب  آن را محاسبه  اس

مي کنیم      : 
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چون کسر دومي تبدیل کسر اولي است، پس جواب کسر 

دومي هم تبدیل جواب کسر اولي است. به همین ترتیب، چون 
ــر دومي است، در نتیجه جواب کسر  کسر سومي تبدیل کس

سومي هم تبدیل جواب کسر دومي است.
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 حاصل کسر دومي 
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 حاصل کسر سومي 
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 مجموع سه کسر ⇒
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، ولي b ،a و c مخالف صفر باشند، 
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مسئلة2.  اگر: 
ثابت کنید: 
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ــارت دومي تبدیل  ــویم، عب حل: با کمي دقت متوجه مي ش
عبارت اولي و عبارت سومي تبدیل کسر دومي است. پس ابتدا 

کسر اولي را ساده مي کنیم: 
 در فرض داریم 
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ــر دوم تبدیل یافتة کسر اول است، پس جواب  چون کس
کسر دوم 2b و جواب کسر سوم 2c خواهد شد. بنابراین: 
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مس�ئلة 3. اگر b ،   a و c مخالف صفر، و 
آن گاه حاصل عبارت P را بیابید.
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 دایرة تبدیل، ساده کردن کسرهاكليدواژه ها: 

حل: در این مسئله هم کسر دوم تبدیل کسر اول و کسر سوم 
تبدیل کسر دوم است، پس: 
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دنباله ها 
ــة عمومي، دنبالة  ــي، قانون دنباله، جمل ــابي، دنبالة هندس كليدواژه ها:  دنباله حس

                  بازگشتي، قدرنسبت، واسطة حسابي، واسطة هندسي

ي
رق

 ش
گ

شن
هو

دنباله هاي حسابي و هندسي

ويژة دانش آموزان سال هاي دوم و سوم رياضي
بخش
دوم

شی
وز

آم

دنبالة هندسي
دنباله اي که هر جملة آن از ضرب مقداري ثابت در جملة 
ــت آید، »دنبالة هندسي« نامیده مي شود؛ یعني:  ماقبل به دس
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مقدار ثابت (q) را قدرنسبت دنباله مي نامیم. بدیهي است 
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ــودي و اگر  ــد، دنباله صع  باش
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که اگر 
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 باشد، دنباله ثابت است. اگر هم 
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نزولي است. اگر 
ــد، جمله ها یک در میان مثبت و منفي اند. دنباله هاي زیر  باش

مثال هایي از دنباله هاي هندسي هستند: 
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شبیه روش استقرایي که در مورد دنبالة حسابي دیدیم، در 
مورد دنبالة هندسي نیز مي توان نوشت: 

 )جملة عمومي دنبالة هندسي(
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 مثال 1. یک دنبالة هندسي تشکیل دهید که جملة پنجم 
ــد. جملة بیست و یکم  آن 80 و جملة نهم آن 1280 باش

این دنباله چیست؟

 حل: 
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پس دو دنباله با این ویژگي وجود دارد: 
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ــي وجود ندارد که    مثال 2. ثابت کنید هیچ دنبالة هندس
11، 12 و 13 جملاتي از آن باشند.

ــد که 11، 12 و 13 جملات m ام،   حل: اگر چنین باش
n ام و p ام یک دنبالة هندسي باشند، داریم:
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و این تساوي غیرممکن است. )چرا؟(

ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

ــت را به جان فن نويم�ان )1903-1957(،   این حکای
ــه به تعبیري  ــهور و معاصر مجاري ـ ک ــي دان مش ریاض
ــود ـ نسبت داده اند.  پدر علم سیبرنتیک محسوب مي ش
ــرعت مي رفت تا به کلاس  ــد روزي نویمان با س مي گوین
درس خود در »دانشگاه ام آي تي« برسد. در راهروي منتهي 
به کلاس دانشجویي با شتاب خود را به او رساند و به او که 
با عجله مي خواست وارد کلاس شود گفت: »استاد ببخشید 

یک سؤال کوچک داشتم!« 
استاد با بي حوصلگي گفت: »ببینم چیست.«

ــت و روي آن  ــت داش ــجو ورقه اي را که در دس دانش
مسئله اي دربارة محاسبة یک انتگرال معین بود، به استاد 
ــان با عجله نگاهي به آن انداخت و گفت: »خُب  داد. نویم

 ».
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π
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این که معلوم است، مي شود 
دانشجو گفت: »مي دانم استاد، جواب زیر همین صفحه 

نوشته شده است. راه حل را مي خواهم!« 
استاد کمي فکر کرد و پس از قدري مکث گفت: »آره... 

»!
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آره خُب، بگذار ببینم ... بله بله، مي شود 
ــتاد مي دانم! ولي راه حل آن  ــجو گفت:  »بله اس دانش

چیست؟« 
ــتاد گفت: »خُب من از دو راه متفاوت آن را حل  و اس

کردم!« 

ــام با هم به   دو ریاضي دان براي صرف ش
ــتوران رفته بودند. یکي از آن ها به  یک رس
دیگري رو کرد و گفت: »بیا شرطي ببندیم 

که هر کس بازنده شد، پول شام را بدهد!« 
دیگري گفت: »خُب چه شرطي؟« 
اولي دوباره گفت: »فکر مي کني 
ــخدمتي که براي ما فهرست  پیش
a) را  b) a b
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ــي آورد، حاصل  غذا را م
بداند؟!« 

»بعید  ــت:  گف دیگري 
مي دانم!« 

ايستگاه دوم:  لطيفه هاي رياضي

و دوستش ادامه داد: »خُب سر همین شرط مي بندیم.«
ــذا،  ــفارش غ ــد از س ــد، بع ــخدمت آم ــي پیش وقت
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ریاضي دان ها از او پرسیدند: »آیا مي داني حاصل 
چه مي شود؟« 

ــت:  اس ــوم  »معل داد:  ــواب  ج ــگ  بي درن او 
». (a b) a b
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 a و بعد از کمي مکث ادامه داد: »البته در صورتي که
و b ضدّ تعویض پذیر باشند!«

در مورد پاسخ پیشخدمت باید کمي توضیح بدهم تا 
ــن شود. در یک عمل دوتایي )مانند  ظرافت موضوع روش
جمع، ضرب و...( بین دو متغیر a و b، عمل را تعویض پذیر 
. یعني خاصیت جابه جایي 
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ــرگاه:  گوییم ه
داشته باشد. مثلًا عمل جمع تعویض پذیر است. در مقابل 
عمل را تعویض ناپذیر گوییم اگر چنین نباشد. اما عمل را 
 قرینة 
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 و 
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ــر«1 گوییم هرگاه  »ضدّ تعویض پذی
. یعني جمع آن ها مساوي صفر 

(a b) a b
a b b a
a b b a

(a b) (a b)(a b) a ab ba b a b

π

+ = +
∗ = ∗
∗ = − ∗

+ = + + = + + + = +

2 2 2

2 2 2 2 2

0

2
5



هم باشند: 
)یا عضو خنثاي عمل( باشد. با این شرط مي توان نوشت: 
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و مي بینیم که پیشخدمت درست پاسخ داده است!

 این داستان واقعي است: در یک آزمون دبیرستاني در 
کشور انگلستان، پرسشي به صورت زیر آمده است: 

ــما چند بار مي توانید عدد 7 را از 83 کم  س�ؤال: ش
کنید، تا جواب مثبت بماند؟ نتیجة نهایي چه خواهد بود؟
جواب یکي از دانش آموزان به این صورت بود: »من هر 
چند بار که بخواهم مي توانم این عمل تفریق را انجام دهم 

و جواب همیشه مساوي 76 خواهد بود!

فلسفه، بازي با مفاهيم عيني است 
و نه قواعد. رياضيات بازي با قواعد 

است و نه مفاهيم عيني.
»يان اليس«

پي نوشت .......................
1. Anti commutative
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شرط تشكيل دنبالة هندسي
  c و b ، a مشابه آن چه که در مورد دنبالة حسابي دیدیم، اگر

جملات متوالی یک دنبالة هندسی باشند، مي توان نوشت: 

m n p
m n p

m n n pm n

n p

n p m nn pm n

n p m n m p

m

a a q , a a q , a a q

a a
q , q

a a

q ( ) ( ) ( ) ( )

b c q b ac
a b
b ac
m

m( m) (m ) m m

m m m
m

bq
a

q

− − −

− −

− −−−

− − −

+

= = = = = =

= = = =

⇒ = = ⇒ =

⇒ × =

= = ⇒ =

=
+

= + ⇒ − − =

⇒ − − = ⇒ = −
=

=

=

1 1 1
1 1 1

11

2

2 2

2

1

11 12 13
11 12
12 13

11 12 11 12
12 13 12 13

11 13 12

4
9 4 8 8 16 0

2 0 1
2

7

n
n

n n
n

n
n

n

n

n
n

nn
n

, , ,

, , , ,...

S ...

S ...

S

qS a
q

, , ,...

( )
S

( )
S

−

+

+

= ⇒

 = + + + + +


= + + + + +

= −

−
=

−

−
−− −

= × = = =
−

= −

−
− −

= × = =
−

3

1

1

1

100
100

100100 100
100 99

99

2 2 9 18 36 72
9

2 4 8 16

2 4 8 16 2
2 4 8 16 2 2

2 2

1
1

1 11
2 4

1 2 11 11 2 12 2 21 1 1 1 21
2 2 2

12
2

2 111 2 12 21 1 1 21
2 2



n n

n
n

/

min(n )

min(n)

qS a
q S q

S qqS a
q

( q )( q ) q
( q )

q , q (q ,a )
(q ,a )
, , ,...

− −

−
−

= − >

⇒ < ⇒ > ⇒ − =

⇒ =

 −
= =

− − ⇒ = = =
−− = = −

− +
⇒ = ⇒ + =

−

⇒ = = ± ⇒ = =

= − = −

−

1 1

1
1

8

8 1 8
8

44
4

4 1

4 4
4

4

4
1

1

12 1 999
2

1 1 2 1000 1 10
10002

11

1 6560
1 1 6560 82

8011 80
1

1 1 82 1 82
1
81 3 3 2

3 4
2 6 18
4, , ,...−12 36

 c و b ، a ــي ــدد متوال ــه ع ــت که س ــرط آن اس و این ش
 را واسطة 
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تشکیل دنبالة هندسي بدهند. همچنین،  
)میانگین( هندسي a و c مي نامند. مثلاً عدد 6 واسطة هندسي 

4 و 9 است.
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 ،m را طوري بیابید که سه عدد m .3 مثال  
دنبالة هندسي تشکیل دهند.

 حل: 
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واسطه هاي هندسي بين دو عدد
ــابي دیدیم، اگر  ــورد دنبالة حس ــه که در م ــابه آن چ مش
ــي( قرار  ــطة هندس بخواهیم بین دو عدد a و m ،b عدد )واس

دهیم که با این دو عدد تشکیل دنبالة هندسي دهند، از دستور 

 قدرنسبت را به دست مي آوریم.
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ــي درج  ــطة هندس   مثال 4. بین دو عدد 9 و 72،  دو واس
کنید.

 حل: 

m n p
m n p

m n n pm n

n p

n p m nn pm n

n p m n m p

m

a a q , a a q , a a q

a a
q , q

a a

q ( ) ( ) ( ) ( )

b c q b ac
a b
b ac
m

m( m) (m ) m m

m m m
m

bq
a

q

− − −

− −

− −−−

− − −

+

= = = = = =

= = = =

⇒ = = ⇒ =

⇒ × =

= = ⇒ =

=
+

= + ⇒ − − =

⇒ − − = ⇒ = −
=

=

=

1 1 1
1 1 1

11

2

2 2

2

1

11 12 13
11 12
12 13

11 12 11 12
12 13 12 13

11 13 12

4
9 4 8 8 16 0

2 0 1
2

7

n
n

n n
n

n
n

n

n

n
n

nn
n

, , ,

, , , ,...

S ...

S ...

S

qS a
q

, , ,...

( )
S

( )
S

−

+

+

= ⇒

 = + + + + +


= + + + + +

= −

−
=

−

−
−− −

= × = = =
−

= −

−
− −

= × = =
−

3

1

1

1

100
100

100100 100
100 99

99

2 2 9 18 36 72
9

2 4 8 16

2 4 8 16 2
2 4 8 16 2 2

2 2

1
1

1 11
2 4

1 2 11 11 2 12 2 21 1 1 1 21
2 2 2

12
2

2 111 2 12 21 1 1 21
2 2



n n

n
n

/

min(n )

min(n)

qS a
q S q

S qqS a
q

( q )( q ) q
( q )

q , q (q ,a )
(q ,a )
, , ,...

− −

−
−

= − >

⇒ < ⇒ > ⇒ − =

⇒ =

 −
= =

− − ⇒ = = =
−− = = −

− +
⇒ = ⇒ + =

−

⇒ = = ± ⇒ = =

= − = −

−

1 1

1
1

8

8 1 8
8

44
4

4 1

4 4
4

4

4
1

1

12 1 999
2

1 1 2 1000 1 10
10002

11

1 6560
1 1 6560 82

8011 80
1

1 1 82 1 82
1
81 3 3 2

3 4
2 6 18
4, , ,...−12 36

                                 واسطه هاي هندسي
 

مجموع جملات دنبالة هندسي
روشي که براي تعیین مجموع n جملة نخست یک دنبالة 
ــتن qSn، Sn را  ــت که پس از نوش ــي وجود دارد آن اس هندس

تشکیل دهیم و طرفین دو رابطه را از هم کم کنیم.

ــت  ــت دنبالة زیر را به دس   مثال 5. مجموع n جملة نخس
آورید:
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 حل:
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ــي با  در حالت کلي با همین روش براي هر دنبالة هندس
قدرنسبت q و جملة نخست a1 داریم: 
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  مثال 6. مجموع 100 جملة نخست دنبالة زیر را به دست 
آورید: 
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ــوق را با هم جمع کنیم تا  ــل چند جمله از دنبالة ف حداق
مجموع از 1/999 تجاوز کند؟

 حل: 
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)باید حداقل 11 جمله را با هم جمع کنیم.(

ــي تشکیل دهید که مجموع    مثال 7. یک دنبالة هندس
هشت جملة اول آن 6560 و مجموع چهار جملة اول آن 

80 باشد.
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ــا ویژگي هاي فوق به صورت زیر  یعني دو دنبالة عددي ب
وجود دارد: 
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ــط هاي اضلاع مربعي به ضلع واحد را به هم    مثال 8. وس
ــط هاي  ــت آید. وس وصل مي کنیم تا مربعي دیگر به دس

اضلاع این مربع را نیز به یکدیگر وصل مي کنیم و... 
الف( اگر این عمل را 10 بار تکرار کنیم، مجموع مساحت ها 

و مجموع محیط هاي این مربع ها را به دست آورید.
ب( این عمل را چند بار تکرار کنیم تا مجموع مساحت هاي 
مربع هاي داخلي از 99 درصد مساحت مربع اصلي بیشتر شود؟

ــکل، مربع ABCD به ضلع واحد   حل: الف( مطابق ش
ــط هاي اضلاع این مربع را به هم وصل  مفروض است. اگر وس
کنیم، مربع ′A′B′C′D به دست مي آید که مطابق شکل، اضلاع 
 AC آن موازي قطرهاي مربع اصلي و طول آنها نصف طول قطر

است. )چرا؟( بنابراین داریم: 
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و لذا 
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ــاوي  ــع ′A′B′C′D مس ــول ضلع مرب یعني ط

ــت. به همین ترتیب اگر وسط هاي اضلاع   اس
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به دست مي آید که طول ضلع آن مساوي 

است. بنابراین مساحت ها به صورت زیر یک دنبالة هندسي با 
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و محیط هاي مربع ها نیز یک دنبالة هندسي با قدرنسبت 
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مجموع 10 جملة این دنباله برابر است با: 
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 و جملة نخست 
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هندسي با قدرنسبت 

n

n n

n
n

AC AB BC AC

A B C D

, , ,...

( )
S

, , , ,...

( ) ( )S

, , ,...

( )
S /

min(n)

a b

a

= + = + = ⇒ =

′ ′ ′ ′⇒ = =

− −
= × = =

−

− +
= × =

−

−
= × = − >

−

⇒ < ⇒ > ⇒ =

+

2 2 2 2 2

10

10

10

10

1 1 2 2
2
2

2
2

1
2
1
4
1 11
2 4

1 11 1 10232 10241 1 1 5121
2 2

4 2 2 2 2
21 31 2 224

821
2

1 1 1
2 4 8

111 12 1 0 9912 21
2

1 1 2 100 7
1002

1

1
c

b c

a b b c a c
a b c

(a b)(b c) a c

(ab ac b bc) (a ab ac ac bc c )

ab ac b bc a ab ac bc c

a c b
a d
a d
a d
a
a d
a d
a d

(a d ) (a d )(a d )

(a d ) (a )(a d

+

+

+ =
+ + +
+ +

=
+ + +

⇒ + + + = + + + + +

⇒ + + + = + + + +

⇒ + =
+
+
+
+
+ +
+ +
+ +

+ + = + + + +

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

1

1 1 2

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2

2
3
5

6
2 9
3 15
2 9 3 15 6

6 5 2

n

n

n n

n n

)

d d a

d a d
d a a d

a a a a
d
, , , ,...

, , , ,...

(a aq aq ... aq ) a aq aq ...

aq

q qa a
q qq q

q
q

k
nS (a a ) (

−

−

 + − =


− + =
− + = ⇒ =

+ − = ⇒ = ±
= ±

− − − −

+ + + + = + + +

+

− −
⇒ = ⇒ =

− −− −

⇒ = ⇒ =
+

+

= + = +

2

2

2

2 4 2 2 2

2 1

2 2

2 2

1

9

2 2 9
3 3 9

0
2 2 9 3
3

3 6 9 12
3 6 9 12

3

1 1 3 13
1 11 1

3 1 2
1

5 2
180 102 997

2 2
) = 98910

A B

CD

A´

B´´A´´

D´´ C´´

C´

B´D´



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

30 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 312
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم

ــاحت مربع اصلي  براي آنکه مجموع آنها از 99 درصد مس
بیشتر شود، باید داشته باشیم: 

n

n n

n
n

AC AB BC AC

A B C D

, , ,...

( )
S

, , , ,...

( ) ( )S

, , ,...

( )
S /

min(n)

a b

a

= + = + = ⇒ =

′ ′ ′ ′⇒ = =

− −
= × = =

−

− +
= × =

−

−
= × = − >

−

⇒ < ⇒ > ⇒ =

+

2 2 2 2 2

10

10

10

10

1 1 2 2
2
2

2
2

1
2
1
4
1 11
2 4

1 11 1 10232 10241 1 1 5121
2 2

4 2 2 2 2
21 31 2 224

821
2

1 1 1
2 4 8

111 12 1 0 9912 21
2

1 1 2 100 7
1002

1

1
c

b c

a b b c a c
a b c

(a b)(b c) a c

(ab ac b bc) (a ab ac ac bc c )

ab ac b bc a ab ac bc c

a c b
a d
a d
a d
a
a d
a d
a d

(a d ) (a d )(a d )

(a d ) (a )(a d

+

+

+ =
+ + +
+ +

=
+ + +

⇒ + + + = + + + + +

⇒ + + + = + + + +

⇒ + =
+
+
+
+
+ +
+ +
+ +

+ + = + + + +

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

1

1 1 2

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2

2
3
5

6
2 9
3 15
2 9 3 15 6

6 5 2

n

n

n n

n n

)

d d a

d a d
d a a d

a a a a
d
, , , ,...

, , , ,...

(a aq aq ... aq ) a aq aq ...

aq

q qa a
q qq q

q
q

k
nS (a a ) (

−

−

 + − =


− + =
− + = ⇒ =

+ − = ⇒ = ±
= ±

− − − −

+ + + + = + + +

+

− −
⇒ = ⇒ =

− −− −

⇒ = ⇒ =
+

+

= + = +

2

2

2

2 4 2 2 2

2 1

2 2

2 2

1

9

2 2 9
3 3 9

0
2 2 9 3
3

3 6 9 12
3 6 9 12

3

1 1 3 13
1 11 1

3 1 2
1

5 2
180 102 997

2 2
) = 98910

مسائل تركيبي از دنباله ها
 جملات متوالي از یک دنبالة 
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1. اگر 
ــابي باشند، ثابت کنید c2, b2, a2 نیز جملات متوالي یک  حس

دنبالة حسابي هستند.
. از این 
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 حل: طبق فرض داریم: 

فرض و با عملیات جبري خواهیم داشت: 
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ــان مي دهد کهc2, b2, a2 دنبالة حسابي تشکیل  و این نش
مي دهند.

2. هرگاه به چهار جملة متوالي یک دنبالة حسابي به ترتیب 
اعداد 5، 6، 9 و 15 را اضافه کنیم، یک دنبالة هندسي به دست 

مي آید، دنبالة حسابي را بنویسید.
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 ،a ــر  ح�ل: اگ
 و 
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ــند،  ــابي باش ــة حس دنبال
 جملات  دنبالة هندسي هستند. بنابراین داریم:
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و 
ــتگاه دومجهولي  ــاده کردن روابط اخیر به دس پس از س

 مي رسیم. با کم کردن رابطة بالا از پایین 
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نتیجه مي شود:                           
با جاي گذاري در رابطة اول خواهیم داشت: 
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ــراي دنبالة  ــته جواب ب  و دو دس
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ــا داریم:  از آنج
حسابي به دست مي آید: 
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 و 
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ــه برابر  ــي مجموع 2n جملة اول، س 3. در یک دنبالة هندس
مجموع جملات ردیف فرد است. قدرنسبت دنباله را به دست 

آورید.
ــة اول a و  ــئله داریم )جمل  ح�ل: با توجه به فرض مس

قدرنسبت q است(: 
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4. مجموع همة اعداد سه رقمي را که باقي ماندة تقسیم آنها بر 
5 مساوي 2 مي شود، به دست آورید.

ــتند که اولین  حل: همة این عددها به صورت 5k+2 هس
آنها 2+20×5، یعني 102، و آخرین آنها 2+199×5، یعني 997 
است. عدة این عددها هم مساوي 1+20-199، یعني 180 عدد 

است. لذا مجموع آنها برابر است با: 
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5. مجموع n جملة نخست از دنبالة زیر را به دست آورید:
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                                           n رقم
 حل: مي توان نوشت:
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                                                                       n رقم
ــي با  ــوع جملات یک دنبالة هندس ــوع فوق، مجم مجم

قدرنسبت 10 است. بنابراین: 
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                                                                       n رقم
ــت  ــت دنبالة اصلي به دس و از آنجا مجموع n جملة نخس

مي آید:
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                                          n رقم
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

ايستگاه سوم:  يک مسئله و دو جواب

ــه رقمي مشترك  ــابي زیر چند عدد س 6. در دنباله هاي حس
وجود دارد: 
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الف( 
)امتحان نهایي حسابان ـ خرداد 89(

ــبت 3 و 4 هستند و   حل: دنباله هاي فوق داراي قدرنس
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جمله هاي عمومي آنها به ترتیب 
 است.
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ــاي  ــل نامعادله ه ــن از ح بنابرای
مي توان اولین عدد سه رقمي دو دنباله را به دست آورد: 
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ــود که اولین جملة مشترك سه رقمي دو  ملاحظه مي ش
دنباله، 109 است. چون ك.م.م قدرنسبت ها 12 مي شود، پس 
کافي است دنباله اي با شروع از 109 و قدرنسبت 12 بنویسیم 

که جملات آن همگي عددهاي سه رقمي باشند: 
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یعني 75 جملة مشترك سه رقمي در دو دنباله وجود دارد.
ــر مواد پرتوزا، لایه هاي  ــراي محافظت در برابر تابش مض 7. ب
ــاخته شده اند که تابش پس از عبور از آنها نصف  محافظتي س
مي شود. از چند لایه باید استفاده کنیم تا شدت تابش حداقل 

99 درصد کاهش یابد؟
)امتحان نهایي حسابان ـ خرداد 89(

 ح�ل: اگر میزان پرتوهاي مضر را پس از عبور از اولین، 
دومین، سومین و... لایة محافظ )به نسبت کل اشعه( بنویسیم، 

دنبالة هندسي زیر حاصل مي شود: 
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که جملة عمومي آن به صورت 
است. براي آنکه شدت تابش پرتوها، پس از عبور از n لایه، 99 
ــعه حداکثر 1 درصد میزان  درصد کاهش یابد، باید میزان اش

اولیه باشد؛ یعني داریم: 
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پس حداقل باید از هفت لایه استفاده کرد که در آن صورت 
 مقدار اولیه مي شود و 
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ــاوي  ــعة عبور کرده مس میزان اش
بیشتر از 99 درصد آن کاهش مي یابد.

          تمري�ن         
ــي بنویسید که تفاضل جملة سوم و اول  1. یک دنبالة هندس
ــد )جواب:  ــوم آن 26 باش آن 9 و تفاضل جملة پنجم و س

.)

n

n n

n

n

n

n

, , , ,..., ...

... ...

...

... ...

...

n... n

n

, ,

−

+

= + + + +

− −
= × =

−

− − −
+ + + + = + +

−
+ +

−
× −+ + + + − −= =

− −
=

1

2 3

2 3

1

1111111111 1111 1

111 1 1 10 100 10

10 1 10 1111 1 1
10 1 9

10 1 10 1 10 11 11 111 111 1
9 9 9

10 1
9

10 11010 10 10 10 10 1
9 9

10 9 10
81

1 5 9









n

n

n

n

n

n

n

,...
, , ,...

a (n ) n
a (n ) n
a
a

n n n

n n n

a : , , , ,...
a : , , , ,...

, ,... a (n ) n
n

, , ,.

= + − = −
′ = + − = +
≥

′ ≥

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

+ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥


 ′

′′ = + − = + ≤
⇒ ≤

4 7 10
1 1 4 4 3
4 1 3 3 1
100
100

1034 3 100 26
4

993 1 100 33
3

101105 109 113
100103 106 109

109 121 109 112 12 97 999
75

1 1 1
2 4 8

n
n n

n
n

n
n

..

a ( )

min(n)

a bc ( b c)

(a b c ) (a b) (a b c)

, , ,...

a b c ( ) a b c
a b c

a
q

a

−

+

= × =

≤ ⇒ ≥ ⇒ =

+ = +

+ + = − + + +

− −

+ + = + +

= −

= ±

=

1

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 3
3 3 3

1

1

1 1 1
2 2 2

1 1 2 100 7
1002

1
128

8 2
3 6
1
4
1 2 5

1 1 1

3
2
2

3
5
7

 و 

n

n n

n

n

n

n

, , , ,..., ...

... ...

...

... ...

...

n... n

n

, ,

−

+

= + + + +

− −
= × =

−

− − −
+ + + + = + +

−
+ +

−
× −+ + + + − −= =

− −
=

1

2 3

2 3

1

1111111111 1111 1

111 1 1 10 100 10

10 1 10 1111 1 1
10 1 9

10 1 10 1 10 11 11 111 111 1
9 9 9

10 1
9

10 11010 10 10 10 10 1
9 9

10 9 10
81

1 5 9









n

n

n

n

n

n

n

,...
, , ,...

a (n ) n
a (n ) n
a
a

n n n

n n n

a : , , , ,...
a : , , , ,...

, ,... a (n ) n
n

, , ,.

= + − = −
′ = + − = +
≥

′ ≥

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥

+ ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥


 ′

′′ = + − = + ≤
⇒ ≤

4 7 10
1 1 4 4 3
4 1 3 3 1
100
100

1034 3 100 26
4

993 1 100 33
3

101105 109 113
100103 106 109

109 121 109 112 12 97 999
75

1 1 1
2 4 8

n
n n

n
n

n
n

..

a ( )

min(n)

a bc ( b c)

(a b c ) (a b) (a b c)

, , ,...

a b c ( ) a b c
a b c

a
q

a

−

+

= × =

≤ ⇒ ≥ ⇒ =

+ = +

+ + = − + + +

− −

+ + = + +

= −

= ±

=

1

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 3 3 3
3 3 3

1

1

1 1 1
2 2 2

1 1 2 100 7
1002

1
128

8 2
3 6
1
4
1 2 5

1 1 1

3
2
2

3
5
7

2. جملة عمومي یک دنبالة هندسي را بنویسید که مجموع 6 
جملة اول آن 252 و مجموع سه جملة اول آن 128 باشد 
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ــد  ــت کنی 3. ثاب
دنبالة حسابي یا هندسي باشند.

4. بین دو عدد 3 و 19683، هفت واسطة هندسي درج کنید.
5. وسط هاي اضلاع یک مثلث متساوي الاضلاع را به هم وصل 
مي کنیم تا مثلث متساوي الاضلاع دیگري حاصل شود. این 
ــود  ــه مي دهیم. چند بار این عمل باید تکرار ش کار را ادام
تا مجموع مساحت هاي مثلث هاي به دست آمده از 1/333 

برابر مساحت مثلث اولیه بیشتر شود؟ )جواب: 6 بار(

در شمارة قبل یک مسئله دربارة چند معامله و سود و زیان حاصل از آن ها و 
سه جواب متفاوت دربارة سود نهایي داشتیم که پاسخ و تحلیل آن را در این شماره 
و در انتهاي این بخش آورده ایم. در این شماره مي خواهیم یک مسئلة دیگر از این 

دست مطرح کنیم: 
مسئله: میموني روي یک ستون ایستاده است. پسر بچة بازیگوشي هم روبه روي 
او ایستاده است و چشم در چشم او دارد. ناگهان پسربچه تصمیم 
مي گیرد که با میمون کمي شوخي کند! سپس شروع مي کند به 
ــروع  دور او چرخیدن. اما میمون بازیگوش نیز هم زمان با او ش
ــتون( مي کند.  به چرخیدن به دور خودش )در همان بالاي س
در همان حال به چشمان پسر بچه نگاه مي کند! تا این که پسر 
ــتون مي زند. آیا پسر بچه دور میمون  بچه یک دور کامل دور س
هم چرخیده است؟! روشن است که پاسخ آري یا نه )شاید 
هم بله یا خیر!( است، اما کدام یک پاسخ صحیح است؟ 
منتظر پاسخ شما و دلایل درستي آن ها هستیم. 

در شمارة 78 پاسخ ها را بررسي و تحلیل مي کنیم.

رياضيات نوعي سوءاستفادة 
قاعده مند از نام گذاري هاي 
پيشرفته براي رسيدن به 

اهداف معين است!
»پل � هنينگ كَمپ«
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کتاب با تقریظ خانم پرفسور شريل برگر1 خطاب به دکتر 
ــندگان کتاب، آغاز  مهدي بهزاد2 و دکتر نغمة ثميني3، نویس
مي شود. در این تقریظ چنین مي خوانیم: »چقدر خوش حالم 
ــاه و ریاضي دان منتشر  ــانة پادش که به زودي نمایش نامة افس
مي شود. چشم به راه ترجمة آن به زبان انگلیسي هستم. این 
نمایش نامه معماهایي را مطرح مي کند که هم بینندگانش را 
به چالش وامي دارند، هم سبب انبساط خاطر آنان مي شوند.«

ــمتي از نامة آقاي پروفسور آلبرشت بويتلز پاخر4  در قس
ــي در پیشبرد تمدن  ــي اساس هم مي خوانیم: »ریاضیات نقش
ــتقلال ذاتي، علمي کاربردي  ــن برخورداري از اس دارد و ضم
ــود. پروژة استاد دکتر مهدي بهزاد نمونة  هم محسوب مي ش

برجسته اي است از سبک جدید ترویج ریاضیات.«
ــنایي با نظریة گراف ها«، این رشتة  آنگاه در قسمت »آش
ریاضي چنین معرفي شده است: »تاریخ مکتوب نظریة گراف 
به سال 1736 میلادي باز مي گردد که اويلر5 تکلیف معماي 
ــخص کرد. رشد این حوزه براي  كونيگس�برگ6 را رسماً مش
ــیار کند بود، تا این که كونيگ7 در سال  ــال بس مدت 200 س
1936 کتابي به زبان آلماني نوشت و در آن نظریة گراف ها را 

ساخت و پرداخت.
ــال 1957 به زبان  ــن کتاب را كل�ود بِ�رج8 در س دومی
ــوي نوشت. در سال 1962، پس از چاپ و انتشار کتاب  فرانس
او به زبان انگلیسي، این شیر خفته بیدار شد و راه تعالي را در 

پیش گرفت.
ــي از خصیصه هاي یکتاي نظریة گراف ها، برخورداري  یک
ــهل و ممتنع نظري و کاربردي فراواني است که  از مسائل س

مي کوبد و دیگري بر سنج، دوسوي صحنه ایستاده اند.
جارچي اول: به هوش و به گوش!
جارچي دوم: به گوش و به هوش!

جارچي اول: اي جنبنده ها، خزنده ها، پرنده ها، چرنده ها...
ــا، منصب دارها، زمین دارها،  جارچ�ي دوم: اي دکان داره

خانه دارها...
جارچي اول: اي گاري چي ها

جارچي دوم: اي کالسکه چي ها...
جارچي اول: اي درباري ها و اي رعیت ها...

جارچي دوم: همه به گوش و همه به هوش...
جارچي اول: که سلطان سلطان ها، پدر در پدر سلطان

جارچي دوم: پدر جد در پدر جد هم سلطان...
جارچي اول: خلاصه صد پشت آن طرف تر هم سلطان...

جارچي دوم: فخر زمین و آسمان...
جارچي اول: پرنورتر از خورشید تابان...
جارچي دوم: پرزورتر از رستم پهلوان...

جارچي اول: پادشاه قدر قدرت سرزمین پرشوکت ما...
جارچي دوم: محبوب همة قلب ها...

جارچي اول: عزیز همة جان ها...
ــذارده و به خواب عمیق  جارچ�ي دوم: بر لحاف منت گ

فرورفته ...
ــي برخیزد و  جارچ�ي اول: پس مبادا که صدایي از کس

نفسي از کسي برآید.
جارچي دوم: مبادا سرفه یا عطسه...

جارچي اول: مبادا راه رفتن و جم  زدن...
جارچي دوم: همه به کنج خانه ها، بي سروصدا...

ــاه که به خورشید  جارچي اول: و زیر لبي دعا براي پادش
رخصت غروب داده و به رعیت و درباري فرصت خواب...

جارچي دوم: آهاي به هوش و به گوش!
جارچي اول: به گوش و به هوش!

و بعد تكه اي از ميانه هاي اثر
پادش�اه: خانة علم دیگر چه جور جایي است؟ تو میداني 

وزیر اعظم؟
وزير اعظم: چند فقره سیاهچال دارد و خزانه دارد و...

ــت خودمان. تو  ــود همین پایتخ پادش�اه: این که مي ش
مي داني زبيده خاتون؟

زبيده خاتون: سرورم از خود بحرالعلوم بپرسید.
ــود چیزي از بحرالعلوم  ــر شأنمان مي ش پادش�اه: ما کس

بپرسیم. شما بپرسید...

افسانة پادشاه 
و رياضي دان

بحرالعلوم: خانة علم جاي بحث و فحص علمي است. نه 
ــمن ندارد که بخواهد حمله کند  برج دارد و نه بارو. چون دش
با هزار ترفند و نارو. پادشاه خانة علم، علم است و ریاضیات و 
نجوم. پس جان مردمان دانش دوست، مي شود بارگاهش. در 
چنین مکاني نیست حتي یک سیاهچال، زیرا که کسي توطئه 
نمي کند از براي علم و کمال. ثروت دانش است در دارالعلم که 
هرچه ببخشي بیشتر مي شود. پس خزانه ندارد با چهل قفل 
ــت اي پادشاه، دارالعلمي  و چهل رمز و چهل نگهبان! این اس
که من مي خواهم تا پس از دفع بلا، بسازیدش بي خلف وعده.

ــل معماها و بقیة  و اي�ن هم پايان كت�اب )پس از طرح و ح
ماجراها(: 

ــت. مردم پایکوبي  ــهر. جشن و شادماني برپاس میدان ش
ــده و وزیر هم در میان آن ها  ــعر مي خوانند. زبی مي کنند و ش
ــاز مي زنند. جوان ها با حرکات نمایشي  ــتند. ساز زن ها س هس
ــا خود به میان جمع مي برند.  ــش مي آیند و بحرالعلوم را ب پی
پادشاه عصبي در گوشه اي تنها نشسته است و فقط مي خورد. 
روح پدربزرگ خندان پیش مي آید و مي رود به طرف بحرالعلوم.

ــاه شاهان. اگر به  بحرالعلوم: به جمع ما خوش آمدید ش
خواب نوه تان نمي آمدید، ما در سیاهچال مي مردیم. چه خبر 

از عالم غیب؟
ــاب و کتابم  روح پدربزرگ: من در عالم برزخم. کار حس
ــده هنوز نگران این نوة ابلهم بودم که آن هم به خیر  تمام نش

گذشت.
ــم و تجرید معماي  ــه فکر تعمی ــما مرا ب بحرالعل�وم: ش

حل برخي ظرف ده ها سال گاهي رخ نموده و دل برده، اما به 
سادگي تسلیم نشده است.

ــاه و ریاضي دان، طرح  ــانة پادش یکي از برکات فرعي افس
مسائل تازة بسیاري است که احتمالاً حل بعضي، ذهن زیباي 
ــال  ــدَر را طلب خواهد کرد و نیازمند ده ها س ریاضي دانان قَ

صرف وقت خواهد بود.« 
ــي نظریة گراف ها  ــاب تنها در معرف ــا اهمیت این کت ام
ــت که مطلب آن  ــت، بلکه از این جهت اس و کاربرد آن  نیس
ــیرین تنظیم شده است تا هرچه  به صورت نمایش نامه اي ش
دلنشین تر باشد، و به قول سعدي در »گلستان«: »داروي تلخ 
ــان از  ــهد ظرافت برآمیخته، تا طبع ملول ایش نصیحت به ش
دولت قبول محروم نماند.« ]کلیات سعدي، تصحیح محمدعلي 

فروغي[
مطالب آن، به شیوة بحث سقراطي به صورت نمایش نامه اي 
ــت که خوانندة جوان را گاهي تا آن سوي صحراي  درآمده اس
خدا9 مي برد و به قول استاد شفيعي كدكني نقشي آورده که 
ــعدي در »بوستان«،  به کجاها که نمي بردش10. باز به قول س

معماهاي مهم و مطرح ریاضي را:
»به پرویزن معرفت بیخته 

به شهد ظرافت درآمیخته« ]پیشین[.
ــه گفتیم، کتاب به صورت نمایش نامه  باري همان طور ک
ــت. ما در این مختصر نمي توانیم حق مطلب  تنظیم شده اس
ــتي نمونة خروار، پاره اي از آغاز و  را ادا کنیم، اما به عنوان مش
ــمتي از میان و در آخر هم، مطلب پایاني کتاب را همراه  قس
ــتاد ارجمند ریاضي در  ــمت هایي از سه تفریظ از سه اس قس
ستایش این اثر، مي آوریم، و خواننده را به خود کتاب حوالت 

مي دهیم و به خدایش مي سپاریم.

اما آغاز نمايش نامه
دو جارچي با لباس هاي مضحک در حالي که یکي بر طبل 

كليدواژه ها:      ش�ريل برگر، دكتر مهدي بهزاد، نغمة ثميني، 
اويلر، كونيگس�برگ، كلود برج، دكتر مهدي 

رجبعلي پور ب
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ي ك
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سه گاف11 انداختید. حالا بي نهایت معما در آستین دارم.
روح پدربزرگ: چندتاش را هم بفرست ما در آن دنیا حل 

کنیم، بلکه زمان زودتر بگذرد.
ــد کارمان را  ــم محل جدی بحرالعل�وم: قصد کرده ایم اس
بگذاریم دارالعلم پدربزرگ! بلکه گاهي به خواب من و اهل علم 

هم بیایید و ما را راهنمایي کنید.
روح پدربزرگ: اسم منو نگذارید هم، به خوابتون مي یام. 

دیگر باید برگردم. خداحافظ.
بحرالعلوم: )با صداي بلند( بي کار شدید، معماي سه آدم 
ــه آدم خوار و همچنین، معماي سه شوهر حسود را حل  و س

کنید. نمي گذارند حوصله تان سر برود.
ــزرگ مي آید به جلوي صحنه و رو به جمعیت  روح پدرب

مي ایستد.
ــید...  ــر رس روح پدربزرگ: قصة ما عجالتاً همین جا به س
باقي اش را مي آیم به خوابتان، برایتان تعریف مي کنم. شایدم 
ــنهادي بحرالعلوم را حل کردیم و...  با هم این معماهاي پیش

تعمیمشان هم دادیم... پس وعدة ما تو خواب شما!
نواي شادماني به اوج مي رسد. نور مي رود.

و اما قسمت هايي از سه تفريظ استادان رياضي
1. تقريظ دكتر اميدعلي ش�هني كرم زاده، اس�تاد گروه 
رياضي دانشگاه شهيد چمران اهواز: »این اثر بي شک در نوع 
ــت؛ یک اثر نمایشي موزون با ماهیت ریاضي  خود بي نظیر اس
ــگفت در  ــت ش با یک بحث ریاضي با زبان نمایش. گامي اس
ــه فهم کردن آن و حتي  ــتاي عمومي کردن ریاضي و هم راس
ــل ریاضي. اولین نکتة ظریف در این  بهتر فهماندن آن به اه
ــودن دانش ریاضي و عدم  ــه پي بردن به بي پیرایه ب نمایش نام
ــه جنبه هاي کاربردي  ــت. ب وجود تبعیض در ماهیت آن اس
ریاضي پرداخته شده است. پیوند خوردن سرنوشت یک شکل 
ــبکي زیبا به  ــمند به س چندوجهي با یک دانش یا یک دانش

تصویر کشیده شده است.«
2. تقري�ظ دكتر رحيم زارع نهندي، اس�تاد دانش�كدة 
رياض�ي، آم�ار و علوم كامپيوتر دانش�گاه ته�ران: »یکي از 
ــت که  ــتیابي به روش هایي اس ــان دس ــاي ریاضي دان آرزوه
بتوانند مفاهیم ریاضي را به صورتي ملموس و قابل فهم براي 
مخاطبین عمومي و غیرمتخصص بیان کنند. بي سبب نیست 
ــان در پیام تاریخي خود به  که اتحادیة بین المللي ریاضي دان
ــال جهاني ریاضي، عمومي کردن ریاضیات را به  ــبت س مناس
عنوان یکي از وظایف کلیدي جامعة جهاني ریاضي در ورود به 

هزارة سوم میلادي اعلام کرد.

نمایش نامه با خواب پریشان پادشاهي مغرور و کم شعور و 
اطرافیاني که هر کدام در مدح و چاکري پادشاه گوي سبقت 
را از دیگري مي رباید، شروع مي شود. بلایي در راه است و باید 
بزرگان پایتخت به طرف دیگر رودخانة مرزي شهر منتقل شوند. 
به توصیة وزیر اعظم، پادشاه دستور مي دهد سراغ دانشمندي 
ــت و از وي مي خواهند چاره جویي کند  بروند که در زندان اس
ــاه، براي حل  ــدون بیم تباني قدرت مداران در غیبت پادش و ب
مسئلة انتقال آن ها با کشتي، راه حلي ارائه کند. شرط دانشمند 
ــت که پادشاه از روي  ــکل، تأسیس دارالعلم اس براي حل مش
ــود. دانشمند که بحرالعلوم  ناچاري مجبور به قبول آن مي ش
نام دارد، بي درنگ پس از آزادي از زندان، شاگرداني دور خود 
ــائل جالبي  ــي برپا مي کند و مس جمع مي کند و کلاس درس
ــاگردان خود را براي  ــراف مطرح مي کند و ش ــة گ را در نظری
تفکر روي مسائل و تعمیم دادن آن ها و ارائة راه حل، به چالش 
مي کشد و به شکل استادانه اي آن ها را به سمت مسئله اي که 
ــت، هدایت مي کند و  ــاه حالت خاصي از آن اس معضل پادش

محفلي فرهیخته و شکوفا فراهم مي سازد.«
3. تقري�ظ دكتر مه�دي رجبعلي پ�ور، اس�تاد رياضي 
ــتار،  ــاورت ویراس دانش�گاه كرمان: »جنبة ادبي کتاب با مش
ــي هم چون خانم مني�ژه جوادي،  ــنده و مترجم توانای نویس
ــندة اول کتاب، عاري از نقص است و مي تواند  ــر نویس همس
ــان کتاب هاي ریاضي ـ ادبي ایران جاودانه بماند. جنبة  در می
هنري کتاب نیز عالي است، وگرنه همکاري هنرشناس توانایي 
هم چون خانم دکتر ثمیني نقض غرض مي بود. این دو جنبه، 
ــه زاییدة همکاري یک ریاضي دان و  همراه با طنزي لطیف ک
یک هنرشناس بوده و بر سراسر کتاب حکم فرماست،  معجون 
گوارایي فراهم آورده است که ساعت ها مي تواند پیر و جوان را 

سرگرم و راضي نگه دارد.«

پي نوشت ..........................................................................................
1. استاد رياضيات و دانشمند سال 2009 ميلادي � غرب استراليا 

2. استاد رياضيات و رئيس سابق انجمن رياضي ايران 
3. عضو هيئت علمي پرديس هنرهاي زيبا، دانشگاه تهران 

4. Albrecht Beutelspacher )ـ آلمان  )استاد ریاضیات و رئیس خانة ریاضیات 
5. Euler )ریاضي دان بزرگ سوئیسي(
6. Konigsberg

)شهري آلماني كه به واسطة معماي مربوط به پل هايش معروف است(
7. Konig
8. Claude Berge

9. تعبير از اخوان ثالث است: تا خدا وان سوي صحراي خدا رفتم.
10. به كجا مي برد اين نقش به ديوار مرا.

11. معماي سه گاف همان معماي گرگ و گوسفند و گياه است. رجوع كنيد 
به متن كتاب.

مسائل 
مسابقه اي 

رشد

شی
وز

آم

1. ثابت کنید اگر y،x و z چنان در نظر گرفته شوند که:
.
sin x sin y sin z

cos x cos y cos z
ˆD̂ C

BE AE

+ + ≥

+ + ≤

=
⊥

2
5 ، آنگاه:  sin x sin y sin z

cos x cos y cos z
ˆD̂ C

BE AE

+ + ≥

+ + ≤

=
⊥

2
5

2. ثابت کنید هرگاه اندازه هاي زوایاي یک n ضلعي محدب، جملاتي از یک دنبالة حسابي باشند، آنگاه یا یکي 
از زوایا مقدار ثابتي دارد و یا همة زوایا را مي توان به صورت تعدادي جفت دسته بندي کرد؛ به طوري که مجموع همة 
جفت ها مقدار ثابتي باشد. از آنجا نتیجه بگیرید که هرگاه اندازه هاي زوایاي یک چهارضلعي محدب جملات یک دنبالة 

حسابي باشند، چهارضلعي، محاطي است. آیا عکس این موضوع هم درست است؟

ــت و  ــاز زاویة CD ، B را در نقطة E قطع کرده اس  و نیم س

sin x sin y sin z

cos x cos y cos z
ˆD̂ C

BE AE

+ + ≥

+ + ≤

=
⊥

2
5

3. در چهارضلعي محدب ABCD مي دانیم: 
 .

sin x sin y sin z

cos x cos y cos z
ˆD̂ C

BE AE

+ + ≥

+ + ≤

=
⊥

2
5

.AB=BC+AD :ثابت کنید

ــهد، تهران را رأس ساعت x و y دقیقه ترك کرد و رأس ساعت y و z دقیقه وارد  ــافري تهران ـ مش 4. قطار مس
مشهد شد. این مسافرت z ساعت و x دقیقه طول کشید. همة مقادیر ممکن براي y ،x و z را به دست آورید.

A

B

D

E

C
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مسائل 
مسابقه اي 

رشد

سخ
پا

شمارة
75

x) حاصل این  k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

ــت کنید براي هر عدد حقیقي  1. ثاب
x)عبارت همواره مقداري ثابت است:  k )x k

xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

ــود:   نتیجه مي ش

(x k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

ــرض  ــا ف ح�ل: ب
. از آنجا داریم: 

(x k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

 و 

(x k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

(x k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

2. در شکل زیر زاویة بین وترهاي متوالي مساوي °45 است: 

(x k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
π π

α = − ⇒ α = π+ −

π π π
⇒ − < π+ − < ⇒ − π− π < − < − π

⇒ π < < + π⇒ < < + ⇒ =
π π

π π
⇒ = − π+α = − π+ π+ − =

∠ = ∠ = ∠ =

+ = +

=

1

1

2 2 2 2

1

2 2

2 2

2 2 2

1 1

2 2
45

� �

m m

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆB ,B D ABE ADE

AB BE AD DE AE ( )
ˆˆABC BCD AB || CD

AC BC AC BD
AD BC
BE CD

AB CD BC DE
a,b S : (a b) a b
a (b a) b
(b a) b a
a (b a) [( b a ) b] ( b a )

(m b) m b

= = = ⇒ = =

+ = + = ∗

= = ⇒

⇒ = ⇒ =
=
=

+ = +
∈ ∗ ∗ =

∗ ∗ =
∗ ∗ =
∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ =

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

45 45 90

45

  



 

ثابت کنید: 

(x k )x k
xy x [ ] tg (cot gx)

tg (cot gx)

tg cot gx

tg tg( x) k x

k x k x k

x xk x (k ) k k [ ] k

y x k x k k x

ABC BCD CDE

AB CD BC DE

D̂

π

−

−

≠ π

= − π +
π
= α

π π
− < α <

α =
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ــه D و A و B را به E وصل  ــکل A را ب ــق ش ح�ل: مطاب
مي کنیم: 
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و از آنجا با توجه به قضیة فیثاغورس نتیجه مي شود: 
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ــدود بین وترهاي  ــق این قضیه که کمان هاي مح اما طب
موازي، مساوي اند، خواهیم داشت:
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ــت و  ــاقین اس ــة ABDC متساوي الس ــه، ذوزنق در نتیج
ــابه نیز  . به طریق مش
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ــاي آن با هم برابرند:  قطره
.
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نتیجه مي شود: 
ــاوي )*( خواهیم  ــذا با جاي گذاري این دو مقدار در تس ل

داشت: 
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ــدة زیر تعریف  ــا قاع ــل * روي آن را ب ــة S و عم 3. مجموع
مي کنیم: 

 هر 
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.
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ثابت کنید: 
اثبات: با تعویض نقش a و b در رابطة فرض خواهیم داشت: 
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 a و با جاي گذاري عبارت سمت چپ تساوي اخیر به جاي
در عبارت سمت چپ حکم نتیجه مي شود: 
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)تساوي آخر نیز با توجه به فرض نتیجه شده است(.

ــتند و  ــوالیه هس ــک، همة مردم، یا ش ــوري کوچ 4. در کش
همواره راست مي گویند و یا سربازند و همواره دروغ مي گویند. 
ــي وارد این کشور مي شود. جاسوس نه همواره راست  جاسوس
ــته به موقعیت دروغ  مي گوید و نه همواره دروغ مي گوید )بس
ــتگیر کردند که  ــه نفر را دس ــت مي گوید(. مأموران س یا راس
مي دانستند یکي از آن ها سرباز، یکي شوالیه و یکي جاسوس 

است. آن ها را B ،A و C مي نامیم.
در دادگاه قاضي از A پرسید: 

آیا تو جاسوس هستي؟ A یا پاسخ داد بله و یا گفت خیر 
 A پرسید: آیا B ــخي داد(. سپس قاضي از )نمي دانیم چه پاس
ــر. در این  ــخ داد بله و یا گفت خی ــت؟ و B یا پاس ــت گف راس
لحظه A گفت: C جاسوس نیست و قاضي پاسخ داد: خودم این 
موضوع را مي دانستم و حالا مي دانم چه کسي جاسوس است! با 

ذکر دلیل، بگویید جاسوس کیست.
ــه جوابي دادند. چهار حالت  ح�ل: ما نمي دانیم A و B چ

ممکن را در نظر مي گیریم:
A .1 و B هر دو گفتند بله.
A .2 گفت نه و B گفت بله.
A .3 گفت بله و B گفت نه.

4. هر دو گفتند نه.
اکنون این حالت ها را تجزیه و تحلیل مي کنیم:

ــون A مي گوید که او  حال�ت 1. آن ها هر دو گفتند بله: چ
ــت، پس او یا سرباز است و یا جاسوس )زیرا یک  جاسوس اس
 A ــوالیه هرگز به دروغ ادعاي جاسوس بودن نمي کند(. اگر ش
ــد، آنگاه او دروغ گفته است. پس B که گفته است  سرباز باش
ــت مي گوید، دروغ گفته است. پس B شوالیه نیست و  A راس
 C باید جاسوس باشد و در نتیجه B سرباز است، پس A چون

شوالیه است.
ــوس باشد. پس او درست جواب  حال فرض کنید A جاس
ــمردن جواب A، درست جواب  ــت، لذا B با درست ش داده اس
داده است. یعني B باید شوالیه باشد و در نتیجه C سرباز است. 

این دو حالت را در جدول زیر خلاصه کرده ایم: 

CBA

1aسربازجاسوسشوالیه

1bجاسوسشوالیهسرباز

حالت A .2 گفت نه و B گفت بله: اگر به همان صورت بحث 
کنیم، به جدول حالت هاي زیر مي رسیم: 

CBA

2aشوالیهجاسوسسرباز

2bجاسوسسربازشوالیه

حالت A .3 گفت بله و B گفت نه: 

CBA

3aسربازشوالیهجاسوس

3bسربازجاسوسشوالیه

3cجاسوسسربازشوالیه

حالت A .4 گفت نه و B گفت نه: 

CBA

4aشوالیهسربازجاسوس

4bشوالیهجاسوسسرباز

4cجاسوسشوالیهسرباز

حال با توجه به این چهار جدول، به ما گفته شده که بعد 
 C ــؤال هاي قاضي، قاضي فهمید که از جواب هاي A و B به س
ــت. اگر حالت 3 اتفاق افتاده بود، آن گاه قاضي  ــوس نیس جاس
نمي توانست تشخیص دهد که C جاسوس یا شوالیه است. اگر 
حالت 4 رخ داده بود، قاضي نمي توانست بفهمد که C جاسوس 
یا سرباز است. پس این دو حالت رخ نداده و در نتیجه یکي از 
ــت. حالا قاضي مي داند که  ــاي 1 یا 2 اتفاق افتاده اس حالت ه
ــت گفت )وقتي که گفت C جاسوس نیست(، پس او  A درس
مي داند که A سرباز نیست )در نتیجه شوالیه یا جاسوس است(. 
ــخیص  ــت تش اگر حالت 2 رخ داده بود، قاضي نمي توانس
ــت یا جاسوس. بنابراین او نمي توانست  دهد که A شوالیه اس
بفهمد که جاسوس کیست. پس حالت 1 رخ داده است و قاضي 
مي داند که A نمي تواند سرباز باشد )چون او یک جملة درست 

گفته است(. پس A باید جاسوس باشد.

1 1

A

DB

C
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450
450
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كليدواژه ها:    عبدالحسین مصحفي، مجلة ریاضي یکان، نمودار ساقه و برگ، محسن 
هشترودي، حساب هاي تانسوري، نظریة التصاق ها، ارشمیدس 

تاريخچة
مجلات

رياضي
 ايـران

در بیست و سومین شمارة مجله، ميرشهرام صدر به هیئت 
تحریریه آمده است.

در مقالة »ش�ما هم مي توانيد در درس رياضي خود موفق 
باش�يد« از استاد شهرياري، راهنمایي هایي براي حل مسئله ها 
آمده است. این مقاله چنین آغاز مي شود: »براي حل یک مسئلة 
ــته باشد و در ردیف تمرین هاي  ریاضي ـ اگر مضموني تازه داش
سادة پایان یک درس نباشد ـ نمي توان روش یا روش هاي کلي 
ــي روزانه و ضمن فعالیت هاي اجتماعي هم،  پیدا کرد. در زندگ
غالباً به مسئله هایي برمي خوریم که برایمان تازگي دارند و براي 
ــم بر »نمونه هاي«  ــیر حرکت آیندة خود، نمي توانی انتخاب مس
ــا، اغلب به یاري  ــده تکیه کنیم. در این گونه مورده آزمایش ش
ــیم، چرا که »دشواري« مربوط  دیگران هم نمي توانیم متکي باش
به خود ماست و تنها خودمان هستیم که از زیر و بم آن آگاهیم 
و دلیل هاي پیدایش آن را مي شناسیم. بنابراین، چاره اي جز این 
نداریم که با تکیه بر تجربة زندگي، آگاهي هاي علمي، مقایسه و 
تجزیه و تحلیل راه هاي گوناگون، و به کار گرفتن اندیشه، خرد و 
ــتعداد خود، راه و روش بهینه را بیابیم. براي حل مسئله هاي  اس
ــتورها«  ــي هم، باید از همین راه رفت و نباید منتظر »دس ریاض
و »نسخه هاي شفابخش« بود. چنین دستورها و نسخه هایي که 
ــئله برآمد وجود ندارد  بتوان به یاري آن ها از عهدة حل هر مس

)ص 178(.
»در باغ تجربه ها« مصاحبه اي است با یکي از دبیران ریاضي. 
ــماره به سراغ استاد عبدالحسين مصحفي  در مصاحبة این ش
ــرح حال خود چنین مي گوید: »در اسفند  ــتاد در ش رفته اند. اس
ــهر کرمان، در خانه اي از محلة مسجد گنج به دنیا  1303 در ش
آمده ام. در کودکي خواندن قرآن را آموختم و پس از تحصیلات 
رسمي )شش سال دورة ابتدایي و سه سال سیکل اول متوسطه(، 
امتحان نهایي سیکل اول متوسطه را در سال 1320 گذراندم. در 
ــال در همان مدرسة ملي که از آن فارغ التحصیل شده  همان س
ــدم. این مدرسة ملي که دبيرستان  بودم، به معلمي گمارده ش
ش�هاب نام داشت، از نخستین مدرسه هایي به شمار مي آمد که 
براي آموزش به روش جدید در کرمان تأسیس شده بود و از یک 
دبستان شش کلاسي و از یک سیکل اول متوسطة سه کلاسي 
تشکیل مي شد. چند سالي را به تناوب با معلمي در آن مدرسه یا 
به شغل صحافي و کتاب فروشي گذراندم. در سال 1327 امتحان 
ــطه را به صورت داوطلب گذراندم و با وجود  نهایي پنجم متوس
ــدم. شش ماه در  تکفل خانواده، داوطلب خدمت نظام وظیفه ش
دانشکدة افسري تهران و یک سال با درجة ستوان دوم توپخانه 
ــه آورده بودم،  ــردم. محل خدمتم بنا بر نمره هایي ک خدمت ک
ــاش« معاوضه کردم. ضمن خدمت  ــهد افتاد که آن را با »خ مش

افسري، درس هاي سال ششم ریاضي را نزد خودم آموختم و در 
سال 1330 امتحان نهایي دیپلم ریاضي را به صورت داوطلب در 
ــال در امتحان ورودي رشتة ریاضي  تهران گذراندم. در همان س
ــکده علوم دانشگاه تهران و رشتة دبیري دانش سراي عالي  دانش
ایران پذیرفته شدم. در سال 1333 گواهي نامة لیسانس این دو 
ــتم و براي خدمت دبیري، یزد را  ــة عالي را دریافت داش مؤسس

برگزیدم.
هشت سال در دبیرستان هاي شهرستان یزد و در دانش سرا 
و در کلاس هاي تربیت معلم آن جا به تدریس ریاضیات اشتغال 
داشتم. در سال 1341 به تهران منتقل شدم. سمت هاي رسمي 

که داشته ام چنین بوده اند: 
ــتان هاي ناحیة چهار  ــا 1344: دبیر دبیرس  1341 ت

تهران.
 1344 تا 1347: کارشناس ریاضي برنامه ها در ادارة 

کل مطالعات و برنامه هاي وزارت آموزش وپرورش.
 1347 تا 1352: نمایندة وزارت آموزش وپرورش در 

شرکت چاپ و توزیع کتاب هاي درسي.
 1352 تا بهمن 1357: کارشناس مسئول ریاضي در 

سازمان کتاب هاي درسي ایران.
ــازمان  ــان 1358: مدیرکل س ــفند 1357 تا آب  اس
کتاب هاي درسي ایران و سرپرست ادارة کل تحقیقات 

و برنامه ریزي درسي.
 آبان 1358: بازنشسته بنا به درخواست شخصي.«

ــیس »مجلة یکان« چنین مي گوید:  مصحفي در مورد تأس
ــت  ــار مجله اي ریاضي را درخواس ــال 1341 امتیاز انتش »در س
ــة آبان 1342 کمیسیون مطبوعات  کردم. به دنبال آن در جلس
وزارت کشور با امتیاز مجلة رياضي يكان به نام من موافقت کرد. 
ــتین شمارة این مجله در بهمن ماه 1342 منتشر شد که  نخس
بیش از حد انتظار با استقبال روبه رو و سه بار تجدید چاپ شد. 
پس از آن هم این مجله به طور مرتب تا 118 شمارة ماهانه و هر 
سال همراه با شماره اي ویژة امتحان هاي نهایي و کنکور و همراه با 
شماره اي براي دانش آموزان سال آخر سیکل اول متوسطه انتشار 
یافت. سرانجام در سال 1356 از ادامة انتشار آن بازماندم. دربارة 
این مجله و اثرش در گسترش ریاضیات در ایران و دربارة تحولي 
که در آموزش ریاضي در ایران به وجود آورد، صاحب نظران بسیار 

سخن گفته اند و آن را در ترازوي سنجش قرار داده اند.
مجلة یکان بدون هیچ وابستگي و بدون دریافت هرگونه کمک 
مادي منتشر مي شد و هزینة سنگین آن کلاً از راه تک فروشي و 
ــتراك تأمین مي شد. دلیل توقف انتشار آن هم تنها این  حق اش
بود که دیگر توانایي ادامة کار را نداشتم. پس از انقلاب به توصیة 

مؤکد شهید رجايي و به تشویق بعضي از ریاضي دوستان، تقاضاي 
تجدید امتیاز مجله را کردم که تصویب هم شد، اما باز هم توانایي 

لازم براي دنبال کردن کار را نداشته ام.«
ــه اي داریم از دكتر عين الله پاش�ا، از  ــماره، مقال در این ش
ــگاه تربیت معلم، با عنوان ساقه و برگ. در این مقاله آمده  دانش
ــي در درك مفاهیم دارند و فهم  ــت: »نمودارها نقشي اساس اس
عمیق تر و روشن تري از شرایط موجود به ما مي دهند. نمودارها 
و حالت کلي تر آن ها، یعني شکل ها، در واقع نوعي زبان ابتدایي 
ــتند. به همین سبب  براي برقراري ارتباط و انتقال مفاهیم هس
است که معمولاً ارائة هر مفهومي با شکل و نمودار آغاز مي شود 
ــم جاي خود را در ذهن باز کردند، مطالعه و  و کم کم که مفاهی
ــد. در مبحث آمار، براي  تحقیق به صورت مجردتر ادامه مي یاب
روشن تر شدن ساختمان داده ها و در نهایت تجسم توزیع جامعه 
از نمودار استفاده مي کنیم. هر یک از انواع نمودارها ویژگي هایي 
ــب ترند. در  دارند و حتي برخي از آن ها براي موارد خاص مناس
ــي از قبیل چند بر فراواني،  ــث مقدماتي آمار با نمودارهای مباح
ــده ایم. این نمودارها در  ــتطیلي، میله اي و دایره اي آشنا ش مس
ــه در اختیار  ــي دربارة جامع ــگاه مي توانند ایده هایي کل ــک ن ی
ــالت بیشتر نمودارهاي رایج در همین جا به  بیننده بگذارند. رس
پایان مي رسد. اگر بخواهیم اطلاعات بیشتري دربارة جامعه و یا 
نمونه به دست آوریم، لازم است محاسباتي روي داده ها و جدول 
ــده است که با  ــعي ش فراواني انجام دهیم. در این نوع نمودار س
حفظ رسالت هاي نمودارهاي رایج )مثلاً میله اي( بتوان از نمودار 
استفاده هاي دیگري نیز برد. در واقع، در این نوع نمودار، داده ها 
کنار گذاشته نمي شوند، بلکه به نوعي سامان دهي مي شوند که 
ــبات  هم کار نمودارها را انجام مي دهند و هم براي برخي محاس

دیگر مورد استفاده قرار مي گیرند« )ص 194(.
در مقالة »تاريخچة مجلات رياضي ايران« مطلبي مي خوانیم 
دربارة كنگره هاي بين المللي رياضي دانان که در آن چنین آمده 
است: »مجلة یکان مقالاتي دارد با عنوان خاطراتي از كنگره هاي 
ــندة آن ها دکتر محس�ن  بين الملل�ي رياضي دان�ان که نویس
ــترودي یادي از  ــت. در این شماره، مرحوم هش هش�ترودي اس
کنگرة مسکو در سال 1935 کرده است و طي آن مي نویسد: این 
کنگره آخرین کنگرة بین المللي ریاضي دانان قبل از جنگ جهاني 
ــبي پس از پایان جلسة رشتة هندسة دیفرانسیل و  دوم بود. ش
Schow-( و اسخوتن )كارتان فقید )الي كارتان بزرگ  ووپولوژي،
ten که هم اکنون رئیس مرکز ریاضي آمستردام است(، هرمان 
واي�ل (Hermann Weyl) و دسته اي از محققین در حساب هاي 
تانسوري و نظریة التصاق ها گفت وگو مي کردند. کوچه هاي مسکو 
در نزدیکي کرملین همگي تقریباً رو به کرملین ره مي برند، گویي 
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ــة  ــؤال را مطرح کرد که: آیا هندس متمرکزند. وایل فقید این س
مقیاسي وجود دارد که ژئودزیک هاي آن )اقصر فاصله، در این جا 
باید اشاره کرد که در تمام فضاهاي مقیاسي ژئودزیک ها و خطوط 
ــتند، یعني بین دو نقطه، یک خط  مستقیم برهم منطبق نیس
مستقیم و یک منحني اقصر فاصله وجود دارد که از هم متمایزند( 

همه متمرکز باشند؟«
ــب، پس از جدا شدن این عده از هم، اسخوتن شبانه  آن ش
این التصاق را پیدا کرد که هم اکنون به نام او در روسیة شوروي به 
التصاق اسخوتن معروف است. عجیب است که در ممالک غربي، 

گاهي این التصاق را به نام التصاق مسکو مي نامند.
ــش، خواص  ــال پی ــب 15 س ــطور قری ــن س ــندة ای نویس
ــرد و مقارن همان زمان، آندره  محرض این التصاق را تعیین ک
ليشنروويچ، استاد كلژدوفرانس نیز ثابت کرد که بین فضاهاي 
نقطه اي )فضاهایي که با نقطه معرفي مي شوند نه با نقطه و یک 
ــطح(، تنها فضایي که به سیستم هاي  امتداد یا با نقطه و یک س
ــت، همین التصاق نیمه  غیرهلنوم مکانیک تحلیلي مرتبط اس
متقارن اسخوتن است. این التصاق را نیمه متقارن مي نامند، زیرا 
ــور اصلي  به پیچش فضا از روي یک حامل تنها و به کمک تانس
ــود. )بدیهي است که این فضا فضایي عادي نیست،  معین مي ش
یعني داراي انحناست. پیچش فضا انحناي مربوط به انتقال مبدأ 

مختصات است.(
ــیاري از کنگره ها اتفاق افتاده است که  نظیر این امر در بس
ــه اي از رشته هاي کنگره یا حتي در خارج از  مسئله اي در جلس
ــده و یکشبه توسط یکي از ریاضي دانان مقتدر  جلسه مطرح ش

حل شده است.« 
مقالة »آموزش مفهوم حد در دبيرستان« از پرويز شهرياري 
چنین آغاز شده است: »از زماني که با محاسبة محیط و مساحت 
ــگ وارد برنامة ریاضي  ــم  دوار(، مفهوم عددهاي گن دایره )جس
ــد، به ناچار به همراه آن ها، داوري دربارة بي نهایت  دبیرستان ش
ــي که بي نهایت ادامه دارد، مطرح  کوچک ها و روندهاي بي پایان
ــد. در ضمن، در همین دوره روشن شد که درك مفهوم هاي  ش
ــز بر پایة آنالیز ریاضي  ــتدلالي کردن آن ها، ج دقیق دانش و اس
ممکن نیست. به همین مناسبت، مفهوم حد و روش هاي حدي، 
ــه تاریخچه اي دراز دارد و براي درك دقیق مفهوم هاي مربوط  ک
به آن دشواري هایي پدید مي آید، خود را وارد کتاب هاي درسي 

دبیرستاني کرد. 
ولي از دیرباز، به ویژه در رابطه با محاسبة نسبت محیط دایره 
ــطح و حجم  ــبة س ــبة عدد π( و محاس به قطر آن )یعني محاس
جسم هاي دوار، از مفهوم حد، بدون این که نامي از آن برده شود و 
بدون این که قضیه هاي وابسته به آن ثابت شود، استفاده مي شده 

ــت. ارشميدس که در سدة سوم پیش از میلاد مي زیست، به  اس
جاي محیط دایره، محیط چند ضلعي هاي منتظم محاط در دایره 
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و محیط بر دایره را در نظر گرفت و حد π را به تقریب برابر با 

به دست آورد. جمشيد كاش�اني هم در کتاب رساله المحيطيه 
همین راه را دنبال مي کند! و 2n×3 ضلعي هاي منتظم محاطي و 
محیطي را در نظر مي گیرد و مي گوید n را باید چنان گرفت که 
ــعاع دایره اي 60000 برابر شعاع کرة زمین باشد، اختلاف  اگر ش
بین محیط هاي چندضلعي هاي محاطي و محیطي، از قطر موي 
اسب کمتر شود. کاشاني براي این منظور n را برابر 28 مي گیرد. 
در این صورت تعداد ضلع هاي چند ضلعي هاي منتظم محاطي و 
ــود و عدد π را تا 17 رقم بعد  محیطي برابر 805306368 مي ش

از ممیز محاسبه مي کند که تنها رقم هفدهم آن نادرست است.
در مقالة »تاريخچه و نقش مجله هاي آموزشي رياضي« که 
به قلم حميدرضا اميري و ميرش�هرام صدر است، چنین آمده: 
ــگر تاریخ ریاضیات، آقاي پرویز شهریاري،  »بنا به گفتة پژوهش
قدیمي ترین نشریة ریاضي حل المسائل رياضي  است که شامل 
ــعب مختلفه علوم ریاضي بوده و با رهنمودهاي  حل مسائل ش
ــه نماند که ما  ــت. ناگفت ــار مي یافته اس آقاي ناصر هورفر انتش
ــد اول این مجله در 15  ــر از این مجله را نیافته ایم. جل قدیمي ت
ــي، در مطبعة نهضت شرق تهران به چاپ  دي ماه 1306 شمس
ــر مي شد. در ضمن، در  ــید و در اول و پانزدهم هر ماه منتش  رس
این مجله بعضي از مسائل امتحانات نهایي ایران و اروپا و... درج 
ــد. این مجله به قطع بزرگ و به خط نستعلیق و به خامة  مي ش
زرين خط است. در این مجله با اسامي افراد معروفي نظیر، تقي 
هورفر، محمدعلي مجتهدي، غلامحس�ين مصاحب، محمود 

مهران و محسن هشترودي روبه رو مي شویم.« 
ــي مي خوانیم از پي  ير  ــماره مطلب در »ادب ریاضي« این ش
روسو در کتاب »تاريخ علوم« وي، دربارة مونژ. در بخشي از آن 
ــت: »کشور فرانسه هنگام انقلاب در خطر هجوم  چنین آمده اس
خارجي بود و مادر وطن با حالي خسته و مجروح فرزندان خود را 
به کمک مي طلبید. فریاد برآمد که باید توپ ساخت! باید باروت 
ــوره از زمین استخراج کرد! و در حالي که لا زار  تهیه کرد! باید ش
کارنو مشغول تهیة تشکیلات فتح نظامي بود، گاسپار مونژ فتح 
علمي را تدارك مي دید. این مرد که فرزند فروشندة دوره گردي 
بود و هندسة ترسیمي را اختراع کرد، مانند وطن پرست پرشوري 
فعالیت کرد. وي طبق منویات کنوانسیون، درصدد تجهیز لشکري 
مرکب از 300 هزار نفر برآمد و حال آن که تمام قورخانه ها خالي 
و انبارها از شوره تهي بود و این ماده را تا آن وقت از هندوستان 

وارد مي کردند.
برنز لازم براي تهیة توپ را از کجا باید تهیه کرد؟ مونژ فریاد 

ــت  ــوره از کجا به دس برآورد: زنگ ها و ناقوس ها را آب کنید! ش
آوریم؟ از زمین بکنید و آن وقت ما ظرف سه روز تمام توپ هاي 

شما را پر خواهیم کرد!
ــي قورخانه ها و  ــراي بازرس ــود را ب ــا اوقات خ ــژ روزه مون
ــب ها کتاب ف�ن تهية توپ را  ــا صرف مي کرد و ش توپ ریزي ه

مي نوشت.«
در مقالة »مقالات كوتاه از مجله هاي رياضي معتبر جهان«، 
ــة آفين« و چندضلعي ها  از غلامرضا ياس�ي پور دربارة »هندس
چنین مي خوانیم: »به خاطر بیاورید که هندسة آفین با ویژگي هاي 
 (affine invariant) ــروکار دارد که ناورداي آفين هندسي اي س
هستند، که بدین معني است که تحت تبدیل هاي آفین )یعني، 
ــا( ناوردا )یا  ــده با انتقال ه تبدیل هاي خطي ناتکین ترکیب ش
تغییرناپذیر( هستند. از لحاظ هندسي، مي توان این تبدیلات را 
به صورت دوران ها،  تقارن ها، انتقال ها و برش ها، یا هر ترکیبي از 
این ها در نظر گرفت. نسبت هاي طول هاي واقع بر خطوط موازي 
و نسبت هاي سطح ها تحت تبدیلات آفین محفوظ مي مانند و در 
نتیجه به هندسة آفین تعلق دارند، در حالي که طول ها، زاویه ها و 
سطح ها چنین نیستند. همة نتایج ما به هندسة آفین متعلق اند، 
اما به طور واضح در هندسة اقلیدسي محدودتر نیز درست باقي 

مي مانند.«
ــي این شماره را با قسمت »عبرت آموز«  بد نیست که بررس
ــي چنین آمده  ــم. در این ادب ریاض ادب رياض�ي خاتمه دهی
ــهرهاي آدمان، حاکمي  ــت: »آورده اند که وقتي در یکي از ش اس
مي زیست که از لحاظ درستي ضرب المثل بود. دزدان و رهزنان از 
او ترس بسیار داشتند، و مردان شرافتمند به او صمیمانه احترام 
ــتند. اما روزي اهالي شهر به رازي صاعقه آسا پي بردند  مي گذاش
از این قرار که: حاکم هر شب لباس مبدل مي پوشد، طپانچه اي 
در جیب مي گذارد، آهسته و بي سروصدا از خانه خارج مي شود و 
مردم را لخت مي کند! داستان ریاضي در اواخر قرن نوزدهم نیز 
چنین بود. از 20 قرن پیش تا این زمان، مردم در مقابل ریاضیات 
سر تعظیم فرود مي آوردند و به آن ایمان فوق العاده داشتند. اما 
ناگهان اصل اقليدس ضعف گریه آوري از خود نشان داد و مفهوم 
قدیمي اتصال با سروصداي بسیار فرو ریخت و نابود شد. قلمرو 
آشناي اعداد معمولي توسط بهمني از اعداد اصم و اندازه نگرفتني 
خرد شد و بنایي که این قدر مورد احترام و پرستش بود، ترك ها 
و شکاف هاي بزرگ داشت. و اما فقط بناي معظم ریاضیات نبود 
ــد، تمام قصر بزرگ علوم به این  که گرفتار خرابي ویراني مي ش

حال دچار بود.« 
***

شمارة 24 مجلة ریاضي برهان را ورق مي زنیم. این شماره در 

سال هفتم آن، در بهار 1377، به مبلغ 2000 ریال انتشار یافته 
است. مجله، علاوه بر مقالات متعارف خود که دربارة کتاب هاي 
دبیرستاني است، مقالات نظري و تاریخي و گفت وگو را نیز شامل 

مي شود.
در مقالة »ش�ما هم مي توانيد در درس رياضي خود موفق 
باشيد« از پرويز شهرياري، دربارة غياث الدين جمشيد كاشاني 
چنین آمده است: غیاث الدین جمشید کاشاني یکي از بزرگ ترین 
ــت که در زمان حکومت  ــان ایراني اس ریاضي دانان و اخترشناس
تیموریان مي زیست و به خواست الغ بيگ، نوة تيمور، به سمرقند 
ــناس دیگر، رصدخانة  رفت و با یاري چند ریاضي دان و اخترش

بزرگ سمرقند را بنیان نهاد.
ــاني، باقي  مانده اند که توان  ــید کاش ــته هایي از جمش نوش
بي اندازة او را در حل مسئله هاي ریاضي به خوبي نشان مي دهند. 
ــت آمده که از سمرقند به  ــاني به دس هم چنین، نامه اي از کاش
ــان نوشته و یکي از پرارزش ترین اثرهاي ماندگار  پدرش در کاش
در تاریخ دانش است. به ظاهر، پدر جمشید از بدرالدين نامي، به 
عنوان یکي از ریاضي دان ها یاد کرده که پسرش جمشید در پاسخ 
ــطري نوشته است. اگر سخن کاشاني را به زبان سادة  او چند س
امروزي درآوریم، چنین گفته است: اگر کسي تنها برخي قضیه ها 
ــتورهاي ریاضي را بداند و نتواند مسئله هاي تازة ریاضیات  و دس
ــا حالت هاي کاربردي آن را که در برابر او قرار مي گیرد، حل  و ی
کند، ریاضي دان نیست. ریاضي دان کسي است که از عهدة حل 

مسئله هاي تازه برآید.« 
ــا آقاي ميرزا  مقالة »در ب�اغ تجربه ها« گفت وگویي دارد ب
ــن مقاله از قول  ــابقة ریاضي. در ای ــف و دبیر با س جليل�ي، مؤل
ــتاد جلیلي چنین مي خوانیم: »میرزا جلیلي هستم و در اول  اس
اردیبهشت ماه 1312 در بوشهر متولد شدم. تحصیلات ابتدایي 
ــي و متوسطه را در دبیرستان سعادت آن  را در دبستان فردوس
شهر به پایان رساندم. پس از گذراندن دورة دانش سراي مقدماتي 
شیراز، از دانش سراي عالي تهران فارغ التحصیل شدم. 20 سال 
در شهرستان کازرون تدریس کردم. یک دورة یک سالة آموزش 
ریاضي را در انستیتوي تربیتي دانشگاه لندن گذراندم و به دریافت 
ــانس  ــم نائل آمدم که بعدها از طرف وزارت علوم فوق لیس دیپل
شناخته شد. یک دورة شش ماهة برنامه ریزي را هم در دانشگاه 
تکزاس در آستین گذراندم و پایان نامة آن دوره را دریافت کردم.

ــي  ــال 1350، در دفتر برنامه ریزي و تألیف کتب درس از س
ــتم. با این همه، کار تدریس را هیچ گاه رها  ــغول به کار هس مش
ــور در تمام دوره هاي تحصیلي،  نکرده ام و با معلمان ریاضي کش
مرتب در تماس بوده ام و با جوّ آموزش کشور کاملاً آشنا هستم.

برنامه ریزي چندین دوره تحصیلي را، از ابتدایي، راهنمایي 
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ــز تربیت معلم  ــراي مقدماتي، و مراک ــتان تا دانش س و دبیرس
کارگرداني کرده ام و کتاب هاي درسي آن ها را به تألیف رسانده ام 
ــدارس بوده اند. در دو  ــه همگي کتاب هاي موفق ریاضي در م ک
ــتان )از 1362 تا 1364 و از 1368 تا 1370(  برنامه ریزي دبیرس
ــرکت کردم و از مؤلفان کتاب هاي ریاضیات جدید دبیرستان  ش
هستم که براي اولین بار در ایران با همکاري کارشناسان، مفاهیم 
جدید و به روز ریاضي جهان را در سطح فهم دبیرستان، با زبان 
ساده و دانش آموزي، وارد کتاب هاي ریاضي کردیم. هم چنین،  در 
تألیف کتاب هاي ریاضي 1 تا 4 نظام جدید نیز همکاري داشته  ام. 
ــد آموزش ریاضي و جزو هیئت  ــال ها مدیر داخلي مجله رش س

تحریریة آن بوده ام.
در کنگرة بین المللي آموزش ریاضي در استرالیا، هم چنین 
در دو کنفرانس ریاضي در زمینة آموزش ریاضي در سوتمتون و 
هلند، حضور داشتم و در توکیو و مسکو پاي صحبت کارشناسان و 
مؤلفان و برنامه ریزان ریاضي نشسته ام و از آن رهنمود برنامه ریزي 

گرفته ام.«
ــه اي دارد با عنوان »رابطة بين آموزش رياضي و  مجله مقال
فرهنگ« که در مقدمة آن چنین آمده است: »یکي از موضوعات 
مهم در جوامع پیشرفته که آموزش آن مشکل به نظر مي رسد، 
ــت که خود را به شدت  ــت. ریاضیات موضوعي اس ریاضیات اس
ــان مي دهد، به طوري که کودکان هیچ گونه ارتباط  انتزاعي نش
منطقي بین آن با دنیاي واقعي بیرون کلاس برقرار نمي کنند. به 
همین علت آن را بي معنا و بیهوده مي پندارند. در نتیجه، کودکان 
در سراسر جهان، خود را در رشته هاي ریاضي مغلوب مي دانند و 
حتي والدین آنان نیز ریاضیات را درك نمي کنند و معلمینشان 

ریاضیات را موضوعي سخت براي درك و فهم قلمداد مي کنند.
ــما  اگر امروزه به مردم بگویم، من به آموزگاران کودکان ش
ــارة من خواهند  ــوزش مي دهم، آنان تصور بدي درب ریاضي آم
ــت و به من به مانند یک موجود عجیب نگاه خواهند کرد.  داش
اگر هم بگویم، من از ریاضیات لذت مي برم، مردم فکر مي کنند 
من دیوانه شده ام و اگر بگویم من آماده هستم آنان را به ریاضیات 
ــن گوش نخواهند کرد و  ــد کنم، مردم به حرف هاي م علاقه من
حرف هایم را باور نمي کنند! نیمي از مردم از ریاضیات رنج مي برند 
ــکنجة روحي مي دانند! حتماً فکر خواهید کرد  و آن را نوعي ش
ــتند از برنامة آموزشي ریاضیات خلاصي پیدا  که آنان مایل هس
کنند، اما این طور نیست. آنان ریاضیات را خیلي مهم مي دانند و 
همة کودکان مدرسه اي باید آن را مطالعه کنند؛ حتي اگر از آن 

خوششان نیاید، چرا که ریاضیات براي آنان مفید است!« 
همین مقاله مطلبي دارد دربارة »اهمیت تاریخ ریاضیات در 
ــي« که در آن چنین مي خوانیم: »دومین پژوهش  آموزش ریاض

ــود که بیش  در ریاضي بومي، از تحقیقات تاریخي حاصل مي ش
از اندازه به آن پرداخته شده است و آموزشگران به اندازة کافي با 
آن آشنا هستند. در حال حاضر، اکنون انجمن پژوهش تاريخي، 
ــارة ریاضي در  ــناد تاریخي مختلف درب ــئول جمع آوري اس مس
ــت. نمونه اي از تحلیل هاي جدید  ــمت هاي گوناگون دنیاس قس
ــه هاي غیراروپایي  در کتاب جوزف )1991( »تاج رنگارنگ ریش
ریاضي« آمده است که به ذکر تنوع فرهنگ هایي که در اندوختة 
جهاني اندیشه هاي ریاضي غني سهم دارد، مربوط مي شود. براي 
ــلام مملو از اندیشه هاي  مثال، تاریخ فرهنگي ایران و جهان اس
ــه دانش پژوهان معروف  ــت؛ گرچه اکثر این روایات ب ریاضي اس
ــود. ما از تاریخ ریاضیات مسلمانان  ــلامي ایران مربوط مي ش اس

موارد زیر را یاد گرفته ایم: 
  قوانین وراثت؛

  طراحي مساجد و کاشي کاري آن ها؛
ــمت هاي    تعیین قبله و تعیین حرکت مکه در قس

مختلف دنیا؛
  نجوم؛

  گسترش براهین هندسي براي قضایاي جبري؛
ــار ریاضي داناني مانند خوارزم�ي، ثابت بن قره،    آث

كاشاني و خيام.
ــه در بعضي از موضوع هاي  ــهودي ک با وجود اختلافات مش
ریاضي، مانند دستگاه هاي شمار و روش هاي محاسبه اي مختلف 
ریاضي دیده مي شود، پژوهش هاي تاریخي، شباهت هاي جالبي 
ــان  ــان به اثبات قضیة فیثاغورس نش را مانند علاقه مندي انس
مي دهد. این قضیه مشهور قبل از ریاضي دانان یوناني مورد علاقة 
ــروس، 1995( بوده  ــا )رونان، 1981( و آفریقایي ها )ج چیني ه
است. هم چنین، ثابت بن قره، به قضیة فيثاغورس پي برده بود.«

مقالات دیگر این شماره عبارت اند از: 
  دنباله/ احمد قندهاري

  آموزش ترجمة متون ریاضي/ حمیدرضا امیري
  تجزیة چندجمله اي ها/ میرشهرام صدر

  مصاحبه با یک عدد/ کریم احمدي دلیر
  جزء صحیح/ علي حسن زاده ماکویي

  طرح و حل مسائل اساسي/ غلامرضا یاسي پور
n   یا n-1/ عین الله پاشا 

ــاي کوتاه از مجله هاي ریاضي معتبر جهان/    مقاله ه
غلامرضا یاسي پور

  در حاشیة تابع/ حمیدرضا امیري
  مکان هندسي/ محمدهاشم رستمي

  اثبات اتحاد مزدوج/ سیدمحمدرضا هاشمي موسوي
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با مخاطبان
باز هم نامه ها و رایانامه  هایي از دوستان مجله داشته ایم که به بعضي از آن ها اشاره مي کنیم: 

 همکار گرامي، آقاي قاسم حسين قنبري، از دانشگاه فرهنگیان شهرستان سمنان، با سپاس از مطالب ارسالي، از یکي از 
دو مقاله تان در این شماره استفاده کرده ایم. مطلب ارسالي تان در بحث تشابه مثلث ها، ساده، همه فهم و کاملاً به دردبخور 

بود. با تشکر از شما مي خواهیم که ما را از مطالب خوبتان محروم نفرمایید.
 همکار گرامي، خانم صديقة بابايي، با تشکر از ایمیل ارسالي، منتظر کارهاي دیگرتان هستیم.

 همکار گرامي، آقاي مصطفي ديداري، مطلب ارسالي تان را در یکی از شماره های آتی به  چاپ می رسانیم. باز هم با مجلة 
خودتان در ارتباط باشید.

 همکار گرامي سرکار خانم مريم شفيعي، از پژوهش سراي رازي شهرري، از مطلبي که از کارهاي گروهي دانش آموزان آن 
مجموعه برایمان فرستاده اید، تشکر مي کنیم. ان شاءالله بتوانیم در آینده اي نزدیک گزارشي مستند از فعالیت هایتان تهیه 

و منعکس کنیم.
 آقاي دکتر سعيد عليخاني، از دانشکدة علوم دانشگاه صنعتي شیراز، ضمن سپاس از مطلب ارسالي تان با عنوان »زندگي در 
بعد چهارم«، متذکر مي شویم که: البته استفاده از چنین مطالبي در مجلة ما )یا هر مجلة ریاضي دیگر(، گهگاه لازم است )و 
در یکي از شماره هاي آینده به آن مي پردازیم(. ولي اگر بتوانید مطالبي درخور استفادة مخاطبان اصلي مجله )دانش آموزان 
در درجة نخست و سپس معلمان ریاضي( براي ما بفرستید، بهتر است و سپاس گزارتان خواهیم بود. با ما در ارتباط باشید. 
 همکار گرامي جناب آقاي رحمان كيومرثي، با تشکر فراوان از مقالة ارسالي تان، از شما دعوت مي کنیم که ضمن حفظ 
ارتباط خود با ما، در صورت امکان به مطالب پایه اي تر در ریاضیات توجه کنید و در ارتباط با آن ها براي ما مطلب بفرستید.
 همکار عزیز سرکار خانم فاطمة صاحبي، از گروه ریاضي منطقة 11، مطلبي که فرستاده اید تکراري است و در بسیاري 
ــته آمده است. ضمن تشکر از توجهتان به مجلة برهان، از شما  ــي ریاضي گسس از منابع اصلي و کتاب هاي کمک  درس
مي خواهیم مطالب مرتبط با تجربیات شخصي خودتان و نیز در صورت امکان مطالبي در ارتباط با ریاضیات پایه )و البته 

غیرتکراري!( براي ما بفرستید تا از آن ها استفاده کنیم.
ــف روابط عددي یکي از جنبه هاي زیباي ریاضیات )و  ــت دانش آموز آقاي عليرضا نمكي از تهران، منطقة 1، کش  دوس
شاخه اي به خصوص از آن به نام نظریة عددها( است که از دیرباز مورد توجه انسان ها و به خصوص ریاضي دانان و علاقه مندان 
رشتة ریاضي بوده است. تلاش شما البته قابل تقدیر است، ولي اولاً بیشتر این گونه روابط قبلاً کشف شده اند، ثانیاً سعي 
کنید نوشته هایتان مرتب و ساده باشند تا براي هر کس که براي نخستین بار آن ها را مي خواند، به راحتي قابل درك باشند.
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اثبات هايي 

کوتاه تر بر قضاياي 

ث ها
تشابه مثل

مقدمه 
ي  یا قضا
ــاب  ــابه در کت تش
و  ــان  بی  )1( ــة  هندس
ــا اثبات  ــده اند. ام ــات ش اثب
ــت و  این قضایا کمي طولاني اس
دانش آموزان معمولاً به آن روي خوش 
نشان نمي دهند. در این مختصر سعي شده 
ــراي این قضایا ارائه  ــت اثبات هاي کوتاه تري ب اس
ــکل ارائة قضایا بیشتر جلوه  ــود. آنچه که در این ش ش

مي کند، تکیة بیشتر بر »قضیة تالس« است.
تشابه دو مثلث در این کتاب به این صورت بیان شده است: 
تعريف: دو مثلث را متشابه گویند، اگر زاویه هاي نظیر در 

آن ها برابر و ضلع هاي نظیر متناسب باشند.
 ABC و A B C

A A
A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =
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⇒ = =
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Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A
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EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
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AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF
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ــا نمادهاي  ــر مثلث هاي متناظر را ب اگ
Aنشان دهیم، دو مثلث در صورتي متشابه هستند که:  B C

A A
A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK
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AB AC BC
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AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =

2

ــر را ثابت مي کنیم که نتیجه اي مهم از قضیه  ابتدا لم زی
تالس است.

 AB و AC دو نقطه روي E و F اگر ،ABC ــث لم: در مثل
 ABC و AEF آنگاه دو مثلث ،

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
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MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK
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ــند، به طوري که  باش
متشابه هستند.

برهان: 
                                            قضیة تالس

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK
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                                                        قضیة خطوط 

                                                      موازي و مورب

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK
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EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′
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′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =
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مثال: در مثلث ABC داریم: 
 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =
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= ⇒ =
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C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′
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′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒
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= = = =
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 ،

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =
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⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
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2
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Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′
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C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =
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′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒
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ــت کنید  . ثاب

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =
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AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A
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A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF
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و 
مثلث هاي BHK، MNC و 

AEF با هم متشابه 
هستند.

اثبات:  تشابه، قضیة تالس، مثلث هاي متشابهكليدواژه ها: 
                                                                                لم 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C
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′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =
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AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B
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                                                                             لم 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =
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ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A
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A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
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                                                                              لم 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =
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Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
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′ ′ ′
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C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =
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بنابراین هر سه مثلث با مثلث ABC متشابه اند. در نتیجه 
هر سه با هم متشابه هستند.

قضية 1. اگر دو زاویه از مثلثي با دو زاویه از مثلث دیگري 
برابر باشند، دو مثلث متشابه هستند.

ــا دو زاویه از مثلث  ــون دو زاویه از یک مثلث ب اثب�ات: چ
دیگري برابر هستند، پس زاویة سوم دو مثلث نیز با هم برابرند. 

، ABC داریم:  A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠
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⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
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Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′
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′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
′∠ = ∠ =

′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF
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′ ′ ′ ′ ′ ′
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یعني در دو مثلث 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C
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AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A
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ــوري در نظر مي گیریم که:  ــع AB نقطة E را ط روي ضل
. از این نقطه خطي موازي BC رسم مي کنیم تا 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C
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AB AC

AF A C
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AC را در نقطة F قطع کند. با توجه به لم داریم: 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK
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اگر ثابت کنیم مثلث هاي 
 AEF و A B C

A A
A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK
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A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
′∠ = ∠ =

′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =

2

هم نهشت اند،  اثبات 
کامل مي شود.

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
′∠ = ∠ =

′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =

2

    )ز ض ز(

قضي�ة 2. اگر یک زاویه از یک مثلث با یک زاویه از مثلث 
دیگري برابر و ضلع هاي نظیر این زاویه ها متناسب باشند، آنگاه 

آن دو مثلث متشابه اند.

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
′∠ = ∠ =

′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =

2

فرض:  

اثب�ات: دو نقطة F و E را روي AC و AB طوري انتخاب 
ــن دو  . بنابرای

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
′∠ = ∠ =

′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =
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 و 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
′∠ = ∠ =

′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =

2

ــه:  ــم ک مي کنی
ــت  A و AEF در حالت ) ض ز ض( با هم هم نهش B C

A A
A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆

′ ′ ′ ′
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′ ′=
′ ′=

′ ′ =′ ′ ′ ′
= ⇒ =

′ ′ =

1 1

180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =
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 مثلث 
هستند )1(.

 BC و EF اگر ثابت کنیم
موازي اند، اثبات کامل 

مي شود. اما داریم: 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =

1

2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =
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′ ′ ′⇒ ∆ ∆
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′ ′ =′ ′ ′ ′
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180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
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′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =
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عکس 2
                                                            

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =
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⇒ ∆ ∆

′= =
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2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′

′ ′ ′⇒ = − + = − + =
′ ′=

∆ ∆
′ ′ ′

′ ′⇒ = = ⇒ =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ≅ ∆
′ ′ ′⇒ ∆ ∆
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′∠ = ∠ =

′ ′=
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= ⇒ =

′ ′ =
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180 180 

C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
′ ′ ′ ′ ′ ′

= =

′ ′=
′ ′=

′ ′ ′ ′
= ⇒ = ⇒

′ ′ ′ ′ ′ ′
= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =

2                                         
                                                                     قضیة تالس

A و ABC متشابه  B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠

⇒ = =

⇒ ∠ = ∠ ∠ = ∠ ∠ = ∠
⇒ ∆ ∆

⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆
⇒ ∆ ∆

′= =
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2
1 2

Ĉ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA (B C) (B C ) A

AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′
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′ ′⇒ = = ⇒ =
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C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
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′ ′=

′ ′ ′ ′
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= = = =

′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =
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با توجه به )1( و )2(، دو مثلث 
 .هستند

قضية 3. اگر سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث دیگري 
متناسب باشند، آنگاه دو مثلث متشابه هستند.

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠
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AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A
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′ ′=

∆ ∆
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C
EF || BC( )

A B A C B C
AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
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′ ′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ =
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فرض: در مثلث هاي 
 و ABC داریم:

.

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∠ = ∠ = =

 ′∠ = ∠
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⇒ ∆ ∆
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Ĉ
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AE A B
AEF ~ ABC

A B C
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆEF || BC E B, B B E B

ˆ ˆA A , AE A B AEF A B C
A B C ~ ABC

A B A CA A ,
AB AC

AF A C
AE A B

,A B AEA B A C AE AF
,A C AFAB AC AB A

′
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C
EF || BC( )
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AB AC BC

AF A C
AE A B
A B A C AE AF EF || BC
AB AC AB AC
AE AF EF A B A C B C, ,
AB AC BC AB AC BC
A B AE, A C AF B C EF

⇒
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اثبات: دو نقطة F  و E را 

روي AC و AB طوري انتخاب 
 و 

A B C
A A

A B A C B CB B ,
AB AC BC

C C
EF || BC

AE EF AFEF || BC ( )
AB BC AC

EF || BC E B, F C, A A ( )
( ) , ( ) AEF ~ ABC
MN || AB
HK || AC
EF || BC
EF || BC ABC ~ AEF
MN || AB ABC ~ CMN
HK || AC ABC ~ BHK

ˆˆ ˆB B , C

′ ′ ′
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مي کنیم که: 
 بنابراین
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اکنون اگر نشان دهیم دو مثلث 
هستند، اثبات کامل مي شود. به این منظور مي نویسیم: 
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ــه ضلع  ــت س A و AEF در حال B C
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ــث  ــس دو مثل پ
 .هم نهشت هستند و اثبات کامل است

هر چند این ها، اثبات هاي کاملاً جدیدي نیستند، ولي به 
هر حال از روشي متفاوت برخوردارند که نسبت به روش کتاب 

درسي کوتاه تر است.
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، هر تابع چند ضابطه اي به صورت:  a b
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aقضيه: اگر  b
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را مي توان به صورت: 
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 f ــق، تابع ــواص قدرمطل ــتفاده از خ ــت که با اس نوش
به صورت زیر خواهد بود: 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )

(x )

(x ) (x ) (x )

f (x) x (x ) (x ) (

<

− + + <
= − ≤ ≤
 − − >
− − − − <
= − − − ≤ ≤
 − + − >

= − + −

− < −
= − ≤ ≤
 >

− = − + + − < −

= = + + −

2

2

2 2
2 2

2 2
1 12 2 2 2
2 2

1 12 2
2 2

x )

(x ) (x ) (x )

f (x) x x

x (x )
y ( x )

x (x )

(x )
y x ( x )

(x )

x x (x )
y x x ( x )

(x )x x

x
x

x x (x )(x )
(x

y




 − ≤ ≤



= + − − >

= + − −

− + <
= − ≤ ≤
 − >

<
= − + ≤ ≤
− >
 + − ≤ −= − − − ≤ ≤
 ≥+ −

= −
=

+ − = − +
= −

=

2

2

2

2

2 2

1 12 2 2 2
2 2

1 12 2
2 2
2 2 1

4 1 2
2 2 2
1 1
2 3 1 2
1 2

2 3
4 3 3 1

13 4

3
1

2 1 2
1

(x )
)(x )

(x )(x ) (x )

x x (x )(x ) ( x )
(x )(x )
(x )(x ) (x )

(x )x x (x )(x )
(x )(x )
(x )(x ) (x )

(x x ) (x )

y (x x ) (x )

(x x )

 ≤ −
+ −

 = − + − −

 − − = − − + − ≤ ≤


= − − + +
 = − − + − −

≥ + − = − +


= − + +
 = − + + −

+ − − −

= − + − − −

+ −

2

2

2

2

2

3
3 1

1 3 1
4 3 1 4 3 1

1 3 1
1 3 1

13 4 1 4
1 3 1
1 3 1

2 3 1
2 3 1

2 3

(x )
( x )
(x )(x )

y x x x

x x (x )
y x x ( x )

(x )x x

 ≤ − − ≤ ≤
 ≥+ −

= + − + −

 − + ≤= − + − ≤ ≤
 ≥− +

2

2

2

2

3
3 1

11

2 3 1

7 10 2
10 7 2 4

45 6

حال به مثال زیر توجه کنید: 

 را در نظر 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )
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(x )(x ) (x )
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(x )x x (x )(x )
(x )(x )
(x )(x ) (x )

(x x ) (x )

y (x x ) (x )

(x x )

 ≤ −
+ −

 = − + − −

 − − = − − + − ≤ ≤
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ــع  مث�ال: تاب

بگیرید. ابتدا این تابع را به صورت زیر درآورده ایم: 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )
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=
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(x )x x (x )(x )
(x )(x )
(x )(x ) (x )

(x x ) (x )
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حال به سادگي مي توان دید که: 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )

(x )

(x ) (x ) (x )
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x x (x )
y x x ( x )
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=
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=
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)(x )
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x x (x )(x ) ( x )
(x )(x )
(x )(x ) (x )

(x )x x (x )(x )
(x )(x )
(x )(x ) (x )

(x x ) (x )

y (x x ) (x )

(x x )

 ≤ −
+ −
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تمرين: توابع زیر را به صورت یک ضابطه اي درآورید: 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )

(x )

(x ) (x ) (x )

f (x) x (x ) (x ) (
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 − − >
− − − − <
= − − − ≤ ≤
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y x x ( x )
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الف( 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )
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ب( 

ــئله از کتاب  ــد )این مس ــري توجه کنی ــه مثال دیگ ب
ــهریاري و با راه حل متفاوت از  ــتاد پرویز ش »قدرمطلق« اس

منبع مذکور است(:

مثال: تابع با ضابطه هاي زیر مفروض است.

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)
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ــب x به  ــت قدرمطلق، y را برحس ــتفاده از علام با اس
کمک تنها یک رابطه نشان دهید.

 تغییر 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )
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 و 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
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حل: با توجه به این که تابع در 
ضابطه مي دهد، هر ضابطه را مي توان به صورت زیر تجزیه 

کرد و نوشت: 

a b
x a b (x a)

f (x) b a (a x b)
x a b (x b)

(x a) (x b) (x a)
f (x) (x a) (x b) (a x b)

(x a) (x b) (x b)

f (x) x a x b

(x )
f (x) x ( x )
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 قدرمطلق، تابع چندضابطه ايكليدواژه ها: 

اشاره 
ــع قدرمطلقي به  ــوزان با تبدیل تواب ــب دانش آم اغل
توابع چندضابطه اي آشنایي دارند. در اینجا قصد داریم با 
استفاده از مفهوم قدرمطلق به عکس این موضوع بپردازیم.
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و با توجه به جدول تعیین علامت زیر: 
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 تمرين: تابع با ضابطه هاي زیر داده شده است: 
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ــه تابع یک  ــد و تابع را ب ــوق عمل کنی ــد مثال ف مانن
ضابطه اي تبدیل کنید.

کاربرد قدرمطلق 
در يک ضابطه ای کردن توابع



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

48 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 492
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم

مسائل 
رياضي

1 
مصطفي ديداري

1. جاهاي خالي را با استفاده از اعداد 
گویاي مناسب پر کنید. 
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ــد آقاي خواجوي در هر ماه  2. درام
 این درامد 
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550/000 تومان است. او 
 باقي ماندة 
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ــرف پرداخت اجاره و  را ص
آن را نیز صرف هزینه هاي جاري در ماه 

مي کند.
الف( او در هر ماه چه مقدار مي تواند 

پس انداز کند؟
ب( او بعد از چند ماه مي تواند کالایي 

به قیمت 400/000 تومان بخرد؟

 A و B ــر، دو نقطة ــکل زی 3. در ش
نشان دهندة چه اعدادي هستند؟

A B
2-1

1

ــارت  عب ــي  تقریب ــدار  مق  .4
 را به دست آورید.
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 را بدون 
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ــارت  5. عب
قدرمطلق بنویسید.

ــه ریاضي و  ــف« را ب ــارت »ال 6. عب
عبارت »ب« را به فارسي بنویسید.

الف( اگر مربع هر عدد را با یک جمع 
کنیم، حاصل مثبت است.
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، آنگاه: 
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ب( اگر: 

ــت  ــل این عبارت را به دس 7. حاص
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... ...

/ /
/

a

a

/ ( / / )

A { , , , , }
B { , , , }
C { , , , , , }
(A B) (A C)
(A B) C
A B C

A { x x , x N}

{ / , / , / ,...}

( ) −

−

− < < < −

+
π−

− + π−

<

>

− + ÷ − −

=
= −
= − − −
∪ − ∩
∪ ∩
⊂ ⊄

= − − < ≤ ∈

× ×

×

4

2

2

3 2 3 0

4 3

4 2
5 3

1
5
7
11

8 9 3 012
4 1

1 2 3

0
0

32 0 04 1 3 01 0 7
5

1 2 3 4 5
10 2 6
3 2 101 2

2 1 1 4

0 2 0 02 0 002
1

4000
3 8 7
18 2

a b a b

a
xz
y

A x x

B x
AB (A B)

( x )( x ) (x )

( a )

(... ...)(... ) x x ...

(... )(x ... ...) ...

x x x

x
y
x x x

x
ax

A

B

×

+ + −

−

= + +

= −
− +

− + + −

−

+ + = − +

+ − + = +

− +

−

− +
− =

− =
+ =

− 
=  
 
 

=  − 

2

2 3 7

2

2

2

2 2

2

2

4

3 2

2

4

18
1 40 3 1 2 10
5

2
3

1
1
2

3 2 3 2 1
2 3

4 4 2
2 8
6 5

16

1 2 1 5
3 4
1 2
1 3

1
2
3
1

 

... ...

/ /
/

a

a

/ ( / / )

A { , , , , }
B { , , , }
C { , , , , , }
(A B) (A C)
(A B) C
A B C

A { x x , x N}

{ / , / , / ,...}

( ) −

−

− < < < −

+
π−

− + π−

<

>

− + ÷ − −

=
= −
= − − −
∪ − ∩
∪ ∩
⊂ ⊄

= − − < ≤ ∈

× ×

×

4

2

2

3 2 3 0

4 3

4 2
5 3

1
5
7
11

8 9 3 012
4 1

1 2 3

0
0

32 0 04 1 3 01 0 7
5

1 2 3 4 5
10 2 6
3 2 101 2

2 1 1 4

0 2 0 02 0 002
1

4000
3 8 7
18 2

a b a b

a
xz
y

A x x

B x
AB (A B)

( x )( x ) (x )

( a )

(... ...)(... ) x x ...

(... )(x ... ...) ...

x x x

x
y
x x x

x
ax

A

B

×

+ + −

−

= + +

= −
− +

− + + −

−

+ + = − +

+ − + = +

− +

−

− +
− =

− =
+ =

− 
=  
 
 

=  − 

2

2 3 7

2

2

2

2 2

2

2

4

3 2

2

4

18
1 40 3 1 2 10
5

2
3

1
1
2

3 2 3 2 1
2 3

4 4 2
2 8
6 5

16

1 2 1 5
3 4
1 2
1 3

1
2
3
1

 ،

... ...

/ /
/

a

a

/ ( / / )

A { , , , , }
B { , , , }
C { , , , , , }
(A B) (A C)
(A B) C
A B C

A { x x , x N}

{ / , / , / ,...}

( ) −

−

− < < < −

+
π−

− + π−

<

>

− + ÷ − −

=
= −
= − − −
∪ − ∩
∪ ∩
⊂ ⊄

= − − < ≤ ∈

× ×

×

4

2

2

3 2 3 0

4 3

4 2
5 3

1
5
7
11

8 9 3 012
4 1

1 2 3

0
0

32 0 04 1 3 01 0 7
5

1 2 3 4 5
10 2 6
3 2 101 2

2 1 1 4

0 2 0 02 0 002
1

4000
3 8 7
18 2

a b a b

a
xz
y

A x x

B x
AB (A B)

( x )( x ) (x )

( a )

(... ...)(... ) x x ...

(... )(x ... ...) ...

x x x

x
y
x x x

x
ax

A

B

×

+ + −

−

= + +

= −
− +

− + + −

−

+ + = − +

+ − + = +

− +

−

− +
− =

− =
+ =

− 
=  
 
 

=  − 

2

2 3 7

2

2

2

2 2

2

2

4

3 2

2

4

18
1 40 3 1 2 10
5

2
3

1
1
2

3 2 3 2 1
2 3

4 4 2
2 8
6 5

16

1 2 1 5
3 4
1 2
1 3

1
2
3
1

8. اگر 
ــل  حاص  ،
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 را به دست آورید.
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ــل  حاص  .9
شکل هاشور بزنید.
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ــارت  ــراي عب 10. ب
شکل بکشید.

ــة  مجموع ــاي  عضوه  .11
 را بنویسید.
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12. مجموعة 
به زبان ریاضي بنویسید.
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ــدد  ــي ع ــاد علم 13. نم
بنویسید.
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ــل  14. حاص
صورت یک عدد توان دار بنویسید.

ــند،  15. اگر b و a دو عد مثبت باش
 را ساده کنید.
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16. حاصل 
به دست آورید.

 را گویا کنید.
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17. مخرج کسر 
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ــر  ــة معکوس کس 18. قرین
بنویسید.

ــاحت ناحیة رنگي را با یک  19. مس
ــد. ضریب  ــري نمایش دهی عبارت جب
عددي و درجة عبارت جبري را مشخص 

کنید.
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ــر  20. اگ
 را به دست 
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باشد، حاصل 
آورید.

ــف و ب را با  ــل عبارات ال 21. حاص
استفاده از اتحادها به دست آورید.
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ــتفاده از  ــاي خالي را با اس 22. جاه
اتحادها پر کنید.
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23. تجزیه کنید.
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24. معادله زیر را حل کنید. 
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ــة  معادل دو  ــر  اگ  .25
 هم ارز باشند، a چیست؟
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26. شمعي با طول اولیة 30cm در 
ــوختن است، به طوري که در هر  حال س

دقیقه 3cm از طول آن کاسته مي شود.
الف( جدولي بکشید که طول شمع 
ــر دقیقه ارائه کند و نمودار آن را  را در ه

رسم کنید.
ــان (x) و طول  ــة بین زم ب( رابط

شمع (y) را بنویسید.
 و 
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ــة  ــة دو نقط 27. فاصل
 را به دست آورید.
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ــه اي  دنبال ــي  عموم ــة  جمل  .1
 است:
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الف( جملة پنجم دنباله را به دست 
آورید.

ب( کدام جمله برابر با پنج است؟

ــاي خالي را طوري پر کنید  2. جاه
ــت آمده دنبالة حسابي  که اعداد به دس

تشکیل بدهند.
n

na
n

..., ,...,...,

m
m
m

( ) ( )

R {( , ), (a , ), (a , b ),
( ,a ), ( , )}

f ( )
f ( )
x y

f (x) x
xg(x)
x

g(f ( ))
f (x )

y (x )
x xy

xx x

xy
x (x )

x
x

− +

+
=

−

−

−
+
+

×

= − + + +
− + −

=
=

− =

= −
+

=
+

+

= − − +
+

= +
−−

−
=

+

−

8 3 4

5 5 5 54 4

4

2

2

2

2 3
3

52
2

2
4

5 2
5
11

3 3

3 3
9

2 1 1 5 2 1
2 5 1 2

1 3
2 6

2 3 6
2 3

3 1
1

2
1

1 2
1

32
4

1

x

/

x

x
x ax

y
f (x)

y f (x)

y ( )

( )

y ( )

−

−

≥
+

+ +

=

=

=

= +

2

0 8

1

1
1 2

1
1

1
2

1
2

1 3
2

m .3 را طوري بیابید که سه جملة 
ــلات متوالي   جم
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ــند )از چپ به  ــي باش یک دنبالة هندس
 m راست(. اگر دنباله کاهشي باشد، کدام

مورد قبول است؟ 

 را تا 
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4. دنبالة تقریبات اعشاري 
سه رقم اعشار بیابید. این جملات به چه 
عددي نزدیک مي شوند؟ با تشکیل دنبالة 

تفاضلات حدس خود را بیازمایید.

ــوان گویا   را با ت
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ــدد  5. ع
بنویسید.
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6. مقدار عبارت 
را به دست آورید.

a .7 و b را به گونه اي بیابید که رابطة 
 

n
na
n

..., ,...,...,

m
m
m

( ) ( )

R {( , ), (a , ), (a , b ),
( ,a ), ( , )}

f ( )
f ( )
x y

f (x) x
xg(x)
x

g(f ( ))
f (x )

y (x )
x xy

xx x

xy
x (x )

x
x

− +

+
=

−

−

−
+
+

×

= − + + +
− + −

=
=

− =

= −
+

=
+

+

= − − +
+

= +
−−

−
=

+

−

8 3 4

5 5 5 54 4

4

2

2

2

2 3
3

52
2

2
4

5 2
5
11

3 3

3 3
9

2 1 1 5 2 1
2 5 1 2

1 3
2 6

2 3 6
2 3

3 1
1

2
1

1 2
1

32
4

1

x

/

x

x
x ax

y
f (x)

y f (x)

y ( )

( )

y ( )

−

−

≥
+

+ +

=

=

=

= +

2

0 8

1

1
1 2

1
1

1
2

1
2

1 3
2

ــود. دامنه و برد تابع را مشخص  تابع ش
کنید.

8. تابعي بنویسید که ثابت و داراي 
دامنة نامتناهي باشد.

ــاي زیر  ــک از نموداره ــدام ی 9. ک
مي توانند نشان دهندة میزان دما در یک 

سال باشند؟ چرا؟

 

ــهربازي 2000  ــک ش 10. ورودي ی
تومان و هزینة استفاده از هر وسیله400 
تومان است. تابعي بنویسید که هزینه را 
نسبت به تعداد وسایلي که هر فرد بازي 
ــد. دامنة تابع چه  ــت، ارائه کن کرده اس

مجموعه اي مي تواند باشد؟
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11. در تابع خطي (f) داریم: 
. ضابطة تابع را به دست آورید.
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و 
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12. ضابطة معکوس تابع 
را به دست آورید. نمودار تابع و معکوس 

آن نسبت به کدام خط قرینه اند.

13. دامنه و برد تابع با نمودار زیر را با 
استفاده از بازه ها نمایش دهید.

-2

-3
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14. اگر داشته باشیم: 
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و 
به دست آورید.

15. مساحت قسمت رنگي در مربع 
را به صورت تابعي از ضلع آن بیان کنید. 
اگر مساحت ناحیة رنگي 8 باشد، طول 

ضلع چه قدر است؟
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رسم کنید )مراحل آن جداگانه رسم شود(.

17. دامنة توابع زیر را به دست آورید.
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 را حل کنید.
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18. نامعادلة 
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ــوري بیابید تا  a .19 را ط
همواره مثبت باشد.

20. اگر نمودار f به صورت زیر باشد،
 را به دست 
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ب( دامنة تابع 
آورید.
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ــودار تابع  21. نم
کنید و به سؤالات زیر پاسخ دهید.
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ــي  ــدار تقریب ــف( مق ال
استفاده از نمودار به دست آورید.
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مصطفي ديداري
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

50 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 512
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم

1. ثابت کنید نیم سازهاي دو زاویة 
متقابل به رأس در امتداد یکدیگرند.

ــازهاي دو زاویة مجاور، با  2. نیم س
یکدیگر زاویة °50 مي سازند. اگر اندازة 
یکي از دو زاویه سه برابر دیگري باشد، 

زاویة کوچک تر چند درجه است؟

 AB ــط پاره خط 3. خط d از وس
ــد A و B از d به  ــذرد. ثابت کنی مي گ

یک فاصله اند.

4. ثابت کنید هر مثلثي که در آن 
یک نیم ساز و یک میانه برهم منطبق 

باشند، مثلث متساوي الساقین است.

ــاقین  ــث متساوي الس 5. در مثل
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ــع مي کند. اگر  ــة D قط B را در نقط
ــاي زوایاي  ــد، اندازه ه  باش
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مثلث ABC را به دست آورید.
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6. در شکل زیر داریم: 
.
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و 
، اندازة زاویة A را 
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اگر 
به دست آورید.

B
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N P

320

 ،ABCD ــلاع متوازي الاض در   .7
ــت.  ــع AB دو برابر ضلع AD اس ضل
ــع AB به نقاط ــط ضل  از نقطة M وس
ــم. ثابت کنید  ــل مي کنی  C و D وص
C ــازهاي دو زاویة  MC و MD نیم س

 و D هستند.

ــاقین  ــث متساوي الس 8. در مثل
 .
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 و 
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ABC داریم: 
طول ارتفاع BH را به دست آورید.

9. مساحت ذوزنقة متساوي الساقیني 
ــط آن 32  ــت آورید که محی را به دس
ــزرگ آن 6  ــانتي متر، طول قاعدة ب س
سانتي متر بیشتر از طول قاعدة کوچک 

 باشد.
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آن و طول قطر آن 

 ABC ــه ــث قائم الزاوی 10. در مثل
، ارتفاع AH را رسم کرده ایم. 
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ثابت کنید: 

را  آن  ــه اي  ذوزنق ــاي  قطره  .11
ــک کرده اند. اگر  به چهار مثلث تفکی
مساحت دو مثلثي که دو ضلع موازي 
ــاحت  ــد، مس ــد، 4 و 9 واحد باش دارن

ذوزنقه را به دست آورید.

مسائل 
هندسـة

2 
هوشنگ شرقي

ــاز زاویة  1. در مثلث ABC نیم س
ــرده  ــع ک ــة D قط BC، A را در نقط
. سپس 
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ــت. ثابت کنید:  اس
ــب  برحس را   CD و   BD ــاي  طول ه
ــت  ــه ضلع مثلث به دس طول هاي س

آورید.

ــه عدد  ــت کنید هر س 2. اولاً ثاب
ــي متوالي و مخالف 1 مي توانند  طبیع
ــند. ثانیاً  طول هاي اضلاع مثلثي باش
طول هاي اضلاع چنین مثلثي را بیابید؛ 

ــاز بزرگ ترین زاویة  در صورتي که نیم س
ــع مقابل دو پاره خط ایجاد  آن، روي ضل
کند که پاره خط مجاور به کوچک ترین 
ضلع مثلث مساوي 4/2 سانتي متر باشد.

از   BD و   AC ــاي  قطره ــول  ط  .3
متوازي الاضلاع ABCD به ترتیب مساوي 
 ،BC وسط M 12 است. اگرcm 6 وcm
 AC و DM و نقطة برخورد 
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نقطة P و O مرکز متوازي الاضلاع باشد، 
محیط مثلث ODP چه قدر است؟

ــم:  مي دانی  ABC ــث  مثل در   .4
 و میانة AM را رسم کرده ایم. 
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ثابت کنید:
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ب( 

ــي  ــکان هندس ــد م ــت کنی 5. ثاب
ــه از دو  ــي از صفحه ک ــه نقاط مجموع
ــک فاصله اند،  ــه ی ــر یک پاره خط ب س

عمودمنصف آن پاره خط است.

6. مثلث ABC را با داشتن طول هاي 
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رسم کنید.

 S2 و S1 ــکل زیر دایره هاي 7. در ش
aدر نقطة M برهم مماس اند. ثابت کنید:
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8. ثابت کنید مماس مشترك هاي 
داخلي و خط المرکزین دو دایرة متخارج 

در یک نقطه همرأس اند.

ــرة محاطي  ــث ABC و دای 9. مثل
ــر دایرة فوق در نقطة  آن مفروض اند. اگ
ــد، ثابت کنید:  ــر AC مماس باش M ب
ــط مثلث و  ــف محی  )p نص
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مسائل 
هندسـة

1 
هوشنگ شرقي
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ــکل بالا اندازة زاویة M را  10. در ش
بیابید.

مسائل 
جبر و 
احتمال
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کنید: 

 عددي گنگ باشد، ثابت 
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2. اگر 
 عددي گنگ است.
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کنید 

3. به کمک استدلال بازگشتي ثابت 
 .
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کنید: 
4. اگر m و n دو عدد طبیعي متوالي 
 مربع 
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باشند، ثابت کنید 
کامل است.

ــودرو، 33  ــگاه خ 5. در یک نمایش
دستگاه در سه مدل ب  ام  و، تندر و پژو 
ــي و زرد وجود  ــاي قرمز، فیل در رنگ ه
دارند. حداقل چند خودروي یک رنگ و 

یک مدل وجود خواهد داشت؟

ــوان یک جدول 10×10  6. آیا مي ت
ــداد 1، 0 و 1- طوري پر کرد که  را با اع

ــطر، هر ستون و هر  مجموع اعداد هر س
دو قطر جدول همگي متمایز باشند؟ 
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ــرگاه  7. ه
 چند عضو دارد؟
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 X ،8. اگر تساوي روبه رو برقرار باشد
را به دست آورید؟
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9. درستي تساوي هاي زیر را اثبات 
کنید: 
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10. اگر داشته باشیم: 
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روي   R ــة  رابط  .13
ــت.  ــده اس ــر تعریف ش ــورت زی به ص
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مسائل 
حسابان

سیدعباس موسوي

1. چه تعداد از جملات این تصاعد 

عددي را جمع کنیم تا حاصل عددي 
بین 240 و 1080 شود؟
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ــیم  تقس ــدة  باقي مان  .2
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 ax+b ــورت  به ص  

x

(x)

, , ,...

x x x x

(x )(x )(x )

( x )
x

x x

x x x x

x
x

xe
(e / )

f (x) x x x
f ( x )

f (x) x x

g(x) x

f (x) x
x

(gof ) x
x

f (x) log( x ax )
y x a

−

−

+ + + +

− + +

+

+ + =

α + α

β + β

− =
+ + +

+ − = −

− =

= + −
− +

= +

=

= −

= +

= + +

= + +

9 8 5

2

9

2

3 2

3 2

2 2

2

2

2

2
2

2

3 3 9
3 1
2 2 4

1
2

3 1 0
1
3

1
3

1 1 1
122 2 1

54 3 16

1
2 71

4
3 2 2

1

1

5 1

�

x b

ax : x
f (x)

x b : x
a b

xx : x

x : x
f (x) x : x

: x
x

T
x

f (x)
x

f ( / )

f (x) x

+

 + <= 
+ ≥

= =

   − < ≤ −   
 − − < ≤
=   < <  


≤ <


=
< <

=

−

=

3

2

3

1 1
1

1

2 1
2

1 0

0 2
2

1 2 4

5
0 1

1

19 84

است. a+b را به دست آورید.
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ــط  بس در   .3
جملة مستقل از x را به دست آورید؛ ب( 
تعداد جملات و مجموع ضرائب بسط را 

به دست آورید.

ــة  ــه هاي معادل ــر α و β ریش 4. اگ
 باشند، معادله اي بنویسید 
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 و 
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ــه هایش  که ریش
باشند.

5. آلیاژي از دو فلز به نسبت 1 به 2 
ــبت 2  و آلیاژ دیگر از همان فلزات با نس
به 3 ساخته شده است. با چه نسبتي این 
دو آلیاژ را با هم مخلوط کنیم تا آلیاژي 
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7. به روش هندسي تعداد و علامت 
x را به دست 
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ریشه هاي معادلة 
.
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آورید 

8. نقاطي روي محور yها مشخص 
کنید که مجموع فواصل آن ها از دو نقطه 
ــه عرض 1- و 2 روي محور yها، کمتر  ب

از 3 نباشد.

ــع  تاب ــرد  ب و  ــه  دامن  .9
 را به دست آورید.
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10. اگر نمودار تابع f به صورت مقابل 
باشد، 

A

C

B

S1

S2

D

M



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه
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الف( نمودار تابع با ضابطة 
را رسم کنید.
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ــه و برد تابع  ب( دامن
به دست آورید.

 

x

(x)

, , ,...

x x x x

(x )(x )(x )

( x )
x

x x

x x x x

x
x

xe
(e / )

f (x) x x x
f ( x )

f (x) x x

g(x) x

f (x) x
x

(gof ) x
x

f (x) log( x ax )
y x a

−

−

+ + + +

− + +

+

+ + =

α + α

β + β

− =
+ + +

+ − = −

− =

= + −
− +

= +

=

= −

= +

= + +

= + +

9 8 5

2

9

2

3 2

3 2

2 2

2

2

2

2
2

2

3 3 9
3 1
2 2 4

1
2

3 1 0
1
3

1
3

1 1 1
122 2 1

54 3 16

1
2 71

4
3 2 2

1

1

5 1

�

x b

ax : x
f (x)

x b : x
a b

xx : x

x : x
f (x) x : x

: x
x

T
x

f (x)
x

f ( / )

f (x) x

+

 + <= 
+ ≥

= =

   − < ≤ −   
 − − < ≤
=   < <  


≤ <


=
< <

=

−

=

3

2

3

1 1
1

1

2 1
2

1 0

0 2
2

1 2 4

5
0 1

1

19 84

11. اگر داشته باشیم: 
ــة gof را  ــه و ضابط ، دامن
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و 
به دست آورید.
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ــته باشیم  12. اگر داش
را   g(x) ــة  ضابط  ،
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و 

به دست آورید.

ــودار  نم ــر  اگ  .13
 نسبت به مبدأ 
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مختصات متقارن باشد، a و b را طوري 
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به دست آورید که تابع 
زوج باشد.

ــت  14. حدود b و a را طوري به دس
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تابع  ــه  ــد ک آوری
ــپس ضابطة  ــد. س ــر باش معکوس پذی
 به دست آورید.
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معکوس را براي 

15. نمودار تابع مقابل را رسم کنید و 
موارد زیر را پاسخ دهید: 

x

(x)

, , ,...

x x x x

(x )(x )(x )

( x )
x

x x

x x x x

x
x

xe
(e / )

f (x) x x x
f ( x )

f (x) x x

g(x) x

f (x) x
x

(gof ) x
x

f (x) log( x ax )
y x a

−

−

+ + + +

− + +

+

+ + =

α + α

β + β

− =
+ + +

+ − = −

− =

= + −
− +

= +

=

= −

= +

= + +

= + +

9 8 5

2

9

2

3 2

3 2

2 2

2

2

2

2
2

2

3 3 9
3 1
2 2 4

1
2

3 1 0
1
3

1
3

1 1 1
122 2 1

54 3 16

1
2 71

4
3 2 2

1

1

5 1

�

x b

ax : x
f (x)

x b : x
a b

xx : x

x : x
f (x) x : x

: x
x

T
x

f (x)
x

f ( / )

f (x) x

+

 + <= 
+ ≥

= =

   − < ≤ −   
 − − < ≤
=   < <  


≤ <


=
< <

=

−

=

3

2

3

1 1
1

1

2 1
2

1 0

0 2
2

1 2 4

5
0 1

1

19 84

ــع در چه فواصلي صعودي،  الف( تاب
ــداً صعودي، اکیداً نزولي، هم  نزولي، اکی

صعودي و هم نزولي است.
ب( برد تابع را بنویسید: 

ج( آیا تابع معکوس پذیر است؟ چرا؟
د( تابع زوج است یا فرد؟

هـ( بازه اي بیان کنید که تابع در آن 
یکنوا  نباشد.

ــا دورة  ــي متناوب ب ــر f تابع 16. اگ
 داشته 
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 باشد و براي 
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تناوب 
 را 
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باشیم: 
به دست آورید.

 f(x) 17. ثابت کنید هر تابع دل خواه
ــورت مجموع یک تابع  ــوان به ص را مي ت
ــت. این عمل را  زوج و یک تابع فرد نوش

 انجام دهید.
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ئلبراي تابع 
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6. الف( 
ــد، توان  ب( اگر a عددي منفي باش

چهارم آن مثبت است.
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

ايستگاه چهارم:   چند معماي خواندني!

نمادهاي جبري هنگامي مورد استفاده قرار مي گيرند كه شما 
نمي دانيد دربارة چه چيزي بايد صحبت كنيد!

را  ــا  معم ــن  ای  
ــاً بخوانید! و در  حتم
ــورت قول  ــن ص ای
ــه آن  ــم ک مي ده
خیلي ها  ــراي  ب را 

تعریف مي کنید!
ــرض  ف ــا  ب
ــت  س ر د
همة  بودن 
تساوي ها، در 

ــطر پنجم به جاي علامت  س
ــد قرار  ــؤال چه عددي بای س

بگیرد؟
1= 5
2= 55
3= 555
4= 4444
؟ =5

جواب را در انتهاي همين بخش 
ببينيد.

ــت:كاوه و ش�هريار را که یادتان   این یکي هم جالب اس
هست؛ دو برادر دوقلو را مي گویم! آن ها هر کدام یک ساعت 
شماطه دار داشتند که هر دوي آن ها، سر هر ساعت به تعداد 
ــاعت، زنگ مي زدند، ولي ساعت کاوه سریع تر زنگ  آن س
ــاعت کاوه  ــي زد! به این صورت که در مدت زماني که س م
سه زنگ مي زند، ساعت شهریار فقط دو زنگ مي زند. یک 
روز سر ساعت معیني، هر دو ساعت هم زمان شروع کردند 
ــاعت کاوه تمام شد،  به زنگ زدن. بعد از آن که زنگ زدن س
ساعت شهریار دو زنگ دیگر هم زد. در چه زماني این اتفاق 

افتاد؟ ساعت چند بود؟



مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

54 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

 .23

,

n

x x , x N

{ , }

, , ,... n N

/

/ /

( ) ( )
( )

−

−

− − −

− −

−−

−

− −

  − − < ≤ ∈ 
  
=

   = ∈   
   

= = ×
×

= ×

= × × = ×

× × × ×
=

× ××

×
=

× ×
×

=



2

2

1 2

3
3

3

1 3 4

3 2 3 0 6 3 3

2 4 94 3

6 9

4 8 9

6 8

2 1 1 4

1 3
2 2 2 2
10 100 1000 10
1 1 1 10

4000 44 10
0 25 10
2 5 10 10 2 5 10
3 8 7 3 2 1

2 3 218 2
3 2

2 3 2
3 3 ( )

a b a b a b

a a b a b a

( )

a a
aa a

y
xz

( x) x

x.x x

xx x

AB ( x x )( x )

x x x x x

x x

= =
×

× =

= × × × × =

+ + −

= × + −

= + − = + −

= −

× =

= =

= =

= − =

= + + −

= − + − + −

= + −

14
14

5 9 14

2 3 7 9 4

8 4 4 2

2

2 2

2

2
2 2

2 2

2 3 2 4

3

3 3
22 2 2

18 18

2 9 3 2
1 40 3 1 2 10
5

1 4 10 10 2 10
5
2 210 10 2 10 1 2 10
5 5
3 10
5

2 3 6
33 3

2 4

2 2
74

2 2
1 1

1
1

x x

x

A B x x x x

AB (A B) x x x x

x x x

( x )( x ) (x )

x x x x x

( a ) ( a) ( a) ( ) ( a)( )

( ) a a a

( x )( x ) x x ( )( ) x x

−

+ = + + + − = +

− + = + − − − −

= − − − −

− + + −

= − + − + = + −

− = − +

− = − + −

− + = − − + − + = − + 

4

2 2

3 4

3 4

2 2

2 4 2 2 4

3 3 2 2

3 3 2

2 2
2 2

1 1 2
2 1 4 2

3
3 2 3 2 1
9 2 2 1 7 1

2 3 2 3 2 3 3 2 3
3 8 36 54 27

2 5 2 4 4 2 20 5 4 4 2
x

(x )(x x ) x ( )(x x ) x

x x x x(x x )
x(x )(x )

−

+ − + = + + − + = +

− + = − +
= − −




2

20

2 4 2 6 4 2 6

3 2 2

2 2 4 8 2 2 4 8
6 5 6 5

1 5

x x x( )( )
y y y
x x x

(x ) ( x ) x

x x x
x x x

x

x
x

a a a

...

...

y x

( ( ) ( )

− = − +

− +
− =

− − +
=

⇒ − − − =
− − = ⇒ − =

= −

− =
=

+ = → = → =

= −

− − + − −

= + =

2

4 2 2

2 2

16 4 4

1 2 1 5
3 4

4 1 3 2 1 5
12

4 4 6 3 60
2 7 60 62 7

7
62

1 2
3

23 1 3 3 2
3

0 1 2 3 10
30 27 24 21 0

30 3

3 1 1 2

16 9 5

.24

x x x( )( )
y y y
x x x

(x ) ( x ) x

x x x
x x x

x

x
x

a a a

...

...

y x

( ( ) ( )

− = − +

− +
− =

− − +
=

⇒ − − − =
− − = ⇒ − =

= −

− =
=

+ = → = → =

= −

− − + − −

= + =

2

4 2 2

2 2

16 4 4

1 2 1 5
3 4

4 1 3 2 1 5
12

4 4 6 3 60
2 7 60 62 7

7
62

1 2
3

23 1 3 3 2
3

0 1 2 3 10
30 27 24 21 0

30 3

3 1 1 2

16 9 5

25. هم ارز بودن دو معادله به معني 
یکسان بودن جواب هاست.

.

x x x( )( )
y y y
x x x

(x ) ( x ) x

x x x
x x x

x

x
x

a a a

...

...

y x

( ( ) ( )

− = − +

− +
− =

− − +
=

⇒ − − − =
− − = ⇒ − =

= −

− =
=

+ = → = → =

= −

− − + − −

= + =

2

4 2 2

2 2

16 4 4

1 2 1 5
3 4

4 1 3 2 1 5
12

4 4 6 3 60
2 7 60 62 7

7
62

1 2
3

23 1 3 3 2
3

0 1 2 3 10
30 27 24 21 0

30 3

3 1 1 2

16 9 5

 و لذا 

x x x( )( )
y y y
x x x

(x ) ( x ) x

x x x
x x x

x

x
x

a a a

...

...

y x

( ( ) ( )

− = − +

− +
− =

− − +
=

⇒ − − − =
− − = ⇒ − =

= −

− =
=

+ = → = → =

= −

− − + − −

= + =

2

4 2 2

2 2

16 4 4

1 2 1 5
3 4

4 1 3 2 1 5
12

4 4 6 3 60
2 7 60 62 7

7
62

1 2
3

23 1 3 3 2
3

0 1 2 3 10
30 27 24 21 0

30 3

3 1 1 2

16 9 5

بنابراین: 
 جواب معادلة دیگر هم باید 

x x x( )( )
y y y
x x x

(x ) ( x ) x

x x x
x x x

x

x
x

a a a

...

...

y x

( ( ) ( )

− = − +

− +
− =

− − +
=

⇒ − − − =
− − = ⇒ − =

= −

− =
=

+ = → = → =

= −

− − + − −

= + =

2

4 2 2

2 2

16 4 4

1 2 1 5
3 4

4 1 3 2 1 5
12

4 4 6 3 60
2 7 60 62 7

7
62

1 2
3

23 1 3 3 2
3

0 1 2 3 10
30 27 24 21 0

30 3

3 1 1 2

16 9 5

پس 

x x x( )( )
y y y
x x x

(x ) ( x ) x

x x x
x x x

x

x
x

a a a

...

...

y x

( ( ) ( )

− = − +

− +
− =

− − +
=

⇒ − − − =
− − = ⇒ − =

= −

− =
=

+ = → = → =

= −

− − + − −

= + =

2

4 2 2

2 2

16 4 4

1 2 1 5
3 4

4 1 3 2 1 5
12

4 4 6 3 60
2 7 60 62 7

7
62

1 2
3

23 1 3 3 2
3

0 1 2 3 10
30 27 24 21 0

30 3

3 1 1 2

16 9 5

باشد.         
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ــمت صفر و  ــة تفاضلات به س دنبال
بنابراین دنباله تقریبات اعشاري به سمت 
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ــده را یک  ــت آم چهار نقطة به دس
واحد به راست و 3 واحد به بالا مي بریم.
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زمستان 1391
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Â A
ˆ ˆA A
BM MC

AM A M
MB MC AMB A MC
ˆ ˆM M

ˆ ˆ ˆ ˆA C AB, A A ,A A
ˆ ˆA A
A C AC AB AC

ˆ ˆ ˆAD BD A B B
AB AC C B
ˆ ˆA B

° °

°

=
=

′
′

=


′= ⇒ ∆ ≅ ∆
′= = 

′⇒ =

′

=

=

′=


′= ⇒ ∆ ≅ ∆
= 

′ ′⇒ = = =

′⇒ =
′⇒ = ⇒ =

= ⇒ = = = α

= ⇒ = = α

+

1 2

1 2

1 2

1 1 2

2

1 2

25 75

90

2
ˆ ˆ ˆC AB AC C B

ˆ ˆˆA ,B C
ˆ ˆBM BN M N

B̂ˆBNM : M

ˆ ˆCM CP M P
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ĈˆCMP : M

ˆ ˆM M
ˆ ˆM M

ˆB̂ C

ˆB̂ C

B̂

° °

° °

° °

° °

°

°

° °

+ = ⇒ α + α + α = = ⇒ = = α

⇒ α = ⇒ α =

⇒ = = =

= ⇒ =

−
⇒ ∆ =

= ⇒ =

−
⇒ ∆ =

+ + =

⇒ + =

− −
⇒ + =

⇒ − + − =

⇒ +

1 1

1

2 1

2

1 2

1 2

180 2 2 180 2
5 180 36

36 72

180
2

180
2

32 180

148

180 180 148
2 2

180 180 296

ABC

ˆ ˆ ˆˆC A (B C)
AB AD, MA MB

MA MB AD BC
ˆ ˆMA AD M D , AM || CD,

ˆ ˆ ˆ ˆM D D D
ˆ ˆC C
AH

BCBH CH

AH B : AH BH AB

AH AB BH

AH , S BC.AH

° ° °= ⇒ = − + =
= =

⇒ = = =

= ⇒ =

⇒ = ⇒ =

=
′

′ ′= = =

′ ′ ′∆ + =

′ ′⇒ = − = − =

′ ′⇒ = = =

= × × =

1 1

1 2 1 2

1 2

2 2 2

2 2 2 2 2

64 180 116
2

2
2

8 2 60
160 2 15
2

1 4 2 15 4 15
2

 d بر B و A ــه از ــت ک ــي اس عمودهای
(. به کمک 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆo o o o o o
ˆ ˆ ˆ ˆo o o o

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆo o o o o o

ˆros

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆo o , o o ,o o
ˆ ˆo o

ˆ ˆ ˆ ˆo o o o

ˆ ˆ ˆxoy xoz zoy ,
ˆ ˆxoz zoy

ˆ ˆzoy zoy

° °

°

°

°

° °

°

+ = + ⇒ +

⇒ = = =

+ + = ⇒ + + =

= ⇒

= = + =

⇒ + = ×

⇒ + + + =

⇒ = ⇒ + =
=

⇒ = ⇒ =

1 2 3 4 1 3

1 3 2 4

5 3 4 5 3 1

1 2 3 4 2 3

2 3

1 2 3 4

2 2

180 180

180
50

2 2 50 2

100

100 100
3

4 100 ˆ, xoz
(OA OB)
BH
OBH

OA OB
ˆ ˆo o OAH OBH
ˆ ˆH H

AH BH
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ــتي مثلث هاي OAH و  هم نهش
حکم را ثابت مي کنیم: 
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4. مطابق شکل، میانة AM از مثلث 
 هم هست؛ یعني: 
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ĈˆCMP : M

ˆ ˆM M
ˆ ˆM M

ˆB̂ C

ˆB̂ C

B̂

° °

° °

° °

° °

°

°

° °

+ = ⇒ α + α + α = = ⇒ = = α

⇒ α = ⇒ α =

⇒ = = =

= ⇒ =

−
⇒ ∆ =

= ⇒ =

−
⇒ ∆ =

+ + =

⇒ + =

− −
⇒ + =

⇒ − + − =

⇒ +

1 1

1

2 1

2

1 2

1 2

180 2 2 180 2
5 180 36

36 72

180
2

180
2

32 180

148

180 180 148
2 2

180 180 296

ABC

ˆ ˆ ˆˆC A (B C)
AB AD, MA MB

MA MB AD BC
ˆ ˆMA AD M D , AM || CD,

ˆ ˆ ˆ ˆM D D D
ˆ ˆC C
AH

BCBH CH

AH B : AH BH AB

AH AB BH

AH , S BC.AH

° ° °= ⇒ = − + =
= =

⇒ = = =

= ⇒ =

⇒ = ⇒ =

=
′

′ ′= = =

′ ′ ′∆ + =

′ ′⇒ = − = − =

′ ′⇒ = = =

= × × =

1 1

1 2 1 2

1 2

2 2 2

2 2 2 2 2

64 180 116
2

2
2

8 2 60
160 2 15
2

1 4 2 15 4 15
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆo o o o o o
ˆ ˆ ˆ ˆo o o o

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆo o o o o o

ˆros

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆo o , o o ,o o
ˆ ˆo o

ˆ ˆ ˆ ˆo o o o

ˆ ˆ ˆxoy xoz zoy ,
ˆ ˆxoz zoy

ˆ ˆzoy zoy

° °

°

°

°

° °

°

+ = + ⇒ +

⇒ = = =

+ + = ⇒ + + =

= ⇒

= = + =

⇒ + = ×

⇒ + + + =

⇒ = ⇒ + =
=

⇒ = ⇒ =

1 2 3 4 1 3

1 3 2 4

5 3 4 5 3 1

1 2 3 4 2 3

2 3

1 2 3 4

2 2

180 180

180
50

2 2 50 2

100

100 100
3

4 100 ˆ, xoz
(OA OB)
BH
OBH

OA OB
ˆ ˆo o OAH OBH
ˆ ˆH H

AH BH
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ــم  رس را  ــه  ذوزنق ــاي  ارتفاع ه  .9
ــه مثلث هاي  ــت ک مي کنیم. واضح اس
 هم نهشت اند و در نتیجه: 
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ADH و 

A x

CD H H׳

B
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طبق فرض داریم: 
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ــالا، به  ــتگاه معادلات ب ــل دس از ح
ــاحت  صورت زیر، y، x و z و از آنجا مس
ذوزنقه را مي یابیم. ابتدا طرفین دو معادلة 

دوم و سوم را از هم کم مي کنیم: 
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ــپس نتیجه را در معادلة اول قرار  س
مي دهیم: 
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       یا
ــته  با توجه به معادلات دیگر دو دس
جواب به صورت هاي زیر به دست مي آید:
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                    یا

از جواب اول نتیجه مي شود: 
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و از جواب دوم: 
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 .10
A
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بنابراین: )چرا؟( 
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حل مسائل 
هندسـة

2 

1. نیم ساز AD و ارتفاع AH را رسم 
کرده ایم. AH ارتفاع رأس A براي هر دو 
مثلث ABD و ADC است. مساحت هاي 
این دو مثلث را با این ارتفاع مي نویسیم و 

برهم تقسیم مي کنیم: 
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از طرف دیگر مي دانیم که هر نقطه 
ــاز زاویه، از دو ضلع زاویه به  روي نیم س
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ــس:  ــت. پ ــک فاصله اس ی
بنابراین بار دیگر داریم: 
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ــه  ــط I و II نتیج ــة رواب و از مقایس
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ــوق در صورت  ــب ف از ترکیب تناس
خواهیم داشت: 
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2. اولاً، اگر این سه عدد را 
 در نظر بگیریم، کافي 
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 ،
ــت ثابت کنیم که مجموع هر جفت  اس
ــت  ــومي بزرگ تر اس ــن عدد، از س از ای

)نامساوي مثلثي(:
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ثانیاً، مطابق شکل اگر AD نیم ساز 
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Âˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA A A A A A

MA MB

MH MH
AH BH MAH MBH

H H
MA MB

° °

°

> >

⇒ < ⇒ <
′

′=


′= ⇒∆ ≅ ∆
= 
′ ′⇒ = =

′> ⇒ >

′ ′ ′∆ > ⇒ > ⇒ >

⇒ + > ⇒ < ⇒ <

=

=


= ⇒∆ ≅ ∆
= = 

⇒ =

1 2 2

2 2

1 2

1

2 2 1

1 2 1 1 1

1 2

2

2 180 90

2 2
2

90

ــن ضلع  ــر بزرگ تری وارد ب
باشد، طبق نتیجة مسئلة 1 داریم: 

A

B

CD

n +
1

n +2
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یعني طول هاي اضلاع این مثلث 7، 
8 و 9 سانتي متر هستند.

ــث OC، BDC و DM دو  3. در مثل
ــتند. پس P مرکز ثقل  میانة مثلث هس

مثلث است و از آنجا داریم: 
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                            محیط

  4. الف(
                     عکس قضیة لولا
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ب( میانة AM را از طرف M به اندازة 
 امتداد مي دهیم:
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خودش تا نقطة 
              ض ز ض
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1

A´

ــر نقطه  ــم ه ــت مي کنی 5. اولاً ثاب
ــط از دو  ــف یک پاره خ روي عمودمنص
ــر پاره خط به یک فاصله است. یعني  س
 ،d ــکل خط ــرض این که مطابق ش با ف
عمودمنصف پاره خط AB و M نقطه اي 
ــت، ثابت مي کنیم:  ــواه روي d اس دل خ

. مي توان نوشت: 
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 B و A از M ثانیاً ثابت مي کنیم اگر
به یک فاصله باشد، M روي عمودمنصف 
ــط AB وصل  AB قرار دارد. از M به وس

مي کنیم:
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 AB ــف ــي M روي عمودمنص یعن
است.

ــرض  ــده ف ــل ش ــئله را ح 6. مس
مي کنیم. میانة AM را به اندازة خودش 
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وصل مي کنیم. مي توان نوشت: 
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BD DE EC BC

BD DE EC BC (I)

DBCE DEF̂

BD BC CE DE

B

°

°

°

′
′ ′= = = =

′
′

= = =
⇒ + = − + +
+ = − +
⇒ = − +
⇒ = −
⇒ = − = −

−
=

+ + −
= =

⇒ + + − =

−
=

+ + −
= =

⇒

2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

70
2

140

2

50
2

� � � �

� � � �

� �

D BC CE DE (II)

BD EC BD CE

BD CEM̂

°

° °

°
°

+ + − =

+ = ⇒ + =

+
= = =

100

2 2 240 120

120 60
2 2

طريقة رسم: ابتدا پاره خط 
طول معلوم 2ma رسم مي کنیم. سپس 
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BD DE EC BC

BD DE EC BC (I)

DBCE DEF̂

BD BC CE DE

B

°

°

°

′
′ ′= = = =

′
′

= = =
⇒ + = − + +
+ = − +
⇒ = − +
⇒ = −
⇒ = − = −

−
=

+ + −
= =

⇒ + + − =

−
=

+ + −
= =

⇒

2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

70
2

140

2

50
2

� � � �

� � � �

� �

D BC CE DE (II)

BD EC BD CE

BD CEM̂

°

° °

°
°

+ + − =

+ = ⇒ + =

+
= = =

100

2 2 240 120

120 60
2 2
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ــط  M )وس
اندازة CM از طرف M امتداد مي دهیم تا 
ــیم. A را به B و C وصل  به نقطة B برس

مي کنیم تا مثلث ABC رسم شود.
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)عکس قضیة خطوط موازي و مورب(

ــترك هاي داخلي دو  8. مماس مش
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دوایره به مراکز O و 
ــة M یکدیگر را قطع کرده اند. حال  نقط

 وصل کنیم، چون 
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ــر از M به O و  اگ
شعاع بر مماس عمود است، داریم:
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ــه یک  ــن O از MB و MD ب بنابرای
فاصله است و در نتیجه روي نیم ساز زاویة 
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BD DE EC BC

BD DE EC BC (I)

DBCE DEF̂

BD BC CE DE

B

°

°

°

′
′ ′= = = =

′
′

= = =
⇒ + = − + +
+ = − +
⇒ = − +
⇒ = −
⇒ = − = −

−
=

+ + −
= =

⇒ + + − =

−
=

+ + −
= =

⇒

2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

70
2

140

2

50
2

� � � �

� � � �

� �

D BC CE DE (II)

BD EC BD CE

BD CEM̂

°

° °

°
°

+ + − =

+ = ⇒ + =

+
= = =

100

2 2 240 120

120 60
2 2

ــرار دارد. به همین ترتیب،  DMB ق
هم روي نیم ساز زاویة AMC واقع است. 
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پس OM و 
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ــف(: فرض  ــان خل ــات )بره 2. اثب
 عددي گویا باشد:
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

60 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

شمارۀ 612
زمستان 1391

دورۀ  بيست ودوم
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 b و a ــودن ــه به مثبت ب که با توج
درستي نابرابري آخر واضح است.
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ــه اصل ضرب، 3×3=9  5. با توجه ب
نوع خودرو از نظر رنگ و مدل داریم. پس 
 خودرو از 
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ــل به اندازة  لااق
یک رنگ و یک مدل داریم.

6. اگر همة اعداد یک سطر یا ستون 
ــند، مجموع آن ها مساوي  یا قطر 1 باش
10 و اگر همه 1- باشند، مجموع آن ها 
10- خواهد بود. پس مجموع عددهاي 
سطرها، ستون ها و قطرها یکي از اعداد 
ــت و در   اس
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ــة  مجموع
ــاوت دارند. اما ده  نتیجه 21 حالت متف
سطر، ده ستون و ده قطر، یعني 22 عدد 
ــوع داریم. پس طبق »اصل لانة  در مجم
کبوتر«، لااقل دوتا از این مجموع ها باید 

برابر باشند و پاسخ سؤال منفي است.
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 یک عضو دارد و 
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پس 
، 22=4 عضو دارد.
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دو عضو و 
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جملة دوم مستقل از x است.
ــه و مجموع  ــط داراي 10 جمل بس
ــت مي آید؛   به دس
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یعني: 

ــه هاي  ــون α و β ریش 4. راه اول: چ
ــس در معادله صدق  ــتند، پ معادله هس
 و با 

n

n

nS ( a (n )d)

nS ( (n ) ) n(n )

n n

n n

n n

n n

(n )(n ) n n
(n )(n ) n

n n ...

(x )(x )(x )

x x

R

= + −

⇒ = − + − = −

< − <

⇒ < − <

 − − >⇒ 
− − <

− + > ⇒ > < − 
 + − < ⇒− < < 
⇒ < < ⇒ =

− + + =

− = ⇒ =

1

2

2

2

2

2

4 4

2 1
2

6 1 6 3 2
2

240 3 6 1080
80 2 360

2 80 0
2 360 0

10 8 0 10 8
18 20 0 18 20

10 20 11 12 19
2 2 4 0
16 0 16

k k
k

(x) x( ) ( ) x( ) x
x a ,b

a b

T (x ) ( x )
k

k k k

: ( )
k

x

( )

,

SS x x ( )
P

− −
+

= + + + +
= + ⇒ = =
+ =

 
=  
 

−
⇒ − = ⇒ =

 
× 

 
=

β + β+ =

β + β +β = ⇒ β + β = −β

⇒ = = −
−β αβ + β α + α

′ ′= + = − + = − = =
α β

2 2

9 1
1

3

9

2

3 2 3 2

3 2 3 2

1 2

16 3 16 16 1
273 769 273 769

1042
9 1 1

2 2
9 0 3
2

9 1
2

1
3
2

3 1 0
3 0 3

1 1 1 1
3 3

1 1 3
1

k k
k

P x x .
P

x x

x x
x
y
x y

x y

x y x y x
y

T (x ) ( x )
k

− −
+

− −′ ′= = = + =
α β

⇒ − + =

− + =

+

+

+ +
= ⇒ =

 
=  
 

1 2

2

2

1
9 12

1

3

1 1 1 1
1

3 1 0
3 1 0

2
3 5
2 3
3 5

2 2 3
93 5 3 5

17 27 35

9 1
2

ــن:  ــد. بنابرای مي کنن
ضرب در β نتیجه مي شود: 
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یعني از آلیاژ اول 9 و از آلیاژ دوم 35 
قسمت موجود باشد.
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                                      شرط اولیه  

10. الف( ابتدا f(2x) را رسم مي کنیم. 
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یعني تابع f را با نسبت 
تابع را یک واحد به چپ منتقل مي کنیم 
و در انتها خروجي را )3-( برابر مي کنیم. 
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مجلۀ ریاضی دورۀ آموزش متوسطه

62 شمارۀ  2
    زمستان 1391
دورۀ  بيست و دوم      

ها
خ  

اس
پ

پاسخ هاي ايستگاه 
انديشه و ادب رياضي 

برهان شمارة 75

ايستگاه اول:
 جدول مشاهير ايراني

�������������������������������������
پاسخ جدول محمدبن حس�ن كرجي، ریاضي دان بنام 
ــتاد  ــرحي از زندگي او را به قلم زنده یاد اس ــي بود. ش ایران

پرويز شهرياري در همین شماره آورده ایم.

ايستگاه سوم: 
يك مسئله و سه جواب

�������������������������������������
ــت دوم و کار  ــندة ابزارهاي دس ــم که یک فروش گفتی
ــت 10 هزار تومان به  ــیلة کار کرده اي را به قیم کرده، وس
ــندة دوم چون  ــندة دیگري فروخت. کمي بعد فروش فروش
نیازي به آن نداشت، آن را به فروشندة اول به قیمت هشت 
ــندة دیگري آمد  ــپس فروش هزار تومان دوباره فروخت. س
ــه قیمت نه هزار تومان خرید.  ــنده ب و آن را از همان فروش

فروشندة اول چه قدر سود برد؟
ــؤال را مطرح کردیم که  ــخ متفاوت به این س سه پاس
ــه هزار تومان، دومي مي گفت هزار تومان  اولي مي گفت س
ــرات متفاوتي را از  ــزار تومان! نظ ــومي مي گفت دو ه و س
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دقت: اگر دامنه را با تشکیل ضابطه 
محاسبه مي کنیم، باید قبل از ساده سازي 
ــر رادیکال  ــم؛ یعني زی ــه را بیابی دامن

 را نامنفي قرار دهیم.
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f  فرد است
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پاسخ معماهاي ايستگاه انديشة همين شماره 

 معماي اول: هنوز دارید فکر مي کنید؟! این که کاري ندارد! وقتي 5=1 باشد، خُب 1=5 است!!
 معماي دوم: یک پاسخ اشتباه که خیلي ها مي دهند، ساعت شش است، اما جواب درست ساعت 
ــتین زنگ ساعت شهریار هم زمان  ــت. در ساعت پنج نخستین زنگ ساعت کاوه با نخس پنج اس
مي شود. دومین زنگ ساعت شهریار وقتي زده مي شود که سومین زنگ ساعت کاوه زده شده است. 
سومین زنگ ساعت شهریار وقتي زده مي شود که پنجمین زنگ ساعت کاوه زده شده است. پس 

ساعت شهریار دو زنگ دیگر هم بعد از آن مي زند.
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ــخ دقیق چنین باشد:  ــاید پاس ــما دریافت کردیم، اما ش ش
ــود فروشندة اول چه قدر بوده، مگر  ما نمي توانیم بگوییم س
ــت!  ــه بدانیم ابتدا براي خرید آن چه قدر پول داده اس آن ک
سود عبارت است از اختلاف بین مقداري که از فروش یک 
ــود و مقداري که بابت آن پرداخت  محصول دریافت مي ش
شده است. فروشندة ما 11 هزار تومان به دست آورده است: 
او نخست 10 هزار تومان به دست آورده، سپس هشت هزار 
تومان داده، پس دو هزار تومان مي ماند، آنگاه نه هزار تومان 
ــود یازده هزار تومان. ولي  دیگر گرفته که در مجموع مي ش
ــت ابتدا براي این جنس چه قدر پول داده است  معلوم نیس
ــت آورد.  ــود او را از مجموع این معاملات به دس تا بتوان س

پس هیچ یک از پاسخ ها درست نیست!

ايستگاه چهارم: 
چند معماي خواندني

�������������������������������������
معماي اول: هفت ایستگاه!

ــیم: »آیا کاوه  ــا مي پرس ــي از آن ه معم�اي دوم: از یک
دروغ گوست؟«

ــر و در چهار حالت  ــؤال در جدول زی ــخ به این س پاس
ــونده ممکن است  ــت: سؤال ش ــده اس تجزیه   و تحلیل ش
ــد و دروغ گو. شهریار  ــت گو، یا کاوه باش ــد و راس کاوه باش
ــد و دروغ گو )توجه داشته  ــد و راست گو یا شهریار باش باش
ــت گو باشد، شهریار دروغ گوست و   باشید که اگر کاوه راس

برعکس(.

سؤال شونده
شهريار � 

دروغ گو

شهريار � 

راستگو

كاوه � 

دروغ گو

كاوه � 

راستگو

نهنهبلهبلهپاسخ

پس در پاسخ به این سؤال، شهریار همواره پاسخ بله و 
ــخ نه مي دهد و از آنجا به راحتي مي توان  کاوه همواره پاس

کاوه را شناسایي کرد.
معم�اي س�وم: چون برادر دوم گفته است که من کاوه 
ــیاه به همراه دارم، پس او نمي توانسته  ــتم و کارت س هس
ــت گو باشد )زیرا راست گو کارت سیاه به همراه ندارد(.  راس
ــت و لذا جملة او نادرست است. پس او  یعني او دروغ گوس
کاوه نیست یا این که کارت سیاه به همراه ندارد. ولي چون 
ــیاه دارد، لذا باید کاوه  ــت، پس کارت س او دروغ  گفته اس

نباشد، پس او شهریار است.
سخن آخر: یک پارادوکس

سؤال: آیا پاسخ این سؤال نه است؟
ــت! اگر بگوییم  ــؤال اس ــؤال، همان س منظور از این س
ــت و در نتیجه نباید بگوییم  ــخ سؤال نه اس آري، پس پاس

آري!! اگر هم بگوییم نه، پس یعني باید بگوییم آري!!
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مقدمه 
ــداد بوده،  ــگفت آور اع ــاز مجذوب نیروي ش ــر از دیرب بش
ــرگرمي هاي او بازي با اعداد بوده است.  به طوري که یکي از س
از میان اعداد، اعداد طبیعي بیشتر از سایر اعداد مورد بررسي 
قرار گرفته اند و سرگرمي هاي متفاوتي را تولید کرده اند. به مرور 
زمان اعداد از حالت بازي خارج شدند و جنبة سحر و جادو به 
ــبرد اهداف خود از  خود گرفتند. عده اي عوام فریب براي پیش

ــده در »ملن  ــت دیورر، حکاکي ش ــع جادویي آلبرش مرب
ــیار  ــت که بس کولیا1«2 به نظر اولین مربع جادویي در اروپاس
ــت که 25 سال قبل از  ــبیه مربع جادویي يانگ هوي3 اس ش
دیورر در چین ساخته شده است. عدد جادویي این مربع برابر 
34 است. به این معنا حاصل جمع کلیه اعداد واقع بر سطرها و 
ستون ها و قطرها و همچنین مربع چهارتایي وسط و مربع هاي 

چهارتایي چهارگوشه همگي برابر 34 هستند.

132316

811105

12769

114154

132316

811105

12769

114154

132316

811105

12769

114154

132316

811105

12769

114154

شكل 2. مربع جادويي آلبرشت ديورر

از نکات قابل توجه این مربع دو عدد وسطي در سطر است 
که تاریخ کنده کاري را نشان مي دهد و برابر 1514 است.

  مربع جادويي چيست؟
مربع جادویي مرتبة n، جدولي n×n است که خانه هاي آن 
ــا اعداد )معمولاً 1 تا n2( پر مي کنند؛ به صورتي که ویژگي  را ب
خاصي داشته باشد. براي مثال، مجموع همة سطرها یا ستون ها 
ــند یا در هر سطر یا هر ستون از هر عدد به کار  با هم برابر باش
ــته باشد یا اعدادي که در کنار هم  رفته،  تنها یکي وجود داش

نوشته مي شوند، برهم بخش پذیر نباشند و...
مربع هاي جادویي طي قرن ها براي انسان جذاب بوده اند و 
بیش از 4000 سال است که در فرهنگ هاي مختلف از جمله 
هند، اروپا و... دیده شده اند. این مربع بیشتر به صورت حکاکي 
شده روي سنگ یا فلز بوده اند و اکثر دانشمندان دوران باستان 

خصلت هاي سحرآمیزي را به آن ها نسبت مي دادند.

  تاريخچة مربع هاي جادويي
مربع هاي جادویي پایه هاي نجومي و پیشگویي داشته اند 
ــا براي اندازه گیري طول عمر یا جلوگیري از بیماري  و از آن ه
استفاده مي کردند. مثلاً یک مورد از آن ها در هندوستان، مربعي 

3×3 به نام »کوبراکولام«4 است که آن را روي زمین به شکل 3 
مي کشند و عدد جادویي آن 72 است.

212823

262422

252027

شكل 3. مربع جادويي كوبراكولام

ــت که همان  یکي از ویژگي هاي این مربع جادویي آن اس
مربع جادویي درجة 3 شکل با عدد جادویي 15 است که به هر 

یک از خانه هاي آن 19 واحد اضافه شده است.

294

753

618

شكل 4. مربع جادويي با عدد جادويي 15

یک مربع جادویي بسیار شناخته شدة دیگر در هندوستان 
ــود دارد. عدد جادویي آن  ــد »پارش راناس جین«5 وج در معب

مربع هاي 
جادويي

چكيده 
در این مقاله سعي شده است به طور خلاصه مربع هاي 
جادویي تشریع شوند. ابتدا تاریخچه اي دربارة خواستگاه 
ــده است. پس از تعریف اصلي  مربع هاي جادویي بیان ش
ــي چند مربع  ــت جادویي، به معرف ــع جادویي و ثاب مرب
ــده مي پردازیم. در میان این مربع ها  جادویي شناخته ش
بیشتر مطالب به مربع وفقي و ویژگي هاي آن اختصاص 
ــت. آن چه اهمیت دارد آن است که بتوان  ــده اس داده ش
به راحتي مربع وفقي تولید کرد. در ادامه، روشي کلي براي 
ــرد و دو روش مجزا براي  ــد مربع هاي وفقي مرتبة ف تولی
ــده است. در  ــاخت مربع هاي وفقي مرتبة 7 آورده ش س
انتها ارتباط مربع وفقي با »فنگ شویي«، نظم بخشیدن به 
همه چیز، به طور خلاصه آمده است، زیرا جنبه هاي ریاضي 

آن در مربع وفقي بررسي شده است.

دنيايي از 
رمز و راز 

اعداد

كليدواژه ه�ا:     مرب�ع جادويي، مربع وفقي، س�ودوكو، مربع 
لوشو، مربع لاتين، بازي رياضي

ــتفاده مي کردند. حتي برخي از شعرها و نویسندگان  اعداد اس
ــود جسته اند.  نامي جهان نیز در آثار بي نظیر خود از اعداد س
ــاعر بزرگ آلماني، در شاهکار فناناپذیر خود  از جمله گوته، ش
»فاوست«، صحنه اي را به ساختن اکسیر جواني با فرمول مربع 
ــلم او با مربع هاي وفقي  ــت. قدر مس وفقي اختصاص داده اس
آشنایي داشت، زیرا بارها از تابلوي »افسردگي« نقاش 
بزرگ آلماني، آلبرش�ت ديورر1، سخن 
ــاره کرده  گفته و به نکات علمي آن اش

است.
با گذشت زمان و با پیشرفت هایي که 
ــورت گرفت، این بازي ها  در علم ریاضي ص
ــکلي کاملاً علمي به خود گرفتند و حتي  ش
ــتة مجزا به  ــي موارد به عنوان یک رش در برخ
ــود. در این زمینه مي توان به  آن پرداخته مي ش
مربع هاي لاتین اشاره کرد که با استفاده از مبحث 

ترکیبیات، مي توان مطلبي را به صورت رمز درآورد.
ــان انواع بازي ها با اعداد، مربع هاي جادویي همواره  در می
ــه و جبر،  ــاز پیدایش هندس ــته اند. از آغ ــام بالاتري داش مق
ویژگي هاي ریاضي مربع هاي جادویي مورد توجه ریاضي دانان 
ــت. مربع هاي جادویي مربع هایي هستند که از اعداد  بوده اس
طبیعي پر مي شوند و هر یک ویژگي خاص خود را دارند که در 
این مقاله به معرفي تعدادي از آن ها را معرفي مي کنیم. طبق 
اسناد و مدارك موجود، مي باید کشور چین را زادگاه مربع هاي 
ــرا قدیمي ترین منبعي که از آن ها  ــت. زی جادویي جهان دانس
ــت چیني که حدود پنج هزار سال پیش از  نام برده، کتابي اس
میلاد مسیح نوشته شده است. مربعي که در این کتاب مطرح 
ــت که در آن اعداد فرد به صورت  ــده، مربعي 9 خانه اي اس ش
دایره هاي سفید و اعداد زوج به صورت دایره هاي مشکي ترسیم 
شده اند. با جاي گذاري اعداد زوج و فرد به جاي رنگ هاي مورد 
نظر، خواص جالبي در مربع دیده مي شود. اما قدیمي ترین مربع 
ــردگي دیورر نقش بسته است که  جادوي اروپا در تابلوي افس

سال ترسیم آن 1514 میلادي است.

شكل 1. مربع جادويي آلبرشت ديورر
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ــلادي بر دیوار معبد حکاکي  ــت و در قرن 10 می برابر 34 اس
شده است.

141127

118132

510316

41569

شكل 5. مربع جادويي معبد پارش راناس جين

ــه مغرب زمین انتقال  ــط اعراب ب مربع هاي جادویي توس
یافتند. طي دوران رنسانس ـ دوران تحقیق وسیع ـ ریاضي داني 
به نام كارنلينوس آگريپ�ا روي مربعات جادویي که رتبه هاي 
ــت  آن ها بالاتر از 2 بود، تحقیق کرد. مربع با رتبة 1 بي معناس
ــوان ثابت کرد که مربع جادویي با مرتبة 2 وجود ندارد.  و مي ت
آگریپا آن دسته از مربعات جادویي را تشکیل داد که رتبه هاي 
آن ها از 3 تا 9 بود و به آن ها مفهوم نجومي داد. آن ها را نمادي 
ــتري، مریخ، خورشید،  ــماني )زحل، مش براي هفت جرم آس
زهره، عطارد و ماه( که تا آن زمان شناخته شده بودند، در نظر 
گرفت. اشکال مربعات روي چوب و موارد دیگر حک شدند و در 
خدمت سحر و جادو قرار گرفتند. حتي امروزه نیز در بخشي از 
مشرق زمین به خاطر این مقاصد از مربع هاي جادویي استفاده 
ــود. در قرن هاي 16 و 17 مردم بر این باور بودند که اگر  مي ش
ــود، آن ها را از آفت و بلا  مربع جادویي بر لوح نقره اي حک ش

محفوظ مي دارد.
ریاضي دانان ایراني نیز با مربع هاي جادویي در ابتداي قرن 
17 آشنا شدند؛ یعني زماني که مسلمانان با فرهنگ هندي و 
آسیاي جنوبي آشنا شدند و ریاضیات هندي و بعضي چیزهاي 
دیگر ترکیبیات و بخشي از نجوم را آموختند. البته این نظریه 
ــا مربع هاي جادویي از طریق چین  ــم وجود دارد که آن ها ب ه
ــدند. اولین مربع جادویي از درجه هاي 5 و 6 در یک  ــنا ش آش
ــط  ــال 983 میلادي توس دایره المعارف بغدادي در حدود س
رسائل اينكوان الصفا6 آمده است و مربع هاي جادویي ساده تر 
قبل از آن توسط سایر ریاضي دانان ایراني شناخته شده بودند. 
امام محمد غزالي، فیلسوف و دانشمند بزرگ ایراني نیز در این 

باب رساله اي به زبان فارسي دارد.
از دیگر مربع هاي جادویي شناخته شده مي توان به مربع  
جوزف س�ابيراچز اشاره کرد که مربعي از مرتبة 4 است، و در 
کلیساي »ساگرادا فامیلیا«7 کنده کاري شده و عدد جادویي آن 
33 است. در حقیقت بسیار شبیه مربع جادویي دیورر است، اما 

مقدار 5 تا از خانه ها را یکي کاهش داده است.
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شكل 6. مربع سابيراچز
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شكل 7. مربع ديورر

شكل8. مربع جادويی سابيراچز در كليسای فاميليا

ــده  ــناخته ش ــه به معرفي چند مربع جادویي ش در ادام
مي پردازیم.

  سودوكو
جدول اعدادي است که امروزه یکي از سرگرمي هاي رایج 
در کشورهاي مختلف جهان به  شمار مي آید. سودوکو، مخفف 
عبارت ژاپني »سوجي وادوكوشين ني گ اگيرو« است به معني 
 n×n مربعي n ــند«. یک سودوکوي مرتبة »ارقام باید تنها باش
است که با اعداد 1 تا n به گونه اي پر مي شود که در هر سطر 
ــتون آن از اعداد 1 تا n فقط بک بار استفاده مي شود.  و هر س
ــکل هاي 9 و 10 دو سودوکوي 3 در 3 و 4 در 4 نمایش  در ش

داده شده اند.

4231

1342

2413

3124
شكل 9. سودوكوي مرتبة 4

312

231

123
شكل 10. سودوكوي مرتبة 3

هر چند این بازي براي اولین بار در یک مجلة پازل آمریکایي 
ــار یافت، ولي انتشار آن به طور مستمر و  در سال 1979 انتش
ــتین مرتبه به ژاپن در 1986 برمي گردد. از  پي گیر براي نخس
ــال 2005 این سرگرمي به محبوبیت جهاني دست یافت و  س
نخستین مسابقة ملي آن در سال 2008 در فیلادلفیاي آمریکا 
برگزار شد. در ایران براي اولین بار »روزنامة همشهري« در سال 

1385 به چاپ سودوکو به صورت روزانه دست زد.
ــرگرمي و  ــیاري از مجلات س از این مربع جادویي در بس
هوش استفاده مي شود. نوع متداول سودوکو یک جدول 9 در 
9 است که کل جدول هم به 9 جدول کوچک تر 3 در 3 تقسیم 
شده است. در این جدول چند عدد به طور پیش  فرض قرار داده 

شده اند که باید باقي اعداد را با رعایت سه قانون زیر یافت: 

735
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368

1384

627

826

5914

978

پس از حل ←

شكل11. سودوكوي 9 در 9 و حل آن

219876435

843591276

765243891

394157628

127368954

658429317

482735169

536914782

971682543

  مربع وفقي
مربع وفقي مرتبة n جدولي n×n است که خانه هاي آن با 
اعداد 1 تا n2 به ترتیبي پر مي شوند که مجموع اعداد هر ردیف 
افقي و یا هر ستون عمودي و یا هر قطر آن، عددي ثابت شوند.
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23811

712114

شكل 13. مربع وفقي مرتبة 3شكل 12. مربع وفقي مرتبة 4
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ــد،  از فرمول  ــت جادویي« مي گوین ــه آن »ثاب ــدد ثابت که ب ع
n(n به دست مي آید. براي مثال، ثابت جادویي براي مربع هاي  )
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مرتبة 3، 4، 5 و 6 به ترتیب برابر است با 15، 34، 65 و 111.

  مربع وفقي مرتبة 3
یک نکتة جالب در مربع وفقي مرتبة 3 وجود دارد: عددي 
ــت.  ــدول 3 در 3 قرار دارد، عدد 5 اس ــط ج ــه در مربع وس ک
ــع وفقي مرتبة 3 عدد 15  ــم که ثابت جادویي در مرب مي دانی
ــت. اعداد موجود در دو قطر اصلي و فرعي و سطرهاي اول  اس
و سوم یک مربع وفقي 3 در 3 را با حروف، مانند جدول شکل 

14 مشخص مي کنیم.

cba
d

gfe

شكل 14

 از جمله این سه رابطه 

n(n )

a d g
c d e
b d f

a b c d e f g
a b c e f g
d

d
a d g
a g
g a
g
a
g
a
n
n
n
n
n
n k
n k

k k

+

+ + =
 + + =
 + + =
+ + + + + + =
+ + = + + =
=
=
+ + =
+ =
= −
=
=
=
=
−
=
=
−
≥
=
= +

+

2

2

1
2

15
15
15

3 45
15

3 15
5

15
10

10
7
3
9
1
2
3
5
1
6
2
2 1

1
4

واضح است که: 

. از طرف 
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ــت:  خواهیم داش
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. بنابراین: 
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دیگر داریم: 
.
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و لذا 
ــت  نکتة جالب دیگر در مورد مربع وفقي مرتبة 3 آن اس
ــد، چون داریم:  ــه e ، c ، a و g زوج اند. اگر a عددي فرد باش ک
 g بنابراین .
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 یا 
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ــذا:  ، ل
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نیز عددي فرد است. بین اعداد 1 تا 9 بجز 5 که وسط جدول 
قرار دارد، چهار عدد فرد 1، 7، 3 و 9 وجود دارند. لذا مکان هاي 
ــداد 3 و 7. فرض کنیم  ــوند یا با اع ــا با 1 و 9 پر مي ش g و a ی
ــوند. بدون آن که به روند اثبات خللي وارد  g و a با 3 و 7 پر ش
 باشند. بنابراین شکل 15 

n(n )

a d g
c d e
b d f

a b c d e f g
a b c e f g
d

d
a d g
a g
g a
g
a
g
a
n
n
n
n
n
n k
n k

k k

+

+ + =
 + + =
 + + =
+ + + + + + =
+ + = + + =
=
=
+ + =
+ =
= −
=
=
=
=
−
=
=
−
≥
=
= +

+

2

2

1
2

15
15
15

3 45
15

3 15
5

15
10

10
7
3
9
1
2
3
5
1
6
2
2 1

1
4

 و 
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ــود، فرض کنیم  ش
را خواهیم داشت.

3

5

7
شكل 15

اعداد 1 و 9 باید در 6 مربع باقي مانده قرار گیرند. در سطر و 
ستوني که عدد 3 قرار دارد، نمي توانیم از عدد 9 استفاده کنیم؛ 
ــدد 15 باید از عدد 3  ــرا: 12=9+3. در نتیجه براي تولید ع زی
دوبار استفاده کنیم که این با طریقة ترسیم مربع وفقي تناقض 
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ــن عدد 9 در یکي از دو مربع رنگي باید قرار گیرد.  دارد. بنابرای
در این صورت در سطر یا ستوني که 7 روي آن قرار دارد، عدد 
ــد که  9 نیز قرار مي گیرد که جمع این دو عدد 16 خواهد ش
ــد. پس g و a اعداد 3 و 7  با ثابت جادویي تناقض پیدا مي کن
نیستند. حال فرض کنیم g و a اعداد 9 و 1 باشند. باز هم بدون 
 .
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 و 
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از دست رفتن کلیت مسئله فرض مي کنیم: 
مانند حالت قبل 3 نمي تواند در سطر و ستوني که عدد 9 جزئي 
ــت، قرار بگیرد. پس 3 در دو مربع رنگي که در شکل  از آن اس

16 مشخص شده اند، قرار خواهد گرفت.

1

5

9
شكل 16

در این صورت اگر در سطر یا ستوني که یکي از سلول هایش 
رنگ شده، عدد 3 را قرار دهیم، براي تولید عدد 15 عدد سوم 
باید 7 باشد. بنابراین 7 درسطر یا ستوني قرار خواهد گرفت که 
ــت که حاصل این دو عدد 16 خواهد  9 یکي از عناصر آن اس
بود که باز تناقض ایجاد مي شود. از این بحث نتیجه مي شود که 
اعداد g و a فرد نیستند، پس زوج اند. به همین ترتیب مي توان 

نشان داد که c و e نیز زوج اند.
ــوان همة مربع هاي وفقي  ــا اثبات این نکتة ظریف مي ت ب

مرتبة 3 را نوشت. هشت مربع وفقي مرتبة 3 وجود دارند که 
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شكل 17. مربع وفقي مرتبة 3

  روشي كلي براي ساختن مربع هاي وفقي درجة فرد
فرض کنیم n عددي فرد باشد. ابتدا یک جدول n×n رسم 
مي کنیم. سپس روي ضلع مربع و از مربع میاني هر ضلع شروع 
، مربع جدید روي مربع هاي هر ضلع، 
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مي کنیم و به اندازة 
مربع اضافه مي کنیم و این کار را ادامه مي دهیم تا آخرین ضلع 
فقط یک مربع تولید کند. براي آن که بهتر متوجه شوید، فرض 
ــکل مورد نظر را  ــاخت ش . مراحل زیر طریقة س
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کنیم: 
نشان مي دهد.

يك مربع روي هر يك از سه مربع توليد 
شده در مرحلة قبل اضافه مي شود.

سه مربع روي اضلاع مربع 
اصلي رسم مي شود

⇒

⇒

شكل 18. روش ساختن مربع وفقي 5×

،
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یا براي 

شكل 19. روشن ساختن مربع وفقي 3×3

⇒

 مي خواهیم مربع را رسم کنیم. اعداد 1 تا 9 را 
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براي 
از سمت راست به چپ، یک در میان در قطر اصلي و قطرهاي 
موازي با قطر اصلي مربع ها به صورتي که در شکل نشان داده 

شده است، مي نویسیم.
1

24

357

68

9

شكل 20

سپس اعدادي را که در خارج مربع n×n اصلي قرار دارند، 
روي سطر یا ستوني که قرار گرفته اند به تعداد مرتبة مربع وفقي 
ــکل 21، به داخل  ــه انتقال زیر مانند ش )در این مثال 3( با س

مربع n×n انتقال مي دهیم.
1. انتقال سطري به اندازة n خانه به چپ یا راست.

2. انتقال ستوني به اندازة n خانه به بالا یا پایین.
3. ترکیب انتقال 1 با 2 در صورتي که عددي با انتقال هاي 

1 یا 2 به تنهایي وارد مربع نشود.

⇒
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9 شكل 21

در پایان مربع هاي اضافي را پاك مي کنیم. به عنوان مثالي 
دیگر، براي -- مربع وفقي را به روش فوق رسم مي کنیم.

⇒
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شكل 21

عدد جادویي مربع وفقي مرتبة 5 عدد 65 است که در مربع 
بالا مي توان به راحتي آن را بررسي کرد.

ملاحظه مي شود که در مرکز این مربع عدد 13 قرار دارد. 
ــود که: آیا در مربع هاي وفقي  ــؤال مطرح مي ش اکنون این س
ــة 3، عدد مرکزي ثابت  ــة 5 مانند مربع هاي وفقي مرتب مرتب
ــت؟ با روش حرکت اسب شطرنج به راحتي به مربع وفقي  اس

شکل 22 مي رسیم که عدد مرکزي آن 13 نیست.

24720311
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شكل 22

  روش هندي رسم مربع هاي وفقي مرتبة 7
علاوه بر روشي کلي که براي ترسیم مربع هاي وفقي مرتبة 
فرد ذکر شد، از دو روش دیگر نیز مي توان براي تولید مربع هاي 
ــن روش، اعداد 1 تا 49 را  ــتفاده کرد. در ای وفقي مرتبة 7 اس
به هفت دستة هفت تایي تقسیم مي کنیم. اولین عدد از اولین 
ــته )عدد 1( را زیر خانة مرکزي مربع، یعني سطر پنجم و  دس
ــتون چارم، قرار مي دهیم. اعداد هم دستة آن به ترتیب در  س
خانه هاي موازي با قطر اصلي مربع جاي مي گیرند. اعدادي که 
بیرون مربع واقع مي شوند، با انتقال هاي سه گانه اي که در بالا 
ــرح دادیم، درون مربع جاي مي گیرند. قطر اصلي را با رنگ  ش

قرمز و قطر فرعي را با رنگ سبز نشان داده ایم.
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3
شكل 23

ــته، اولین عدد دستة بعد را دو  پس از اتمام اعداد یک دس
ــته شده، قرار مي دهیم. این  خانه پایین تر از آخرین عدد نوش
خانه به موازات قطر فرعي درست در گوشة پایین سمت چپ 
اولین عدد دستة قبل قرار دارد. اعداد بعدي دسته نیز همانند 

دستة قبل جاي مي گیرند.
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شكل 24

با ادامة این روند، مربع کامل مي شود.
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شكل 25

  روش سيامي رسم مربع هاي وفقي مرتبة 7
در این روش که به روش سیامي مشهور است، ابتدا اعداد 
را در دسته هاي 7تایي دسته بندي مي کنیم. عدد 1 را در مرکز 
ردیف اول )سطر اول و ستون چهارم( قرار مي دهیم. اعداد هم 

دستة 1 به ترتیب به موازات قطر فرعي مربع جاي مي گیرند. 
ــه گانه که  اگر عددي خارج از مربع قرار گیرد،  با انتقال هاي س
ــد، وارد مربع مي شود. پس  در مربعات مرتبة 5 توضیح داده ش
ــته، اولین عدد دستة بعدي درست زیر  از اتمام اعداد یک دس
آخرین عدد نوشته شده قرار مي گیرد. با ادامة این روند مي توان 

مربع را کامل کرد.

2819101483930

292718974738

373526178646

4536342516145

4444233241513

1234341322321

2011249403122
شكل 26

  و اين هم يك مربع وفقي مرتبة 25
شکل 27 ) صفحه مقابل(

  مربع لاتين 
مربع لاتین عبارت است از یک ماتریس n×n با درایه هاي 1، 
2، 3، ... و n به طوري که در هر سطر و در هر ستون درایه هاي 
ــوان مربع لاتین  ــده مي ت ــند. براي هر n داده ش تکراري نباش
ــاخت. از مربع هاي لاتین مرتبة 4 و 5 که در زیر آمده است  س

مي توان به راحتي ایدة کلي ساخت مربع لاتین را فراگرفت.
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شكل 28. مربع هاي لاتين مرتبة 4 و 5
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از ویژگي هاي این مربع مي توان به موارد زیر اشاره کرد: 
 ماتریسي متقارن است.

 همة عناصر قطر فرعي برابر n است.
 همة عناصر قطرهاي موازي با قطر فرعي نیز یکسان هستند 

 ختم مي شوند.
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و از 1 شروع و به 
ــد، در قطر اصلي فقط اعداد فرد 1، 3، 5، ...   اگر n زوج باش

 این اعداد تکرار مي شوند.
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 وجود دارند. براي 
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و 
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شكل 29. مربع لاتين مرتبة 6

 n فرد باشد، در قطر اصلي ابتدا اعداد فرد 1، 3، 5، ... و n اگر 
 نوشته مي شوند. این نکته 
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و سپس اعداد زوج 2، 4، ... و 
کاملاً در مربع لاتین مرتبة 5 که در بالا آمده، مشهود است.

 در هر مربع لاتین، تعداد از درایه هاي واقع در گوشة چپ بالا 
و راست پایین )که پررنگ نوشته شده اند( کلید رمزگشایي آن 
هستند. فقط با داشتن این چند عدد، مربع به صورت منحصر 
به فرد نوشته خواهد شد. تعداد این اعداد مشخص شده براي 

 است.
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، معادل 
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،  معادل k2 و براي 
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ــي از کاربردهاي مربع هاي لاتین در مبحث رمزنگاري  یک
ــت. درایه هاي یک مربع لاتین ممکن است اطلاعاتي باشد  اس
 n × n ــتیم. یک مربع لاتین ــي بفرس که مي خواهیم براي کس
ــود. با توجه به آخرین ویژگي بیان  از n2 اطلاع تشکیل مي ش
 از اطلاعات را منتقل کنیم. 
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شده در مربع لاتین، کافي است 

شخصي که اطلاعات را دریافت کرده است، به صورت منحصر 
ــایر اعداد را در مربع مي نویسد و به اطلاعات مورد  به فردي س

نظر مي رسد.

  مربع لوشو8
ــت که احتمالاً باستاني ترین  همان مربع وفقي 3 در 3 اس
ــتفاده از»فنگ شویي« است. طبق افسانه هاي چیني،  روش اس
امپراتور »یو«، آن را بر لاك یک لاك پشت غول پیکر پیدا کرد! 
مي توان چیدمان کل خانه یا ساختمان، اتاق، دفتر کار، میز و 
ــو و با در نظر گرفتن جدول  ــاس مربع لوش هر چیزي را براس
ــویي قرار داد تا  عنصرها، جهت ها، رنگ ها و نمادها در فنگ ش

14432355473392831003871796165653524445614821750932111340549916157827057

15759926153495439226543335229138320061227937340452144556505317109421213

31310541720952159525774486153247539326184353791916083008731473140552369

46913157336527121413205517309253704821745865353471442624318760429183400

62528779391183127569356484654092215133051176147817058227434310447239526

58725466483175244531348154273961886052928428470132574361310122414201518

1184102225143012756247916658352734464482401846212888039246112857035749

1495613534545740121851032211458500162579266340244423154861728496388180

28092384196613557374364531452145013181104224911586002625423440227544331

43124854032719883801926092963703247413655352231410141821015459125875487

42321550231910655492159596263332244362285456142769338519714155837537454

55436633475137206523315102419488155592259712043224953632829789376193610

85397189601293362294661335755193061234152021715882556748442824553234911

2365283457449393185622289765046212956635830211940622351558427163480167

2675949616358054933634452321766182859738945815056235441115402219506323

3594646313056751130312040722416858527264476450237529341877394181623290

3901776192819842459146563355324111403220507576268604971642335503374441

54133325437229198615277943814551425593713810742421150332026451493160597

72489151593260329164332505376062989037719413855536734471420207524311103

20352030712441148517258925168124292415333502948139819060257136330467134

19560729986378472139551368351044162085253122567349015259453833017434246

34613430242534603295823991861355723642646841220451630812569481173590252

4771695712736594462385303422868739518262456836047464126225512304116408

5083251124042161655572695649844223454633859938617862028235143460147564

39451143560372316108425212504598265524941562305423342143838219961127895

شكل 27. مربع وفقي مرتبة 25
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بهترین نتیجه را بدهد. در این صورت، هر بخش از خانه به یک 
ــان )مثلاً روابط، سلامتي، حرفه، ...( مربوط  حوزة زندگي انس

مي شود.

294

753

618

شكل 29

ــگ«9 به معناي »باد«  ــویي ترکیب واژة چیني »فن فنگ ش
ــت و »شویي«10 به معناي »آب«. این دو واژه با هم تداعیگر  اس
مفهوم شکل دهنده و حرکت آفرین باد و آب است و نیز بیانگر 
ــان. فنگ شویي تعالیم  تضاد این دو در عین همراهي موزونش
»تائو« است براي زیستن در عین هماهنگي با طبیعت و محیط 
اطراف، چیني ها قرن هاست که به خرد کاربردي نهفته در این 
ــان، انتخاب دفتر  ــم دل داده اند و در چیدمان خانه هایش تعالی
ــان و... آن را به کار بسته اند تا زندگي را موزون تر سازند.  کارش
ــوازن به تمام  ــویي برگرداندن نظم، ترتیب و ت ــدف فنگ ش ه
ــت. از مربع لوشو به چند روش متفاوت  زمینه هاي زندگي اس
مي توان استفاده کرد: در روش رایج داریم: 1= دورنماي کاري/ 
ــان؛ 2= ارتباطات از هر  ــما از دیدگاه خودت ــغلي، منزلت ش ش
ــراکت و همراهي  ــوص ارتباط عاطفي، ازدواج، ش نوع به خص
ــته، نیاکان شما؛ 4=  طولاني مدت؛ 3= روابط خانوادگي، گذش
ــمي؛ 6= خدایان و  ــعادت؛ 5= سلامتي جس خوش بختي و س
ارواح، آن هایي که قادر به کمک به شما هستند؛ 7= کودکان، 
ــاروري، خلقت، علائق و اوقات فراغت و هدیه هاي جالب؛ 8=  ب
دانش و تحصیلات، نوآوري و خلاقیت؛ 9= شهرت، نام نیک و 

احترام براي شما. 
چگونگي چیدمان این اعداد در مربع نشان دهندة برتري هر 
یک از اعداد بیان شده بر سایر اعداد است. هر محیطي را اعم 
از خانه، دفتر کار، کلاس، میز، خودرو و...، به 9 قسمت تقسیم 
مي کنند. این 9 قسمت به همین صورتي است که در شکل بالا 
ــد در این مربع به ترتیب  دیدید. عناصري را که در بالا ذکر ش

خاصي پخش مي کنند.
ــوب و آتش، چوب  ــج عنصر آب، فلز، خاك، چ از بین پن
ــد. چون این و عنصر پرقدرت  ــش هر کدام یک خانه دارن و آت
هستند، براي حفظ تعادل هر کدام یک خانه دارند. آب شمال 
ــت )پایین جدول، مربع شمارة 1( و مظهر کوه هاي پربرف.  اس
ــت و نیز از  ــت )خانة 9(. زمین عنصر مادر اس آتش جنوب اس
ــن خاطر 3 خانه متعلق  ــت، به همی تمام عناصر ضعیف تر اس

ــت )خانه هاي 2، 5  8(. عناصر چوب و فلز از نظر  به زمین اس
ــتند و هر کدام دو خانه دارند. خانه هاي  ــط هس قدرت متوس
ــرقي( متعلق به چوب و خانه هاي  ــرق و جنوب ش 3 و 4 )ش
ــمال غربي( متعلق به فلز هستند. به ترتیب  6 و 7 )غرب و ش
شمال غربي )خانة 6( جاي افراد کمک کننده است. شمال )خانة 
ــت. شمال شرقي )خانة 8( محل  ــغل و حرفه اس 1( جایگاه ش
ــرق )خانة 3( مربوط به نیاکان و  ــت. ش دانش و تحصیلات اس
ــت. مرکز که بسیار مهم است )خانة 5(، مربوط به  خانواده اس
ــت. غرب )خانة 7( مربوط به هر چیزي است که  سلامتي اس
فرد به وجود مي آورد. به همین خاطر خانة شمارة 7 را جایگاه 
خلاقیت و فرزندان مي دانند. جنوب شرقي )خانة 4( مربوط به 
ــائل مالي است. جنوب )خانة 9( جایگاه موفقیت و  پول و مس
ــي )خانة 2( مربوط به  ــت. و در آخر، جنوب غرب اعتبار فرد اس
روابط دوگانه است که مي تواند رابطة زناشویي یا شراکت باشد.

ــکل اکثر  ــد )مش ــکل مربع نباش اگر به دلیلي خانه به ش
ــوي ما حذف مي شود. مثلاً در  ــمتي از مربع  لوش خانه ها(، قس
شکل 30، خانه هاي شمارة 6 و 1 حذف شده اند و خانة شماره 
4 کمبود دارد که نشان مي دهد افراد ساکن این خانه در شغل 
و حرفة خود مشکل دارند. هم چنین در زندگي کسي را ندارند 
ــد و در نتیجه، اوضاع مالي  ــي آن ها را حمایت کن که به خوب

چشم گیري هم ندارند.
ــمتي را کم  وقتي یک خانه یا هر محلي به هر ترتیب قس
ــادل در آن محیط  ــاد دارد، باعث به وجود آمدن عدم تع یا زی
ــتفاده کنیم و عدم تعادل  ــود. ما باید از تکنیک هایي اس مي ش
انرژي را برطرف کنیم. باید اجازه دهیم انرژي به شکل صحیحي 
جریان پیدا کند. براي این کار مي توان از نور، صورت، گیاه زنده، 

رنگ و چرخة عناصر استفاده کرد.
ــیار کم است، از  ــو بس چون جنبه هاي ریاضي مربع لوش

توضیح بیشتر دربارة آن خودداري مي کنیم.
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ايستگاه انديشه و ادب رياضي  

ايستگاه چهارم:   چند معماي خواندني!

پاسخ معماهاي ايستگاه انديشة همين شماره 
 معماي اول: هنوز دارید فکر مي کنید؟! این که کاري ندارد! وقتي 5=1 باشد، خُب 1=5 است!!

 معماي دوم: یک پاسخ اشتباه که خیلي ها مي دهند، ساعت شش است، اما جواب درست ساعت پنج 
است. در ساعت پنج نخستین زنگ ساعت کاوه با نخستین زنگ ساعت شهریار هم زمان مي شود. دومین 
زنگ ساعت شهریار وقتي زده مي شود که سومین زنگ ساعت کاوه زده شده است. سومین زنگ ساعت 
شهریار وقتي زده مي شود که پنجمین زنگ ساعت کاوه زده شده است. پس ساعت شهریار دو زنگ 

دیگر هم بعد از آن مي زند.
 معماي سوم: گوینده اذعان مي کند که او شهریاري که کارت قرمز به همراه دارد، نیست. جملة او 
باید درست باشد، زیرا اگر او شهریار بود و کارت قرمز به همراه داشت، باید راست مي گفت و نمي توانست 
بگوید شهریاري که کارت قرمز دارد، نیست. پس این درست است که او شهریاري همراه با 
کارت قرمز نیست. چون جملة او درست است، پس او باید در حقیقت کارت قرمز به همراه 

داشته باشد. پس او کاوه اي است که کارت قرمز همراه دارد.

 این معما را حتماً بخوانید! و در این صورت قول مي دهم 
که آن را براي خیلي ها تعریف مي کنید!

با فرض درست بودن همة تساوي ها، در سطر پنجم به 
جاي علامت سؤال چه عددي باید قرار بگیرد؟

1= 5
2= 55
3= 555
4= 4444
؟ =5

جواب را در انتهاي همین بخش ببینید.

ــت:كاوه و ش�هريار را که یادتان   این یکي هم جالب اس
ــم! آن ها هر کدام یک  ــت؛ دو برادر دوقلو را مي گوی هس
ــتند که هر دوي آن ها، سر هر  ــماطه دار داش ساعت ش
ــاعت، زنگ مي زدند، ولي ساعت  ساعت به تعداد آن س
ــورت که در مدت  ــریع تر زنگ مي زد! به این ص کاوه س
ــاعت کاوه سه زنگ مي زند، ساعت شهریار  زماني که س
فقط دو زنگ مي زند. یک روز سر ساعت معیني، هر دو 
ــاعت هم زمان شروع کردند به زنگ زدن. بعد از آن که  س
ــاعت کاوه تمام شد، ساعت شهریار دو زنگ  زنگ زدن س

دیگر هم زد. در چه زماني این اتفاق افتاد؟ ساعت چند 
بود؟

ــایي آن ها! یک بار دیگر   باز هم دوقلوها و باز هم شناس
در تشخیص دوقلوها از یکدیگر دچار مشکل شدم! این 
بار یکي از برادرها گفت: »ما دوتایي به آن اتاق مي رویم 
ــیاه داریم. سپس یکي  و در آن جا چند کارت قرمز و س
ــذارد و بیرون مي آید  ــا یک کارت در جیبش مي گ از م
ــة او، تو باید  ــد. از روي جمل ــه اي به تو مي گوی و جمل

تشخیص بدهي که او کیست.«
ــد و روبه روي من  بعد یکي از دو برادر از اتاق خارج ش
ایستاد و گفت: »اگر من شهریار باشم، آنگاه کارت قرمز به 

همراه ندارم.« 
ــي بود؟ به یاد داشته باشید که هر کس که  او چه کس
کارت قرمز به همراه داشته باشد، همواره راست مي گوید و 

کسي که کارت سیاه داشته باشد، همواره دروغ مي گوید.

نمادهاي جبري هنگامي مورد استفاده 
قرار مي گيرند كه شما نمي دانيد دربارة 

چه چيزي بايد صحبت كنيد!


