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 نخستين كاري كه براي حل مسئلة خود بايد بكنيم، فهميدن آن است. هركس 
كه بد بفهمد، بد جواب مي دهد. بايد به صورتي روشن ببينيم كه مي خواهيم به چه 

هدفي برسيم. 
 آدم ديوانه آغاز را در نظر مي گيرد و آدم عاقل به پايان مي نگرد. اگر پايان در ذهن 
ما روشن و آشكار نباشد، به آساني ممكن است از راه حل مسئله دور شويم و آن 

را رها كنيم. مرد حكيم در پايان آغاز مي كند و مرد ابله در آغاز به پايان مي رسد.
 «پيش از آغاز به پايان بينديشيد.» اين اندرزي بسيار قديمي است. با كمال تأسف 
بايد گفت كه همه كس به اين اندرزِ  خوب اعتنا نمي كند. مردمان  غالباً بدون آنكه 
به صورت لازم و شايسته هدفي را كه مي خواهند به آن برسند فهميده باشند، به 

جست وجو، سخن گفتن و حتي مشاجره كردن با ديگران در آن باره مي پردازند. 
 البته تنها فهميدن مسئله هم كافي نيست، بلكه بايد ميل به حل كردن آن نيز در 
ما وجود داشته باشد. بدون داشتن ميلي شديد به حل مسئلة دشوار، در رسيدن به 

جواب آن، بخت يار ما نخواهد شد. هرجا اراده باشد، راه هم هست.
جرج پوليا، رياضی دان بزرگ معاصر

اسـتاد ابوالقاسم قرباني در سـال ۱۲۹۰ شمسي در يكي از محلات جنوب بازار تهران زاده شد. وي در شش سالگي 
تحصيل را در مكتبخانه آغاز كرد، ولي از آنجا كه پدرش با تحصيل او مخالف بود، پس از سه سال تحصيل را رها كرد.

شش سال بعد، يعني در سال ۱۳۰۵ به همت مادربزرگش براي ادامة تحصيل به مدرسة ابتدايي «مولوي» در خيابان 
«قنات آباد» رفت و در سال ۱۳۰۶ دورة ابتدايي را به پايان رساند. سپس تحصيلات متوسطه را در «مدرسة سن لويي» در 
خيابان لاله زار ادامه داد و در سال ۱۳۱۲ با رتبة اول از آن مدرسه فارغ التحصيل شد. بلافاصله تدريس حساب سال اول 

متوسطه و هندسة سال سوم متوسطه را در همان مدرسه به  عهده گرفت.
وي هم زمان در دانش سراي عالي به تحصيل مشغول شد و در آنجا از درس هاي دكتر غلامحسين مصاحب، پروفسور 
تقي فاطمي و پروفسور هشترودي بهره گرفت. سرانجام از دانش سراي عالي ليسانس رياضي دريافت كرد و در دانش سراي 
مقدماتي به تدريس رياضيات مشغول شد. استاد از سال ۱۳۴۱ تا ۱۳۴۵ سرپرست دانشجويان ايراني در سوئيس بود و در 
اين سال ها به كمك منابع كتابخانه هاي اروپا، در زمينة تاريخ رياضيات به تحقيق مشغول بود. پس از بازگشت به ايران 

مدت ۱۲ سال به عنوان استاد «مدرسة عالي دختران» (دانشگاه الزهراي فعلي) به تدريس پرداخت.
اسـتاد ابوالقاسـم قرباني در زمينة تاريخ رياضيات كارهاي سـترگي انجـام داد كه معروف تريـن آن ها كتاب هاي 
«رياضي دانان ايراني، از خوارزمي تا ابن سينا»، «زندگي نامة رياضي دانان دورة اسلامي»، «كاشاني نامه»، «بوزجاني نامه»، 

«نسوي نامه» و «بيروني نامه» هستند.
به جز اين ها، استاد ابوالقاسم قرباني در زمينة تأليف كتاب هاي كمك  درسي رياضيات و نجوم نيز سابقة طولاني دارد. 
ايشان اين كتاب ها را با همكاري مرحوم استاد حسن صفاري تأليف كردند. شهرت كتاب هاي مزبور چنان بود كه هنوز هم 
بسياري از پيشكسوتان رشتة رياضي از آن ها به عنوان كتاب هاي «صفاري ـ قرباني» به نيكي ياد مي كنند. استاد مقالات 
متعددي هم در مجلات علمي و رياضي، مانند مجلات آشتي با رياضي، آشنايي با رياضي، سخن علمي و... به چاپ رساند.

زنده ياد ابوالقاسم قرباني در آذرماه ۱۳۸۰، در حالي كه چند كار پژوهشي ناتمام را در دست انجام داشت، دارفاني را 
وداع گفت. يادش هماره گرامي باد.

استاد ابوالقاسم قرباني
(1290-1380)

رياضي دانان معاصر ايران

منبع        
www.daneshnameh.jazirehdanesh.com
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وقتي به امتحانات پايان نيم سال اول مي رسي، تقريباً نيمي از سال تحصيلي گذشته 

و در نتيجه نيمي از مطالب كتاب هاي درسي نيز تدريس شده است. حتماً تو هم به نقاط 

قوت خود در درس ها پي برد ه اي. اين موضوع بسيار مهمي است كه بتواني نقاط قوت 

خودت را مشخص و دلايل موفقيت در اين درس ها را تجزيه و تحليل كني و آن ها را به 

درس هاي ديگري كه احياناً در آن ها هنوز به قوت پايدار نرسيده اي، تعميم دهي. يعني 

مثلاً اگر درس رياضي را خوب فهميده اي و در امتحانات كلاسي موفق بوده اي، چه دليلي 

داشـــته است؟ آيا سر كلاس خوب تمركز داشـــته اي؟ آيا بعد از كلاس تمرين كرده اي 

و تكاليـــف را به موقع انجام داد ه اي؟ يا هر دليلي ديگر. بايد بتواني از اين نقاط قوت 

استفاده كني و در هر درس ديگري كه هنوز فكر مي كني مشكل داري، از اين راهكارها كه 

باعث موفقيت تو شده اند، استفاده كني.

بايد در طول مسير و سال تحصيلي در همة ابعاد به نوعي وضوح و شفافيت دست 

پيدا كني. بايد راهت را خيلي روشـــن بشناسي و همة كارها و تصميمات خود را با يك 

برنامه ريزي براســـاس شناختِ واضح و شـــفاف از اهداف، محيط آموزشي و خودت به 

انجام برساني. در اين صورت مطمئن باش با توكل به خداوند موفق خواهي بود و رشد 

مي كني، انِ شاءاالله.

 سردبير

بايد راهت را بشناسي
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يختار تياضيار

زنده ياد پرويز شهرياري

خوارزمي، الگوريتم، واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
جبر و مقابله، مجسطي، 

بطلميوس

اخترشناسي و جغرافي
ــه خوارزمي در  ــتين اثري ك نخس
ــود آورد، تنظيم جدول  ــداد به وج بغ
سينوس ها بود. خوارزمي اين اثر خود 
ــاي بطلميوس و  ــا توجه به كاره را، ب
ــمندان هندي (در  ــاي دانش جدول ه
ــهور به «سيدهانتا») تنظيم  كتاب مش
ــود، آن ها را مورد تحقيق  كرد. ولي خ
ــرد و در نتيجه،  ــه ك ــرار داد و مقابل ق
ــر از  ــب دقيق ت ــاي او به مرات جدول ه

جدول هاي يوناني و هندي است.
ــه اثر خوارزمي (كتاب  در واقع، س
ــج الثاني ـ  ــاب الزي ــج الاول ـ كت الزي
ــند هند الصغير) به رصدهايي كه  السِ
ــورت گرفت و به  ــان مأمون ص در زم
ــود. زيرا  ــيد هانتا»1 مربوط مي ش «س
ــيد هانتا»ي  «سيد هند»2 همان «س

هندي است.
«سيد هانتا» يك دسته كتاب هاي 
اخترشناسي و رياضي است كه در هند 
تنظيم شده اند و قديمي ترين آن ها را 
ــدة پنجم  ــت س مربوط به نيمة نخس
ميلادي مي دانند. يكي از اين كتاب ها، 

ــزاري براي  ــد. در ترجمة ف مي ناميدن
ــينوس واژة «جيب» به كار  ــوم س مفه
ــت كه دو ديدگاه در اين باره  رفته اس

وجود دارد: 
ــد: فزاري در  ــدگاه اول مي گوي دي
ــا» را به  واژة  ــود، واژة «جي ترجمة خ
ــن كار او دو  ــب» تبديل كرد. اي «جي
ــت: يكي اينكه جيا به معني  دليل داش
وتر بود و به كار بردن آن براي سينوس 
ــر) جايز نبود. دوم اينكه فزاري  (نيم وت
مي خواست واژه هاي عربي به كار برد و 
در عين حال، پاس نام گذاري هندي ها 

را نگه داشته باشد.
ــزاري از  ــدگاه دوم مي گويد ف دي
ــي (به معني تيرك  واژة «جيپ» فارس
ــينوس  ــراي مفهوم س ــاخص) ب و ش
ــه در طول  ــت ك ــرده اس ــتفاده ك اس
ــان (كه حرف  ــيلة كاتب زمان، و به وس
ــوس بود)  ــان نامأن ــي برايش پ فارس
ــد. در هر حال،  به «جيب» تبديل ش
ــاي خود در  ــه از لحاظ معن ــب ك جي
ــه مفهوم  ــچ ربطي ب ــان عربي، هي زب
ــت، بعدها  ــينوس (يا نيم وتر) نداش س

ابوجعفر محمد، فرزند موسي خوارزمي، يكي از نخستين و بزرگ  ترين رياضي دانان 
و اخترشناساني است كه در بغداد كار مي كرد. از زندگي و خانوادة او چيزي نمي دانيم، 
جز اينكه همچنان كه از نامش پيداست، در خوارزم و در نيمة دوم سدة دوم هجري 
قمري (نيمة دوم سدة هشتم ميلادي) به دنيا آمد و در حدود 232 هـ .ق درگذشت. از 
عنوان «المجوسي» كه برخي از تاريخ نويسان به دنبال نام او آورده اند، معلوم مي شود كه در خانواده اي بافرهنگ از زرتشتيان 
ــته هاي علمي ايراني پيش از حملة عرب دسترسي داشته است. ــبت، به احتمالي، به نوش ــده و به همين مناس خوارزم زاده ش

خوارزمي

ــي،  در زمان منصور، خليفة دوم عباس
ــد. ابراهيـم، فرزند  به بغداد آورده ش
ــكا (يا به  حبيب فـزاري، به ياري مان
روايتي لانكا)، سفير هند در بغداد، آن 
ــان  را به عربي ترجمه كرد. اخترشناس
ــت بغداد،  ــان حوزة خلاف و رياضي دان
ــيلة اين كتاب براي نخستين بار  به وس
ــي هند  ــا دانش رياضي و اخترشناس ب
ــدند. برخي از آنان، كارها و  ــنا ش آش
ــبه هاي اخترشناسي خود را بر  محاس
ــرار دادند.  ــاي روش هاي هندي ق مبن
ــا روزگار خوارزمي  ــزاري ت ــة ف ترجم
ــود، ولي  ــان ب ــاي كار اخترشناس مبن
ــي دوزيج خود را  ــد از آنكه خوارزم بع
ــع مطمئن تري براي  ــرد،  مرج ارائه ك
ــان پديد آمد. خوارزمي در  اخترشناس
ــه احتمال قوي،  ــم اين دوزيج ب تنظي
ــتناد به  ــود را با اس ــي خ روش تلفيق
ــدي و ايراني  ــي، هن ــاي يونان دانش ه

به كار برده است.
هندي ها در ابتدا تمام وتر و بعدها 
ــت با  ــول آن برابر اس ــر (كه ط نيم وت
ــر) را «جيا»  ــينوس كمان تمام وت س
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از طريق ترجمة كتاب هاي عربي در 
ــينوس ناميده شد.  اروپاي غربي، س
ــاي واژة عربي جيب  كه همان معن
ــوي دارد (جيب  ــان فرانس را در زب
ــي به معناي «گريبان»  در زبان عرب
ــدة چهاردهم ميلادي،  است، در س
ــيس، مترجم معروف  جرارد كرموس
ــينوس را  ــي، واژة لاتين س ايتالياي
ــاي جيب  ــتين بار به ج ــراي نخس ب

به كار برد).
خوارزمي از راه ترجمة «سيدهانتا» 
ــي  ــب رياضي و اخترشناس ــا مكت ب
ــطي»  ــد و از راه ترجمة «مجس هن
ــيلة سهل  به وس (اول بار  بطلميوس 
ــاج  ــيلة حج ــد به وس ــري و بع طب
ــف) و ترجمه هايي كه  ــد يوس فرزن
ــته هاي ارسـطو و اقليدس  از نوش
ــتين ترجمة ادب «مقدمات»  (نخس
ــي، نيمة دوم  ــدس به زبان عرب اقلي
ــيله  ــتم ميلادي و به وس ــده هش س
ــتحكام  اس ــف  يوس فرزند  ــاج  حج
گرفت) و ديگران شده بود، با مكتب 
ــد. علاوه بر آن، او  ــنا ش يوناني آش

به خاطر بستگي هايي كه با پاسداران 
ــت، كم وبيش  ــگ ايراني داش فرهن
ــود باخبر بود.  ــاكان خ از دانش ني
ــج اول و زيج الثاني  ــاله هاي زي رس
ــاس  خوارزمي، به احتمال زياد براس
ــدي كه اولي در بغداد (214  دو رص
هـ .ق) و دومي در دمشق (217 هـ 

.ق) انجام گرفت، نوشته شده اند.
ــته هاي خوارزمي در زمينة  نوش
رياضي،  و جغرافياي  ــي  اخترشناس
ــمندان  اثر زيادي در كارهاي دانش
بعدي (چه در شرق و چه در غرب) 
ــت. در واقع، مسلمة مجريطي  داش
ـــ .ق)،  ــال 358 ه ــدود س (در ح
ــازه اي از جدول هاي فلكي  صورت ت
را براساس كارهاي خوارزمي تنظيم 
ــاي مجريطي  كرد. همين جدول ه
ــاس كار اخترشناسان  ــت كه اس اس

اروپاي غربي قرار گرفت.
كتاب «صورت الارض» خوارزمي 
ــي در  ــر علم ــتين اث ــد نخس را باي
ــش در  ــكوفايي دان ــازة ش دوران ت
خوارزمي  ــت.  دانس جغرافيا  زمينة 
ــان  ــورت الارض» را به هم واژة «ص
ــت كه ما  ــه كار برده اس ــي ب معناي
امروز واژة «جغرافي» را مي فهميم. 
ــاس  براس ــاب  كت ــن  اي ــه  گرچ
ــده  جغرافياي بطلميوس تنظيم ش
ــه نمي توان  ــت، ولي به هيچ وج اس
ــاي او  ــه اي از جغرافي آن را ترجم
ــي در اين كتاب  ــت. خوارزم دانس
به صورتي  را  مطالب  ــيم بندي  تقس
ــر از جغرافياي بطلميوس انجام  غي
ــت تأثير فرهنگ  ــت و تح داده اس
اقليم هاي  ــيم بندي  تقس به  ايراني، 
هفت گانه گرايش دارد (در حالي كه 
بطلميوس، از بيست ويك ناحيه نام 
ــود همة اين ها بايد  مي برد). با وج
ــتن  ــه خوارزمي براي نوش گفت ك
كتاب «صورت الارض» خود، كتاب 

جغرافياي بطلميوس را پيش روي 
خود داشته است.

حساب و جبر
ــي خوارزمي (در  كارهاي رياض
ــر)، در تاريخ  ــاب و جب زمينة حس
رياضيات و از ديدگاه مسير تكاملي 
رياضيات، اهميت بسيار زيادي دارد.

ــاب  تأليف خوارزمي دربارة حس
ــا از  ــاب الهند») تنه ــاب «حس (كت
طريق ترجمة لاتين آن به ما رسيده 
ــرد اين  ــخة منحصربه ف ــت. نس اس
ــن و با عنوان  ــه، به زبان لاتي ترجم
 «Algorithmi de numero Indorum»
ــج  كمبري ــگاه  دانش ــة  كتابخان در 

نگهداري مي شود.
ــرفت بعدي  اين كتاب، در پيش
ــاي غربي، نقش  ــات در اروپ رياضي
ــت، زيرا اروپايي ها  بسيار داشته اس
ــدي  هن «روش  ــا  ب آن  ــيلة  به وس
عددنويسي»، يعني نمادهاي ده گانة 
هندي، با به كار بردن صفر و استفاده 
ــنا  از نظام موضعي بودن رقم ها، آش
ــاكنان اروپاي  ــدند. از آنجا كه س ش
ــي را از  ــكل عددنويس غربي، اين ش
كتابي ياد گرفتند كه به زبان عربي 
ــده بود و نويسندة آن هم  نوشته ش
زندگي  ــان  ــورهاي عربي زب در كش
ــتگاه  ــرد، رقم هاي هندي دس مي ك
ــتباه  ــي دهدهي را به اش عددنويس
(امروز  ناميدند.  ــي»  عرب «رقم هاي 
ــت را در  ــلاح نادرس ــم اين اصط ه
برخي از كتاب ها و فرهنگ ها به كار 

مي برند.)
خوارزمي، مسئله هايي را كه به 
ــود،  معادله هاي درجة اول منجر ش
ــاب و با روش هاي «يك  از راه حس
فرضي» و «دوفرضي» حل مي كند.

ــي  روش يك فرضي همان روش
ــام «راه حل  ــت كه هنوز هم به ن اس
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فرضي» مورد استفاده قرار مي گيرد 
و خوارزمي آن را از هندي ها گرفته 

است.
ــي روش دوفرضي،  روش دوم، يعن
ــه اين ترتيب بود كه با فرض دو عدد  ب
ــار ميزان  ــراي مجهول، هرب دلخواه ب
ــتباه نتيجه را به دست مي آورد و به  اش
ــدار واقعي مجهول را  كمك آن ها، مق

پيدا مي كند.
ــاي امروزي  ــان نماده ــر به زب اگ
ــم، روش دوفرضي  ــر صحبت كني جب
ــه اين ترتيب توضيح داد:  را مي توان ب
 f(x) ،ــه در آن فرض كنيد f(x)=p ك
تابعي خطي نسبت به x، و p مقداري 
ــد. ابتدا x را مساوي a و بعد  ثابت باش
ــر مي گيريم و  ــاوي b در نظ x را مس

به دست مي آوريم: 
f(a)=A, f(b)=B

p-A را E و p-B را k مي ناميم. در 

اين صورت خواهيم داشت:
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البته به گمان خوارزمي، رابطه اي 
كه در اينجا به دست مي آيد و به كمك 
آن مي توان مقدار مجهول را پيدا كرد، 

تصادفي است.
ــاب  ــي (كت ــر خوارزم ــاب جب كت
ــاب الجبر و المقابله)  المختصر في حس
ــخ  تاري در  ــي  اساس ــيار  بس ــي  نقش
ــخصي  ــته و نمونة مش رياضيات داش
ــان  ــاي رياضي دان ــت از پژوهش ه اس
ــي، در دورة مهم تكامل رياضيات  ايران
كه سمت گيري كاربردي داشته است. 
اين كتاب بعدها به زبان لاتين ترجمه 
ــد و براي مدتي طولاني تنها كتاب  ش
ــاي غربي بود.  ــي رياضي در اروپ درس
ــن كتاب، كارهاي  برخي از مطالب اي
را  ــدي  ــمندان هن دانش و  ديوفانـت 
ــبت  ــر مي آورد. به همين مناس به خاط
بعضي ها گمان مي بردند كه خوارزمي 

نظري داشتند). در حالي كه خوارزمي 
درست برعكس عمل مي كرد و تلاش 
ــم را به  ــت بود كه عل ــن جه او در اي
ــارد و هدف هاي  ــت زندگي بگم خدم
عملي آن را بشناسد و بشناساند. جبر 
ــژه اي دربارة  ــي بخش هاي وي خوارزم
ــيم ارث دارد. برخلاف  ــارت و تقس تج
ــه  ــا كه همه  چيز را به هندس يوناني ه
ــي برخي  ــد، خوارزم ــر مي كردن منج
ــي را به كمك  ــئله هاي هندس از مس
ــبة  ــه حل مي كند (مانند محاس معادل

ارتفاع مثلث برحسب ضلع هاي آن).
ارزش عملي كار خوارزمي در اين 
است كه كتاب او تنها رساله اي دربارة 
ــت (آن گونه كه در  ــئله نيس حل مس
ــته هاي رياضي دانان هندي ديده  نوش
مي شود)، بلكه خوارزمي الگوريتم حل 
معادله ها را مطرح مي كند، كاربرد آن 
را شرح مي دهد و هرجا لازم مي بيند، 
ــتفاده  ــي هم اس ــاي هندس از روش ه

مي كند.
كتاب خوارزمي در اساس به روش 
ــت و به اين  ــل معادله ها مربوط اس ح
ــاخة تازه اي  ــير اصلي ش ــب، مس ترتي
ــخص  از رياضيات (يعني جبر) را مش
ــه مضمون اصلي  مي كند. مي دانيم ك
جبر، دست كم تا سدة نوزدهم ميلادي، 
ــت:  ــارت از حل همين معادله هاس عب
«تعميم و تكميل اين علم [يعني علم 
ــرف و تميز،  ــا اين همه ش ــاب] ب حس
ــت علم جبر و  ــت به معرف موقوف اس
ــتخراج مجهولات از روي  مقابله و اس
ــي كه مورد  ــا، به طريق حل معادله ه
مقرر است» (اصول علم جبر و مقابله، 
ــاپ 1305  ــان مهندس، چ ــاي خ آق

هـ .ق).
ــر»، كه خوارزمي  خود واژة «الجب
ــاخه از دانش  ــن ش ــراي ناميدن اي ب
ــتي  ــي انتخاب كرد، معرف درس رياض
ــت كه او در كتاب خود به كار برده  اس

از اين سرچشمه ها استفاده كرده است. 
ــي از روش هايي  ــت، بعض ــت اس درس
ــل معادله ها  ــراي ح ــه خوارزمي ب ك
ــاد ديوفانت  ــرد، ما را به ي ــه كار مي ب ب
مي اندازد، ولي خوارزمي به هيچ وجه از 
ــي كه خاص جبر ديوفانت  كوتاه نويس
است، استفاده نمي كند و اصطلاح هاي 
ــر اين،  ــرد. علاوه ب ــه كار نمي ب او را ب
ــي هاي تاريخي نشان داده اند كه  بررس
آشنايي دانشمندان دربار خليفة عربي 
ــد از تنظيم  ــاي ديوفانت، بع ــا كاره ب
ــت. به همين  كتاب خوارزمي بوده اس
ــت اختلاف هايي كه بين  ترتيب، به عل
ــا روش هاي  ب ــي  ــاي خوارزم روش ه
ــمندان هندي در حل معادله ها  دانش
ــود دارد، مي توان نتيجه گرفت كه  وج
ــر و مقابله» خود، از  او در كتاب «جب
ــتفاده نكرده  روش هاي هندي هم اس

است.
ــاب  كت ــة  مقدم در  ــي  خوارزم
ــد:  ــود مي گوي ــة» خ ــر و مقابل «جب
ــدم. براي  ــوق آم ــر ش ــن بر س «... م
ــئله هاي مبهم و  ــاختن مس روشن س
ــواري هاي علمي به پا  آسان كردن دش
ــاب  ــتم و كتابي در تعريف حس خاس
ــردم...» در  ــف ك ــه تألي ــر و مقابل جب
ــد: «چون به  ــاز كتاب هم مي نويس آغ
ــاي مردم و  ــواري ها و نيازمندي ه دش
علم حساب نگريستم، دريافتم...» اين 
واژة «دريافتم» كه بسياري از جاهاي 
كتاب تكرار مي شود و اين را مي رساند 
ــاب «جبر و  ــب كت ــتر مطال ــه بيش ك

مقابله» از خود خوارزمي است.
جبر خوارزمي، حتي از ديدگاهي 
ــي با جبر  ــال مي كند، ارتباط كه دنب
ــش  ــا در بخ ــدارد. يوناني ه ــي ن يونان
عمده اي از كارهاي خود هيچ ضرورتي 
ــرد مفهوم هاي  ــد كه به كارب نمي ديدن
ــا در  ــد (يوناني ه ــه كنن ــي توج عمل
ــمت گيري  ــاي رياضي خود س بحث ه

كتاب 
«صورت الارض» 
خوارزمي را 
بايد نخستين 
اثر علمي در 
دوران تازة 
شكوفايي 
دانش در زمينة 
جغرافيا دانست
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ــر» را به معناي  ــت. خوارزمي «جب اس
ــردن» مي گرفت (كه جبر  «جبران ك
ــكين بلا بگرداند ـ سعدي )  خاطر مس
ــروزي، به معناي انتقال  كه به زبان ام
يك عدد منفي، از يك طرف به طرف 
ديگر معادله است، كه اين عدد منفي 

را به عددي مثبت تبديل مي كند.
در كنار واژة جبر به واژة «مقابله» 
ــرف عمل ديگري  برمي خوريم كه مع
ــت: مقابل قراردادن  در حل معادله اس
دو عبارت برابر در «دو طرف معادله».
بهاءالدين آملي، معروف به شيخ 
ــدة يازدهم  بهايي، رياضي دان آغاز س
هـ .ق (سدة شانزدهم ميلادي)، خيلي 
ــوب دو واژة جبر و مقابله را تعريف  خ
ــي مي گويد:  ــيخ بهاي ــت. ش كرده اس
ــامل  ــه ش ــه را ك ــمتي از معادل «قس
مقداري منفي است، نمي توان  حذف 
كرد و بايد به طرف ديگر معادله اضافه 
ــود.  كرد. اين عمل جبر ناميده مي ش
ــوان از دو  ــابه را مي ت جمله هاي متش
ــه حذف كرد. اين عمل را  طرف معادل

هم مقابله گويند.»
ــا و نمادهاي امروزي  اگر علامت ه
ــن دو عمل را  ــم، اي ــر بگيري را در نظ
ــن كرد.  ــوان روي نمونة زير روش مي ت

اين معادله را در نظر مي گيريم.
5x-12=4x-9
ــرفِ برابري، 12 و 9  اگر به دو ط
ــر را انجام  ــم، عمل جب ــه كني را اضاف
ــي را  ــاي منف ــرا عدده ــم، زي داده اي
به صورت عددهاي مثبت درآورده ايم: 
5x+9=4x+12
ــر از دو طرف برابري 4x و 9  و اگ
ــل مقابله را انجام  ــذف كنيم، عم را ح
داده ايم، كه در نتيجه، به دست مي آيد: 
x=3
ــب، عمل هاي جبر و  ــه اين ترتي ب
ــروزي عبارت اند از:  ــه به زبان ام مقابل
ــال جمله اي از يك طرف به طرف  انتق

(2)
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ــئلة موردنظر و راه حل  اكنون مس
ــه با دستور  خوارزمي را (ضمن مقايس

(2)) مي آوريم.

مسـئلة 28 از باب هفتم كتاب جبر و 
مقابلة خوارزمي:

ــي بگويد يك درهم را بر   اگر كس
ــه هر يك  ــيم كردم. ب چند مرد تقس
چيزي رسيد. سپس يك مرد به گروه 
ــار ديگر يك درهم را  ــان افزودم و ب آن
ــيم كردم. سهم هريك  ميان آنان تقس
ــم  ــه اندازة يك شش ــة دوم ب در مرتب
ــمت اول كمتر شد.  درهم از مقدار قس
ــد تعداد مردان را  (خوارزمي مي خواه

در نوبت اول پيدا كند.)
ــل خوارزمي كه در ادامه  در راه ح
ــيء» به   معناي مجهول  مي آوريم، «ش
ــداد  ــئله تع ــن مس ــي x و در اي (يعن
ــذر» به  ــت اول)، «ج ــردان در نوب م
معناي توان اول مجهول (x) و «مال» 
به معناي توان دوم مجهول (x2) است. 
ــل خوارزمي، جابه جا و در  ضمن راه ح
ــه،  توضيح لازم را با زبان   داخل كروش

نمادهاي امروزي جبر آورده ايم.
ــداد مردان  راه حـل خوارزمي: تع
ــت از شيء  نوبت اول را، كه عبارت اس
ــه ميان آنان ايجاد  [x]، در نقصاني ك

ــي. آن گاه  ــرب مي كن  ض
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ــده  ش
ــردان  م ــداد  تع در  را  ــرب  حاصل ض
ــي  ــرب مي كن ــت دوم [x+1] ض نوب
. دارايي تقسيم شده [يك 
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درهم] به دست مي آيد.
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(3)

ــردان نوبت  ــس از آن، تعداد م پ
 ،[x] ــت از شيء اول را، كه عبارت اس
ــم، كه ميان آنان اختلاف  در يك شش

ديگر معادله، و جمع جبري جمله هاي 
متشابه.

ــر خوارزمي راه حل  ــاب جب در كت
ــة اول و درجة دوم  ــاي درج معادله ه

شرح داده شده است.
ــت كه خوارزمي براي  ــت اس درس
ــة دوم به ظاهر  ــل معادله هاي درج ح
راه حل كلي ارائه نمي دهد و با تقسيم 
ــه پنج نوع  ــة دوم ب ــاي درج معادله ه
متفاوت، براي هر نوع راه حلي جداگانه 
ــن نمونه هاي  ــه مي كند، ولي ضم ارائ
ــتوري را دنبال  عددي غالباً همان دس
ــل معادلة  ــه امروز براي ح مي كند ك

درجة دوم مي شناسيم.
به عنوان نمونه، مسئلة 28 از باب 
ــئله هاي گوناگون) و  ــم (باب مس هفت
ــل خوارزمي را از ترجمة زنده ياد  راه ح
حسـين خديوجم مي آوريم و آن را با 
دستور امروزي حل معادلة درجة دوم 

مقايسه مي كنيم.
ــه  ك ــم  مي كني ــادآوري  ي ــدا  ابت
ــة درجه دوم را «مال»  خوارزمي جمل
ــا ضريب آن را واحد  مي نامد و همه ج
ــن معادلة كلي درجة  مي گيرد. بنابراي
ــن  چني ــي  خوارزم ــدگاه  دي از  دوم 

مي شود: 
x2+bx = c                      (1)

كه دستور محاسبة ريشه هاي آن 
ــه اين صورت  ــاي امروزي ب ــا نماده ب

است: 
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ــوان اين طور  ــتور را مي ت اين دس
نوشت: 
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در ضمن، خوارزمي به ريشة منفي 
ــبة  معادله توجهي ندارد و براي محاس
ــتور استفاده  ــة مثبت از اين دس ريش

مي كند.

نامي كه خوارزمي 
بر كتاب خود 

گذاشت، امروز 
در همة زبان هاي 

زندة دنيا 
باقي مانده است: 

در زبان فرانسوي 
«Algebre»

 در زبان انگليسي 
 «algebra»

در زبان روسي 
«آلگبر»
 و غيره



7 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــود يك  ــرب مي كني. مي ش ــود، ض ب
ــپس آن را در  . س
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ــم جذر  شش
تعداد مردان نوبت دوم، يعني شيء به 
ــرب مي كني. در  اضافة يك [x+1] ض
نتيجه چنين مي شود: يك ششم مال 

به اضافة يك ششم جذر:
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كه برابر است با يك درهم:
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ــار داري،  ــه در اختي ــي را ك داراي
ــش  تكميل مي كني، يعني آن را در ش
ــود مال به اضافة  ضرب مي كني. مي ش
ــك درهم را در  ــذر [x2+x]. پس ي ج
ــود شش  ــش ضرب مي كني، مي ش ش
ــال و يك  ــل آن يك م ــم و حاص دره
جذر است كه برابر با شش درهم است 
[x2+x=6]. آن گاه، تعداد جذر [يعني 

ــس از نصف كردن، در  ــب x] را پ ضري

مانند خودش ضرب كن. مي شود يك 

ــش  ]. آن را بر ش
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 يا 
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ــارم [ چه

 و جذر حاصل جمع 
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ــزا  بيف

ــف تعداد   و نص
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ــر  را بگي

ــه در مانند خودش ضرب  جذري را ك

 ،
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كرده بودي و عبارت بود از نصف 

از آن كم كن:
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ــت از تعداد  ــده عبارت اس باقي مان
مردان نوبت اول كه در اين مسئله دو 

مرد است.
مي بينيم كه خوارزمي مسئله را به 

حل معادلة درجة دوم 
x2+x=6

ــد (حالت  درجه اول در طرف ديگر باش
ــة درجة اول و  ــرانجام جمل 5) و يا س
مقدار ثابت در يك طرف و جملة درجة 

دوم در طرف ديگر باشد (حالت 6).
ــل  ــن راه ح ــه ضم ــه ك همان گون
ــئلة نمونه ديديم، خوارزمي براي  مس
ــه از فرمول و نماد، بلكه  حل معادله ن
ــتفاده مي كند. در  از بيان توصيفي اس
ــة  ــن، در حالت هايي كه دو ريش ضم
ــند، هر دو ريشه را  معادله مثبت باش
به دست مي آورد و از اين بابت بر جبر 

ديوفانتي برتري دارد.
ــل معادله ها  ــراي ح ــي ب خوارزم
ــتفاده  ــي هم اس ــاي هندس از روش ه
مي كند. براي نمونه در باب دوم كتاب 
خود (باب جذر و مال عدد)، زير عنوان 
ــتدلال دربارة يك مال و ده جذر  «اس
برابر با سي ونه درهم مي شود»، يعني 

براي حل معادلة 
x2+10x=39

يعني  ــد؛  مي كن ــر  منج
معادله  ــورت  به ص معادله اي 
(1). سپس، براي پيدا كردن 
ريشة مثبت آن، گام به گام از 
دستور (2) استفاده مي كند.

ــوع  ن ــش  ــي ش خوارزم
ــه دوم را مورد  ــة درج معادل
ــي قرار مي دهد و براي  بررس
هر كدام راه حل خاصي ارائه 
مي كند. اين شش نوع معادله 
ــان نمادهاي امروزي  را به زب

مي توان اين طور نوشت: 

1) x2= x

2) x2= b  

3) ax = b

4) x2+ax = b

5) x2+b = ax

6) ax+b=x2  

ــب درجة دوم،  ــر در جايي ضري (و اگ
ــدا آن را به  ــد، ابت ــد نباش ــر واح براب
ــد كه در آن  ــه اي تبديل مي كن معادل

ضريب درجة دوم واحد باشد.)
در واقع، در حالت سوم با معادله اي 
درجة اول سروكار داريم، ولي خوارزمي 
در تقسيم كلي خود، به اين روش عمل 
مي كند: در معادلة درجه دوم، سه جمله 
ــة دوم، جملة  ــود دارد (جملة درج وج
ــت). در تركيب  ــه اول و مقدار ثاب درج
معادله، ممكن است يكي از سه جمله 
ــته باشد و تنها با دو جمله  وجود نداش
سروكار داشته باشيم (حالت هاي 1، 2 
ــه جمله (حالت هاي 4،  و 3) و يا هر س
ــته باشند. در ضمن،  5 و 6) وجود داش
وقتي هر سه جمله وجود دارند، ممكن 
است جمله هاي درجة اول و درجة دوم 
ــدار ثابت در طرف  ــك طرف و مق در ي
ــد (حالت 4). يا جملة درجة  ديگر باش
دوم و مقدار ثابت در يك طرف و جملة 
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ــپس، دو  ابتدا راه حل جبري و س
ــي مي آورد كه در اينجا،  راه حل هندس
ــي او را  ــاي هندس ــي از راه حل ه يك

مي آوريم: 
مربعي به ضلع x مي سازيم. سپس 
ــتطيل هايي به  روي ضلع هاي آن، مس
 اضافه مي كنيم. بعد 
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ــاي x و  ضلع ه
تمام شكل را به صورت يك مربع كامل 

درمي آوريم.

ــود كه،  ــده مي ش ــكل دي روي ش
ــت با  ــزرگ برابر اس ــاحت مربع ب مس
ــه اضافة  ــع به ضلع x ب ــاحت مرب مس
ــاحت چهار مستطيل به ضلع هاي  مس
 و سرانجام، مساحت چهار مربع 
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x و 
ــاحت  . بنابراين، مس
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ــع برابر  به ضل
مربع بزرگ برابر است با: 

x2+10x+25
ــر 39 بود،  ــون x2+10x براب و چ
ــزرگ برابر  ــاحت مربع ب بنابراين مس
ــود. به اين  ــي 64 مي ش 25+39، يعن
ــر 8 و در  ــع اين مربع براب ترتيب ضل
ــر، يعني  ــع مربع كوچك ت نتيجه ضل
ــول x، برابر 5-8 يعني 3  مقدار مجه

مي شود.

پايان بحث
ــمندان روزگاران گذشته و  «دانش
پيوسته  پيشين،  ملت هاي  خردمندان 
سرگرم نگارش و تصنيف بوده اند. آنان 

پي نوشت ها..............
1. Sidhanta
2. Sidhend

ــه از اين  ــن معادل 3. اي
ــت  ــم به دس ــق ه طري
مي آيد: اگر تعداد مردان 
ــر x و در  نوبت اول براب
ــداد مردان  ــه، تع نتيج
ــد،  نوبت دوم x+1 باش
ــهم هر مرد در نوبت  س
 و در نوبت 
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ــر  اول براب
 خواهد 
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ــر  دوم براب
ــورت  ــر ص ــد و بناب ش
ــته  ــد داش ــئله باي مس
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ــيم:  باش
كه به  سادگي به همان 
ــر  ــن منج ــة مت معادل

.
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مي شود: 

ــي به همين صورت امروزي)  عددنويس
آشنا شدند. ولي به تدريج اين اصطلاح 
ــتگاه يا  ــم) به هر دس ــي الگوريت (يعن
ــبه داده شد (مانند  دنباله اي از محاس
ــرب  ــه روش ض ــرب ك ــم ض الَگوريت
ــر را  ــي در يكديگ ــاي چندرقم عدده
ــح مي دهد؛  ــتوني توضي ــورت س به ص
ــراي پيداكردن  ــدس ب ــم اقلي الگوريت
بزرگ ترين مقسومٌ عليه مشترك دو يا 
چند عدد؛ الگوريتم حل معادلة درجة 

دوم؛ و غيره).
(به اين مطلب توجه كنيم كه واژة 
لگاريتم هيچ ربطي به واژة الگوريتم و 

در نتيجه با نام خوارزمي ندارد.)
ــه خوارزمي بر  به جز اين، نامي ك
ــروز در همة  ــت، ام كتاب خود گذاش
ــت:  ــاي زندة دنيا باقي مانده اس زبان ه
در زبان فرانسوي «Algebre» در زبان 
ــي «algebra» در زبان روسي  انگليس
ــره. مي بينيم كه حتي  ــر» و غي «آلگب
ــف «الَ» هم از ابتداي آن  حرف تعري
ــت: «الجبر» (تا نيم  ــده اس حذف نش
سدة پيش در ايران كتاب هاي درسي 
و غيردرسي جبر را زيرعنوان «جبر و 

مقابله» مي نوشتند).
ــاي  كاره از  ــي  يك ــع،  واق در 
ــردن واژه ها  ــرارزش خوارزمي پيداك پ
ــود. براي  ــب ب ــاي مناس و اصطلاح ه
واژة  از  ــول»  «مجه ــراي  ب ــه،  نمون
ــرد و آن را  ــتفاده مي ك ــيء» اس «ش
 x درست به همان مفهومي كه امروز از
استفاده مي كنيم، به كار مي برد. انتقال 
اين واژه به اروپا و نوشتن آن به صورت 
xi، ابتدا نماد x و سپس ساير نمادها را 

براي بيان مقدارهاي مجهول به وجود
آورد.

از كتاب هاي خوارزمي تنها كتاب 
جبر و مقابلة او به همت زنده ياد حسين 
ــده ــي ترجمه ش ــم به فارس خديوج

 است.

ــي و بينش خود براي  ــه اندازة تواناي ب
ــود، در انواع دانش و  ــردم پس از خ م
ــفه، كتاب ها  گزيده هاي حكمت و فلس
ــف كرده اند، بدان اميد  تأليف و تصني
ــي يابند و  ــرايْ پاداش كه در ديگر س
ــن جهان از آنان نام نيك برجاي  در اي
ــة ثروت ها و  ــد؛ نام نيكي كه هم بمان
ــيار  ــاي مادي ـ كه با رنج بس پيرايه ه
ــت مي آيند ـ در برابرش ناچيز  به دس
ــيدن به آن، رنج  ــت و به شوق رس اس
ــش و زحمت حل  ــف رازهاي دان كش

دشواري هاي علمي آسان مي نمايد.
[دانشور به سه گونه است.]

ــراي  ب ــه  ك ــت  اس ــردي  م ــا  ي
را  ــناخته  ناش ــي  دانش ــتين بار،  نخس
مي شناسد و مي شناساند و آيندگان را 

ميراث خوار علمي خود مي سازد.
ــار برجاي  ــت كه آث ــا مردي اس ي
ــير  ــرح و تفس ــينيان را ش ماندة پيش
ــم و پيچيدة  ــب مبه ــد و مطال مي كن
كتاب ها را روشن مي سازد، براي بيان 
ــاده تري نشان مي دهد و  مطلب راه  س

نتيجه گيري را آسان مي كند.
ــه در برخي  ــت ك ــردي اس ــا م ي
ــفتگي  ــتي و آش ــا به نادرس از كتاب ه
ــلاح  ــتي را اص ــورد، و نادرس برمي خ
ــامان  س را  ــفتگي ها  آش و  ــد  مي كن
ــد. با خوش بيني به كار مؤلف  مي بخش
ــرده نمي گيرد و از  ــرد، بر او خ مي نگ
ــتباه ديگران  ــه متوجه خطا و اش اينك

شده، بر خود نمي بالد...»
از مقدمة خوارزمي بر كتاب جبر و مقابله

ــا ترجمة  ــي، ابتدا ب ــام خوارزم ن
ــاب الهند» او به اروپا رفت  كتاب «حس
ــدة خوارزمي،  ــورت لاتيني ش و به ص
ــج  به تدري ــد.  درآم ــوس»  «الگوريتم
ــام  ــا ن ــي ب ــاي غرب ــي اروپ در تمام
ــوس» و بعدها «الَگوريتم»  «الگوريتم
ــدي (يعني  ــي هن از طريق عددنويس
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عنايت اله راستي زاده*
دبير رياضي دبيرستان هاي شيراز

اصل لانه كبوتري
گام به گام

اصل لانه كبوتر، اصل ديريكله، پلاك گذاري، واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
باقي ماندة مطلق

اشاره
اصل لانه كبوتري كه با عنوان هاي ديگري 

همچون اصل لانه كبوتر، اصل حجره ها، اصل 
جعبة كفش و اصل ديريكله نيز بيان مي شود، از 
جمله اصول كاربردي در حل بسياري از مسائل 
رياضي است. اين اصل در عين سادگي و بديهي 

بودن مي تواند راه گشاي حل برخي مسائل 
پيچيدة رياضي باشد.

در اين مقاله برآنيم كه با ذكر مسائل متعدد و از 
ساده به مشكل، چگونگي استفاده از اين اصل را 

در حل مسائل گوناگون ببينيم.

     گام نخست
ــكل بيان اصل لانه كبوتري به اين صورت  ساده ترين ش
ــغال كنند و تعداد  ــر m كبوتر، n لانة كبوتر را اش ــت: اگ اس
ــي m>n، آن گاه  ــد، يعن ــتر از تعداد لانه ها باش كبوترها بيش
ــت كه دست كم دو  حداقل يك لانة كبوتر وجود خواهد داش

كبوتر در آن قرار گيرند.

ــته باشند،     مثال 1. اگر 9 نفر در يك مهماني حضور داش
ــق اصل لانه كبوتري روزي از هفته مي توان يافت كه در  طب

آن روز حداقل دو نفر آن ها متولد شده باشند.
ــتر دست و  ــاده كمي بيش ابتدا بياييد با همين مثال س
ــد كه در هر روز  ــرم كنيم! آيا اين مثال بيان مي كن پنجه ن

ــا در كدام روز  ــده اند؟ ي هفته چند نفر از مهمانان متولد ش
تعداد بيشتري متولد شده اند؟ پاسخ هر دو مورد منفي است. 
ــت تمام مهمانان متولد روز جمعه باشند و ممكن  ممكن اس
ــت هيچ كدام از آن ها جمعه متولد نشده باشند! اما به هر  اس
ــت كم دو نفر از آن ها  ــت كه در آن روز دس حال روزي هس
ــند. به وجود دو حداقل در لابه لاي جملات  به دنيا آمده باش
ــت كه  ــد. (حداقل يك روز در هفته هس ــه دقت كني نتيج

حداقل دو نفر در آن روز به دنيا آمده باشند.)

   مثال 2. در مثال قبل، فرض كنيم تعداد مهمانان 15 نفر 
باشد. آن گاه چه؟

در اين صورت، روزي از هفته را مي توان يافت كه در آن 
ــه نفر از آن ها متولد شده باشند. در اين مثال  روز حداقل س
ــت روز هفته را به عنوان  ــان را به  عنوان كبوتر و هف 15 مهم
ــئله را  ــتر مس هفت لانه در نظر بگيريد. بگذاريد كمي بيش
بشكافيم! فرض كنيم مهمان نخست روز شنبه و دومي روز 
ــده باشند و دوباره  ــنبه و... هفتمي روز جمعه متولد ش يكش
ــنبه و مهمان  ــمارة 8 روز ش روز از نو روزي از نو! مهمان ش
ــمارة 14 روز جمعه...  ــمارة 9 روز يكشنبه و... مهمان ش ش
ــان در يكي از روزهاي هفته به دنيا  بالاخره پانزدهمين مهم
آمده است. پس روزي پيدا شد كه در آن روز سه نفر متولد 
ــده اند. توجه كنيد كه اين حالت، وضعيت حداقلي است!  ش
ــن! والا ممكن بود همة  ــه حداقل هاي ممك ــي قناعت ب يعن
ــند!  ــان به طور نمونه در روز جمعه به دنيا آمده باش 15 مهم
ــاير حالت هاي ديگر. به هر صورت روزي از هفته پيدا  و يا س
ــه نفر متولد شده باشند.  ــود كه در آن روز حداقل س مي ش

مي توان نوشت: 1+(2)7=15

     الگويابي
ــت پيدا كنيم. تعداد لانه را  ــد داريم به يك الگو دس قص
ــت روز هفته)، اما به مهمانان اضافه  همان 7 مي گيريم (هف

آموزشى
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مي كنيم؛ 16 مهمان، 17 مهمان و بيشتر: 
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 2+(2)7=16
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 3+(2)7=17
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 4+(2)7=18
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 5+(2)7=19
لانه اي با حداقل 3 كبوتر → 6+(2)7=20
؟؟؟= 21

ــتة اندكي توجه است.  ــطر آخر جدول قبل شايس اما س
ــتيم:  ــيم كنيم، داش ــرار بود عدد 21 را بر هفت تقس اگر ق
(3)7=21. اما اين گونه نوشتن اندكي غلط انداز است يا لااقل 
ــب مي شود!  ــاختن الگوي مناس در بحث ها باعث خلل در س
ــيم: 7+(2)7=21. به عبارت  پس چگونه بنويسيم؟ مي نويس
ــمت 2 حفظ شود! اين يعني 7  ديگر علاقه منديم خارج قس
ــوند و باز هم مي توان گفت  كبوتر باقي مانده راهي 7 لانه ش
ــل 3 كبوتر (1+2) قرار  ــت كه در آن لانه حداق لانه اي هس
ــد. به عبارت ديگر، اگر تعداد مهمانان تا 21 مهمان جلو  دارن
ــت كه در آن  ــود كه روزي از هفته اس برود، تضمين نمي ش
ــت كم 4 نفر متولد شده باشند! اما مطمئناً روزي از  روز دس
هفته است كه در آن روز دست كم 3 نفر متولد شده باشند! 
اين ايدة خوبي است تا كمي جدي تر كار را دنبال كنيم. در 

موضوع لانه كبوتر قضيه زير را داريم: 
قضيه: اگر m كبوتر در n لانه قرار گيرند (m>n) و:

m=nk+r  ,  r= 1,2,3,..., n
ــه حداقل k+1 كبوتر وجود  ــت كم در يك لان آن گاه دس

دارد.

   مثال 3. اگر 38 نفر در يك مهماني حضور داشته باشند، 
طبق اصل لانة كبوتر (و قضية فوق) ماهي از سال را مي توان 
ــند؛  ــده باش يافت كه در آن ماه حداقل 4 نفر آن ها متولد ش

زيرا: 2+(3)12=38.
ــوان 38 كبوتر و 12 ماه  ــن مثال، 38 مهمان به عن در اي

سال به عنوان 12 لانه در نظر گرفته شده اند.

   مثال 4. براي آنكه مطمئن باشيم ماهي از سال را مي توان 
يافت كه در آن ماه حداقل 4 نفر متولد شده باشند، حداقل 

چند نفر بايد در مهماني حضور داشته باشند؟
حل: 

4-1=3 ⇒ 3×12=36 ⇒ 36+1=37
پاسخ: حداقل 37 نفر؛ زيرا: 1+(3)12=37.

 مثال 5. شهرداري اصفهان قصد دارد دانش آموزان بعضي 

از مدارس را به طور رايگان به باغ پرندگان ببرد، اما يك شرط 
ــت كه حداقل در يكي از روزهاي هفته  ــرط آن اس دارد؛ ش
ــت كم 58 دانش آموز آن مدرسه متولد شده باشند. اين  دس

مدارس بايد دست كم چند دانش آموز داشته باشند؟
ــوم رياضي به كمك آمدند و راه  پاسـخ: دانش آموزان س
ــان دادند! خدا را شكر وگرنه لازم بود  چاره را به مديران نش
ــران پروندة بچه ها را  ــاعت ها دفترداران و معاونين و مدي س
زيرورو كنند تا بفهمند هركسي چه روزي به دنيا آمده و آن 

روز، شنبه بوده، يكشنبه يا...
از 58 يكي كم مي كنيم و 57 را در 7 ضرب مي كنيم و 

399 به دست مي آيد. پاسخ عدد 400 خواهد بود. زيرا: 
400=7(57)+1
مدارس با حداقل 400 دانش آموز بفرمايند باغ پرندگان 

به  دعوت آقاي شهردار!

ــي رياضي نام  ــال جهان ــال 2000 ميلادي س    مثال 6. س
ــيراز  ــال تاكنون جمعي از اهالي رياضي ش ــت. از آن س داش
به دنبال تأسيس خانة رياضيات بوده اند! داخل يكي از آرم هاي 
ــه، مثلث متساوي الاضلاعي به  ــنهادي براي اين مؤسس پيش
ضلع 1 سانتي متر طراحي شده است. كه ده نقطه داخل آن 
است. نشان دهيد حداقل دو نقطه وجود دارد كه فاصلة آن ها 

 است.
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k... a nt+ + =

كمتر از 

حل: پاسخ اين مسئله بسيار ساده است! اضلاع مثلث را 
ــكل زير به سه قسمت مساوي تقسيم مي كنيم و  مطابق ش

نقاط تقسيم را به هم وصل مي كنيم.

B
A

در اين صورت 9 مثلث كوچك پديد مي آيد كه آن ها را 
9 لانه و 10 نقطه را 10 كبوتر فرض مي كنيم كه مي خواهند 
داخل لانه ها جاي گيرند. در ضمن، نقاط روي مرز را متعلق 
ــم. بنابر اصل لانه كبوتري، حداقل  به هر دو مثلث مي گيري
ــا از نقاط به يكي از مثلث هاي كوچك تعلق دارند. چون  دوت
ــت، در نتيجه طول  ــانتي متر اس ضلع مثلث بزرگ برابر 1 س
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نقطه بيشترين فاصله را دارند كه روي دو رأس مثلث 

ــدارد (زيرا نقاط داخل  ــند كه آن هم امكان ن باش
مثلث بزرگ واقع اند). لذا در هر صورت بيشترين 

فاصلة هر دو نقطه همچون A و B (كه در يك 
مثلث كوچك قرار گيرند) از يكديگر كمتر از 
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     گام دوم: پلاك گذاري
ــري، با  ــه كبوت ــائل لان ــي مس در بعض
ــويم كه: اولاً، با توجه  لانه هايي مواجه مي ش

ــم. ثانياً،  ــد آورده اي ــؤال پدي به صورت س
ظرفيت لانه ها محدود (معمولاً 2 كبوتر) 
ــت دارم اين نوع سؤالات لانه  است. دوس

ــده  ــري را، لانه هاي پلاك گذاري ش كبوت
ــن  ــم. در اي ــده) بنام ــماره گذاري ش (ش
مسائل، كبوترها به سراغ لانة هم شمارة 

خود مي روند! ببينيد:

ــي)     مثـال 7. (تمريني از كتاب درس
نشان دهيد هر زيرمجموعه از مجموعة 

ــو  ــه داراي 6 عض S={1,2,3,...,9} ك
ــد، حداقل دو عضو دارد كه  باش

مجموع آن ها برابر 10 است.
حـل: لانه ها را به صورت زير در 

نظر مي گيريم (گويا لانه ها شماره گذاري شده اند):
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ــه از 5 لانه، عددها را چنان انتخاب كرده ايم كه  در 4 لان
ــه مي خواهيم؟ مي خواهيم مجموع آن ها 10  مي خواهيم! چ
ــد. هر زيرمجموعة 6 عضوي از S حكم 6 كبوتر خواهد  باش
ــوند. در ميان اين 6 عدد،  ــت كه راهي اين لانه ها مي ش داش
ــت يا نيست! اگر يكي از آن ها عدد 5 باشد، عدد 5  يا 5 هس
راهي لانة هم شماره اش مي شود. پنج عدد ديگر مي مانند و 

چهار لانة
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ــري، چون تعداد عددها (كبوترها)  طبق اصل لانة كبوت
بيش از تعداد لانه هاست، دست كم در يك لانه دو كبوتر جا 
ــغال حداقل يكي از لانه ها  ــد (و فقط دو كبوتر). اش مي گيرن
ــط دو كبوتر، يعني وجود حداقل دو عدد كه جمعشان  توس

10 مي شود و اين مطلوب ماست!

ــي از مجموعة S، عدد 5  ــان 6 عدد انتخاب ــر در مي و اگ
,نباشد، آن گاه 6 عدد داريم و چهار لانه:  , , ,
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ــا از لانه ها، حكم  ــر بودن كبوتره ــاز هم به دليل زيادت ب
بديهي است.

ــت كم  حتي در اينجا به دليل ظرفيت محدود لانه ها دس
دو زوج عدد پيدا مي شود كه مجموعي برابر 10 دارند.

   مثال 8. از مجموعة S={1,2,3,..., 14,15} حداقل چند 
عدد انتخاب كنيم كه مطمئن باشيم حداقل دو عضو از اين 

اعضاي انتخابي جمعشان 11 مي شود؟
پاسخ: اعدادي را كه جمعشان 11 مي شود عبارت اند از: 
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ــر). همچنين  ــا ظرفيت 2 كبوت ــود 5 لانه (ب اين مي ش
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لانه هايي به صورت: 
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ــت (5 لانه با ظرفيت  نيز خواهيم داش
ــاً 10 لانه داريم. لذا  يك كبوتر). پس جمع
 S ــدد از مجموعه ــت حداقل 11 ع لازم اس
ــت كم  ــيم دس انتخاب كنيم تا مطمئن باش
ــر و پيمان  ــي از لانه هاي دو كبوتري پ يك
ــان 11  ــو جمعش ــي دو عض ــود! يعن مي ش

مي شود.)
در كلاس درس: يكي پرسيد: اگر 5 عضو 
هم انتخاب كنيم، جمعشان ممكن است 11 شود؟ مانند مجموعة 
A={1,9,4,6,7}

(جمع 4 و 7 برابر يازده مي شود.)
ــش او نهفته است؟  ــخ اين دانش آموز در خود پرس پاس
ــتيم مجموعة  زيرا كلمة ممكن اسـت به كار برده! مي توانس
ــم كه  ــاب كني B={1,2,8,7,6,11,12,13,14,15} را انتخ
ــان 11  ــو دارد و هيچ دوعضوي از اعضاي B جمعش 10 عض
نمي شود! آن گاه چه طور؟ پس ناچاريد براي اطمينان، حداقل 

اعضاي زيرمجموعة S را 11 عضو بگيريد.

   مثال 9. از بين اعداد 2n,...,2,1 حداقل چند عدد انتخاب 
ــبت به هم  كنيم به طوري كه همواره حداقل دوتا از آن ها نس

اول باشند؟
ــورت زير در نظر  ــي (حجره هايي) به ص پاسـخ: لانه هاي

مي گيريم: 
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ــال n لانه داريم. اگر حداقل n+1 عدد انتخاب كنيم،  ح
ــبت به هم اول  اند. يعني دست كم دو  حداقل دوتا از آن ها نس
ــبت  ــود و دو عدد متوالي همواره نس عدد متوالي پيدا مي ش

به هم  اول اند.

     گام سوم: مثال هاي ويژه
در اين گام سعي داريم مثال هاي ويژه اي را بررسي كنيم 
كه بدون ممارست كافي، ممكن است اندكي پيچيده به نظر 

برسند.

ــز و كوچك تر از 107  ــدد طبيعي متماي    مثـال 10. 10 ع
مفروض اند. نشان دهيد كه دو زيرمجموعة متمايز و غيرتهي 
از اين 10 عدد يافت مي شود كه مجموع اعضايشان يكسان 

است.
ــه اي از 10 عدد  ــدا توجه كنيم كه اگر مجموع حل: ابت

طبيعي كوچك تر از 107 انتخاب كنيم، اين مجموعه داراي 
ــت. (1023 كبوتر!)  1023=1-210 زيرمجموعه غيرتهي اس
لذا اين زيرمجموعه ها داراي يك عضو، دوعضو، ... تا ده عضو 
هستند. مجموع اعضاي اين زيرمجموعه ها در كمترين حالت 
ــته  ــت. و بزرگ ترين ده عددي كه مي توانيم داش برابر 1 اس

باشيم، اعداد 97، 98، ...، 106 هستند كه: 
97+98+...+106=1015

ــاس حاصل جمع هاي  ــماره گذاري لانه ها را براس لذا ش
ممكن تنظيم مي كنيم؛ به صورت زير: 
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ــه را روي يك برگه  ــوع اعداد هر زيرمجموع حال مجم
ــيم (به عنوان يك كبوتر!) و داخل لانة هم شماره با  مي نويس
ــم. بنابراين بايد 1023 برگه را در  آن مجموعه قرار مي دهي
ــداد برگه ها (كبوترها) از تعداد  1015 مكان جاي دهيم. تع
ــت. پس طبق اصل لانه كبوتري،  ــتر اس جاها (لانه ها) بيش
حداقل لانه اي يافت مي شود كه در آن لانه، حداقل دو كبوتر 
ــتر) جا مي گيرند. اين يعني حداقل دو زيرمجموعة  (يا بيش
ــت كه مجموع اعضايشان  ــده اس متمايز و غيرتهي يافت ش

يكسان است.

ــت     مثال 11. در يك مهماني بعضي از مهمانان با هم دس
ــد! و دو نفر هم  ــت نده ــي با خودش دس مي دهند. اگر كس
ــت ندهند، ثابت كنيد دو نفر يافت  پيش از يك بار با هم دس

مي شوند كه تعداد دفعاتي كه دست داده اند، يكسان است.
توضيح: اين مسئله از مسائل معروف اصل لانه كبوتري 

است و در منابع گوناگون با اندكي تغيير ديده مي شود.
ــند. هر  ــته باش ــرض كنيم n مهمان وجود داش حـل: ف
ــت  ــت نمي دهد يا به يك نفر دس مهمان يا به هيچ كس دس
ــت  مي دهد يا به دو نفر و... و يا اينكه در نهايت به همه دس
ــت مي دهد.) بنابراين، n لانه  مي دهد. (يعني به n-1 نفر دس

پلاك شده به صورت زير خواهيم داشت: 
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اگر هر فرد تعداد افرادي را كه به آن ها دست داده است، 
روي كاغذي بنويسد و در لانة هم شماره با عدد نوشته شده 
ــت كه حداقل شامل  قرار دهد، خواهيم ديد كه لانه اي هس
ــت. ابتدا شايد به نظر برسد كه در اين سؤال  دو تكه كاغذ اس
تعداد لانه و تعداد كبوتر يكسان است. اما با كمي دقت معلوم 
ــود كه از دو لانة 0 و n-1 همواره يكي از لانه ها خالي  مي ش
ــت داده  ــد كه n-1 بار دس مي ماند! چرا؟ زيرا اگر فردي باش
ــد، پس به همه دست داده است و در اين صورت فردي  باش
ــت نداده باشد و لانه 0  ــود كه به هيچ كس دس يافت نمي ش

لوژون ديريكله، 
رياضى دان آلمانى 

قرن نوزدهم، مبدع 
اصل لانه كبوترى
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

خالي مي ماند. برعكس اگر لانة با پلاك صفر پر شود،  يعني 
ــت و به اين  ــت نداده اس ــت كه به هيچ كس دس فردي هس
ــد. بنابراين، از  ــمارة n-1 خالي خواهد مان ترتيب لانه به ش
 n حداقل يكي خالي است. پس n-1 لانه هاي شمارة صفر و
تكه كاغذ در n-1 (يا كمتر) لانه قرار گرفته اند. لذا (حداقل) 
يك لانه شامل دست كم دو تكه كاغذ است. اين يعني حداقل 

دو نفر با تعدادي مساوي از مهمانان دست داده اند.
ــؤالي است كه  ــمت از مقاله، س ــئلة اين قس آخرين مس

براساس مفهوم باقي مانده هاي مطلق حل مي شود:
ــد. اگر a را بر  فرض كنيد a يك عدد صحيح دلخواه باش

100 تقسيم كنيم، داريم: 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

يعني:                             
r را باقي مانده گويند. (باقي مانده نامنفي است.)

باقي ماندة مطلق چيست؟ در مثال قبل مي توان نوشت: 
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 را باقي ماندة مطلق مي ناميم.
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ــتر مفهوم بالا مي پردازيم. وقتي  ــريح بيش اكنون به تش
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مي نويسيم: 
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فرض كنيم باقي مانده (r) يكي از عددهاي بيشتر از 50 
باشد؛ مثلاً r =51 . مي توان نوشت:
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يعني مي توانيم باقي مانده را 51 و يا 49- بگيريم. يا اگر 
r =99 باشد، مي توان نوشت: 
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ــده را 99 يا 1- بناميم. به بيان  يعني مي توانيم باقي مان
ديگر: 
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 k∈z به قسمي كه ،
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و يا به صورت خلاصه: 
 را باقي ماندة مطلق مي ناميم.
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و 

ــدد صحيح دلخواه  ــان دهيد كه اگر 52 ع    مثـال 12. نش
ــود كه مجموع يا  ــيم، دو تا از آن ها يافت مي ش ــته باش داش

تفاضل آن ها بر 100 بخش پذير باشد.
حل: اگر عدد صحيح a را بر 100 تقسيم كنيم، عددهاي 

صحيح k و t يافت مي شوند كه: 
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 مي گيرد 
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ــري كه  ــت. مقادي  باقي ماندة مطلق اس
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k... a nt+ + =

عبارت اند از: 0 و 1 و 2 و... و 50 كه نقش 51 لانه را دارند.

ــش 52 كبوتر را دارند،  ــدد صحيح دلخواه نيز نق 52 ع
ــت  چون: 51< 52. پس طبق اصل لانه كبوتري؛ لانه اي هس
ــود. يعني  ــت كم دو كبوتر يافت مي ش ــه دس ــه در آن لان ك
ــيم بر 100  ــت كم دو تا از اين 52 عدد صحيح در تقس دس

داراي يك باقي ماندة مطلق خواهند شد.
فرض كنيم آن دو عدد m و n باشند؛ يعني: 
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، دو حالت پيش مي آيد: 
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و اگر 
ــورت:  ص ــن  اي در   ،
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ــه  اينك اول  ــت  حال
.
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ــورت:  ص ــن  اي در   ،
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ــه  اينك دوم  ــت  حال
.
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ــدد صحيح چون m و  ــد، يعني لااقل دو ع حكم ثابت ش
ــل آن ها بر 100 بخش پذير ــد كه مجموع يا تفاض n يافت ش

 است.

     گام چهارم: مثال هاي دوره اي و تكميلي
ــن گام، دوره و تكميل مبحث اصل لانة  ــدف ما در اي ه
كبوتري است. سعي شده است مسائلي از همة سطوح ساده؛ 
ــكل و در چند قالب از جمله چندگزينه اي،  ــط و مش متوس

درست ـ غلط و تشريحي طرح شود.

الف) سؤالات درست ـ غلط
معلوم كنيد كدام درست و كدام غلط است؟

ــال متولد  ــل دو نفر در يك روز س ــر حداق 1. از 368 نف
شده اند.

2. از 8 نفر حداقل دو نفر در يك روز هفته به دنيا آمده اند.
ــند، ماهي از  ــر 39 نفر در يك مهماني حاضر باش 3. اگ
سال را مي توان يافت كه در آن ماه حداقل 5 نفر متولد 

شده اند.
ــاوي الاضلاع به ضلع  ــرض كنيد T يك مثلث متس 4. ف
ــد. اگر پنج نقطه در T انتخاب شود، حداقل  واحد باش
 دارند.
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دوتا از اين نقاط فاصله اي مساوي يا كمتر از 
پاسخ ها: 1. درست؛ 2. درست؛ 3. نادرست؛ 4. درست.

ب) سؤالات چندگزينه اي
1. 65 كبوتر در حداكثر چند لانه قرار بگيرند تا حداقل 
ــد  ــته باش ــش از دو كبوتر قرار داش ــه بي ــك لان در ي

(سراسري 81)
34 (4  33 (3  32 (2  31 (1



14 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــت كم چند نفر داراي ماه  2. در يك گروه 55 نفري دس
تولد يكسان هستند؟

6 (4  5 (3  4 (2  3 (1
ــاب كنيم تا  ــت كم چندبار پرت ــالمي را دس 3. تاس س
ــخص) حداقل 4  ــويم از يك عدد (نه مش ــن ش مطمئ

مرتبه ظاهر شده است؟
19 (4  25 (3  31 (2  24 (1

پاسخ ها: 1. گزينة 2؛ 2. گزينة 3، 3. گزينة 4.

ج) سؤالات تشريحي (سطح متوسط)
ــم مطمئن  ــر بخواهي ــه اي 12 كلاس دارد. اگ 1. مدرس
ــل 4 ميز قرار دارد،  ــيم در يكي از كلاس ها، حداق باش

تعداد ميزها حداقل، بايد چه  عددي باشد؟
جواب: 37

ــرادي را كه حداقل دو نفر از آن ها  ــن تعداد اف 2. كمتري
در يك ماه از سال و يك روز هفته متولد شده باشند، 
ــب 4 گزينه اي در  ــؤال در قال ــت آوريد. (اين س به دس

كنكور سراسري 82 مطرح شده بود.)
جواب: 85

3. درون مثلث متساوي الاضلاع به ضلع واحد، 13 نقطه 
ــل 3 نقطه وجود  ــاب مي كنيم. ثابت كنيد حداق انتخ
ــاحت مثلث پديد آمده به وسيلة آن سه  دارند كه مس

 است.
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نقطه كمتر از 
A

BC

N M

P

 ABC ــاوي الاضلاع ــاحت مثلث متس حل: مي دانيم مس

. ميانه هاي مثلث را رسم 
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ــت با:  به ضلع 1 برابر اس
مي كنيم. شش مثلث همنهشت پديد مي آيد كه مساحت هر 
 است. حال اگر 
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ــاحت مثلث ABC، يعني   مس
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كدام 
13 نقطه (13 كبوتر) را بين 6 مثلث (6 لانه) تقسيم كنيم، 

حداقل در يكي از مثلث ها، دست كم 3 نقطه قرار مي گيرد و 
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ــاحت مثلث پديد آمده توسط آن 3 نقطه كمتر از  مس
است.

د) سؤال تشريحي (سطح عالي)
ــل كامل آن به پايان  ــئلة زير و راه ح اين مقاله را با مس
ــب كتاب هاي رياضيات  ــئله در اغل مي بريم. صورت اين مس
ــود، اما راه حل بديع و آموزشي آن به  ــته يافت مي ش گسس

مؤلف مقاله تعلق دارد.

مسـئله: ثابت كنيد از هر مجموعه شامل n عدد طبيعي، 
ــت كه مجموع  ــه اي غيرتهي چنان ياف ــوان زيرمجموع مي ت

اعضاي آن بر n بخش پذير باشد.
 n يك مجموعه شامل A={a1,a2,...,an} حل: فرض كنيم
عدد طبيعي باشد. اگر يكي از اعضاي مجموعه بر n بخش پذير 
باشد كه حكم ثابت است. پس فرض كنيم هيچ كدام از ai ها 

بر n بخش پذير نباشند. حال تعريف مي كنيم: 
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ــد كه حكم ثابت  ــي از Si ها بر n بخش پذير باش اگر يك
ــت. پس فرض مي كنيم Si ها بر n بخش پذير نباشند. در  اس

اين صورت مي توان نوشت: 
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(توجه: ri نمي تواند صفر باشد، چون فرض كرده ايم Si ها 
بر n بخش پذير نباشند.)

n -1 لانه را به صورت زير در نظر مي گيريم: 
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ــوان n كبوتر در نظر بگيريم، چون  ــر S1 تا Sn را به عن اگ
ــس طبق اصل لانه كبوتري حداقل لانه اي يافت  n، پ >n -1
ــت كم دو كبوتر جاي مي گيرد.  ــود كه در آن لانه دس مي ش
يعني دست كم Sk و Sj يافت مي شود كه در تقسيم بر n هم 
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باقي مانده باشند (فرض كنيم k>j). پس: 

, , , ,

, , , ,

, , , , ,

, , ... K ,K ... n , n

...

... n

a q r q z , r , , , ,...,

a q r , r

a k t, t

t

r , , ,..., ;... , , ,...,

a q

,

+ −

−
= + ∈ =
= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

=
= + =

1
3
1 9 2 8 3 7 4 6 5

1 9 2 8 3 7 4 6

1 10 2 9 3 8 4 7 5 6

11 12 13 14 15
1 2 3 4 1 2 1 2

1 2 3 1015
0 1 2 1

100 0 1 2 3 99
100 0 99
100 0 50

1 2 3 50 51 52 53 99
100 51 1 q (q ) ( )

a q q (q ) ( )

a q r r , , ,...,

a (q ) r r , ,...,

a k t t

t t t t t t t

m k t t

n k t t

m n (k k)

m n q

m n

+ − = + + −
= + = + − = + + −
= + =

= + + = − − −

= + ≤ ≤

′ ′ ′≤ ≤ = = = −

= + ≤ ≤

′ ′= + ≤ ≤

′− = −
− =
+

1 1

2 2

00 100 49 100 1 49
100 99 100 100 1 100 1 1
100 0 1 2 50
100 1 49 48 1
100 0 50

0 50
100 0 50

100 0 50
100
100

j

k k

n n

i i i i i

k j

j j

k j j k

S

k j j k j

(k k)

m n q

S

S a , S a a ,..., S a a ... a ,

S a a ... a

S nq r , r , ,...,n , q N

... n

S S nt

S a a ... a

S a a ... a a ... a

S S a ... a a

+

+ +

′= +
′+ =

=

= = + = + + +

= + + +

= + = − ∈

−
− =

= + + +

= + + + + + +

⇒ − = + + ⇒

1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1

1 1

100
100

3 1
24 2

3 1
4 6

1 2 1
1 2 3 1



k... a nt+ + =

پس زيرمجموعه اي از مجموعة A يافت شد كه مجموع 
اعضاي آن بر n بخش پذير باشد.

* erastizadeh@yahoo.com
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

گراف هاي 
قطبي

 گراف قطبي، لئونارد  اويلر، ماتريس واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
مجاورت

     مقدمه 
در رياضيات «گراف ها» ابزاري براي بيان ارتباط بين عناصر 
ــتند. هرچند كه تئوري گراف ها اولين بار در سال  يا نقاط هس
ــي براي حل  ــط لئونارد اويلر، رياضي دان سوئيس 1736 توس
مسئلة «پل هاي كونيگسبرگ» طرح شد، ولي امروزه اين شاخة 
رياضي در علوم رايانه، علوم پايه، مديريت حمل ونقل و تحقيق 
ــرف ديگر، در گراف ها  ــود. از ط در عمليات به كار گرفته مي ش
نقاط به صورت فرضي در صفحه يا فضا در نظر گرفته مي شوند 
ــده است گراف ها شكل واحدي نداشته  و اين موضوع باعث ش
باشند. در اين مقاله تلاش شده است با تعريف مختصات قطبي 
ــاط به صورت ثابت يا مجموعه نقاطي كه حركت  هر نقطه، نق

آن ها داراي اصول خاصي است، در نظر گرفته شود.
با معرفي مختصات رئوس و ثابت فرض كردن آن ها مي توان 
گراف ها را به كمك رايانه ترسيم كرد و در بعضي زمينه ها مانند 
ــيم فرمول هاي مواد آلي در شيمي و محاسبة زاوية پيوند  ترس
به كار برد. همچنين، براي رسم اشكال منتظم در محيط هاي 
برنامه نويسي نيز مي توان از اين روش استفاده كرد. براي مثال، 
با استفاده از اين روش مي توان شكل هاي 1 و 2 را رسم كرد و 

يك توصيف رياضي براي آن ها نوشت.

شكل1                            شكل2

ــا، با توجه به ماتريس مجاورت  در واقع در نظرية گراف ه
ــم كنيم، اما با  يك گراف، مي توانيم نموداري از اين گراف رس
ــن اطلاعات نمي توان مكان هر رأس را تعيين كرد. بنابراين  اي
قصد داريم با استفاده از مختصات قطبي، ابتدا مكان هر رأس 
ــتفاده از ماتريس مجاورت،  ــخص سازيم و سپس با اس را مش

يال هاي مرتبط با آن  رأس را تعيين كنيم. 

     مختصات قطبي
دستگاه مختصات قطبي، يك دستگاه مختصات دوبعدي 
است كه در آن مكان هر نقطه، با فاصلة آن تا مركز مختصات 
ــده از مركز به آن نقطه و محور  ــم ش (r) و زاوية بين خط رس
ــود. اين دستگاه در فضاي سه بعدي  طول (θ) مشخص مي ش
ــتوانه اي و دستگاه مختصات كروي  ــتگاه مختصات اس به دس
ــود. اولين استفاده هاي مشابه كه به ايجاد كنوني  تبديل مي ش
اين دستگاه انجاميده است، توسط ابوريحان بيروني انجام شد.

     نمايش نقاط
اگر O مبدأ مختصات باشد، نقطة A را به صورت زير نمايش 

مي دهيم (معادلة 1):
A: (X, θ°)                                               :1 معادلة

ــت و به اندازة  ــمت راس اين يعني نقطة X ، A واحد به س
ــكيل زاويه داده است، از محور طول ها  θ درجه كه با محور تش

فاصله بگيرد.
مثال: مختصات قطبي نقطة B با توجه به شكل 3 به اين 
B: (2, 30°)                                  :2 صورت است: معادلة

B

O
32

2

30°

1

شكل3 

ــكيل مي شود كه  مختصات قطبي هر نقطه از دو عدد تش
يكي فاصله و ديگري زاويه است. براي آنكه دچار ابهام نشويم، 
ــه اي را در نظر بگيريم كه ضلع دوم آن با  قرار مي گذاريم زاوي
ــع اول برخلاف جهت گردش عقربه هاي  چرخش از روي ضل

ساعت به دست آمده است.

آموزشى
سيداحسان حسيني

دانش آموز سال سوم
رشته رياضي، 

دبيرستان باقرالعلوم 
شهرستان دره شهر (ايلام)
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     نظرية گراف
نظرية گراف شاخه اي از رياضيات است كه دربارة گراف ها 
ــاخه اي از توپولوژي است  بحث مي كند. اين مبحث در واقع ش
كه با جبر و نظرية ماتريس ها پيوند مستحكم و تنگاتنگي دارد. 
ــر رياضيات نقطة آغاز  ــاخه هاي ديگ نظرية گراف برخلاف ش
مشخصي دارد و آن انتشار مقاله اي از لئونارد اويلر، رياضي دان 
ــبرگ در سال  ــي، براي حل مسئلة پل هاي كونيگس سوئيس

1736 است.
ــورت  ــب به ص ــي مرت ــاده) G زوج ــراف (س تعريـف: گ
ــت و  ــت كه در آن V مجموعة متناهي و ناتهي اس (V, E) اس
E زيرمجموعه اي از مجموعة تمام زيرمجموعه هاي دوعضوي 

مجموعة V است.
ــوان با يك نمودار  رسـم نمودار گـراف: هر گراف را مي ت
موسوم به «نمودار گراف» نمايش داد. براي اين كار به ازاي هر 
رأس G يك نقطه در صفحه در نظر گرفته مي شود و دو نقطة 
ــيلة يك پاره خط يا كماني به هم وصل مي شوند؛  متمايز به وس
 E ــرط آنكه مجموعة متشكل از دو رأس، عضو مجموعة به ش

(يال ها) باشد.
مثال 1. رسم نمودار گراف G با اطلاعات معادله هاي 3 و 4 

به صورت شكل 4 است.
 معادلة 3

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

 معادلة 4
n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

V5
V2

V1

V3

V4

شكل4 

به رأس هاي v4 و v5 رأس هاي تنها گفته مي شود. همچنين 
ــاي v3 و v2 مجاورند، چون بين آن ها رابطه وجود دارد.  رأس ه
ــط ميان رأس هاي يك گراف را مي توان با كمك ماتريس  رواب
ــوم به ماتريس  ــي موس ــان كرد. ما در اين مقاله از ماتريس بي

مجاورت استفاده مي كنيم.
ــا  ب ــي  گراف  G = (V,E) ــر  اگ مجـاورت:  ماتريـس 
 باشد، ماتريس 

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

n و 

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

 A = (aij) :مانند n×n ــت از يك ماتريس مجاورت G عبارت اس
كه در آن:

                 اگر يالي بين رئوس vj و vi موجود باشد:

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=


= 


 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

در غير اين صورت:
براي مثال، ماتريس مجاورت گراف صفحة قبل به صورت 

زير است: 

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=
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1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

     گراف قطبي
ــود، لذا  ــة گراف ها مكان يك رأس تعيين نمي ش در نظري
ــت مجاوربودن يا نبودن  ــم نمودار يك گراف تنها رعاي در رس
رأس ها كافي است و مكان هندسي رأس ها در صفحه مشخص 
نمي شود. به همين دليل، با استفاده از مختصات قطبي مي توان 
ابتدا مكان هر رأس را مشخص كرد و سپس به كمك ماتريس 
مجاورت يا زوج هاي مرتب، يال هاي بين اين نقاط را رسم كرد.

مثال 1: 
v1: (15cm, 60°), v2: (15cm, 30°), v3: (10cm, 30°)
v4: (20cm, 60°)

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=
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1 2 3 4 5

1 2 1 3 2 3

1 2

1 2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

شكل5 

گراف شكل 5 را بدون استفاده از مختصات قطبي و تنها با 
ماتريس مجاورت مي توان به صورت شكل هاي 6، 7 ترسيم كرد.

V1

V4

V3

V2

O
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V1 V2 V3 V4

شكل6

V1 V2

V4V3

شكل7

مثال 2:

v1: (1cm, 85°), v2: (2cm, 30°), v3: (8cm, 0°)

v4: (12cm, 5°), v5: (13cm, 20°), v6: (11cm, 10°)

v7: (8/25cm, 10°), v8: (5cm, 30°), v9: (2cm, 70°)

v10: (4cm, 30°), v11: (3cm, 65°), v12: (2/75cm, 80°)

v13: (5cm, 65°), v14: (7cm, 50°), v15: (9cm, 35°)

n

e

ij

V (G ) {v , v , v , v , v }

E (G ) {v v , v v , v v }

V {v , v ,..., v }

E {e ,e ,...,e }

a

v v v v v

v

v

v

v

v

v v v v

v

v

v

v

v v v v v v

=

=

=

=
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2
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4
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1 2 3 4

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6

1
0

0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 0
0 1 0 0

v v v v v v v v v
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v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

7 8 9 10 11 12 13 14 15

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

 

V2

V1

V13

V15

V5

V4

V6V7

V8

V11

V12

V9

V10

V14

V3
شكل8

     نتيجه گيري
ــوان در كنترل مجموعة ماهواره هاي  از گراف قطبي مي ت
مخابراتي، تعيين ايستگاه هاي آتش نشاني، تعيين پايگاه هاي 
ــدارك  ــه اي، ت ــاي رايان ــاخت بازي ه ــس، س ــدادي اورژان ام
سرگرمي هاي علمي، تعيين ساختارهاي مولكولي، تعيين تعداد 
ايزومرهاي تركيبات آلي، آموزش رياضيات كاربردي و... استفاده 

كرد.
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اثـبـات
نويسنده:
تونى كريلى

ترجمه:
غلامرضا ياسي پور 

ــر را امكان پذير مي كند كه نظريه ها بر  ــده، اين خط اثبات نش
رياضياتي واقع بر باد هوا بنا شوند.

اين طور نيست كه هر اثباتي تا ابد ثابت بماند، زيرا ممكن 
است در ساية گسترش هاي مفاهيمي كه مرتبط با آن است، به 

جرح و تعديل نياز داشته باشد.

اثبات چيست؟
آيا زماني كه در مورد دستاوردي رياضي چيزي مي خوانيد 
يا مي شنويد، آن را باور مي كنيد؟ چه چيز وادارتان مي كند كه 
باور كنيد؟ پاسخ مي تواند چنين باشد: استدلالي منطقاً درست 
است، كه از ايده هايي كه پذيرفته ايم به گزاره اي كه در موردش 
ــرود. اين پديده را رياضي دانان در صورت  در ترديديم، پيش ب
معمولي اش كه آميخته اي از زبان روزمره و منطق دقيق است، 
ــته به كيفيت اثبات، قانع  ــات مي نامند. به اين ترتيب، بس اثب

مي شويم يا منكر مي مانيم.
ــات عبارت اند از:  ــات به كار رفته در رياضي انواع اصلي اثب
روش مثال نقض2؛ روش مستقيم3؛ روش غيرمستقيم4؛ روش 

استقراي رياضي5.

مثال نقض
ــد كارمان را با منكربودن آغاز كنيم؛ اين روش  اجازه دهي
اثبات ناصحيح بودن يك گزاره است. در اين مورد براي مثال، 
ــم. فرض مي كنيم اين ادعا را  گزاره اي معين در نظر مي گيري
ــدد در خودش، عددي زوج  ــنويم كه نتيجة ضرب هر ع مي ش
است. آيا آن را مي پذيريد؟ پيش از پاسخ دادن، بايد چند مثال 
ــته باشيم، مثلاً 6، و آن را در  را آزمايش كنيم. اگر عددي داش
خودش ضرب كنيم، 36=6×6 را به دست آوريم. درمي يابيم كه 

36 در واقع عددي زوج است.
اما با يك گل بهار نمي شود. ادعاي مذكور در مورد هر عدد 
بود، و بي نهايت عدد داريم. براي اينكه مظّنة بيشتري در مورد 
مسئله به دست آوريم، بايد مثال هاي بيشتري را بررسي كنيم. 

مثال نقض؛ استقراى رياضى؛ روش مستقيم؛ واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
روش غيرمستقيم

     اشاره
رياضي دانان مي كوشند ادعايشـان را با اثبات 
توجيـه كننـد. تحقيـق در مـورد قالب گيري 
استدلال هاى منطقي پولادين، نيروي پيش برندة 
«رياضيات مجرد 1» اسـت. سلسلة استنتاجات 
صحيح از آنچه مشـخص شـده اسـت يا فرض 
كرده ايـم، رياضيدانـان را به نتيجـه اي دلالت 
مي كند كـه بعداً وارد مخـزن رياضيات تثبيت 

شده مي شود.

مقدمه 
ــت نمي آيند، بلكه غالباً در پايان  اثبات ها به آساني به دس
مقدار معتنابهي پژوهش و جست وجو در مسيرهاي خطا ظاهر 
مي شوند. كوشش در به دست آوردن آن ها زمينة اصلي حيات 
رياضي دانان را اشغال مي كند. هر اثبات موفقيت آميز كه نشان 
ــده اى را از  ــراه دارد، قضية تثبيت ش ــار رياضي دان را هم اعتب

حدس، ايدة درخشان يا گمان اوليه، جدا مي كند.
كيفيت هاى لازم در هر اثبات عبارت اند از دقت،  وضوح، و 

به همين اندازه، ظرافت.
به اين سه،  بينش را نيز اضافه كنيد. اثبات خوب «اثباتي 
است كه خردمندترمان كند». همچنين بهتر است كه اثباتي 
داشته باشيم، تا اصلاً نداشته باشيم. پيشرفت بر مبناي مطالب 

آموزشى
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با بررسي مثلاً 9، درمي يابيم كه: 81=9×9. اما 81 عددي فرد 
است. يعني گزارة مذكور كه تمام اعداد چون در خودشان ضرب 
شوند عددي زوج به دست مي دهند، دروغ است. مثالي چنين 
ــوم است.  به نقض ادعاي اوليه مي انجامد و به مثال نقض موس
به عنوان نمونه، يك مثال نقض در مورد اين ادعا كه «تمام قوها 
سفيدند»، ديدن يك قوي سياه است. بخشي از لذات رياضيات، 
جست وجوي مثالي نقض براي كنارزدن قضاياي ادعايي است.

ممكن است در صورت شكست خوردن در يافتن يك مثال 
نقض، اين احساس را داشته باشيم كه گزارة مورد بحث درست 
است. در اين صورت، رياضي دان مجبور به انجام بازي ديگري 
است. يعني بايد اثباتي بسازد و در اين مورد، سر راست ترين نوع 

اثبات، روش اثبات مستقيم است.

روش مستقيم
ــي از آنچه قبلاً  ــتدلال منطق ــا اس ــتقيم، ب در روش مس
ــده يا فرض شده به سوي نتيجه حركت مي كنيم. اگر  اثبات ش
ــام دهيم، يك «قضيه»6 داريم. در مورد  بتوانيم اين كار را انج
ــين، نمي توانيم اثبات كنيم كه ضرب هر عدد در  ا دعاي پيش
ــد، زيرا قبلاً آن را رد كرده ايم.  خودش به عددي زوج مي انجام
اما ممكن است بتوانيم مطلبي به دست آوريم. تفاوت بين اولين 
ــت كه  مثالمان، يعني 6، و مثال نقضمان، يعني 9، در اين اس
ــت. در اين مورد،  تغيير  ــال نقض، فرد اس ــدد اول زوج و مث ع
ــام داد. بنابراين، گزارة  ــت كه مي توان انج «فرض»7 كاري اس
ــت: «اگر عدد زوجي را در خودش ضرب  جديدمان چنين اس

كنيم، نتيجه عددي زوج است.»
ــي مي كنيم و  ــر را بررس ــال عددي ديگ ــدا، چند مث ابت
ــود و نمي توان  ــم كه اين گزاره هر بار محقق مي ش درمي يابي
ــت آورد. با تغيير مسير، سعي در اثبات آن  مثال نقضى به دس
ــروع كنيم؟ مي توانيم با عدد  مي كنيم، اما چگونه كارمان را ش
زوج عمومي n آغاز كنيم، ولي از آنجا كه اين كار كمي مجرد 
به نظر مي رسد، ملاحظه مي كنيم كه اثبات با بررسي يك عدد 
ــه پيش مي رود. همان طور كه مي دانيم،  واقعي، مثلاً 6، چگون
ــت كه مضربي از 2 است؛ يعني 3×2=6. از  عدد زوج عددي اس

آنجا كه 6+6+6+6+6+6=6×6 يا به صورت ديگر:
6×6=2×3+2×3+2×3+2×3+2×3+2×3

يا با بازنويسي آن، با استفاده از پرانتز: 
6×6=2×(3+3+3+3+3+3)
ــان مي دهد 6×6 مضربي از 2 است و چون چنين  كه نش
است، عددي زوج است. اما در اين استدلال، مطلب خاصي در 
ــتيم كارمان را با n=2×k شروع  مورد 6 وجود ندارد و مي توانس
كنيم، n×n =2×(k+k+...+k) را به دست آوريم و نتيجه بگيريم 

كه n×n زوج است. اينك اثباتمان كامل است.
ــان متجدد  ــدس»8 رياضي دان ــات اقلي ــة «مقدم در ترجم
ــه كار پايان يافته،  ــراي بيان اين موضوع ك ــان اثبات، ب در پاي
ــي  لاتين ــارت  عب ــر  مختص ــه  ك ــتند  مي نوش  «QED»
«quod erat demonstrandum» است (به معنيِ: بايد به اثبات 
  ــك مربع پر، يعني ــيد يا فهوالمطلوب). امروزه از ي مي رس
استفاده مي كنند. اين مربع، به نام پل هالموس9، معرف آن، به 

«هالموس» مرسوم است.

روش غيرمستقيم
در اين روش وانمود مي كنيم نتيجه دروغ است و با استفاده 
ــم كه اين فرض نقيض  ــتدلالي منطقي، مبرهن مي كني از اس
ــئله است. اجازه دهيد نتيجة پيشين را با اين روش  فرض مس

اثبات كنيم.
 n×n زوج است و وانمود مي كنيم n فرضمان اين است كه
فرد است. مي توانيم بنويسيم: n×n=n+n+...+n . در اين جمع 
ــد  ــت كه n نمي تواند زوج باش n بار n داريم و به اين معني اس
(زيرا اگر چنين باشد n×n زوج مي شود). بنابراين n فرد است 

 .كه نقيض  فرضمان است
در واقع اين روش، صورت معتدل روش غيرمستقيم است. 
روش غيرمستقيم نيرومند، به عنوان «برهان خلف»10 (تحويل 
ــناخته مي شود كه يونانيان علاقة بسياري به آن  به مهمل) ش
داشتند. در آكادمي آتن، سقراط11 و افلاطون12 علاقه داشتند 
ــبكه اي از  ــث را با پيچيدن خصم در ش ــه موضوع مورد بح ك
تناقضات، اثبات كنند كه بيرون از آن، موضوعي بود كه سعي 
در اثباتش داشتند. اثبات كلاسيك اين موضوع كه ريشة دوم 
ــت، يكي از اين موارد محسوب مي شود كه  2 عددي گنگ اس
در آن كار را با اين فرض آغاز مي كنيم كه ريشة دوم 2 عددي 

گوياست و آن گاه به استخراج نقيض اين فرض مي پردازيم.

روش استقراي رياضي
استقراي رياضي روشي نيرومند در اثبات اين موضوع است 
ــت اند. اين  كه دنباله اي از گزاره هاي P3 ،P2 ،P1، ... جميعاً راس
ــط آگوستون دومورگان13 مطرح  روش، در دهة 1830، توس
ــت آنچه را كه صدها سال پيش شناخته بودند،  شد. او توانس
ــتقراي  فرمول بندي كند. اين تكنيك خاص (كه نبايد با «اس
ــيع در اثبات گزاره هاي  ــتباه شود) به گونه اي وس علمي»14 اش
ــي رود. روش مورد بحث،  ــت»15 به كار م ــامل «اعداد درس ش
ــوص، در «نظرية گراف ها»16، «نظرية اعداد»17 و «علوم  به خص

رايانه»18 عموماً سودمند است.
ــع اعداد فرد  ــئلة جم ــئله اي تمريني به مس به عنوان مس

انواع اصلي 
اثبات به كار 
رفته در 
رياضيات 
عبارت اند از: 
روش 
مثال نقض؛ 
روش 
مستقيم؛ 
روش 
غيرمستقيم؛ 
روش
 استقراي رياضي
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مي پردازيم. براي مثال، جمع سه عدد فرد اوليه، يعني 1+3+5 
ــت، در حالي كه مجموع چهار عدد فرد اوليه، يعني:  برابر 9 اس
7+5+3+1 برابر 16 است. اما 9 برابر است با: 32=3×3 و 16 برابر 
ــت با: 42=4×4. بنابراين آيا مي شود جمع n عدد فرد اوليه  اس
برابر n2 باشد؟ در صورتي كه مقدار به تصادف انتخاب شده اي از 
n ، مثلاً n =7 ، را بررسي كنيم، درمي يابيم كه در واقع مجموع 

7 عدد فرد اوليه، يعني: 
1+3+5+7+9+11+13=49
ــن نمونه در مورد جميع مقادير  ــت. ولي آيا اي برابر 72 اس
ــت؟ چگونه مي توان مطمئن بود؟ در اين مورد با  n صادق اس
ــتيم، زيرا نمي توان اميدوار بود كه بتوانيم  مشكل مواجه هس

بي نهايت حالت را يكي يكي مورد بررسي قرار دهيم.
ــتقراي رياضي قدم به ميدان  ــت كه اس اين مرحله اي اس
ــمي، اين روش، «روش دومينويي»19  مي گذارد. به طور غيررس
ــتعاره در مورد رديفي از دومينوها به كار  ــت. اين اس اثبات اس
ــتاده اند. اگر يك دومينو بيفتد،  ــان ايس مي رود كه بر انتهايش
ــت. پس تنها  ــود را مي اندازد. اين مطلب واضح اس پهلويي خ
چيزي كه براي انداختن همه شان نياز داريم، افتادن اولي است.
ــئلة اعداد فرد هم به كار  مي توان اين تفكر را در مورد مس
ــدد فرد اوليه به  ــت كه مجموع n ع ــرد. گزارة Pn بر اين اس ب
ــر مي زند. در اين صورت، استقراي رياضي زنجيره اي از  n2 س

 ،P1 واكنش ها برقرار مي كند كه با توجه به آن ها جميع موارد
ــت،  ــت اس P3 ،P2، ... صادق خواهند بود. گزارة P1 بداهتاً راس
ــت، زيرا: 22=3+12=3+1 و ــت اس ــپس P2 راس زيرا: 12=1. س

ــت است، زيرا: P4 .1+3+5=22+5=32 نيز راست است،   P3 راس
زيرا: 42=4+32=7+5+3+1. به اين ترتيب، دستاورد هر مرحله 
ــدي به كار مي بريم. اين فرايند را  را براي جهش به مرحلة بع

ــتقراي رياضي فرمول بندي  مي توان براي قالب بندي روش اس
كرد.

مشكلات اثبات
اثبات ها به انواع و اقسام سبك ها و اندازه ها ظاهر مي شوند. 
ــوص آن ها كه در  ــب و منظم اند؛ به خص ــي كوتاه و مرت بعض
ــوند. پاره اي ديگر با به تفصيل  كتاب هاي درسي يافت مي ش
ــه مي زنند؛  ــر به هزاران صفح ــن تحقيقات، س آوردن آخري
ــتدلال اين حالت  ــخاص معدودي از كل اس ــوري كه اش به ط

سردرمي آورند.
در اين مورد بحث هايي اساسي نيز مطرح هستند. به عنوان 
نمونه، تعداد اندكي از رياضي دانان، از روش برهان خلف (اثبات 
ــنودند. آيا  ــتقيم)، آنجا كه به وجود مي پردازد، ناخش غيرمس
ــود ندارد، به نقيض  ــر اين فرض كه جواب يك معادله وج اگ
بينجامد، در اثبات اين موضوع كفايت مي كند كه جوابي وجود 
دارد؟ مخالفان اين روش اثبات ادعا مي كنند كه منطق صرفاً 
يك ترفند است و نمي گويد كه چگونه جوابي واقعي را به دست 
ــا تفاوت هاي جزيي)  ــاختارگرا»20 (ب ــم. اين افراد را «س آوري
مي نامند؛ افرادي كه عقيده دارند روش هاي اثبات از به دست 
دادن «مفهوم عددي»21 عاجزند. آنان رياضي دانان كلاسيكي 
را كه روش برهان خلف را به عنوان سلاحي بنياني در زرادخانة 

رياضي در نظر مي گيرد، تحقير مي كنند.
ــنتي تر خواهند گفت كه  ــرف ديگر، رياضي دانان س از ط
ــتدلال، به معني كار با يك  غيرقانوني اعلام كردن اين نوع اس
دست در حالي است كه دست ديگر بسته باشد. از اين گذشته، 
انكار دستاوردهاي بسياري كه با استفاده از روش غيرمستقيم 

اثبات شده اند، فرشينة رياضيات را نخ نما به نظر مي رساند!
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(constructive methods) نتايجي را منحصراً با روش هاي سازنده (constructive methods) نتايجي را منحصراً با روش هاي سازنده  نتايجي را منحصراً با روش هاي سازنده (constructive methods) اثبات مي كند. 1967  1967  1967 ميلادي: بيشاب
1976  1976  1976 ميلادي: ايمره لاكاتوس كتاب مؤثر «اثبات ها و ابطال ها» را منتشر مي كند.

1. pure mathematics
2. method of the counterexample
3. direct method
4. indirect method
5. method of mathematical induction
6. theorem
7. hypothesis

پي نوشت ها ............................................................................................................................................................................................................................
8. Euclid's Elements
9. Paul Halmos
10. reductio ad absurdam
11. Socrates
12. Plato
13. Augustus De Morgan
14. scientific indction

15. whole numbers
16. graph theory
17. number theory
18. computer science
19. domino method
20. Constructivist
21. numerical meaning

اثبات ها به انواع 
و اقسام سبك ها 

و اندازه ها ظاهر 
مي شوند. بعضي 

كوتاه و مرتب 
و منظم اند؛ 
به خصوص 
آن ها كه در 

كتاب هاي درسي 
يافت مي شوند. 

پاره اي ديگر 
با به تفصيل 
آوردن آخرين 

تحقيقات، 
سر به هزاران 

صفحه مي زنند؛ 
به طوري كه 

اشخاص معدودي 
از كل استدلال 

اين حالت 
سردرمي آورند
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 جورچيـن دوم: آيا مي توانيد عددهاي طبيعي 1، 2، 3، 4، 
5، 6 و 7 را در هفت ناحية شكل زير، طوري قرار دهيد كه هر 
ــه در دو ناحية مجاور (دو ناحيه اي كه داراي مرز  دو عددي ك
مشترك هستند) واقع اند، نسبت به يكديگر اول باشند؟ (يعني 

عامل مشتركي غير از 1 نداشته باشند.)

 جورچين سوم: اين يكي كمي دشوارتر است! آيا مي توانيد 
اعداد طبيعي متوالي 1، 2، 3، ... و 15 را در پانزده ناحية شكل 
ــر طوري قرار دهيد كه هر دو عدد واقع در دو ناحية مجاور  زي

نسبت به يكديگر اول باشند؟

 

مىگرسر
علمى

 ،4 ،4 ،4 3 ،3 ،3 جورچيـن دوم: جورچيـن دوم: جورچيـن دوم: آيا مي توانيد عددهاي طبيعي 1، 2
7 و 7 و 7 را در هفت ناحية شكل زير، طوري قرار دهيد كه هر  6 ،6 ،6 5
ــه در دو ناحية مجاور (دو ناحيه اي كه داراي مرز  دو عددي ك
مشترك هستند) واقع اند، نسبت به يكديگر اول باشند؟ (يعني 

عامل مشتركي غير از 1 نداشته باشند.)

جورچين سوم: جورچين سوم: جورچين سوم: اين يكي كمي دشوارتر است! آيا مي توانيد 
15، ... و 15، ... و 15 را در پانزده ناحية شكل  3 ،3 ،3 2 ،2 ،2 اعداد طبيعي متوالي 1
ــر طوري قرار دهيد كه هر دو عدد واقع در دو ناحية مجاور  زي

نسبت به يكديگر اول باشند؟

ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

ايستگاه اول: 
جورچين هاي عددي

  جورچين اول: حتماً با مربع هاي جادويي (وفقي) آشنايي 
داريد. مي دانيد كه معمولاً در يك مربع جادويي n×n، اعداد 
ــي 1، 2، 3، ... و n2 را بايد طوري در خانه هاي  ــي متوال طبيع
 n ــطر و جدول n×n قرار داد كه مجموع عددهاي همة n س
ــاوي هم باشد. دربارة اين مربع ها  ستون و دو قطر مربع مس
ــددي مي توانيد مطالبي  ــا در منابع متع و ويژگي هاي آن ه
بيابيد. اما در اينجا مي خواهيم از يك مربع جادويي استثنايي 
ــاي مجموع)  ــي كه (به ج ــت كنيم؛ مربع ــر صحب و كم نظي
حاصل ضرب عددهاي سطرها و ستون ها و قطرهاي آن با هم 
برابر باشد! با عمليات جبري نسبتاً ساده اي مي توان ثابت كرد 
كه اين كار براي عددهاي طبيعي متوالي امكان پذير نيست. 
آيا مي توانيد نشان دهيد كه براي عددهاي متوالي 1، 2، ... و 
9، امكان ايجاد يك مربع جادويي 3×3 با ويژگي گفته شده 

وجود ندارد؟
ــما مي خواهيم كه  ــت. ما از ش اما حالا بحث ما اين نيس
ــي 4، 6، 8، 9، 12، 16، 18، 24 و 36 را در  ــدد طبيع 9 ع
خانه هاي جدول (مربع) 3×3 طوري بچينيد كه حاصل ضرب 
ــتون و هر دو قطر با هم  ــه سطر و هر سه س عددهاي هر س

برابر باشند.

، 2، ... و 
 با ويژگي گفته شده 

ــما مي خواهيم كه  ــت. ما از ش اما حالا بحث ما اين نيس
36 را در 
 طوري بچينيد كه حاصل ضرب 
ــتون و هر دو قطر با هم  ــه سطر و هر سه س عددهاي هر س
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پـاي تـختـه 
 

محرم  نژاد ايردموسي*

آموزشى

اشاره
«پـاي تخته» عنوان بخش ثابتـي در «فصل نامة 
برهان» اسـت كـه از دو بخش داخلي مسـئله ها 
و راه حل ها تشـكيل شده اسـت. در هر شماره از 
فصل نامه، 20 مسـئله جديد مطرح مي شـود كه 
همـة خواننـدگان را به چالش مي طلبـد. توصيه 
مي كنيم كـه به طور فعال به حـل آن ها بپردازيد 
و راه حل هاي خـود را براي انعكاس در فصل نامه، 
برايمان بفرسـتيد تا با نام خودتان در شماره هاي 
بعد چـاپ شـود. از طراحان مسـائل رياضي نيز 
مي خواهيم كه مسـائل جديد خـود را براي طرح 
در بخـش مسـئله ها برايمـان بفرسـتند. توجه 
داشـته باشيد كه مسائل جديد بايد همراه با حل 
(يـا راه حل هاي) آن ها و در صـورت امكان با ذكر 

مأخذ باشد.
مسـائل و راه حل هاي خـود را مي توانيد يا از 
طريق پسـتي (به آدرس فصل نامه) و يا از طريق 
پسـت الكترونيكي، برايمان بفرستيد كه طريقة 
دوم سـريع تر و بهتر خواهد بـود. در صورتي كه 
خواستيد از طريق پست الكترونيكي اقدام كنيد، 
صفحات نوشته هاي خود را اسكن (با وضوح حداقل 
dpi 150) و يا تايپ كنيد و بفرستيد. در پايان هر 
سال اسامي نفرات برتر در فصل نامه درج خواهد 
شـد و به بهترين ها جوايز نفيسـي اهدا مي شود. 
نكتـة آخـر اينكـه در چند شـمارة اول، سـهم 
مسـئله ها بيشـتر اسـت و با دريافت پاسخ هاي 
شـما، بخش راه حل هـا به تدريـج پربارتر خواهد 

شد. منتظر راه حل هاي ارسالي شما هستيم.

 بخش اول: مسئله ها
41. همة زوج اعداد حقيقي (a,b) را بيابيد، به طوري كه:  
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42. مركز دايرة محاطي مثلث ABC از متوازي الاضلاع 
ــت كنيد  ــت. ثاب ــع اس ــر BD واق ABCD روي قط

ABCD لوزي است.
 A6A2 و A5A1 ،A4A6 ،A3A5 ،A2A4 ،A1A3 42. قطرهاي
ــش ضلعي A1A2 A3A4 A5A6، يكديگر را قطع  از ش
 B1B2 B3B4 B5B6 ــش ضلعي منتظم مي كنند تا ش
ــد A1A2 A3A4 A5A6 نيز  ــت كني ــود. ثاب حاصل ش

منتظم است.
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44. در مثلث ABC با طول اضلاع 
 اگر و تنها 
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، ثابت كنيد: 
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ــم يكان عدد  45. رق
را بيابيد.

ــوري كه  ــد، به ط ــي n را بيابي ــداد طبيع ــة اع 46. هم
n مربع كامل باشد.
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47. در چهارضلعي ABCD، داريم: 
ــت  ــوب اس . مطل
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و 
اندازة زواياي چهارضلعي.

 ،CD و AB ــدة ــر ذوزنقة ABCD با دو قاع 48. دو قط
ــد. ثابت كنيد  ــر را در نقطة P قطع مي كنن يكديگ
مجموع مساحت دو مثلث PAB و PCD از مجموع 

مساحت دو مثلث PBC و PDA بيشتر است.
49. نامساوي زير را ثابت كنيد: 
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50. يك 1392- ضلعي به تعدادي مثلث افراز شده است. 



23 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

پـاي تـختـه 
حداقل تعداد مثلث ها را بيابيد. 

ــلاع c ، b ، a و d و  ــر چهار ضلعي با طول اض ــراي ه 51. ب
مساحت S ثابت كنيد: 
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نامساوي براي كدام چهارضلعي ها به تساوي تبديل خواهد 
شد؟

ــرگاه  ــم، ه ــي مي نامي ــي M را جادوي ــدد طبيع 52. ع
حاصل ضرب ارقام آن با مجموع ارقام آن برابر باشد.

، عددي n رقمي و 
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الف) ثابت كنيد براي هر 
جادويي وجود دارد.

ب) ثابت كنيد بي شمار عدد طبيعي جادويي وجود دارد.
ــرض m و n به مربعات واحد  ــتطيلي با طول و ع 53. مس
، به طوري كه مجموع 
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ــت و  افراز شده اس
ــاحت مربعات واحدي كه مجاور اضلاع مستطيل  مس
هستند، برابر است با نصف مساحت مستطيل. مقادير 

طبيعي m و n را بيابيد.
ــاي زواياي يك مثلث  ــد y، x و z اندازه ه 54. فرض كني

برحسب درجه باشند. ثابت كنيد: 

 z و y، x اعدادي گويا باشند، آن گاه 
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الف) اگر 
نيز گويا هستند.
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ب) اگر تنها يكي از اعداد 
x و z گنگ هستند.

ــه 10 كلاس وجود دارد. هر دانش آموز  55. در يك مدرس
ــك دانش آموز از هريك از 9  ــك كلاس دقيقاً با ي از ي
كلاس ديگر آشناست. ثابت كنيد تعداد دانش آموزان 

كلاس ها يكسان است. 
56. مستطيل L را مي توان به 200 مربع يكسان افراز كرد. 
همچنين مي توان L را به 288 مربع يكسان افراز كرد. 
ــان افراز  ــت كنيد L را مي توان به 392 مربع يكس ثاب

كرد.
57. ثابت كنيد مجموع هر سه عدد طبيعي متوالي، عددي 

است كه مجموع مكعبات آن سه عدد را مي شمارد.
ــه:  ــوري  ك ــتند، به ط ــي هس ــدد حقيق x .58 و y دو ع
ــدار  مق ــن  كمتري  .
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 را بيابيد.
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59. حاصل عبارت 
را به دست آوريد.

k .60 و n دو عدد طبيعي هستند. ثابت كنيد:
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 بخش دوم: راه حل ها
 مفروض است.
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1. مجموعة 
الف) X چند زيرمجموعه با تعداد اعضاي زوج و مجموع 

اعضاي زوج دارد؟
ب) X چند زيرمجموعه با تعداد اعضاي زوج و 
مجموع اعضاي فرد دارد؟ (اين مسئله دو قسمت 

ديگر نيز دارد. آن ها را طرح و حل كنيد.)
راه حل: 

ــن  چني ــكيل  تش ــراي  ب ــف)  ال
ــك  ي ــدا  ابت ــه اي،  زيرمجموع
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زيرمجموعة دلخواه از 
  2(n-2) ــه (ب ــاب مي كنيم  انتخ
ــه  ــا توج ــپس ب ــق). س طري
ــا و مجموع  ــداد اعض ــه تع ب
زيرمجموعه،  ــن  اي ــاي  اعض
ــت دو عدد 1  ــارة عضوي درب
ــه  زيرمجموع ــن  اي در   2 و 
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ــر تعداد اعضا و مجموع اعضاي  تصميم مي گيريم. اگ
ــة انتخابي هر دو فرد بودند، تنها عدد 1 را  زيرمجموع
ــرايط مطلوب  به زيرمجموعه اضافه مي كنيم تا به ش
ــيم. اگر تعداد اعضا فرد و مجموع اعضا زوج بود،  برس
ــه زيرمجموعه اضافه مي كنيم و... در  تنها عدد 2 را ب
ــت با:  نتيجه تعداد زيرمجموعه هاي مطلوب برابر اس

2(n-2)

ب) به طريق مشابه ثابت مي شود كه تعداد زيرمجموعه هاي 
.2(n-2) :خواسته شده برابر است با

ــمت ديگر كه به طريق مشابه مي توان آن ها را حل  دو قس
كرد چنين هستند: 

ــاي فرد و مجموع  ــد زيرمجموعه با تعداد اعض ج) X چن
اعضاي زوج دارد؟

ــداد اعضا و مجموع اعضاي  ــد زيرمجموعه با تع د) X چن
فرد دارد؟

2. در ساعت 9 صبح، عقربه هاي ساعت زاوية 90 درجه با 
ــازند. بعد از ساعت 9، اولين زماني را مشخص  هم مي س
كنيد كه مجدداً دو عقربه زاوية 90 درجه با هم مي سازند.

ــاعت 9، مجدداً اين  راه حل: فرض كنيد x دقيقه بعد از س
اتفاق بيفتد. در اين x دقيقه، عقربة دقيقه شمار 6x درجه و عقربة 
 درجه را طي كرده اند. بنابراين زاوية بين آن ها 
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ساعت شمار 
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. در نتيجه: 
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برابر است با: 
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. بنابراين بعد از حدود 
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كه نتيجه مي دهد: 
دقيقه، مجدداً زاوية بين دو عقربه قائمه خواهد شد.

3. عدد حقيقي x را بيابيد، به طوري كه جزء اعشاري، جزء 
صحيح و خود عدد

الف) سه جملة متوالي يك تصاعد حسابي باشند.
ب) سه جملة متوالي يك تصاعد هندسي باشند.

راه حل: 
 {x} ،كه در آن 
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الف) بايد داشته باشيم: 
همان جزء اعشاري x و [x] همان جزء صحيح عدد است. 
. اما 
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، پس: 
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ــه چون:  در نتيج
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مي دانيم: 
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و يا 
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يا 
 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

. مي دانيم: 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

ب) بايد داشته باشيم: 
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و
ــل قبول در  ــت،  تنها مقدار قاب ــددي صحيح اس [x] ع
 است. در نتيجه 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

، مقدار 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

نامساوي 
. با حل 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

 و 

n

a b

(a b )(a b ) a b

BC a

C A b

A B c

A BC

a b b c a b c

S ...

A D BD C D

A DB DC A BA C

...

a b c d S

n , ,...,

m,n N

x

y

y

z

°

+ =

+ + = +

=

=

=

∠ =

+ =
+ + + +
= + + + +

+ + +

= =

∠ = ∠ = ∠

+ + +
< + + + < +

− − −
+ + + ≥
=
∈

2 2 3 3 4 4

1 2 3 2011

2 3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

1

60
1 1 3

1 2 3 2011
1 2 3 4

2 1 3 1 2010 1 12010 2010
22 1 3 1 2010 1

4
1 2 10

z

x

(x ) (y )

x y

S ...
! ! ! ! ! !

... k ... (k ) ...

n (n )...(n k)
n (n )(n )...(n k )

k

X { , ,...,n}

X { , }

x

x
x

x
x

x

/

{x} x [x ]

x [x ]{x}

{

+ + − =

+

= + + +

× × × + × × × + +
+ +

+ + + + − =
+

=
−

− +

− + =

=

+ =
= +

2 2 2

2 2

5 12 14

1 1 1
1 1391 3 1389 1391 1

1 2 2 3 1
11 2 1

1
1 2
1 2

2

270 6
2

270 6 90
2

360
11

32 72
2

2 x} [x ]

{x}

{x} [x ]

{x} [x ]

x

x /

{x}.x [x ]

x [x ]

[x ] {x}.x [x ]

[x ] [x ]

[x ]

x (x )

x

x

=
≤ <

= =
= =

=
=

=
< +

= < +

< +
=
− =

≤ <

+
=

2

2

2

0 1
2 0
2 1

0
1 5

1
1

1
1
1 1

1 2
1 5

2

ــته باشيم:  بايد داش

 مي رسيم.
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اين معادلة درجه دوم به مقدار 

4. اعداد طبيعي را به طور مارپيچ مطابق شكل روي صفحه 
ــبت به عدد 1  ــدد 1392 را نس ــته ايم. موقعيت ع نوش

مشخص كنيد.
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راه حل: با دنبال كردن الگو خواهيم ديد كه مربع اعداد فرد 
به صورت قطري قرار مي گيرند. بزرگ ترين مربع عدد فرد كه از 
1392 كوچك تر است، 372=1369 است. بنابراين اگر عدد 1 
را در مبدأ مختصات فرض كنيم، عدد 1369 در نقطة (18,18) 
ــود. در نتيجه عدد 1370 در نقطة (19,18)، عدد  واقع مي ش
1371 در نقطة (19,17)، ...، و عدد 1392 در نقطة (4- ,19) 

واقع مي شود.
ــي را مربع مي ناميم، هرگاه  ــداد طبيع 5. زوج (x,y) از اع
x+y و x.y هر دو مربع كامل باشند (مانند 20 و 5). ثابت 
كنيد هيچ مربعي موجود نيست كه يكي از مؤلفه هايش 
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ــد. در نتيجه:  ــرض كنيد (y,3) يك مربع باش ف
 .
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. در نتيجه: 
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ــا،  كه در آن ه
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ــاوي نتيجه مي شود كه b بايد مضرب 3 باشد. پس  از اين تس
 و در معادله جاي گذاري مي كنيم. 
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ــم:  فرض مي كني
ــود كه  ــاوي نتيجه مي ش . از اين تس
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در نتيجه: 
 و 
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ــن فرض مي كنيم:  ــد. بنابراي a بايد مضرب 3 باش
 .
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ــم. در نتيجه:  ــه جاي گذاري مي كني در معادل
. از طرف ديگر مي دانيم مربع هر عدد 
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بنابراين: 
صحيح يا به فرم 3k است و يا به فرم 3k+1 و هيچ وقت به فرم 
 نمي تواند 
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ــا 3k-1) نخواهد بود. (چرا؟) در نتيجه  3k+2 (ي
 برابر باشد و تناقض است. اين تناقض نشان مي دهد 
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با 
(y,3) نمي تواند مربع باشد.

6. دستگاه معادلات زير را در مجموعه اعداد حقيقي حل 
كنيد: 

y a

y b

a,b N

a b

b b

a b

a a

a b

b a

a

(x y ) y(x y )

x (y ) y (x ) xy

x (y ) (y )(y )

y

y

x x

x

x

y

x y

( y )(y )

( , )

O D O C r

A D b

+ =

=
∈

− =
=

− =

=

− =

= −

−

+ − = − +


− + − = −
− = + −

− =
=

+ − =
=
= −
− ≠
= +

+ − =
±

−

−

= =
=

2

2

2 2

1
2 2

1

1
2 2
1 1

2 2
1 1

2
1

2 2

2

2

3
3

3 9
3

3 3
3

3 1

3 1

3 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

2 0
2
2 3 0

1
3

2 0
2

2 3 1 0
1
3
2

1 3
2 2

(a r) r (c b)

a (c b)
r

a

PX

S ( )( )( )...( )

S

S ( )( )...( )

( )( )...( ) ...

( )( )

S

BC A E C D

A C E

BC E A C D

A C

°

°

− = + −

− −
=

=

= + + + + +

= − + + +

= − + + =

= − + + =

= =

∠ = ∠ =

∠ =
∠ = ∠

2 2 2

2 2

2 4 1024

1
1024

2 2 1024

4 4 1024

1024 1024 2048

1
21024

2
5
4

2 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 1
2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2

2 4
60

60

BC

C D C E

C A D C BE

C K C L

C K L
°

=
=

∠ = ∠
=

∠ = 60

 

y a

y b

a,b N

a b

b b

a b

a a

a b

b a

a

(x y ) y(x y )

x (y ) y (x ) xy

x (y ) (y )(y )

y

y

x x

x

x

y

x y

( y )(y )

( , )

O D O C r

A D b

+ =

=
∈

− =
=

− =

=

− =

= −

−

+ − = − +


− + − = −
− = + −

− =
=

+ − =
=
= −
− ≠
= +

+ − =
±

−

−

= =
=

2

2

2 2

1
2 2

1

1
2 2
1 1

2 2
1 1

2
1

2 2

2

2

3
3

3 9
3

3 3
3

3 1

3 1

3 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

2 0
2
2 3 0

1
3

2 0
2

2 3 1 0
1
3
2

1 3
2 2

(a r) r (c b)

a (c b)
r

a

PX

S ( )( )( )...( )

S

S ( )( )...( )

( )( )...( ) ...

( )( )

S

BC A E C D

A C E

BC E A C D

A C

°

°

− = + −

− −
=

=

= + + + + +

= − + + +

= − + + =

= − + + =

= =

∠ = ∠ =

∠ =
∠ = ∠

2 2 2

2 2

2 4 1024

1
1024

2 2 1024

4 4 1024

1024 1024 2048

1
21024

2
5
4

2 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 1
2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2

2 4
60

60

BC

C D C E

C A D C BE

C K C L

C K L
°

=
=

∠ = ∠
=

∠ = 60

راه حل:  مي توان معادلة اول را به 
ــم: در حالت اول، اگر:  ــل كرد. دو حالت در نظر مي گيري تبدي
ــذاري در دو معادله، به  ــا جاي گ  و ب
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، آن گاه 

y a

y b

a,b N

a b

b b

a b

a a

a b

b a

a

(x y ) y(x y )

x (y ) y (x ) xy

x (y ) (y )(y )

y

y

x x

x

x

y

x y

( y )(y )

( , )

O D O C r

A D b

+ =

=
∈

− =
=

− =

=

− =

= −

−

+ − = − +


− + − = −
− = + −

− =
=

+ − =
=
= −
− ≠
= +

+ − =
±

−

−

= =
=

2

2

2 2

1
2 2

1

1
2 2
1 1

2 2
1 1

2
1

2 2

2

2

3
3

3 9
3

3 3
3

3 1

3 1

3 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

2 0
2
2 3 0

1
3

2 0
2

2 3 1 0
1
3
2

1 3
2 2

(a r) r (c b)

a (c b)
r

a

PX

S ( )( )( )...( )

S

S ( )( )...( )

( )( )...( ) ...

( )( )

S

BC A E C D

A C E

BC E A C D

A C

°

°

− = + −

− −
=

=

= + + + + +

= − + + +

= − + + =

= − + + =

= =

∠ = ∠ =

∠ =
∠ = ∠

2 2 2

2 2

2 4 1024

1
1024

2 2 1024

4 4 1024

1024 1024 2048

1
21024

2
5
4

2 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 1
2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2

2 4
60

60

BC

C D C E

C A D C BE

C K C L

C K L
°

=
=

∠ = ∠
=

∠ = 60



25 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

 

y a

y b

a,b N

a b

b b

a b

a a

a b

b a

a

(x y ) y(x y )

x (y ) y (x ) xy

x (y ) (y )(y )

y

y

x x

x

x

y

x y

( y )(y )

( , )

O D O C r

A D b

+ =

=
∈

− =
=

− =

=

− =

= −

−

+ − = − +


− + − = −
− = + −

− =
=

+ − =
=
= −
− ≠
= +

+ − =
±

−

−

= =
=

2

2

2 2

1
2 2

1

1
2 2
1 1

2 2
1 1

2
1

2 2

2

2

3
3

3 9
3

3 3
3

3 1

3 1

3 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

2 0
2
2 3 0

1
3

2 0
2

2 3 1 0
1
3
2

1 3
2 2

(a r) r (c b)

a (c b)
r

a

PX

S ( )( )( )...( )

S

S ( )( )...( )

( )( )...( ) ...

( )( )

S

BC A E C D

A C E

BC E A C D

A C

°

°

− = + −

− −
=

=

= + + + + +

= − + + +

= − + + =

= − + + =

= =

∠ = ∠ =

∠ =
∠ = ∠

2 2 2

2 2

2 4 1024

1
1024

2 2 1024

4 4 1024

1024 1024 2048

1
21024

2
5
4

2 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 1 1
2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2

2 4
60

60

BC

C D C E

C A D C BE

C K C L

C K L
°

=
=

∠ = ∠
=

∠ = 60

 مي رسيم كه دو جواب دارد: 
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 .
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، آن گاه: 
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. در حالت دوم، اگر 
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با جاي گذاري در معادلة دوم به معادلة 
 براي مقدار y به دست مي آيد. 
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مي رسيم و سه جواب 
در نتيجه جواب هاي دستگاه عبارت اند از: (1,2)، (2 ,3-)، (3,1)، 

 .
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(1-,1) و 

C در داخل مثلث قائم الزاويه اي  7. مطابق شكل، نيم دايرة́ 
ــعاع  ــت. ش ــده اس با طول اضلاع b ، a و c محاط ش

نيم دايره را برحسب b ، a و c به دست آوريد.
راه حل: مركز نيم دايره را O و نقطة تماس نيم دايره با ضلع 
ــل مي كنيم. چون:  ــه D و A وص ــم. O را ب AB را D مي نامي
، در نتيجه نقطة O روي نيم ساز زاوية A واقع 
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. حال رابطة فيثاغورث را در مثلث 
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است و در نتيجه: 
. پس از 
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ــيم. داريم:  ODB مي نويس

.
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ساده كردن خواهيم داشت: 

شكل 1

8. ثابت كنيد يك مربع 5×5 را مي توان با سه مربع 4×4 
پوشاند. 

راه حل: مربع SABC به ضلع 4 را مطابق شكل 2 طوري 
روي مربع SPQR به ضلع 5 قرار مي دهيم كه طول AP برابر 
 PBX و SAP ــابه دو مثلث ــد. از تش 3 و طول PB برابر 1 باش
. مربع دوم به ضلع 4 را مطابق 
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مي توان نتيجه گرفت: 
ــابه در صفحه قرار مي دهيم. با توجه  ــكل 3 و به طريق مش ش
QB هر دو طولي برابر 3/75 دارند، به راحتي  ــه اينكه QB و́  ب

TBQB را با مربع سوم پوشاند (چرا؟). مي توان چهارضلعي́ 
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ــا فرض 9. ب

 را بيابيد.
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حاصل 
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راه حل:                
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در نتيجه: 
10. دو مثلث متساوي الاضلاع ABC و CDE در يك طرف 
ــتند. اگر AC ، BE را در K و  ــت BCD هس خط راس
 BD و KL ــع كند، ثابت كنيد CE ، DA را در L قط

موازي اند.
ــه:  ، در نتيج
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ــون  راه حـل: چ
ــون  چ  .
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ــن:  بنابراي  .
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 BCE و ACD در نتيجه دو مثلث ،
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 و 
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 و در نتيجه دو مثلث 
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همنهشتند. پس: 
 كه نشان 
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ويژگي هاي 
رياضي ستاره هاي مـرتبة

n    اُم
هادي صفري

دانش آموز رياضي ـ فيزيك 
مركز پرورش استعدادهاي 
درخشان و پژوهشگران جوان 
واحد شهيد بهشتي شهركرد

چكيده
هر چندضلعـي شـامل تعـدادي رأس، تعدادي 
ضلع و چندين قطر است. در برخي چندضلعي ها، 
از برخـورد قطرهـا شـكل هاي زيبايي شـبيه به 
شكل هايي كه به طور عمومي آن ها را به نام ستاره 
مي شناسـند، تشكيل مي شـوند كه با كمي دقت 
قابل تشـخيص هسـتند. در اين مقاله، به بررسي 
برخـي ويژگي هـاي اين شـكل هاي سـتاره مانند 
و چندضلعي هـاي سـازندة آن ها پرداخته شـده

 است.

چندضلعي، ستاره، هندسه مسطحه، آناليز 
تركيبي، رياضيات محض.

مقدمه
آموزش  مطلب كوتاهي در صفحة 326 كتاب ارزشمند «
هنر حل مسئله» دربارة چندضلعي هاي ستاره اي، نگارنده را به 
اين چندضلعي ها و ويژگي هايشان علاقه مند كرد. نتيجة بررسي 
ــد. اما ابتدا برخي  ــا را در مقالة حاضر مي خواني ــن ويژگي ه اي

تعاريف مورد نياز ذكر خواهد شد: 
چندضلعي1: «در هندسه، چندضلعي به شكلي دوبعدي در 
صفحه گفته مي شود كه با مسيري بسته، شامل تعداد متناهي 
خطوط راست، محيط شده باشد» (ويكي پديا، دانش نامة آزاد).

ــت كه دو رأس  ــه، ضلع پاره خطي اس ضلع2: «در هندس
مجاور را در يك چندضلعي به هم متصل مي كند. بنابراين در 
عمل، يك ضلع رابطي براي يك پاره خط يك بعدي و دو شيء 

صفر بعدي است» (پيشين).
قطر3: خطي است كه دو رأس غيرمجاور از يك چندضلعي 

يا چندوجهي را به هم متصل مي كند» (پيشين).

ــدب) يك  چندضلعـي محـدب: «چندضلعي كوژ (مح
ــت كه اگر از هر دو رأس آن خطي به هم وصل  چندضلعي اس
كنيم،  آن خط از داخل چندضلعي عبور كند. [اثبات مي شود 
ــر هيچ يك از  ــت اگر و تنها اگ ــه] يك چندضلعي، كوژ اس ك

زاويه هاي داخلي آن بيشتر از 180 درجه نباشند» (پيشين).
در ادامه، خلاصة مطلبي كه دربارة چندضلعي هاي ستاره اي 
در كتاب « آموزش هنر حل مسئله» آمده است، نقل مي شود.

ــپس پنج نقطه را روي محيط  ــم كنيد و س يك دايره رس
ــت بزنيد. اين پنج نقطه را به هم متصل كنيد. در اين  آن علام
حالت يك پنج ضلعي به همراه قطرهاي آن به دست مي آيد. اگر 
ــتارة پنج پر  اضلاع پنج ضلعي و دايره را در نظر نگيريد، يك س
مشاهده مي كنيد. گاهي از اين روش اشكالي به دست مي آيند 
كه حاصل اجتماع چندضلعي هاي كوچك ترند. براي مثال، يك 

ستارة شش پر حاصل اجتماع دو مثلث است.

ارائة روشي براي رسم ستاره وارهاي n پرَ
ــتري  ــار ديگر متن كوتاه فوق را با تعمق بيش ــد تا ب بيايي

بررسي كنيم. به شكل 1 توجه كنيد.

A

C

E

B D

ــم  اولين نكته اي كه توجه فرد را جلب مي كند، روش رس
پنج ضلعي است. چرا از دايره براي رسم پنج ضلعي كمك گرفته 
شده است؟ هدف آن بوده است كه پنج ضلعي حاصل، شكلي 
ــي اين مسئله مي پردازد. اين  ــد. قضية 1 به بررس محدب باش

مسئله روشي براي رسم يك چندضلعي محدب ارائه مي كند.

آموزشى

شكل 1ـ يك ستارة پنج پر حاصل از قطرهاى يك پنج ضلعى محدّب
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قضية 1. هر چندضلعي كه رئوس آن روي محيط يك دايره 
قرار گيرند، محدب است.

اثبات: فرض كنيد تمام رئوس چندضلعي روي محيط يك 
دايره باشند. بنابراين، هر سه نقطة B ، A و C روي محيط دايره 
� يك زاوية محاطي از دايره 
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و برهم نامنطبق هستند. پس 
است. زاوية محاطي از زاويه اي برابر نصف كمان روبه روي خود 
برخوردار است و دايره نيز كماني 360 درجه اي است. براي اين 

�زاويه مي توان سه حالت متصور شد:
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بخشي از دايره > تمام دايره → 360 < كمان متناظر زاويه → 
تناقض →
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تناقض → يك ضلع سه رأس را به هم متصل كرده است. → 
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قابل پذيرش: 
ــام زواياي چندضلعي مورد بحث كوچك تر از  بنابراين تم

 .180 درجه هستند؛ پس چندضلعي محدب است
به شكل 1 توجه كنيد. ستارة پنج پر شامل يك پنج ضلعي 
ــت. در اين مقاله  ــث روي اضلاع آن اس ــج مثل ــط و پن در وس
ــامل يك n ضلعي در وسط و n مثلث  ــتاره واري n پرَ كه ش س
ــت، يك  ــل از امتداد اضلاع n ضلعي) روي اضلاع آن اس (حاص
ــود. بر اين اساس، خطوط  سـتاره از مرتبه n امُ ناميده مي ش
پررنگ شكل 1 يك ستارة مرتبه پنجم را نمايش مي دهند. در 
اين مقاله نويسنده نماد قراردادي Sn را براي ستاره مرتبة n امُ 

تعيين كرده است.
براي اثبات هاي بعدي، نياز به قضايا و روابطي داريم كه به 

بررسي برخي از آن ها مي پردازيم: 

قضية 2. تعداد قطرهاي داخلي يك n ضلعي محدب برابر 
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است با: 
ــامل n رأس است. تعداد خطوطي  اثبات: يك n ضلعي ش

. از ميان 
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كه دو رأس را به يكديگر متصل مي كنند، برابر است با: 
ــتند. از آنجا  ــع و بقيه قطر هس ــوط، n پاره خط ضل اين خط
ــا (كه خطوطي  ــت، تمام اين قطره ــه n ضلعي محدب اس ك
ــم متصل مي كنند)،  ــه دو نقطه از n ضلعي را به ه ــتند ك هس
ــاي داخلي  ــن تعداد قطره ــد. بنابراي ــرار دارن ــكل ق درون ش

n ضلعي برابر است با: 
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ــت  قضية 3. مجموع زواياي يك n ضلعي محدب برابر اس
.(n-2)180 :با

اثبات (استقراي رياضي):
 پاية استقرا (n=3): مجموع زواياي مثلث برابر است با 180 
درجه. (اثبات در اغلب كتاب هاي هندسة پايه بيان شده است.)

 گام اسـتقرا (n> 3): هر n ضلعي محدب را با رسم يكي از 
قطرهاي آن ميان دو رأس به فاصلة يك مي توان به يك مثلث 
ــا مجموع زواياي 180 درجه) و يك n-1 ضلعي (با مجموع  (ب
 n تبديل كرد. بنابراين مجموع زواياي (((n-1)-2)180 زواياي

ضلعي برابر است با: 
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n اثبات وجود ستاره هايي از مرتبه
در هندسة مسطحة اقليدسي، n ضلعي ها حداقل شامل سه 
ضلع (مثلث) هستند. مثلث هيچ گونه قطري ندارد (مطابق قضية 
ــته باشيم. در چهارضلعي  2)، بنابر اين نمي توانيم يك S3 داش
قطرها همرس هستند، پس يك چهارضلعي تشكيل نمي دهند؛ 
بنابراين S4 هم نداريم. قضية 4 بيان مي كند كه ستاره هايي از 

مرتبة پنجم يا بيشتر وجود دارند.
 n ستاره اي از مرتبة (n≥ 5) ضلعي n قضية 4. به ازاي هر

وجود دارد.
ــرايط مفروض قطرهايي كه دو  اثبات: مطابق لم 1، در ش
ــتند، يك n ضلعي در وسط  ــان به فاصلة يك رأس هس سرش
تشكيل مي دهند. لم 2 بيان مي كند كه n مثلث موردنظر ما هم 
 .وجود خواهند داشت. از اين دو مسئله حكم اثبات مي شود

لم 1: به ازاي هر n ضلعي (n≥ 5)، قطرهايي كه دو سرشان 
ــط تشكيل  ــتند، يك n ضلعي در وس به فاصلة يك رأس هس

مي دهند.



28 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــم n ضلعي كوچك تر و  ــا قطرهايي براي رس اثبـات: تنه
سپس ستارة مرتبة n مورد استفاده قرار مي گيرند كه بين دو 
سر آن ها، تنها يك رأس فاصله باشد. در اين صورت به هر رأس، 
دقيقاً دو قطر مفروض متصل مي شود (يكي رو به جلو و ديگر 
رو به عقب). در اين صورت براي رأسي مثل A، رأس هايي مانند 
B1 و B2 براي سر ديگر قطرها و دو رأس مثل M1 و M2 براي 
فاصلة ميان دو سر هر قطر نيازمنديم. پس nضلعي بايد حداقل 

پنج رأس داشته باشد (n≥ 5). عكس قضيه بديهي است.
همچنين، حداكثر تعداد قطرهاي مفروض همرس در هر 
نقطة درون چندضلعي برابر است با: 2. اگر اين تعداد بيشتر از 

3 باشد، مي توانيم فقط سه تا از آن ها را در نظر بگيريم.
A

M1

B1

M2

B2

A B

ــه قطر مفروض در يك نقطه  برهان خلف: فرض كنيد س
درون چندضلعي همرس هستند. در اين صورت مطابق شكل 
ــر قطر AB حداقل 2 رأس قرار دارد و از آنجا كه:  2 بين دو س
ــرض كرده بوديم بين هر دو  ــه تناقض برمي خوريم (ف 2>1، ب
قطر مفروض، دقيقاً يك رأس فاصله باشد). بنابراين فرض خلف 

 .باطل است و حكم اثبات مي شود
 ،AB1 ــرايط مفروض لم 1، هر سه قطري مانند لم 2: در ش
ــتند.) مثلثي  AB2 و M1M2 (اين نقاط همان نقاط لم 1 هس
مي سازند كه ضلعي دارد كه قطر n ضلعي نيست. (بديهي است 
كه در اين صورت اين ضلع از يكي از اضلاع n ضلعي كوچك تر 

خواهد بود.)
ــت زير متصور  ــه حال ــم M1M2، براي A س اثبات: با رس
ــم B1B2 پايين تر از  ــد بود (در عبارات زير فرض كرده اي خواه

M1M2 قرار دارند):
ــرار دارد: بنابراين M1M2 كه پاره خطي  A  پايين M1M2 ق
ميان دو نقطه از چندضلعي محدب است، از خارج چندضلعي 

محدب مي گذرد (تناقض).
ــه رأس را به  A  روي M1M2 قرار دارد: پس قطر M1M2 س

يكديگر متصل كرده است (تناقض).
ــكيل  A  بالاي M1M2 قرار دارد: پس مثلث موردنظر ما تش

مي شود (اثبات حكم).
توجه كنيد كه در اين اثبات فرض شده است چندضلعي 

 .حداقل پنج رأس دارد

تعداد ستاره هاي حاصل از قطرهاي يك nضلعي
ــا f(n) و تعداد  ــك n ضلعي را ب ــتاره هاي ي اگر تعداد س
ــتاره هاي مرتبة k ام يك n ضلعي را با f(k,n) نشان دهيم،  س

آن گاه: 
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         قضية 5: 

ــر k>n، آن گاه همان طور كه   اثبات (اسـتقراي رياضي): اگ
؛ وگرنه: 
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انتظار داشتيم: 

 پاية استقرا (n=k): با توجه به اينكه براي رسم هر Sk دقيقاً 
. از طرف 
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ــت كه:  به k رأس نياز داريم، بديهي اس
.
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. پس داريم: 
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ديگر مي دانيم: 

 گام استقرا (n>k): با انتخاب k رأس به يك kضلعي محدب 
مي رسيم كه مطابق اثبات پايه، تنها يك ستاره از مرتبة n در 
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آن وجود دارد. براي انتخاب اين n-k رأس، 

  .حالت وجود دارد. پس حكم با استقراي رياضي ثابت شد
 ،
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ــة 5 و آنكه  ــا توجه به فرمول فوق، قضي ب
داريم: 
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ــل از برخورد  ــتاره هاي حاص ــت كرديم تعداد س پس ثاب
 .
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قطرهاي يك n ضلعي برابر است با: 

براي مثال به شكل 3 توجه كنيد. اين شكل تمام ستاره هاي 
حاصل از برخورد قطرهاي يك هفت ضلعي را نشان مي دهد. در 
ــكل ستارة مرتبه هفتم و ستاره هاي مرتبة ششم نشان  اين ش

داده شده اند.

حالا به محاسبة f (7) مي پردازيم:
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شكل2ـ مربوط به اثبات لم هاى 1 و 2

f(7) شكل 3ـ نمايش تصويرى
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به عنوان نمونه اي ديگر مي توانيد تعداد ستاره هاي حاصل 
ــكل 4) را با  از برخورد قطرها در يك دوازده ضلعي منتظم (ش

كمك همين رابطه بشماريد.

n مجموع زواياي داخلي يك ستاره از مرتبه
مطابق تعريف، هر Sn شامل يك n ضلعي و n مثلث است. 
بنابراين مجموع زواياي داخلي Sn برابر مجموع زواياي n ضلعي 
ــت. در اين صورت و  محدب و n برابر مجموع زواياي مثلث اس
 n ــتاره از مرتبة با توجه به قضية 3، مجموع زواياي داخلي س

برحسب درجه برابر است با: 
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ــكل 1)  به عنوان نمونه، مجموع زواياي داخلي يك S5 (ش
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برحسب درجه برابر است با: 

بررسـي امكان رسـم سـتاره اي از مرتبة n بدون 
برداشتن مداد از روي كاغذ

ــاز مي كنيم. با  ــاص كار را آغ ــد حالت خ ــي چن با بررس
ــويم كه S5 و S7 را مي توان بدون  آزمايش مي توانيم متوجه ش
برداشتن قلم از روي كاغذ رسم كرد، اما دربارة S6 و S8 اين كار 
ــت. از اين موضوع مي توان حدس زد كه: «اين  امكان پذير نيس
عمل دربارة Sn ممكن است، اگر و فقط اگر n عددي فرد باشد.» 
حالا بايد اين نتيجة استقرايي را به كمك استدلال استنتاجي 
اثبات كنيم. توجه كنيد كه چون n عددي طبيعي است، يا فرد 

است يا زوج.
ــا n-1 نام گذاري مي كنيم.  ــدا رئوس n ضلعي را از 0 ت ابت
ــر  ــتند كه فاصلة بين دو س قطرهاي موردنظر، قطرهايي هس
آن ها دقيقاً يك رأس است. مي توانيم رئوس n ضلعي را رئوس 
 G و قطرهاي موردنظر را يال هاي جهت دار G گراف جهت دار
 vi به رأس vn از رأس en (قطر) يال .(n-1 از 0 تا) فرض كنيم
 متصل است. نام گذاري رئوس را از نقطة 
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به طوري كه 

آغاز حركت شروع مي كنيم.
با توجه به آنكه از v0 حركت آغاز شده است و گام حركت 
ــت، در اولين مرحله تمام رئوس داراي شمارة زوج به  نيز 2 اس
اصطلاح ديده مي شوند. اگر n فرد باشد، از آخرين رأس مرحلة 
ــمارة 1 مي رويم و در اين مرحله (مرحلة  اول n-1 به رأس ش
ــام رأس هاي فرد (تمام رأس هاي مانده) را مي بينيم و  دوم) تم
به اين ترتيب تمام يال ها (قطرها) بدون برداشتن مداد از روي 
كاغذ رسم مي شوند. اما اگر n عددي زوج باشد، از آخرين رأس 
ــيم كه قبلاً آن را  ــمارة 0 مي رس مرحلة اول (n-2) به رأس ش
ديده بوديم. در اينجا مجبوريم با برداشتن مداد از روي كاغذ به 
رأس شمارة 1 (يا هر رأس فرد (ماندة) ديگري) برويم و مرحلة 
ــا آغاز كنيم تا تمام رأس هاي فرد (مانده) در اين  دوم را از آنج

 .مرحله ديده و تمام يال ها (قطرها) نيز رسم شوند
به زبان نظرية گراف، اگر شكل را گرافي ساده فرض كنيم، 
به هر رأس دو يال (ضلع) وصل شده است. بنابراين درجة هر 
ــد، گراف  ــرف ديگر، اگر n فرد باش ــت. از ط رأس زوج (2) اس
حاصل گرافي «همبند» است. بنابراين اگر گرافي اويلري است، 
ــم آن بدون برداشتن قلم از روي صفحه وجود دارد.  امكان رس
اما اگر n زوج باشد، ستارة مرتبة n گرافي ناهمبند است (بين 
دو رأس متوالي هيچ مسيري وجود ندارد.) بنابراين نمي تواند 
ــم آن بدون برداشتن از روي كاغذ  ــد و رس گرافي اويلري باش
ممكن نيست. (توجه كنيد كه نقاط برخورد خطوط در وسط 
ــاب نمي آيند، بنابراين ستارة مرتبة پنجم  ستاره رأس به حس

گرافي از مرتبة پنج است.)

نتيجه گيري
ــورت  ــة n (Sn) را به ص ــتاره اي از مرتب ــدا س ــده ابت نگارن
ــامل يك n ضلعي در وسط و n مثلث  ــتاره واري n پر كه ش س
ــپس به بررسي برخي  ــت، تعريف كرد و س روي اضلاع آن اس
 n>5 4اگر و فقط اگر Sn پرداخت. ابتدا ثابت شد Sn ويژگي هاي
وجود دارد. در مراحل بعد اثبات شد، تعداد ستاره هاي حاصل 

 n

i

n

i=

 
−  

 
∑

4

0
2 ــورد قطرهاي يك n ضلعي محدب برابر  از برخ

است. در ادامه ثابت شد كه مجموع زواياي داخلي يك Sn (در 
صورت وجود شكل) برابر 360 (n-1) است. در انتها نيز اثبات 
ــد: اگر و فقط اگر n فرد باشد، مي توان Sn را بدون برداشتن  ش

مداد از روي كاغذ رسم كرد.
ــي برخي  ــت در اين مقاله تنها به بررس ــه ذكر اس لازم ب
ــتاره هاي n پرَ پرداخته شد  ــي و رياضي س ويژگي هاي هندس
ــكال  ــي اين اش ــفي، تاريخي و دين شناس و دربارة مباني فلس

ستاره گونه بحثي انجام نشد.

f(12) شكل 4ـ  دوازده ضلعى منتظم و نمايش
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پـــيوســتگي
امين ادراكي
دانش آموز سال چهارم رياضي
دبيرستان شهيد بهشتي بوشهر

 پيوستگي، پيوسـتگي راست، پيوستگي واژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژهواژه
چپ، پيوستگي در بازه

در پي تغييرات گسـتردة كتاب هاي درسـي حسـابان و حساب ديفرانسـيل و انتگرال، مبحث 
پيوستگي نيز دچار تغييرات گسترده اي شده و به شكلي نو در كتاب هاي درسي جديد بيان شده است. 
در ادامه با اسـتفاده از همين مفاهيم و تعاريف جديد، اندكي درباب پيوستگي صحبت خواهيم كرد.

 a و در يك همسايگي چپ يا راست (يا هر دو) تعريف شده باشد. اگر حد اين تابع در a در نقطة f تعريف: فرض كنيد تابع»
، گوييم تابع f در a پيوسته است» (متن كتاب درسي حسابان).
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موجود و برابر f(a) باشد، يعني 
با توجه به تعريف پيوستگي بايد توجه داشت، هنگامي تابع f در x = a پيوسته است كه: 

f(a) .1 تعريف شده باشد. (يعني a در دامنة تابع f قرار داشته باشد.)
2. تابع f(x) در يك همسايگي چپ يا راست (يا هر دو) a تعريف شده باشد.

 موجود و با f(a) برابر باشد.
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 .3
دقت كنيد كه بنابر تعريف كتاب درسي حسابان، اگر تابعي در يك نقطه تعريف نشده باشد، نمي توانيم در رابطه با پيوستگي 
يا ناپيوستگي آن در نقطة مذكور صحبت كنيم. همچنين، اگر تابع f در x = a تعريف شده باشد، اما در هيچ همسايگي از اين نقطه 

تعريف نشده باشد، نمي توانيم از پيوستگي اين تابع در x = a صحبت كنيم. به مثال زير از كتاب حسابان دقت كنيد: 

 در 1 پيوسته است؟ از پيوستگي اين تابع در 1 نمي توانيم صحبت كنيم. چون اين تابع در 1 تعريف 
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«آيا تابع 
نشده است. شرط صحبت از پيوستگي يا ناپيوستگي يك تابع در يك نقطه آن است كه تابع در آن نقطه و يك همسايگي چپ يا 

راست (يا هر دو) آن نقطه تعريف شده باشد» (متن كتاب درسي حسابان).

مثال: پيوستگي يا ناپيوستگي توابع زير را در x = a تعيين كنيد.

شكل 1

پاسخ:
 از پيوستگي تابع f در نقطة a نمي توان صحبت كرد. زيرا در هيچ همسايگي از a تعريف نمي شود.

 وجود ندارد.
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 تابع g در نقطة a ناپيوسته است، زيرا در اين نقطه تعريف مي شود، اما 

a

g

a

j

a

i

a

f

a

h

آموزشى
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 از پيوستگي تابع h در نقطة a نمي توان صحبت كرد، زيرا a در دامنة h قرار ندارد.
.
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 و 
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 توابع J و I در نقطة x = a پيوسته اند، زيرا: 

 پيوستگي راست و چپ
 و مي گوييم f در c از چپ پيوسته است، هرگاه: 
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«تعريف: مي گوييم f در c از راست پيوسته است، هرگاه: 
» (متن كتاب درسي ديفرانسيل).
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مثال: 

 شكل 2

.
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. اما پيوستگي چپ ندارد. زيرا: 
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 تابع f در نقطة a پيوستگي راست دارد. يعني: 

 نقطة a جزء دامنة g نيست و در نتيجه نمي توان در رابطه با پيوستگي تابع در اين نقطه صحبت كرد.
 تابع h در نقطة a نه پيوستگي راست دارد و نه پيوستگي چپ.

. اما در رابطه با پيوستگي راست آن نمي توان صحبت كرد؛ 
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 تابع I در نقطة a پيوستگي چپ دارد. يعني: 
زيرا در هيچ همسايگي راست a تعريف نمي شود.

 پيوستگي روي بازه
«تعريف: مي گوييم تابع f روي بازة I پيوسته است، هرگاه f در هر نقطة I پيوسته باشد. به ويژه مي گوييم f تابعي پيوسته است، 

هرگاه f در هر نقطة دامنه اش پيوسته باشد» (متن كتاب درسي ديفرانسيل).
دقت كنيد! هنگامي مي گوييم تابعي پيوسته است كه در تمام نقاط دامنه اش پيوسته باشد. همچنين، بديهي است كه اگر تابع 
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f روي بازة I پيوسته باشد، مي بايد: 

مثال: پيوستگي توابع زير را در دامنة خود بررسي كنيد.

 (تمرين در كلاس كتاب درسي ديفرانسيل)
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الف) 

. پس f تابعي پيوسته است.
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پاسخ: مي دانيم: 
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

پاسخ:
 نمودارهاي 1 و 2 در تمامي نقاط دامنة خود پيوسته اند. در نتيجه مربوط به توابعي پيوسته هستند و هيچ نقطة ناپيوستگي 
ندارند. اما در رابطه با پيوستگي نمودار 3 در نقطة a نمي توان صحبت كرد. زيرا شرط صحبت در اين باره، آن است كه تابع 
در اين نقطه و يك همسايگي آن تعريف شده باشد. در نتيجه دربارة پيوستگي يا ناپيوستگي اين تابع نمي توان صحبت كرد.

 نمودار 4 در تمام نقاط دامنة خود (حتي b و a) پيوسته است. پس تابعي پيوسته است و هيچ نقطة ناپيوستگي ندارد.
 توجه كنيد براي نقاط ابتدايي يا انتهايي بازه هاي دامنة تابع، پيوستگي به  ترتيب به معناي پيوستگي راست و چپ مي باشد. 
براي مثال، در نمودار 4 كافي است تابع در نقطة b از چپ پيوسته باشد و در اين صورت f در اين نقطه پيوسته است. در واقع:
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قضيه: چندجمله اي ها، توابع گويا و توابع مثلثاتي cot x، sin x ، cos x ، tan x توابعي پيوسته هستند.

 چند نقطة ناپيوستگي دارد؟
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مثال: تابع 

پاسخ: اين تابع در تمامي نقاط دامنة خود پيوسته است و هيچ نقطة ناپيوستگي ندارد.
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قضيه: اگر g و f در a پيوسته باشند، آن گاه:                                                                        

، اشتراك دامنة دو تابع، پيوسته هستند. همچنين تابع cf (كه c عددي ثابت است) در a پيوسته است.
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در a و روي 

 x =0 در f و g همچنين هر دو تابع .
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. داريم: 

x a

x a

x a x g

x a

x a

x c

x c

x a

x a

x a

f

f

x a

limf(x ) f(a)

limf(x )

x
f(x )

x

limg (x ) limg (x )

limI (x ) I (a)

limJ(x ) J(a)

limf(x ) f(c)

limf(x ) f(c)

lim f(x ) f(a)

limf(x ) f(a)

lim I (x ) I (a)

I D

f(x )
x

D ( , )

limf(x )

+

−

+

−

−

→

→

→ →

→

→

→

→

→

→

→

→

=

−
=

−

=

=

=

=

=

≠

=

⊆

=
−

= +∞
=

2 1
1

1
1

1

x b x b

f g

f g

x

f(a)

limf(x ) lim f(x ) f(b)

x
f(x )

(x )(x x )

f
f g , f.g , (g )

g

D D

f(x ) x [x ]

g (x ) x [x ]

D D [, )

[x ] x [, )
(f g )(x )

x [, )

(f g )(x ) x [x ] x [x ] [x ]

f g

[, )

f(x ) x

g (x ) [x ]

limf(x ) g (x )

−

+

→ →

→

= =

=
− − +

± ≠

∩

= +

= −
= = +∞

∈ +∞
− =  ∉ +∞

− = + − + =
±
+∞

=
=

±

2

0

3
3 2 1

0

0

2 0
0

2

0

x

lim( x [x ]) (f g )( )

g (x ) [x ]

+→
= ± = = ±

=
0

0 0

و 

x a

x a

x a x g

x a

x a

x c

x c

x a

x a

x a

f

f

x a

limf(x ) f(a)

limf(x )

x
f(x )

x

limg (x ) limg (x )

limI (x ) I (a)

limJ(x ) J(a)

limf(x ) f(c)

limf(x ) f(c)

lim f(x ) f(a)

limf(x ) f(a)

lim I (x ) I (a)

I D

f(x )
x

D ( , )

limf(x )

+

−

+

−

−

→

→

→ →

→

→

→

→

→

→

→

→

=

−
=

−

=

=

=

=

=

≠

=

⊆

=
−

= +∞
=

2 1
1

1
1

1

x b x b

f g

f g

x

f(a)

limf(x ) lim f(x ) f(b)

x
f(x )

(x )(x x )

f
f g , f.g , (g )

g

D D

f(x ) x [x ]

g (x ) x [x ]

D D [, )

[x ] x [, )
(f g )(x )

x [, )

(f g )(x ) x [x ] x [x ] [x ]

f g

[, )

f(x ) x

g (x ) [x ]

limf(x ) g (x )

−

+

→ →

→

= =

=
− − +

± ≠

∩

= +

= −
= = +∞

∈ +∞
− =  ∉ +∞

− = + − + =
±
+∞

=
=

±

2

0

3
3 2 1

0

0

2 0
0

2

0

x

lim( x [x ]) (f g )( )

g (x ) [x ]

+→
= ± = = ±

=
0

0 0

مثال: فرض كنيد: 

. بديهي است كه اين تابع در x =0 پيوسته است.
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پيوسته هستند. پس: 
               تعريف نشده است.

                                    

ممكن بود در حل مثال بالا اين گونه استدلال كنيم: 
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و نتيجه بگيريم كه تابع فوق در x =0 پيوسته نيست! اما بايد توجه كنيد كه دامنة توابع f.g و 
) است. كه با اين فرض اين تابع در نقطة x =0 پيوسته خواهد بود. حالا به اين مثال از كنكور سراسري سال 1391 
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مثال 
توجه كنيد: 

مثال: اگر f+g و f-g هر دو در نقطة x0 پيوسته باشند، آن گاه كدام گزينه صحيح است؟ (سراسري 1391)
الف) الزاماً g و f هر دو در x0 پيوسته اند.

ب) f.g ممكن است در x0 پيوسته نباشد.
ج) f يا g ممكن است در x0 پيوسته نباشند.

د) الزاماً fog(x) در x0 پيوسته است.
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ــت كه دامنة f برابر  . بديهي اس
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پاسـخ: «بياييد فرض كنيم: 
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 خواهد بود. حال بديهي است كه پيوستگي راست تابع 
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نتيجه دامنة 
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) كه ما مثال زديم، در x =0 پيوسته هستند. در حالي كه 
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واضح است كه براساس تعريف جديد كتاب از پيوستگي، توابع (
 در x =0 ناپيوسته است و گزينة ج صحيح است».
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ممكن بود در حل اين سؤال اين گونه استدلال مي كرديم: 
                                                                                                                                      در x =x0 پيوسته است.
                                                                                                                                      در x =x0 پيوسته است.
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                                                                                                       در x =x0 پيوسته است.
                                                                                                            در x =x0 پيوسته است.

و به اين ترتيب نتيجه مي گرفتيم g و f در x =x0 پيوسته هستند. اما دقت كنيد كه تساوي هاي فوق فقط در شرايطي برقرار 
. در واقع داريم: 
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هستند كه: 
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                                                                                                                                                      تعريف نشده است.
   

 
                                                                                                                                                      تعريف نشده است.

 در a نمي توانيم 
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ــتگي هيچ يك از توابع  ــد، دربارة پيوس ــته باش ــته و g در a ناپيوس نكته: اگر f در a پيوس

تصميم گيري كنيم (وضعيت پيوستگي آن ها در اين نقطه مشخص نيست). به توضيحات زير دقت كنيد: 
 فرض كنيد. بديهي است كه تابع f در نقطة x =2 پيوسته و g در 
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f  را تابع ثابت 0 با دامنة R و g را به شكل 
 و f.g در نقطة x =2 پيوسته هستند.
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اين نقطه ناپيوسته است. مشاهده مي كنيم كه هر دو تابع 

 نيز در نقطة 
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 اين تابع در a، و در نتيجه 
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در حقيقت ممكن است با محدودشدن دامنة تابع g به: 
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 در مورد 
x= a پيوسته باشند. حل مثال بعد كمك زيادي به درك اين موضوع خواهد كرد.
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ــي  ــده (يعن ــوري تعريف كرد كه توابع ذكر ش ــوان توابع g و f را ط ــادگي مي ت ــد كه به س ــه كني توج
x= a ناپيوسته باشند.
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. بديهي است كه f در 0 پيوسته و g در 0 ناپيوسته است. حال توابع 
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مثال: فرض كنيد: 
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واضح است كه تمامي توابع بالا در دامنة خود (و در x =0) پيوسته هستند. (همان طور كه مشاهده كرديد، در اين مثال با تغيير 
 شد.)
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، وضعيت پيوستگي آن در نقطة x =0 تغيير كرد و موجب پيوستگي توابع 
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دامنة g از R به 
 در a نمي توانيم تصميم گيري 
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نكته: اگر توابع f ، g در x= a ناپيوسته باشند، دربارة پيوستگي هيچ يك از توابع 
كنيم (وضعيت پيوستگي آن ها در اين نقطه مشخص نيست.)

. بديهي است كه g و f در x =0 ناپيوسته هستند. همچنين: 
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براي مثال فرض كنيد: 
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كه همگي در x =0 پيوسته هستند.
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ــده (يعني  ــادگي مي توان توابع g و f را طوري تعريف كنيد كه توابع ذكر ش توجه كنيد كه به س
ناپيوسته باشند.
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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

معادلات تابعي

صادق جهاني پور*
دبير رياضي از استان قم

معـادلات تابعـي، معادلـة كوشـي، روش واژهواژه
ضرايب نامعين

تعريف
معادلات تابعي معادلاتي هستند كه در آن ها، مجهول يك 
تابع حقيقي است. براي حل چنين معادلاتي سعي مي كنيم كه 

به وسيلة شرط داده شده آن تابع را جست وجو كنيم.
معادلات تابعي راه حل عمومي ندارند، ولي در اين مطلب 

بعضي از حالت هاي خاص را بررسي مي كنيم.

 روش هاي حل معادلات تابعي داراي يك متغير:
 روش تغيير متغير

ــتفاده از اين روش، متغير مستقل معادله را با متغير  با اس
ديگري جاي گزين مي كنيم، به طوري كه معادلة جديد به دست 

آمده، ما را به  سمت تابع اصلي هدايت كند.
***
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مثال 1. اگر 
را پيدا كنيد.

ــورت  ــد. در اين ص  باش

t

t t t t

x

f(x ) x x

x t

x t

f(t) (t ) (t ) t t

f(x ) x x

x x
f( )

x xx

x
t

x

x
t

( )
t

f(t) t t

( )
t t

f(x ) x x

f(log x ) x x

x

f(t) ( )

f(x )

+ = − +
+ =
= −

= − + − + = − +

= − +

+ +
= +

+
=

=
−

+
−= + = − +

− −
= − +

= + +

=

= + + = + +

⇒ = +

2

2 2

2

2

2

2
2

2

2

2

2 2

2

7 5 2
7

7
7 5 7 2 9 16
9 16

1 1 1

1

1
1

1 1 11 11 1
1 1

1
1

10
10 10 1 10 10 1

10 10x

x
f(x ) f( ) x

x

x
t

x

x
t

f( ) f(t)
t t

f( ) f(x )
x x

t
x

t
x

t

t t
f( ) f( )

t t t

x x
f( ) f( )

x x x

x x
f(x ) f( ) f( ) ( x )

x x x x

x x
f(x ) ( x ) ( )

x x x

x x

+
−

+ = +

−
=

=
−

+ = +
− −

+ = +
− −

=
−
−

=

− −
+ = +

−
− −

+ = +
−

− −
+ + = + + +

− −
− −

= + + + − +
−

− +
=

3

1
1 1

1

1
1
1 11

1 1
1 11

1 1
1

1
1

1 1 11
1

1 1 11
1
1 1 1 1 13

1 2 1
1 1 1 13 1
2 1

x ( x )

f(x ) f( x ) x

x t

x t

f( t) f(t) t

f( x ) f(x ) x

f(x ) f(x ) x ( x ) x

x
f(x )

f(x ) f(x ) x

f( )

f(x ) ax bx c

a(x ) b(x ) c ax bx c x

ax a b x

a

b

f(x ) x

+
−

+ − = +
− =
= −
− + = − +
− + = − +
− = + − − + = −

−
⇒ = −

+ − = +
=

= + +

+ + + + − − − = +
+ + = +

=
= −

=

2

2

2 2

1
2 1

2 2 1

2 2 1
2 2 1

4 2 1 2 2 1 6 1
6 1

3
1 8 3

0 5

1 1 8 3
2 8 3

4
1

4 f( )
x c f(x ) x x

f( ) x y

f(xy) f(x )f(y) f(x y)

y

=− + → = − +
= = =
= − + +

=

0 52 24 5
1 2 0

1
1

ــم  ــرض كني      حـل:         ف
. با جايگزيني اين مقدار در معادله داريم: 
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مي دانيم در نوشتن ضابطة يك تابع، متغير مستقل يك حرف 
.
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دلخواه است و لذا مي توانيم بنويسيم: 
***

، تابع f(x) را 
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ــرض  مثـال 2. با ف
پيدا كنيد.

 و لذا: 

t

t t t t

x

f(x ) x x

x t

x t

f(t) (t ) (t ) t t

f(x ) x x

x x
f( )

x xx

x
t

x

x
t

( )
t

f(t) t t

( )
t t

f(x ) x x

f(log x ) x x

x

f(t) ( )

f(x )

+ = − +
+ =
= −

= − + − + = − +

= − +

+ +
= +

+
=

=
−

+
−= + = − +

− −
= − +

= + +

=

= + + = + +

⇒ = +

2

2 2

2

2

2

2
2

2

2

2

2 2

2

7 5 2
7

7
7 5 7 2 9 16
9 16

1 1 1

1

1
1

1 1 11 11 1
1 1

1
1

10
10 10 1 10 10 1

10 10x

x
f(x ) f( ) x

x

x
t

x

x
t

f( ) f(t)
t t

f( ) f(x )
x x

t
x

t
x

t

t t
f( ) f( )

t t t

x x
f( ) f( )

x x x

x x
f(x ) f( ) f( ) ( x )

x x x x

x x
f(x ) ( x ) ( )

x x x

x x

+
−

+ = +

−
=

=
−

+ = +
− −

+ = +
− −

=
−
−

=

− −
+ = +

−
− −

+ = +
−

− −
+ + = + + +

− −
− −

= + + + − +
−

− +
=

3

1
1 1

1

1
1
1 11

1 1
1 11

1 1
1

1
1

1 1 11
1

1 1 11
1
1 1 1 1 13

1 2 1
1 1 1 13 1
2 1

x ( x )

f(x ) f( x ) x

x t

x t

f( t) f(t) t

f( x ) f(x ) x

f(x ) f(x ) x ( x ) x

x
f(x )

f(x ) f(x ) x

f( )

f(x ) ax bx c

a(x ) b(x ) c ax bx c x

ax a b x

a

b

f(x ) x

+
−

+ − = +
− =
= −
− + = − +
− + = − +
− = + − − + = −

−
⇒ = −

+ − = +
=

= + +

+ + + + − − − = +
+ + = +

=
= −

=

2

2

2 2

1
2 1

2 2 1

2 2 1
2 2 1

4 2 1 2 2 1 6 1
6 1

3
1 8 3

0 5

1 1 8 3
2 8 3

4
1

4 f( )
x c f(x ) x x

f( ) x y

f(xy) f(x )f(y) f(x y)

y

=− + → = − +
= = =
= − + +

=

0 52 24 5
1 2 0

1
1

، آن گاه 
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     حل:         اگر 
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بنابراين: 
***

 x> 0 باشد، با شرط 
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مثـال 3. اگر 
پيدا كنيد ضابطة f(x) را.
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ــت:       حل:         با در نظر گرفتن t=logx خواهيم داش
و بنابراين: 
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به طور كلي اگر f(g(x))=h(x) و g(x) يك تابع معكوس پذير 
 f(x)=h(g- :خواهيم داشت g- 1(x) با x باشد، آن گاه با جايگزيني

.1(x))

 معادلات تابعي هم زمان
ــادلات تابعي هم زمان  ــر متغير، به مع ــب بعد از تغيي اغل
مي رسيم. به عبارت ديگر سعي مي كنيم با تشكيل يك معادلة 
ديگر در كنار معادلة اصلي، به يك دستگاه معادلات برسيم و در 
نهايت با حذف يكي از تابع هاي مجهول، تابع اصلي را به عنوان 

جواب معادله پيدا كنيم.
***

ــد،   باش
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مثـال 4. فرض كنيد 
ضابطة تابع  f(x) را بيابيد.

 و لذا با جايگزيني 
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 باشد، آن گاه 
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     حل:         اگر 

در معادله داريم: 
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يا
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 (*)
حال با ضرب معادلة (*) در 2- و جمع آن با معادلة سؤال 

داريم:
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 باشد، تابع f(x) را 
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مثال 5. اگر 
پيدا كنيد.
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 باشد. در اين صورت 
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     حل:         فرض كنيم 

آموزشى
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

x f ?
خواهد شد. با جايگزيني در معادله داريم: 
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 (1)                       

ــي در معادلة (*)   با جايگزين
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ــدداً با فرض  مج
خواهيم داشت: 
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 (2)

ــاب و  ــؤال و (1) و (2) را حس ــال مجموع معادلات س ح
ــيم مي كنيم. در اين صورت معادلة زير را پيدا  آن را بر دو تقس

مي كنيم:
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(3)

اگر معادلة (2) را از معادلة (3) كم كنيم، خواهيم داشت: 
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 روش ضرايب نامعين
ــه معادلات تابع مجهول يك تابع چندجمله اي  در اين گون
ــود. براي حل كافي است ضرايب جملات آن را با  فرض مي ش

استفاده از شرايط مسئله تعيين كنيم.
***

ــه اي درجة دوم و  ــر f(x) يك تابع چندجمل مثـال 6. اگ
ــد، ضابطة آن را   باش
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تعيين كنيد.
 باشد، آن گاه:
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     حل:         فرض كنيم 
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پس از ساده كردن خواهيم داشت: 
. از 
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با مقايسه كردن طرفين به دست مي آوريم: 
. لذا: 
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طرف ديگر داريم: 
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 معادلات تابعي با بيشتر از يك متغير
ــاي بالا  ــلاوه بر روش ه ــن معادلاتي، ع ــراي حل چني ب
مي توانيم مقادير خاصي را نيز در معادله جايگزين كنيم. اغلب 
 در شرايط داده شده، نتايج ديگري از 
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با جايگزيني 
سؤال پيدا مي كنيم. مثال هاي زير اين روش را به خوبي توضيح 

مي دهند.
***

ــد كه در شرايط  مثال 7. فرض كنيد f: Q→Q تابعي باش
زير صدق كند: 
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الف) 
ب) براي هر x,y∈Q داشته باشيم: 
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 باشد. در اين صورت: 
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     حل:         فرض كنيم 1

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

ــتقراي رياضي  ــف) و اس ــرط (ال ــتفادة مجدد از ش با اس
ــت. حال   اس

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

درمي يابيم كه براي هر x صحيح، 
ــد،  باش

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

 كه m,n∈Z و 

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

ــر x به صورت عدد گوياي  اگ
 در معادلة 

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

 و 

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0

ــي  ــم با جايگزين آن گاه مي تواني
سؤال، رابطة زير را پيدا كنيم: 

f(n ) n

f(x ) f(x )f( ) f(x ) f(x ) f(x )

f(x ) f(x )

f(x ) x

m

n

n

m
x

n

y n

m m m
f( n ) f( )f(n ) f( n )

n n n

m m
f(m) f( )(n ) f( n )

n n

f(x ) f(x )

m m
f( n ) f( ) n

n n

m m m m
m f( )(n ) f( ) n f( )

n n n n

f

= +

= − + + = − + +
⇒ + = +

= +

≠

=

=

× = − + +

→ = + − + +

+ = +

+ = +

+ = + − − + ⇒ = +

1

1 1 1 2 1 1
1 1

1

0

1

1 1

1 1

1 1 1 1

(x ) x

( x y )

(x y)f(x y) (x y)f(x y) xy(x y )

f(x y) f(x y)
xy (x y) (x y)

x y x y

f(x y) f(x y)
(x y) (x y)

x y x y

f(x )
x

x

f(x )
x k

x

f(x ) x kx

f(x f(y)) y xf(x )

f(f(y)) y

f(y xf(x )) f(f(x f(y))) x

= +

≠

− + − + − = −
+ −

− = = + − −
+ −

+ −
⇒ − + = − −

+ −

−

− =

= +

+ = +
=

+ = + = +

2 2

2 2

2 2

2

2

3

2

2 2

1

4

4

f(y)

f(y (f(x )f(f(x ))) (f(x )) f(y)

f(f(y)) y

f(y xf(x )) (f(x )) f(y)

(f(x )) x

f(x y) f(y) xf(x )

(x y ) (f(x y ))

(f(y)) x (f(x )) xf(x )f(y)

x y xf(x )f(y)

xy f(x )f(y)

(f(x )) x

xy f(x )f(y)

f(x ) x

f(x

+ = +
=

+ = +

=

+ = +

+ = +

= + +

= + +
=

=
=
=

2

2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

4 2

2 2

2
2

{ } { }

{ }

) x

f(f(x ))

x

x y

x

f(x f(y)) f(f(y)) xf(y) f(x )

f( ) c

f( c) f(c) c

x f(y) A

c x
c f( ) f(x ) x f(x ) f(x )

f(x c) f(x ) : x R cx f(c) : x R R

c

A A y y : y , y A R

y y x

= −

=
= =
=
− = + + −
=

− = + −
= ∈

+ −
= = + + − ⇒ =

− − ∈ = + − ∈ =

≠

− = − ∈ =

− =

2
2

1 2 1 2

1 2

0
0

1
1

0
1

10 1
2

1
0
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جايگزيني اين مقدار در رابطة بالا خواهيم داشت: 
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ــة  ــز ضابط ــر x∈Q ني ــه ازاي ه ــم ب ــه مي كني ملاحظ
 را به دست مي آوريم.
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ــم كه ابتدا معادله را  نكتـه: در اين مثال ملاحظه مي كني
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    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــپس آن را در حالت كلي تر حل  ــاص x∈Z و س ــت خ در حال
ــم.) اين روش  ــدا كردي ــت x∈Q پي ــم. (f(x) را در حال كردي
ــم. در حالت  ــوارد به كار گيري ــياري از م ــم در بس را مي تواني
f: R→R نيز به طور مشابه چنين مي كنيم. يعني ابتدا معادله 
 x∈Q ــرط ــپس f(x) را با ش را براي x∈Z  حل مي كنيم و س
ــته   مي يابيم. در نهايت براي توابع پيوس
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با جايگزيني 
مي توانيم f را براي x∈f پيدا كنيم.

***
 داريم: 
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 y و x مثال 8. براي هر
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.
ضابطة f را بيابيد.

     حل:         از رابطة سؤال مي توانيم نتيجه زير را بگيريم: 
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 ،x ــان مي دهد كه براي هر ــاوي نش اين تس
ــد، آن گاه:   باش
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ــر  ــت دارد. اگ ــداري ثاب مق
.
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ــديم.  نكته: در اين مثال با يك حالت تقارني مواجه ش
با به دست آوردن اين تقارن به يك معادله تابعي با يك 
متغير رسيديم. اين روش مي تواند براي معادلات تابعي 

متقارن استفاده شود.
***

ــرط  ــه ازاي هر x, y∈R در ش ــر f: R→R، ب مثـال 9. اگ
 صدق كند، ضابطة f را بيابيد.
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ــراردادن x =0 در معادله داريم:  حـل: با ق
ــده در صورت سؤال f مي گيريم.  حال از طرفين رابطة داده ش

خواهيم داشت: 
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 (1)
ــم f(x)، لذا داريم:  ــة (1) به جاي x قرار مي دهي و در رابط
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.چون 
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است، پس: 
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 (2)
ــدا   را پي
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ــاوي  ــادلات (1) و (2)، تس از مع
مي كنيم و از آنجا خواهيم داشت: 

f(x) = ±x
ــتقل، موارد  ــؤال ما به جاي متغير مس نكته: در اين س
ديگري را جايگزين كرديم. برخي از اين جايگزيني هاي 
 به جاي 
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رايج عبارت اند از f(x) به جاي x و يا 
 و يا 
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x. همچنين مي توانيم مقادير 
 و... را نيز در نظر بگيريم.
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حتي 

   چند معادلة تابعي مشهور
ــه:  ــه اي ك ــد، به گون ــته باش ــع پيوس ــك تاب ــر f ي 1. اگ
ــد،  ــر x,y∈R برقرار باش ، براي ه
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آن گاه داريم: f(x)=cx كه در آن c ثابت است (معادلة كوشي).
ــته باشد و براي هر x,y∈R داشته  2. اگر f يك تابع پيوس
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ج) 
كه در آن c ثابت است.

***
ــه ازاي هر  ــد و ب ــك تابع حقيقي باش ــر f ي مثـال 10. اگ
، ضابطة تابع 
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x,y> 1 داشته باشيم: 
f را بيابيد.

     حل:         دو طرف معادلة داده شده را بر xy تقسيم مي كنيم. 
ــت  را به دس
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ــورت رابطة  ــن ص  در اي
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ــرض  ف ــا  بــ ــم.  مـــي آوريــــ

 را نتيجه خواهيم گرفت. از معادلات 
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ــه مي گيريم كه:  ــت نتيج ــهور كه در بالا آمده اس تابعي مش

.
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4. تابع حقيقي f را پيدا كنيد، به طوري كه 
براي هر x,y∈R برقرار باشد (مسابقات رياضي بالكان 2000).
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مسائل حل نشده و مباحث چالش برانگيز رياضي

اين كتاب، همان طور كه از نامش برمي آيد، به بحث هاي 
لاينحل، معماها و مسائل حل نشدة رياضي و بعضي مسائل 
ــت. در پيش گفتار كتاب،  ــر پرداخته اس چالش برانگيز ديگ
ــنده مخاطبان كتاب را به سه گروه تقسيم كرده است:  نويس
ــتعد دورة دبيرستان،  گروه اول دانش آموزان علاقه مند و مس
ــتة رياضي كه به  ــجويان تمام دوره هاي رش گروه دوم دانش
ــوم همة افراد  ارائة مقالات تخصصي تمايل دارند، و گروه س

علاقه مند به رياضيات با معلوماتي در حد متوسط.
كتاب داراي چهار فصل است: در فصل اول به تعدادي از 
مسائل حل  نشدة معروف رياضي كه داراي صورت مقدماتي 
ــة اعداد،  ــاخه هاي گوناگون رياضي (نظري ــتند و در ش هس

هندسه، تركيبيات و...) مطرح شده اند، اشاره شده 
است.

بعضي از اين مسائل امروزه 
ــب دانش آموزان  ــراي اغل ب

ــتة رياضي شناخته  رش
ــتند؛  هس ــده  ش

مانند حدس گلدباخ در نظرية اعداد: «هر عدد زوج بزرگ تر از 
2 را مي توان به صورت حاصل جمع دو عدد اول نوشت.»

در فصل دوم، زير عنوان قضايا و حقايق جالب رياضي، به 
مسائلي نظير «نظرية گالوا» پرداخته شده است. در فصل سوم 
ــيرين و جذاب در رياضي و  به پارادوكس ها كه از بحث هاي ش
ــتند، توجه شده است. در فصل چهارم نيز تعدادي  منطق هس
مسئله چالش برانگيز در زمينة معماهاي منطقي، برنامه ريزي و 
طراحي الگوريتم، تركيبيات، هندسه، نظرية اعداد و جبر و آناليز 

مطرح شده است.
ــائل بدون حل يا راهنمايي هستند و اين شايد  البته مس
نقطة ضعفي براي كتاب باشد. اما در هر حال مطالعة 
ــتة رياضي  اين كتاب را به همة علاقه مندان رش
توصيه مي كنيم، چرا كه آنان را با سطحي از 
مباحث رياضي آشنا مي كند كه در نگاه 
متخصصان رشتة رياضي، «رياضيات 

عالي» ناميده مي شود.

نويسنده: محمدرضا بيدار

ناشر: مؤسسة انتشارات علمي دانشگاه صنعتي شريف 

ويراستار علمي: برديا حسام

كتاچاپ اول: 1388
بمعر

في
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پاي صحبت استاد دكتر مهدي بهزاد، رياضي دان معاصر ايران

اشاره
روز يكشـنبه بيسـت ودوم ارديبهشـت 92، اعضاي هيئت تحريرية مجلة رياضي برهان متوسـطه ميهمان دكتر مهدي بهزاد بودند و در 
نشسـتي صميمي با ايشـان دربارة زندگي و كارهايشـان در زمينة رياضيات و به خصوص رشتة تخصصي ايشـان، يعني «تئوري گراف ها» 
گفت وگو كردند. دكتر مهدي بهزاد رئيس سابق «انجمن رياضي ايران» و از سرشناس ترين استادان و رياضي دانان بنام ايراني است. وي از 
صاحب نظران تئوري گراف ها در عرصة بين المللي است و تاكنون در اين زمينه و زمينه هاي ديگر رياضيات، ده ها سخنراني در معتبرترين 
دانشگاه هاي دنيا داشته و به علاوه، دكتر بهزاد صاحب تأليفات و آثار بسياري در نشريات معتبر ملي و بين المللي است. بنابراين گفت وگو 

با ايشان فرصت گران قدري بود كه نصيب ما و خوانندگان مجله شد.
گزارش اين گفت وگو را در ادامه مي خوانيد. در اين نشست از سوي مجلة برهان، حميدرضا اميري (سردبير)، هوشنگ شرقي (مدير داخلي) 

و محمدهاشم رستمي (عضو هيئت تحريريه) حضور داشتند.

و گــوگفت
ايراني ها در زمينه هاي متفاوت 

پيشرفت كرده اند

ــت از   اميـري: فكر مي كنم بهتر اس
اينجا شروع كنيم كه شما يك شرح 
ــي رياضي خودتان،  كوتاهي از زندگ
ــه رياضيات مربوط  يعني آنچه كه ب
ــود، اعم از تحصيل و تدريس،  مي ش
از آغاز تا امروز، بفرماييد تا بعد وارد 

جزئيات شويم.
ë بهزاد: كلمات زيبايي به كار مي بريد. 
ــه براي من قابل  مي فرماييد، كوتاه، ك
ــت. كوتاه يعني در حد چند  فهم نيس
ــت؟ چند  ــت؟ چند دقيقه اس ثانيه اس
ــت؟ در هر حال، همان طور  ساعت اس
ــن مهدي بهزاد، متولد  كه مي دانيد، م
ــتم. ماجراي  ــهر يزد هس 1315 در ش
زندگي ام هم طبيعتاً در طول 77 سالي 
ــته، خيلي بالا و پايين داشته  كه گذش
ــت؛ مخصوصاً در ارتباط با رياضيات  اس
ــته ام.  ــته داش و علاقه اي كه به اين رش
وقتي بچه بودم، بزرگ فاميل به مرحوم  مجلة رياضى يكان شمارة 3 و 4 فروردين 1343
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ــدي آقا وقتي  ــرد، مه ــدرم توصيه ك پ
ــه روحاني  ــت ك ــد، خوب اس بزرگ ش
شود؛ زيرا ما در فاميل روحاني نداريم. 
مرحوم پدرم بلافاصله گفت: پزشك هم 
ــت كه پزشك شود، و  نداريم! خوب اس

علاقة خودش را اين طوري ابراز كرد.
ــاق نيفتاد. آن  در هر حال اين اتف
ــه  ــتان س ــم دبيرس زمان كلاس شش
ــتة رياضي، طبيعي و ادبي داشت.  رش
ــم را دير شروع كردم.  من كلاس شش
ــان كه آن  ــت، روز چهارم آب در حقيق
موقع روز تعطيلي بود، از تهران سوار بر 
اتوبوس به طرف يزد رفتم كه ششم را 
شروع كنم. پنجم را در يزد گرفته بودم 
و رفته بودم تهران. به فكر بودم كه حالا 
ــه و ادامة تحصيل  در تهران بمانم يا ن
ــم يا ندهم و بالاخره به يزد رفتم و  بده
روز اول كه پنجم آبان باشد، به توصية 
پدرم سر كلاس رشتة طبيعي نشستم. 
ــا فهميدم  ــان روز آقايي كه بعده هم
ــان كند، با  ــد و خدا رحمتش ــه بودن ك
ــه چهار نفر از هم كلاسي هاي سابقم  س
ــر كلاس ما آمدند. آن آقا دست مرا  س
ــان از كلاس بيرون  گرفت و كشان كش
ــت: با حرف هايي كه در مورد  برد و گف
ــم  ــنيده ام، جايت در كلاس شش تو ش
رياضي است و نه طبيعي. مشخص شد 
ــة اول مهر تا آن  ــلاً در آن فاصل كه قب
ــده بوده كه  زمان در مورد من بحث ش
ــاگرد اول پارسالتان كي بوده است و  ش
ــي نبود جز  از اين حرف ها. آن آقا كس
آقاي دكتر قيني. ايشان در آن زمان در 

دانشگاه تهران شاگرد اول شده بودند.
 اميري: ايشان آنجا تدريس مي كردند؟
ــد براي تدريس.  ë بهـزاد: آمده بودن
خلاصه به خاطر ايشان ششم رياضي را 
ــروع كردم. اگر اشتباه نكنم،  در يزد ش
ــت وچهار پنج نفر از دانش آموزان  بيس
علاقه مند به ششم رياضي آمده بودند.

 اميري: از هم كلاسي هاي آن زمانتان 
ــه رياضي  ــت ك ــي يادتان هس كس

خوانده باشد؟ 
ë بهـزاد: آقايي به نام تقوي اردكاني 
ــراي عالي ليسانس  ــان از دانش س ايش
ــي  ــي گرفت، ولي بعد به مهندس رياض
ــن از روز پنجم آبان  ــه م رفت. خلاص
ــردم، بعد  ــروع ك ــي را ش كلاس رياض
ــان شدم.  ــاگرد اولش ديپلم گرفتم و ش
ــد در چند  ــگاه باي ــراي ورود به دانش ب
جاي متفاوت امتحان كنكور مي داديم. 
در دانشكده فني  و دانشكده كشاورزي 
ــورت  ــدم. با چند نفر مش هم قبول ش
كردم و گفتند به دانشگاه فني برو. آن 
ــدس رياضي رئيس  موقع مرحوم مهن
ــد. در كنكور فني  ــكدة فني بودن دانش
ــدم، بدون اينكه  ــاگرد چهارم ش هم ش
ــم. چون تخته  ــم داشته باش تخته رس
رسم نداشتم، در درس رسم نمرة صفر 
گرفتم. اگر تختة رسم داشتم، احتمالاً 

اول مي شدم.
ــرح  ــتة مط ــار رش ــع چه آن موق
ــي  ــك، مهندس ــتيم: الكترومكاني داش
ــدن كه من  ــيمي و مع ــاختمان، ش س
ــتة الكترومكانيك  ــودم رش ــا ميل خ ب
ــدم. بعد  ــاه درس خوان ــم. چهار م رفت
ــه كارگاه مي رفتيم و يك چكش  بايد ب
ــوهان زدم و  مي ساختيم. چكش را س
آهن هاي اضافه را جدا كردم. بايد آن را 
سوراخ مي كردم. گذاشتمش زير دريل 
ــوراخ كند، به جاي آنكه وسط را  كه س
ــوراخ كند، زد از گوشه رفت بيرون.  س
ــتم و رفتم. گفتم  ــن چكش را گذاش م
ــتة  ــت، بايد به رش فني جاي من نيس
رياضي بروم. بچه ها گفتند: سال ديگر 
بايد كنكور بدهي، قبول نمي شوي، بايد 
ــب بايد بروم  ــربازي. گفتم: خ بروي س

ديگر.
ــال بعد دوباره در كنكور  رفتم و س
ــركت كردم و قبول شدم. سه سالي  ش
ــه اغلب  ــراي عالي ك ــم در دانش س ه
استادانمان هم از دانشگاه تهران بودند، 
درس خواندم. استادانمان در آن زمان 

ــر افضلي پـور، رياضـي كرماني،  دكت
پروفسور فاطمي، هشترودي، ...

 رستمي: چه سالي استاد؟
ë بهزاد: سال 1335 به دانشكدة فني 
رفتم. سال 1336 در دانش سراي عالي 
قبول شدم كه جزو دانشگاه تهران بود 
ــتقل شد. به همين دليل هم  و بعد مس
ــتادان بزرگواري  ــتاد نداشتند و اس اس
ــل دكتر  ــرا مي آمدند؛ مث ــه  دانش س ب
ــان را به ياد دارم و  وصال كه خوب ايش
خيلي هاي ديگر. پس از سه سال باز هم 
ــاگرد اول شدم. آن موقع دانشجو به  ش

خارج اعزام مي كردند.
اول قرار بود به انگلستان بروم، ولي 
بعد طوري شد كه براي فوق ليسانس و 
دكترا به آمريكا رفتم. دكترا كه گرفتم، 
در آمريكا يك سال تدريس كردم بعد 
ــتم به دانشگاه پهلوي يا  به ايران برگش

 هوشنگ شرقي

محمدهاشم رستمي

حميد رضا    اميري
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همان دانشگاه شيراز رفتم.
ــاً موارد را   شـرقي: آقاي دكتر لطف
كمي دقيق كنيد. در آمريكا در كدام 

دانشگاه بوديد؟
ــگاه برايم  ــه دانش ë بهـزاد: از دو س
ــع «وزارت  ــرش آمده بود. آن موق پذي
ــگ» بايد تصويب مي كرد؛ وزارت  فرهن
ــگاه  ــود. براي من از دانش ــوم كه نب عل
ــرش گرفتند.  ــيلوانيا پذي ــى پنس ايالت
ولي چون يكي از دوستانم در دانشگاه 
ايالتي ميشيگان بود، به آنجا رفتم و از 
دانشگاه ايالتي ميشيگان فوق ليسانس و 
دكترا گرفتم. بعد يك سال در دانشگاه 
ــه  ك  «Wayne State University»
ــند: «وينْ»،  به فارسي وقتي مي نويس
ــگاه  ــظ مي كنند: «دانش ــا تلف خيلي ه
وينَ!» دانشگاه ايالتي خيلي خوبي بود 
ــت.  ــال ها بود كه دورة دكترا داش و س
ــه تدريس و  ــال ب آنجا به مدت يك س
ــال 1345 به  تحقيق پرداختم و در س

ايران برگشتم.
 شرقي: و به دانشگاه پهلوي آن زمان 

رفتيد؟
ë بهزاد: بله.

 شرقي: با اين حساب، وقتي تشريف 
ــاي مصحفـي را  ــران آق ــد اي آوردي

ديديد؟
در  و  آن  از  ــل  قب ــه،  ن بهـزاد:    ë
دبيرستان، قبل از اينكه به سال ششم 

برسم، ايشان را ديدم...
 شرقي: چون در مطالبي كه در مورد 
آقاي مصحفي نوشته بوديد، فرموده 
بوديد، وقتي در آمريكا بوديد، نامه اي 
از آقاي مصحفي رسيد. بعد در سال 

1345 كه برگشتيد...
ــان را  ــتم ايش ë بهـزاد: وقتي برگش

نديدم، چون به شيراز رفتم...
ــكان همكاري  ــا مجلة ي  شـرقي: ب

مي كرديد؟
ــي كه از من در  ë  بهـزاد: تنها مطلب
ــئله اي بود  ــد، مس مجلة يكان چاپ ش
ــتاده بودم. آن را در  ــان فرس كه برايش
همان شمارة اول چاپ كردند و بالايش 
ــتند: «فرستنده: مهدي بهزاد،  هم نوش
ــد از آن هيچ  ــكا». بع ــجو از آمري دانش

ارتباطي نداشتيم.
ــال در دانشگاه پهلوي شيراز  دو س
ــس و تحقيق به  ــودم. بعد براي تدري ب
ــال 1972  ــم. آنجا در س ــكا رفت آمري
ــي، با يك  ــود 1351 شمس ــه مي ش ك
آمريكايي به نام چارتراند، كتاب اولمان 
ــال بعد كه به ايران  را چاپ كرديم. س
ــيراز نرفتم. به  ــه ش ــتم، ديگر ب برگش
«دانشگاه ملي» (دانشگاه شهيد بهشتي 
ــار ماهي آنجا  ــه چه كنوني) رفتم و س
بودم. بعد به وزارت دربار رفتم كه يك 
ــي انجام مي دادم، ولي كار  كار تحقيقات
ــن آمار بلد نبودم و  آمارگيري بود و م

علاقه اي هم نداشتم. يك دفتر در كاخ 
ــعدآباد  مرمر و يك دفتر هم در كاخ س
داشتم. بهترين مقاله اي را كه در عمرم 
نوشته ام، در همان يك  سال بود، چون 
ــس و كار  ــتم و تدري ــر داش فراغ خاط

اجرايي نداشتم.
 شرقي: اين چه سالي بود؟

ë بهزاد: 1349.
 شـرقي: پس احتمال دارد كه آقاي 
علم در خاطراتش اشاره كرده باشد.

ــد مي دانم، من  ــيار بعي ë بهزاد: بس
ــماعيل مرآت  ــر اس نخوانده ام ولي پس
معروف، آقاي دكتر مرآت، فيزيك دان 
بود و كارهاي تحقيقاتي زيرنظر ايشان 
ــي 1349 كه تمام  ــال تحصيل بود. س
شد به دانشگاه آريامهر (شريف امروز) 
ــدم و در آنجا بلافاصله از من  دعوت ش
ــتند كه رئيس دانشكدة رياضي  خواس
ــوم دكتر  ــگاه مرح ــوم. رئيس دانش ش
محمدرضا امين بودند. سه سال رياست 
ــكده را به عهده داشتم و تدريس  دانش
ــردم. بعد به آمريكا  و تحقيق هم مي ك
ــم و كتاب دوممان را تأليف كرديم  رفت
ــرفته بود. يك سال  ــطح پيش كه در س
ــتم، اين دفعه  آنجا بودم و وقتي برگش
مأمور خدمت در دانشگاه تازه  تأسيسي 

در مازندران شدم.
 شـرقي: در دورة انقلاب شما ايران 

بوديد؟
ë بهـزاد: بله من در ايران و قائم مقام 
ــگاه  وزير، و در واقع رئيس همان دانش

تازه  تأسيس بودم.
 اميري: كه بعد از انقلاب به دانشگاه 

مازندران تبديل شد؟
ــال 1361 هم  ــه. در س ë بهـزاد: بل

بازنشسته شدم.
 شرقي: پس شما در سال هاي 61 تا 

63 خانه نشين بوديد؟
ــال 1361 بازنشسته  ë بهـزاد: در س
ــين  ــدم، ولي تا اين لحظه خانه نش ش
ــده ام. من در مركز نشر دانشگاهى  نش
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ــتم و بعد كه  ــاى زيادى داش فعاليت ه
دانشگاه ها باز شدند، براي تدريس ابتدا 
ــريف و بعد به دانشگاه  ــگاه ش به دانش

شهيد بهشتي مي رفتم.
ــي را تدريس   اميـري: چه درس هاي

مي كرديد؟
ë بهزاد: 15 درس را در دانشگاه شهيد 
بهشتي معين كرده بودم و مي گفتم بنا 
به نياز هر كدام را مي خواهيد، انتخاب 
ــود، گاهي جبر.  ــي آناليز ب كنيد. گاه
بيشتر گراف بود، تركيبيات، رياضيات 
گسسته و زبان تخصصي. بالاخره امثال 
ــم در خدمت آن ها  ــد قدري ه من باي

باشيم تا كارشان راه بيفتد.
ــال  ــن خودم ورودي س  شـرقي: م
ــريف بودم. استاد  1363 دانشگاه ش
ــر محموديان بودند كه  ما آقاي دكت
ــراف درس مي دادند. در بحث هاي  گ
ــايع بود كه يك قضيه در  كلاسي ش
ــام «قضية بهزاد»  ــراف داريم به ن گ
ــت. دكتر  كه از آقاي دكتر بهزاد اس
بهزاد ايراني است و در آمريكا تحقيق 
مي كند. به زبان انگليسي كتاب دارد 
ــت. ما  ــر اس ــراف صاحب نظ و در گ
ــيديم: الان كجاست؟ گفته  مي پرس
ــت، احتمالاً  ــد: در ايران نيس مي ش

نبايد در ايران باشد.
ë بهزاد: قضيه نيست، در مورد گراف 
ــيه يا انگاره يا conjecture است.  حدس
در رياضي با مسئله اي روبه رو مي شويد. 
ــش كنيد و به نتيجه و  مي خواهيد حل
فرمولي مي رسيد كه فكر مي كنيد بايد 
درست باشد، ولي هرچه سعي مي كنيد 
نمي توانيد اثباتش كنيد. بعد آن فرمول 
ــك مي زنيد و آزمايش مي كنيد،  را مح
ــت است. خب در  مي بينيد به نظر درس
اين حال شما نتيجة خودتان را به عنوان 
حدس اعلام مي كنيد. البته اگر حدسي 
را اعلام كنيد و خيلي زود مثال نقضى 
براي آن پيدا شود، آبروريزي است. من 
ــال  اين حدس را در پايان نامه ام در س

ــال پيش،  1965، يعني نزديك 50 س
مطرح كردم و هنوز اثبات نشده است. 
ــه تبديل  ــود، به قضي ــي اثبات ش وقت

مي شود.
ــد الان آن را بيان   شـرقي: مي تواني

كنيد؟
ë بهزاد: بله، براي كساني كه كمي از 
گراف اطلاع داشته باشند، ساده است. 
ــكلي متشكل از  گراف كه مي دانيد، ش
تعدادي نقطه و تعدادي خط است كه 
ــى از زوج نقطه ها را به هم  خط ها برخ
ــكل راه هاي  ــد؛ مثل ش ــل مي كنن وص
يك شهر، يا در شيمي مثل شكل هاي 
ــاط گراف را  ــان و پروپان. نق ــان، ات مت
ــگ مي كنند و به  به دلايل متفاوت رن
دنبال حداقل تعداد رنگ ها مي گردند. 
ــرطش هم اين است كه دو نقطه اى  ش
ــت، بايد رنگشان  ــان خط اس كه بينش
ــا و قضاياي  ــد. كاربرده ــاوت باش متف

زيادي دارد.
ــاط را رنگ  ــما به جاي آنكه نق ش
ــا خط ها را  ــد يال ها ي ــد، مي تواني كني
ــرط دارد: دو  رنگ كنيد. آن هم يك ش
ــترك دارند، نبايد  خطي كه نقطة مش
هم رنگ باشند. من موقعي كه پايان نامة 
ــوان بودم و  ــتم، ج دكترايم را مي نوش
جوانان معمولاً ماجراجو و بلندپروازند. 
ــئلة چهار  ــود به نام «مس ــئله اي ب مس
رنگ» كه آن زمان سابقة 60-50 ساله 
ــده است،  ــت. الان با رايانه حل ش داش
ــنتي  ولي برخى هنوز دنبال راه حل س
براي آن هستند. بيش از 1200 ساعت 
ــة بزرگ را حدود 25  از وقت يك رايان
ــال پيش گرفتند تا همة حالت ها را  س
ــئله حل شد. ولي  ــي كنند و مس بررس
ــنتي اين  ــي از رياضي دان هاي س بعض

اثبات را قبول ندارند.
ــزرگ به جاي  ــتادهاي ب يكي از اس
«مسئلة چهار رنگ» اسمش را گذاشته 
ــگ!» خيلي ها  ــار رن ــود: «مرض چه ب
ــئله را مي شنوند، مرض  وقتي اين مس

ــروع مي كنند به حل  را مي گيرند و ش
ــردن. بعد از مدتي هم مصونيت پيدا  ك

مي كنند و آن  را كنار مي گذارند.
 شرقي: مثل آخرين قضية فرما.

ë بهزاد: دقيقاً. بنابراين من هم مرض 
چهار رنگ را گرفتم. يك مقدار رويش 
كار كردم. بعد به اين جملة پوانكاره فكر 
كردم كه وقتي مسئله اي را نمي توانيد 
ــد. ظاهراً  ــد، تعميمش دهي ــل كني ح
ــان فكر مي كند كه اگر تعميمش  انس

دهد، مشكل تر مي شود.
من فكر كردم كه بيايم اين مسئلة 
رنگ آميزي را همزمان به رأسي و يالي 
ــتادم گفتم كه  تعميم دهم. رفتم به اس
در اين مسئله هم زمان هم نقاط را رنگ 
كنيم و هم يال ها را. منتهي شرط هايي 
ــرط ها هم خيلي طبيعى  بگذاريم و ش
باشند. رأس هاي مجاور هم رنگ نباشند، 
يال هاي مجاور هم رنگ نباشند و رنگ 
هيچ يالي مثل رنگ دو انتهايش نباشد. 
ظاهراً اين مسئله خيلي مشكل مي شود. 
ــئله به دنبال حداقل تعداد  در اين مس

رنگ ها مي گشتم.
ــه مي دانيد  ــراف را هم ك درجة گ
ــت؟ تعداد يال هايى كه به رأسى  چيس
ــد، درجة گراف نام  ــراف وصل باش از گ
ــيدم كه  ــه اين نتيجه رس ــن ب دارد. م
عدد رنگي كلي كه با يك حرف يوناني 
نمايشش داديم، حداقلش معلوم است 
ــت.  كه ماكزيمم درجه به علاوه يك اس
پنداشتم كه اين عدد از ماكزيمم درجة 

گراف به علاوة دو، بيشتر نيست!
 شرقي: يعني ميني مم رنگ ها يا اين 

است يا آن.
ــي را كه در  ë بهـزاد: يعني هر گراف
ــت  ــد، اگر اين حدس درس نظر بگيري
باشد، عدد رنگي اش يا اين است يا آن.

 شـرقي: شما اين مسئله را به عنوان 
ــتة  ــئله در رياضيات گسس يك مس

سال آخر دبيرستان نياورديد؟
ــر  وزي ــي  نجف ــاي  آق بهـزاد:   ë
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ــان درس  ــرورش بودند، ايش آموزش وپ
ــگاه صنعتي  ــن در دانش ــراف را با م گ
شريف گرفته بودند. اصلاً رشته ايشان 
ــه رياضي.  ــوژي بود، ن ــي متال مهندس
ــد درس رياضي را  ــة اين بچه ها باي هم
مي گرفتند و خوب يادم هست كه سر 
ــم  ــة پنجم شش كلاس در همان جلس
ــد. وقتي  ــان دادن ــتعداد خود را نش اس
رئيس دانشكده بودم، پيش من آمدند 
و گفتند كه مي خواهند از مهندسي به 
رياضي تغيير رشته بدهند. من مخالفت 
ــردم. گفتم مى خواهى مخالف جهت  ك
ــولاً از رياضي به  ــي. معم ــنا كن آب ش
ــي مى روند. الان نمي شود. در  مهندس
ــر را با من  ــده درس جب ــال آين نيم س
ــد  آن موقع  ــتان آم بگيريد. اگر خوش

تصميم مى گيريم و چنين شد. 
 شرقي: استاد تئوري اعداد ما بودند.

ــور  ــابقة رياضي كش ë بهزاد: در مس
شركت كردند كه انجمن رياضي كشور 
ــود معمولاً رقابت خيلي  برگزار كرده ب
سنگين است. هر دانشگاه بايد يك تيم 
پنج نفره معرفي مي كرد. ايشان شاگرد 
ــوع نمرات  ــد. نمره اش از مجم اول ش
ــوم بيشتر بود؛ ايشان  شاگرد دوم و س
ــتند نظرية  ــه بودند، مى خواس وزير ك
ــتان  ــى دبيرس گراف وارد كتاب درس

شود.
ــاب رياضيات  ــورد كت  اميـري: در م
گسسته مطلبي به ذهنم رسيد. من از 
اولين سالي كه اين كتاب چاپ شد، 

ــال 1374 يا 1375  ــر مي كنم س فك
ــس كردم. تا  ــود، اين كتاب را تدري ب
همين امسال هم جزو كتاب هايي كه 
در سال چهارم درس مي دهم، كتاب 
رياضيات گسسته است. يعني تدريس 
رياضيات گسسته را تخصص حرفه اي 
خودم مي دانم و بخش گرافش خيلي 
ــت. اگر يادتان باشد،  برايم جالب اس
ــي در منطقة يك داشتيم  ما همايش
ــما هم دعوت كرديم تشريف  و از ش
آورديد. آشنايي من با شما به واسطة 
ــراي اولين بار،  ــاب بود. يعني ب آن كت
وقتي ديدم كه بخش گراف كتاب را 
شما زحمت كشيده ايد، سعي كردم به 
ــكل شده، پيدايتان كنم. استاد  هر ش
تشريف آوردند در  آن همايش يكروزه 
ــد، 600 دانش آموز  اگر خاطرتان باش
ــزرگ جمع  ــالن خيلي ب ــك س در ي
ــان دربارة  ــده بودند و شما برايش ش
كاربرد گراف در بازي شطرنج صحبت 
كرديد. پاورپوينتي را هم آنجا نمايش 
ــوز آن را دارم. مثل  داديد كه من هن
ــرتان تهيه كرده بود.  اينكه آن را پس
فكر مي كنم نظرية گراف از آنجا وارد 

كتاب ها شد.
          حالا در همين ارتباط مي خواستم 
ــما درس گراف را براي  بپرسم كه ش
ــدازه مفيد مي دانيد؟  بچه ها تا چه ان
ــانس  ــوان يك ليس ــراي من به عن ب
رياضي، درس گراف درسي اختياري 
ــتان  ــت، در حالي كه براي دبيرس اس

ــده است. حتماً  اين درس اجباري ش
ــت اين قضيه بوده است.  اهدافي پش
شما گراف را در ابتداي كتاب مطرح 
كرده ايد. آيا مي خواهيد ذهن بچه ها 
را به  سمت وسوي استفاده از اين علم 

ببريد؟
ــد، وقتي آقاي نجفي  ë بهزاد: ببيني
پيشنهاد دادند كه اين كتاب براي اول 
مهر حاضر شود، من خيلي نگران شدم. 
ــال قبل آموزش وپرورش كتاب هايي  س
ــرده بود كه غلط هاى زيادى  را چاپ ك
ــتند. از يك طرف دلم مي خواست  داش
ــود. فكر  ــتان ش اين درس وارد دبيرس
ــده  مي كردم موقعيت خوبى فراهم ش
ــكاري كنم.  ــن بايد هم ــت، بنابراي اس
ــر، يعني  ــا پنج نف ــر، م ــرف ديگ از ط
محموديان، دكتر تابش، دكتر رجالي، 
ــد هم فكري  دكتر عميـدي و من، باي
ــم. در آن مدت كم تنها كاري  مي كردي
ــن بود كه  ــتيم بكنيم اي كه مي توانس
 Camera Ready ــه اصطلاح كتاب را ب
ــا آن را عيناً همان طور  تحويل دهيم ت
كه هست، چاپ كنيد كه قبول كردند. 
ــيار سختي بود و با عجله انجام  كار بس

شد، ولي خوش حالم كه انجام شد.
ــاد دارم نظرية گراف هم  من اعتق
ــه را دارد و هم ويژگي  ــي هندس ويژگ
ــهود مي خواهد و  ــداد را، ش ــة اع نظري
ــائلش هم ابتكار  تجسم قوي، حل مس

مي خواهد هم نوعي نبوغ.
 اميري: هم به نظرية مجموعه ها نياز 
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دارد و هم به تركيبيات. من هم فكر 
ــاخة  ــم آميخته اي از چند ش مي كن
رياضي است كه مي تواند همة اين ها 
را به هم وصل كند و دانش آموز ببيند 
كه مثلاً آنچه در مجموعه ها خوانده 
و در تركيبيات ياد گرفته است، اينجا 
چه طور مورد استفاده قرار مي گيرد و 

چه كاربردهايي دارد.
 شرقي: مي شد بعضي كاربردهاي آن 

را اضافه كرد، چرا اين قدر محض؟
ë بهزاد: تعداد صفحات كتاب بسيار 

محدود بود.
 شـرقي: حداقل همان مسئلة سه تا 
ــه تا خانه اي را كه خودتان  چاه و س
ــتيد بگذاريد!  ــد مي توانس مثال زدي

مثلاً گراف هامني را.
ë بهزاد: اجازه نمي دادند. اين موضوع 
سنگين است و واقعاً هم سنگين است 
و دبيران هم به اين موضوع تسلط كافى 

ندارند. 
ــت  ــم محدودي ــي ه  رسـتمي: يعن
ــت هم محدوديت  زماني وجود داش

صفحه اي و هم محدوديت دبيرها.
ــال  ــوز س ــن را دانش آم  شـرقي: اي
ــد كه دغدغة كنكور  چهارم مي خوان
دارد و اصلاً حوصلة فكر كردن ندارد.

 اميري: من خودم تا چهار سال پيش 
ــد؟  ــردم چرا اين طور نش فكر مي ك
ــاب اضافه  ــن صفحه ها به كت چرا اي
ــتن كتاب  ــا جريان نوش ــدند؟ ت نش
ــي 3 پيش آمد و گفتند بخش  رياض
ــم.  احتمالش را در 14 صفحه بنويس
ــاب (كاربرد  ــه از آخر كت 14 صفح
ــتق) را حذف كردند و من بايد  مش
كل احتمال را براي بچه هاي تجربي 
در 14 صفحه مي نوشتم و خيلي كار 

سنگيني بود.
ــام اين  ــي علي رغم تم ë بهـزاد: ول
ــم كه  ــن خوش حال ــا، م محدوديت ه
ــت. اگر اجازه  ــده اس اين كار انجام ش
ــا از كاربردهايش و  مي دادند، يكي دوت

مثلاً شكل هاي متان، اتان يا پروپان در 
كتاب بيايد...

ــكل ها در كتاب   اميري: الان اين ش
ــطة  ــن خيلي ها را به واس ــتند. م هس
ــد كردم. از  ــه رياضي علاقه من گراف ب
ــال  ــودم كه وقتي س ــه دختر خ جمل
ــه او گراف  ــگاهي، ب چهارم پيش دانش
ــد  علاقه من ــدر  آن ق ــي دادم.  م درس 
ــراف گفت من بايد  ــد كه به خاطر گ ش
ــگاه  ــتة رياضي بخوانم و از «دانش رش
ــي گرفت. الان  ــانس رياض الزهرا» ليس
ــراف ادامة  ــتة گ هم مي خواهد در رش

تحصيل بدهد.
ــت.  ــت، واقعاً زيباس ë بهزاد: زيباس
وقتي شكل را مى كشي مي تواني مفهوم 

آن را تجسم كني.
 شرقي: كاربردهاي زيادي دارد.

ــر بخواهيم   اميـري: آقاي دكتر، اگ
ــة كوچكي داشته باشيم بين  مقايس
ــزد دانش آموز  ــما در ي زماني كه ش
ــا  ب ــم  مي دان ــه  ك الان  و  ــد،  بودي
دانشجويان سال اول و دوم كه از نظر 
من هنوز دانش آموزند، ارتباط داريد 
ــت؟ الان دانش آموزان  نظرتان چيس
در چه جايگاهي قرار دارند؟ آن موقع 
ــتند؟ الان  در چه جايگاهي قرار داش
چه نيازهايي دارند؟ چه توصيه هايي 
براي دانش آموزان دبيرستاني  داريد 
ــران رياضي  ــياري از دبي و البته بس
ــه را مي خوانند؟ چه  ــن مجل ــه اي ك
پيشنهادي داريد براي اينكه رياضي 
ــد و بهتر درك كنند.  را بهتر بخوانن
ــم از ميان  ــايد رياضي دان هايي ه ش

آن ها بيرون بيايند.
ــي در يزد به  ــزاد: من در كودك ë به
دبستان «اسلام» مي رفتم. شايد باورتان 
نشود كه از بين بچه هاي هم كلاس من، 
به جز يك نفر كه پزشك هم شد، بقيه 
ــم نگرفتند. يعني زمانه خيلي  ديپلم ه
فرق كرده و وضعيت عوض شده است. 
ــوادهاي مملكت  الان تقريباً تعداد باس

ــت،  ــود و خرده اي درصد اس نزديك ن
آن زمان شايد 20 تا 30 درصد بيشتر 
ــر از اين بود. پس از  ــود و حتي كمت نب
انقلاب اسلامي كه طبيعتاً جمعيت هم 
زياد شده، دانشگاه ها و مدارس متعدد 
ايجاد و تحصيلات، اجباري شده است. 
اين ها را بايد به عنوان امتياز مثبت تلقي 
ــفانه نكات منفي  كنيم؛ هر چند متأس
ــراوان داريم. ولي اين ها مثبت اند.  هم ف
ــتعدادهاي درخشان در سراسر  الان اس
كشور تشويق مي شوند كه به تحصيلات 
ــيار زيادي از  ــي بپردازند. تعداد بس عال
ــغول تحصيل  آن ها الان در خارج مش
هستند، يا به كار اشتغال دارند. خيلي 
از ايراني ها الان در آمريكا و اروپا سرآمد 
هستند. ايراني ها در زمينه هاي متفاوت 
پيشرفت كرده اند؛ در زمينه هاي علمي، 

اقتصادي...
ــد  برآين ــوع،  مجم در  اميـري:   
صحبت هايتان اين است كه وضعيت 

دانش آموزان ما بهتر شده است؟
ــده و امكانات  ë بهزاد: خيلي بهتر ش
ــت. آن زمان ارتباطات از  زياد شده اس
طريق تلويزيون، ماهواره و اينترنت اصلاً 
نبود. ما اگر مقاله اي مي نوشتيم، بايد با 
پست معمولي مي فرستاديم. من وقتي 
ــي مي كنم، برمي  صحبت از مقاله نويس
ــال پيش، كه  گردم به چهل ـ پنجاه س

مقاله نويس انگشت شمار است.
ــي اگر اجازه بدهيد، اين نكته را  ول
ــما اضافه كنم كه در حال  به سؤال ش
ــجويان  حاضر به دلايل گوناگون، دانش
ما (من با دانش آموزان سروكاري ندارم) 
ــادگي  ــته و نگران اند. به اين س سرگش
ــغلي پيدا نمي كنند. جمعيت زيادي  ش
ــدن هستند  در حال فارغ التحصيل ش
ــلاً يكي از  ــي دارند. مث ــه توقع بالاي ك
ــال اول دانشگاه شهيد  ــجويان س دانش
ــتي كه دختر خانمي است، پيش  بهش
ــد: آقاي دكتر، من  من آمده و مي گوي
ــما مقاله مي نويسيد. دلم  ــنيده ام ش ش
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ــك كنيد يك  ــه من كم ــد ب مي خواه
ــم. من فهميدم منظورش  مقاله بنويس
ــردم: هدفت  ــؤال ك ــت، ولي س چيس
چيست؟ دانشجوي چه سالي هستي؟ 
ــجوي سال اول  گفت: سال اولم! دانش
ــي دانش آموز.  ــما هنوز يعن به قول ش
ــيدم:  ــد! پرس ــد مقاله بنويس مي خواه
ــه دردت مي خورد؟ گفت:  ــه به چ مقال
شنيده ام وقتي مقاله بنويسيم، راحت تر 
ــرش بگيريم. يعني وارد  مي توانيم پذي
ــده و حالا به فكر رفتن به  ــگاه ش دانش

خارج است.
ــما چند دوره  ــتاد ش  رسـتمي: اس
رئيس انجمن رياضي ايران بوده ايد؟

ــدم،  ë بهزاد: دفعة اول كه رئيس ش
دو دوره. دفعة دوم هم كه رئيس شدم 
براي دو دوره. طبق مقررات هم كسي 
بيش از دو دوره متوالى نمي تواند رئيس 
ــال و دو  ــود. دفعة اول دو س انجمن ش
سال بود اگر اشتباه نكنم. دفعة دوم به 

سه سال و سه سال تبديل شد.
ــوم من   رسـتمي: در دورة دوم يا س
خدمتتان رسيدم براي دايرئ المعارف 
ــگاه، من و  هندسـه. در دوران دانش
ــال هم دوره بوديم. شما  شما يك س
سال سوم دانشگاه بوديد و من سال 

اول با دكتر ياسايي.
 شرقي و اميري: دكتر ياسايي استاد 

ما هم بودند.
ــوش، زيرك و  ــيار باه ë بهـزاد: بس
پرانرژي بود. وقتي من رئيس دانشكدة 
ــريف  ــگاه صنعتي ش ــي در دانش رياض
بودم، خواهش كردم كه ايشان معاونم 
ــان كتابخانه را بسيار قوي  شوند و ايش
ــاي بزرگ  ــن كار يكي از كاره ــرد. اي ك

ايشان بود.
ــان خاطره اي   اميري: من هم از ايش
ــاب  ــور و غي ــة اول حض دارم: جلس
كردند و گفتند هركس كه اسمش را 
مي خوانم، بايستد. تا آخر ترم ايشان 
همه را به اسم و فاميل صدا مي كردند! 

ــار و اين براي ما عجيب  فقط با يك ب
بود. من هربار كه سؤال مي كردم، مرا 
ــم صدا مي كردند! يا اگر سؤالي  به اس
مي پرسيديم، ايشان پس از نيم ساعت 
كه مي خواستند پاسخ دهند، به اسم 
ــلاً اميري  ــاب مي كردند كه مث خط
ــؤالي كه پرسيدي، حالا جوابش را  س

بگير!
دورة  ــلاً  اص دوره  آن  رسـتمي:   
درخشاني بود. در آن دوره، زبده ترين، 
دانش آموزان  باهوش ترين  و  بهترين 
ــراي عالي آمدند  رياضي به دانش س
ــدم آقاي دكتر بهزاد  و من وقتي آم
سال سوم بودند، دكتر شادمان سال 
ــان بودند و بعد از او دكتر  بعد از ايش

ياسايي و دكتر للهي بودند.
 اميري: دكتر نشـواديان هم با شما 

بودند؟
 رسـتمي: دكتر نشواديان هم  كلاس 

من بود.
ــر احمد  ــل از من دكت ë بهـزاد: قب
ــتاد جبر بودند و مرحوم  ميرباقري، اس
ــر حبيب  ــان دكت ــدند. قبل از ايش ش
ــت و ديگر  ــه آمريكا رف ــي كه ب صالح
پايش را به ايران نگذاشت. قبل از دكتر 
ــتباه نكنم، دكتر حيدر  صالحي اگر اش

رجوى بود.
ــاي  ــؤالات آق ــي از س  اميـري: يك
ــائل  ــت كه: مس ــي پور اين اس ياس
ــت ويكم با اشاره  پيش روي قرن بيس
به فهرست مسائل هيلبرت چيست؟

ــال 1900  ë بهـزاد: هيلبرت در س
ميلادي در يك كنگرة جهاني رياضيات، 
بيست و چند مسئله را به عنوان مسائل 
رياضي دانان  ــش روي  پي ــز  چالش انگي
ــتم مطرح مي كند. از اين  در قرن بيس
ــده اند و چند  ــائل، خيلي ها حل ش مس
ــده اند. با تأسى از  مسئله هنوز حل نش
ــن رياضي آمريكا»  اين كنگره، «انجم
ــتادان بسياري عضو آن هستند،  كه اس
ــتر  و «جامعة رياضي آمريكا» كه بيش

ــت به   ــود، دس ــامل مي ش دبيران را ش
ــت هم دادند و در سال 2000 در  دس
ــره اي برپا  ــگاه UCLA» كنگ «دانش
ــي  ــائل چالش ــد زير عنوان «مس كردن
ــا حدود 20  ــت و يكم». آن ه قرن بيس
نفر از رياضي دانان بزرگ سراسر دنيا را 
انتخاب كردند تا در رشته هاي تخصصى 
ــائل چالش انگيز را شرح  خودشان، مس
دهند؛ مسائلي كه در قرن بيست ويكم 
رياضي دانان روي آن ها كار مي كنند و 

كار خواهند كرد. 
ــال 2000 در آن كنگره  ــن در س م
شركت كردم. همان موقع پسر كوچكم 
ــگاه UCLA بود.  هم دانشجوي دانش
ــدم و هم در  ــم او را دي ــن من ه بنابراي
ــيار  ــردم. كنگرة بس ــركت ك كنگره ش
ــي بود. هيچ يادم نمي رود كه يكي  جالب
ــتاد بازنشستة دانشگاه  از اين آقايان اس
بركلي كه تخصصش هم گراف بود، اين 
ــب و آموزنده را گفت:  جمله خيلي جال
ــتم قرن رياضيات و فيزيك  «قرن بيس
ــت ويكم قرن رياضيات و  بود، قرن بيس

زيست شناسي است.»
ــال زد. او گفت: «مغز  ــك مث وى ي
انسان گرافي است متشكل از 10 به توان 
ــيناپس.  10 نورون و 10 به توان 14 س
در واقع نورون ها همان نقطه ها هستند و 
سيناپس ها همان يال ها. گرافي است كه 
اين همه نقطه و اين همه يال دارد. واقعاً 

خلقت چه عظمتي دارد!» 
ــا مي خواهيم مطالعه  مي گفت: «م
كنيم كه به طورهم زمان مغز روي چند 
ــق و فكر كند.»  ــوع مي تواند تعم موض
ــن فكر افتادم كه  ــت من به اي در حقيق
ــداد مؤلفه هاي اين گراف  مي خواهد تع
ــد ببيند اين  ــوم كند و مي خواه را معل
ــك مؤلفه دارد،  ــت و ي گراف هم بند اس
ــت و چند مؤلفه دارد.  يا غيرهم بند اس
ــان با اين  مي خواهد ببيند كه مغز انس
ــه و خط به طور هم زمان چند  همه نقط

كار مختلف را مي تواند انجام دهد.
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ــتان روش نمايش  در كتاب رياضيات (1) اول دبيرس
براي هر عدد صحيح و مثبت x توضيح داده شده است. در اين 
x را براي هر عدد 
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مقاله نشان مي دهيم كه چگونه مي توان 
حقيقي مثبت x به طور هندسي نمايش داد.
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براي مثال بياييد 
 ،A روي يك خط مفروض به فاصلة 3/5 واحد از نقطة ثابت

نقطة B را مشخص مي كنيم (شكل 1).
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شكل 1

ــخص  در فاصلة 1 واحدي نقطة B، نقطة جديد C را مش
مي كنيم. نقطة وسط پاره خط AC را O مي ناميم. نيم دايره اي 
ــم مي كنيم. از نقطة B خطي  ــعاع OC رس به مركز O و به ش
عمود بر AC مي كشيم تا نيم دايره را در نقطة D قطع كند. در 
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اين صورت: 
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ــر، براي يافتن  به طور كلي ت
 . AB = x  ــه ــة B را چنان اختيار مي كنيم ك ــت x، نقط و مثب
 C ــت، نقطة ــده اس ــكل 2 نمايش داده ش مطابق آنچه در ش
ــپس  ــد. س ــار كنيد كه BC برابر 1 واحد باش ــان اختي را چن
 را 
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ــت x =3/5 عمل كرديم،  همان طور كه در حال
مي يابيم (شكل 2).
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1
شكل 2

مي توانيم اين نتيجه را با استفاده از قضية فيثاغورس هم 
ثابت كنيم.

ــث OBD يك مثلث  ــكل 3 مثل ــد كه در ش ــه كني توج
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قائم الزاويه است. همچنين شعاع دايره برابر است با 
ــس:  پ  .
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ــن،  بنابراي
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فيثاغورس داريم: 
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و از اينجا نتيجه مي گيريم كه: 
دادن  اين ساختار، روشي ديداري و هندسي را براي نشان 
x براي هر عدد حقيقي x>0 وجود دارد، به ما مي دهد.
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اينكه 
x را روي محور اعداد بدانيد، خط 
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اگر مي خواهيد جاي 
ــة B را به  عنوان صفر و  ــور اعداد فرض كنيد و نقط BC را مح
ــة C را به عنوان 1 در نظر بگيريد و به همين ترتيب ادامه  نقط
ــم كنيد كه اين  ــعاع BD كماني رس دهيد. به مركز B و به ش
 E ــكل 3). نقطة كمان محور فوق را در نقطة E قطع كند (ش
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شكل 3

منبع.................................
كتاب رياضيات كلاس نهم 

كشور هند

نمايش 
هندسي 

آموزشى

O 1
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مىگرسر
علمى

ــدند و قاضي داناي خليفه با بازجويي و سؤال  ــتگير مي ش دس
ــمندانه اش، آن ها را محكوم مي كرد. روزي  و جواب هاي هوش
ــه تن از دزدان آن گروه، به نام هاي عبيد، حسـيب و عماد  س
ــاكن شدند. همة اهالي از ورود  به بغداد آمدند و در خانه اي س
ــدگاه يك بار،  ــدند. هرچن ــا ناراحت و به آن ها مظنون ش آن ه
ــكايت مي برد و آن ها  ــه نفر به قاضي ش يكي از آن ها از اين س
ــهر مي بردند. در اينجا روايت اين  را براي بازجويي به دادگاه ش
ــت. در  ــه تن با قاضي آمده اس دادگاه ها و صحبت هاي اين س
ــت كه شما بايد آن را حل  ــده اس هر مورد يك معما مطرح ش

كنيد: 

ــدند و قاضي داناي خليفه با بازجويي و سؤال  ــتگير مي ش دس
ــمندانه اش، آن ها را محكوم مي كرد. روزي  و جواب هاي هوش
عماد و عماد و عماد حسـيب، حسـيب، حسـيب ــه تن از دزدان آن گروه، به نام هاي عبيد ــه تن از دزدان آن گروه، به نام هاي عبيدس عبيدس

ــاكن شدند. همة اهالي از ورود  به بغداد آمدند و در خانه اي س
ــدگاه يك بار،  ــدند. هرچن ــا ناراحت و به آن ها مظنون ش آن ه
ــكايت مي برد و آن ها  ــه نفر به قاضي ش يكي از آن ها از اين س
ــهر مي بردند. در اينجا روايت اين  را براي بازجويي به دادگاه ش
ــت. در  ــه تن با قاضي آمده اس دادگاه ها و صحبت هاي اين س
ــت كه شما بايد آن را حل  ــده اس هر مورد يك معما مطرح ش

كنيد: 

ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

ايستگاه دوم: 
چند معما از دزدان شهر بغداد!

ــتان هاي «هزار و يك شب»  ــما با داس ــتر ش حتماً بيش
ــيد،  ــنايي داريد. اگر هم كتاب معروف آن را نخوانده باش آش
ــده از روي آن را ديده ايد.  انيميشن ها و فيلم هاي ساخته ش
ــهر بغداد، پايتخت  ــتان هاي اين مجموعه در ش بيشتر داس
ــكوه دوران خلافت «خلفاي عباسي» مي گذرند. يكي از  باش
ــتان ها، داستان «علي بابا و چهل دزد  معروف ترين اين داس
بغداد» است. معماهاي اين شمارة ما از اين داستان اقتباس 

شده اند.
ــت به  ــر از چندگاه دس ــداد ه دزدان بغ
ــار  ــا هرب ــد، ام ــرقتي مي زدن س

ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

ايستگاه دوم: 
چند معما از دزدان شهر بغداد!
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معماي اول
ــده و از آن دزدي  دزدي وارد مغازة عبدل جواهرفروش ش
كرده بود. معلوم شد كه دزد يكي از همان سه نفر بوده است. در 
دادگاه، هر يك از اين سه نفر، يكي از ديگران را متهم به دزدي 
كرد، اما عبيد تنها كسي بود كه دروغ گفت. آيا او دزد است؟ 

معماي دوم 
بار ديگر، و اين بار از مغازة سـعد جواهرفروش، سرقت شد 
و جواهرات را در خانة همان سه نفر پيدا كردند. در نتيجه آن 
سه به دادگاه برده شدند. در دادگاه آن ها جملات زير را گفتند: 

عبيد: من در سرقت شركت نداشته ام!
عماد: البته حسيب هم شركت نداشته  است!
حسيب: ولي من در سرقت شركت داشته ام!

حالا معلوم شده است كه دوتاي آن ها دروغ گفته اند. سارق 
چه كسي بوده است؟

معماي سوم 
باز هم سرقتي ديگر اتفاق افتاد! و طبق معمول همان سه 

نفر مظنون بودند! در دادگاه آن ها جملات زير را گفتند: 
عماد: حسيب هرگز در دزدي شركت نداشته است.

حسيب: درست است.
عبيد: عماد بي گناه است.

عجيب اينكه دزد واقعي درست گفت، اما همة آن ها راست 
نگفتند. سارق چه كسي بود؟

معماي چهارم 
باز هم سرقت! و باز هم همان سه نفر! اين بار هم معلوم شد 
كه فقط يكي از آن ها مجرم است. عبيد گفت كه بي گناه است، 
عماد قبول كرد كه عبيد بي گناه است و حسيب اعتراف كرد كه 
خودش همان مجرم است. همچنين معلوم شد كه مجرم كسي 

بود كه دروغ گفته بود. چه كسي سارق بود؟

 معماي پنجم
يك روز شمشيري قيمتي از خزانة حكومتي دزديده شد 
و باز همان سه نفر به  عنوان متهم به دادگاه احضار شدند. عماد 
ــيب شمشير را دزديده است و حسيب گفت كه  گفت كه حس
عبيد آن را دزديده است. قاضي در اين زمان نتوانست تشخيص 
ً  مشخص شد كه هيچ  دهد كه چه كسي مجرم است، اما بعدا
ــت. آيا حالا  بي گناهي دروغ نگفته و فقط يك نفر دزد بوده اس

قاضي مي تواند بگويد كه چه كسي دزد است؟!

معماي ششم
اين بار يك ساعت قيمتي به سرقت رفت و مشخص شد كه 
دزد يكي از همان سه نفر است. در دادگاه عبيد اظهار كرد كه 
حسيب بي گناه است و حسيب گفت كه عماد بي گناه است و 
جملة عماد نيز توسط منشيان دادگاه ثبت نشد. عجيب اينكه 
مجرم راست گفته و دو فرد بي گناه هر دو دروغ گفته بودند! چه 

كسي ساعت را دزديده بود؟

معماي هفتم
ــدند و  ــه اصطبل خليفه وارد ش ــه نفر ب ــن دفعه آن س اي
ــب دزديد،  ــي را از آنجا دزديدند! يكي از آن ها يك اس حيوانات
ــه دستگير  ــتر! بالاخره هر س يكي يك قاطر و ديگري يك ش
ــب  ــدند. در دادگاه عبيد گفت: عماد اس ــه دادگاه برده ش و ب
ــاد قاطر را  ــت، عم ــيب گفت: نه اين طور نيس را دزديد. حس
ــت، هر دوي آن ها دروغ  ــد و عماد گفت: نه اين طور نيس دزدي
مي گويند! من هيچ يك از آن ها را ندزديده ام. معلوم شد، كسي 
ــت دروغ مي گويد و كسي كه اسب را  ــتر را دزديده اس كه ش
ــت مي گويد. هركس چه چيزي را دزديده ــت راس دزديده اس

 بود؟

معماي هشتم
ــه نفر  ــود! آن قدر با اين س ــتناك ب اين دفعه ديگر وحش
ــان جرئت دادند كه وارد  ــات كردند تا بالاخره به خودش مماش
قصر خليفه شوند و از سه تن از زنان دربار، جواهراتي قيمتي را 
سرقت كنند، البته بعد از اين دزدي جسورانه، هر سه نفر آن ها 
اعدام شدند و داستان اين سه به پايان رسيد، ولي قبل از آن به 
دادگاه برده شدند. نام اين سه زن، امينا، ليلا و صفيه بود و از هر 
كدام يك جواهر قيمتي، شامل الماس، زمرد و ياقوت دزديده 
ــده بود. با اظهارات آن ها در دادگاه قاضي خردمند توانست  ش

اطلاعات زير را به دست آورد: 
1. كسي كه الماس را دزديده بود،  مجرد و خطرناك ترين 

فرد در ميان اين سه دزد بود.
2. امينا جوان تر از خانمي بود كه زمرد داشت.

3. برادر زن عبيد، يعني عماد، كسي بود كه از بزرگ ترين 
ــرد را دزديد،  ــود و نيز از دزدي كه زم ــا دزدي كرده ب خانم ه

كم خطرتر بود.
4. مردي كه از امينا دزدي كرد، مجرد بود.

5. عبيد از ليلا دزدي نكرد.
حالا بگوييد كه هركس چه چيزي را از چه كسي دزديده 

بود؟!
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   توابع درجة دوم
يك تابع درجة دوم تابعي چندجمله اي از درجة 2 به صورت 
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ــت كه اگر  ــهمي اس ــودار تابع درجة 2 يك س نم
، شاخه هاي سهمي 
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شاخه هاي سهمي به سمت بالا و اگر 
به سمت پايين باز مي شود. مختصِ x (طول) رأس سهمي برابر 

ــراردادنِ مقدار x در   و مختصِ y (عرضِ) آن با ق
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ــا  ب

f(x) به دست مي آيد.

ــد، در اين صورت  ــهمي (h,k) باش اگر مختصات رأس س
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ــكل  ــهمي به ش ــتاندارد س معادلة اس
خواهد بود. محل برخورد سهمي با محور xها در صورت وجود 

 به دست مي آيد.
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از حل معادلة 
***

 را بيابيد.
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مثال 1: رأس سهمي 

ــه:  نتيج در  و   
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ــم:  داري حـل: 
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ــع  ــدار تـــــاب ــن) مق ــم (كمتري مثـال 2: مــــينيم
 را بيابيد.
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ــصِ y (عرضِ)  ــع كمترين مقدار را در مخت حـل: اين تاب
ــة رأس از رابطة  ــول نقط ــه ط ــي ك ــرد. از آنجاي رأس مي گي

ــم مقدار  ــد، مينيم ــت مي آي  به دس
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به صورت 
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به دست مي آيد.
***

 را بيابيد.
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تمرين 1. رأس سهمي 


ــع  تاب ــدار  مق ــترين)  (بــــيش ــم  مــــاكزيم تمريـن 2. 
 را بيابيد.
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         Quadratic Functions 
A quadratic function is a 2nd-degree polynomial function:

f(x)=ax2+bx+c, where a≠0.

The graph of a quadratic function is a parabola, which opens up if a>0 and opens down if a<0.

The x-coordinate of the vertex of the parabola is given by 
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, and the y-coordinate can be found by 

substituting this value for x info f(x).

If the vertex of the parabola has coordinates (h,k), then the standard equation of the parabola has the form 

y-k=a(x-h)2.

The x-intercepts of the parabola, if there are any, are the solutions of the quadratic equation ax2+bx+c=0.

Ex 1 Find the vertex of the parabola y=2x2-8x+7.

Sol We have that 
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, and then y= 2(22)-8(2)+7=8-16+7=-1.

Ex 2 Find the minimum value of the function f(x)=2x2+2x+5.

Sol The minimum value of this function is given by the y-coordinate of the vertex. Since the x-coordinate of the vertex 

آمـوزش تـرجمة     مـتون ريـاضي (1)

حميدرضا اميري*

آموزشى
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دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

تمرين 3. تابعي درجة دو چون f(x) بيابيد، به قسمي كه نمودار 
آن در دو نقطه با طول هاي 5 و 1 محور x ها را قطع 

كند و داراي ميني مم مقداري برابر با 12- باشد.
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تمريـن 4. يك سهمي چون 
 رأس آن باشد و از 
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مشخص كنيد كه نقطة 
 عبور كند.
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نقطة 
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ــدار تابع  تمريـن 5. مينيمم مق
 g(x) را بيابيد كه به ازاي آن x ــداري از بيابيد و مق

كمترين مقدار را دارد.


 را بيابيد.
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تمرين 6. رأس سهمي 


ــمي كه  تمريـن 7. تابع درجة دومي چون f(x) بيابيد، به قس
 باشد.
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 كمترين مقدار آن و
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تمرين 8.   معادلة خط غيرعمودي را بيابيد كه سهمي 
 قطع كند.
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را فقط در نقطة 


 را بيابيد.
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تمرين 9. ماكزيمم مقدار تابع 

   برخي لغات مهم متن
1) Quadratic  درجة دوم
2) Function  تابع
3) Polynomial  چندجمله اي
4) graph  نمودار
5) Parabola  سهمي
6) X-Coordinate  x ِمختص
7) Equation  معادله
8) Vertex  رأس
9) Value  مقدار
10) Coordinates  مختصات

is given by 
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Pr 1 Find the vertex of the parabola y=x2+6x-2.

Pr 2 Find the maximum value of the function f(x)=-x2-5x+9.

Pr 3 Find a quadratic function f(x) which has 5 and 1 as the x-intercepts of its graph and which has a 

minimum value of -12.

Pr 4 Find a parabola y=ax2+bx+c which has its vertex at the point (-2,3) and which passes through the point 

(2,-1).

Pr 5 Find the minimum value of the function g(x) = x4-8x2+25, and find the values of x for which g(x) is a 

minimum.

Pr 6 Find the vertex of the parabola x=y2-10y+40.

Pr 7 Find a quadratic function f(x) such that f(2)=-20 is its minimum value, and such that f(4)=-8.

Pr 8 Find an equation of the non-vertical line which intersects the parabola y=x2 only at the point (3,9).

Pr 9 Find the maximum value for the function 
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آمـوزش تـرجمة     مـتون ريـاضي (1)



50 ش�رۀ ۲
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

رويكردهاي جديد آموزش رياضي
 در كتاب جديدالتأليف رياضيات 1

بهنام آيتي پور*
دبير رياضي
 دبيرستان هاي دزفول

برنامة
درسي

روش استقرايي، روان خواني، مفهوم محوري، 
قاعده محوري

3. سطر اول را ادامه دهيد و عدد بعدي را °3 قرار دهيد. با 
توجه به رابطه اي كه بين اعداد سطر دوم پيدا كرده ايد، 

چه عددي را براي °3 پيشنهاد مي كنيد؟

مسئلة 2 
1. جدول زير را كامل كنيد.
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2. چه رابطه اي بين اعداد سطر سوم و چهارم مي بينيد؟
3. با انتخاب چند عدد ديگر براي a و b كه مربع يك عدد 
گويا هستند، درستي نتيجه اي را كه گرفته ايد بررسي 

كنيد.

اشاره
برخـي   ،1 رياضـي  جديدالتأليـف  كتـاب  در 
رويكردهاي بديع آموزشـي به چشم مي خورند كه 
آن ها را مثبت ارزيابي مي كنيم. در اين مقاله ابتدا 
به معرفي رويكردهاي مزبور مي پردازيم و سـپس 
نقاط مثبت و منفي تأليـف كتاب را در تحقق اين 

اهداف بررسي مي كنيم.

   راهبرد اول:
 استفاده از روش استقرايي در بيان مفاهيم رياضي

در كتاب هاي قبلي عموماً فرمول ها به صورت مستقيم بيان 
مي شدند و دانش آموزان فقط آن ها را حفظ مي كردند؛ مثل: 
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قاعدة ضرب راديكال ها: 
ــدول و بيان مثال هاي  ــكيل ج اما در تأليف جديد با تش
عددي سعي در تفهيم فرمول ها و قواعد مي شود؛ به طوري كه 
دانش آموز با دقت در اين مثال ها به الگوهاي منطقي پي مي برد 

كه صورت رياضي آن ها همان فرمول ها هستند.

مسئلة 1 
1. جدول زير را تكميل كنيد.

                                                                  عدد توان دار
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                                                                    حاصل

2. چه رابطه اي بين اعداد سطر دوم جدول مي يابيد؟
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مسئلة 3
اتحادها و تجزيه ها

1. به ازاي مقادير داده شده براي x جدول را كامل كنيد.
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2. با مقايسة دو ستون آخر جدول چه نتيجه اي مي گيريد؟ 
ــر براي x ادامه  ــدول را به ازاي چند مقدار ديگ اگر ج

دهيم، چه حدسي براي دو ستون آخر مي زنيد؟
گرچه اين روش از نظر علمي جايگاه معتبر ندارد و با بيان 
ــت، اما  ــال ولو با تعداد زياد، اثبات موضوع تحقق نيافته اس مث
ــت گاهي با مثال هاي هدايت شده اي، ذهن  در آموزش نياز اس
ــوع نزديك كرد. در اين ميان نبايد  ــوز را به فهم موض دانش آم
از تأليف سؤالاتي كه هوشمندي الگويابي را تقويت مي كنند، 

غافل بود.
مثال: از مثال هاي زير به چه الگويي مي رسيم؟
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مورد آخر الگويي است كه بايد دانش آموز به عنوان نتيجه 
اعلام كند و چون اين نتيجه خودجوش است، ماندگار و قابل 

تعميم مي شود.

   راهبرد دوم: 
روان خواني عبارت هاي رياضي به جاي رو خواني 

عبارت هاي رياضي
ــده و  ــارت جبري داده ش ــاب چند عب ــمتي از كت در قس
ــت مفهوم آن ها به زبان فارسي بيان شود.  ــده اس خواسته ش
گرچه ترجمة تمام و كمال يك عبارت رياضي كاري غيرممكن 
ــود دارد، اما رويكرد  ــت و محدوديت هايي در اين بين وج اس
آموزشي مجوز اندكي تسامح و تساهل را به ما مي دهد. ارزش 
روان خواني وقتي مشخص مي شود كه در كلاس درس متوجه 
 2n 2 وn ــويم، دانش آموزان هيچ تفاوتي بين عبارت هاي مي ش
ــتند. يا اينكه در  يا عبارت هايي مانند sinx2 و sin2x قائل نيس

ــوزي مي خواهيم عبارت  ــي از دانش آم ــال بعد وقت رياضي س
ــن جوابي  ــد، با چني } را بخوان }
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ــه واي برابر دو  ــويم: «اف ايكس واي به طوري ك مواجه مي ش
ايكس.»

اين راهبرد تقريباً در بقية فصل ها متوقف شده است. مثلاً 
در قسمت توان مي توانستيم چنين تمريناتي را ذكر كنيم:

}1. تساوي مقابل را به زبان فارسي بيان كنيد. }
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ــاوي درهم ضرب  ــرگاه دو عدد توان دار با پايه هاي مس ه
شوند، يكي از پايه ها را مي نويسيم و توان ها را جمع مي كنيم.

2. اتحاد مقابل را به زبان فارسي بازنويسي كنيد.
{ }
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ــود مربع اولي، به اضافة مربع  مربع مجموع دو عدد مي ش
دومي، به اضافة دو برابر حاصل ضرب اولي در دومي.

3. فرمول مقابل را به زبان فارسي بازنويسي كنيد.
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فاصلة دو نقطه در دستگاه مختصات مي شود جذر مجموع 
ــة مربع اختلاف  ــاي دو نقطه، به اضاف ــع اختلاف طول ه مرب

عرض هاي آن ها.
ــمت محدود  ــه روية مذكور نبايد به يك قس نتيجه اينك

مي شد و در ديگر فصل ها هم بايد ادامه مي يافت.

   راهبرد سوم:
بيـان عبارت هاي جبـري با اسـتفاده از تعابير 

هندسي
ــاحت بيان و  ــل از كاربرد اين راهبرد نياز بود اصل مس قب
تفهيم شود. همچنين، مربع كامل شدن به عنوان فرايندي كه 

به حل مسئله كمك مي كند، قابل طرح بود.

اصل مساحت: 
مساحت كل برابر است با مجموع مساحت هاي اجزا

مسئلة 4 
مساحت شكل زير را حساب كنيد.
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مسئلة 5 
ــه يك مربع كامل  ــر را طوري كامل كنيد كه ب ــكل زي ش

تبديل شود.

b

a a2

b2

b

a

با افزودن دو مستطيل به طول و عرض a و b، شكل به يك 
مربع كامل تبديل مي شود.

b
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a

مساحت مربع كامل شده را با دو روش زير پيدا كنيد: 
1. با استفاده از مساحت مربع: 
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مربع يك ضلع           مساحت مربع

2. با استفاده از اصل مساحت: 
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نتيجه: 
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ــت. تعميق اين  ــده اس باز هم اين راهبرد نيمه كاره رها ش
ــت بر ارزش علمي كتاب بيفزايد و به تفهيم  راهبرد مي توانس

برخي مطالب ياري رساند. به مسئلة زير دقت كنيد.

مسئلة 6 
قضية فيثاغورس را با استفاده از شكل زير اثبات كنيد.
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       راهبرد چهارم:
     توجه مفهومي به تعاريف

ــم:  ــوم رياضي از دانش آموزان مي پرس گاهي در كلاس س
ــتي ارائه  ــت؟ و با تعجب مي بينم كه جواب درس اتحاد چيس
نمي شود. يا مثلاً مي پرسم: فرق اتحاد و معادله چيست؟ و باز 
مشاهده مي كنم درك درستي از اين موضوع وجود ندارد. علت 
ــت كه در كتاب هاي قبلي فقط به ذكر صورت تعاريف  اين اس
ــائلي مطرح  ــد. در صورتي كه در كتاب جديد مس اكتفا مي ش
مي شوند كه در آن ها مفهوم تعاريف به چالش كشيده مي شود.

مثال 1. معلم پرسيد: آيا عبارت «چهار عدد زوج متوالي» 
ــان مي دهد؟ دانش آموزي گفت: بله، مثلاً  يك مجموعه را نش
ــخ او صحيح بوده است؟ در  ــما آيا پاس {2,4,6,8}. به نظر ش

صورت اشتباه بودن، علت اشتباه را توضيح دهيد.
بايد به اين دسته از سؤالات و كيفيت آن ها افزود.

ــت؟ بله چون  ــاوي X =0 ×0 يك اتحاد اس مثال 2. آيا تس
ــود، تساوي  به ازاي تمامي مقاديري كه جايگزين متغير X ش

برقرار است.

       راهبرد پنجم: 
     «مفهوم محوري» به جاي «قاعده محوري» 

شايد مهم ترين راهبرد و رويكرد آموزشي در كتاب همين 
ــي زيرمجموعه اي از اين  ــد و بقية راهبردها به نوع راهبرد باش
راهبرد اساسي باشند. براي روشن شدن موضوع به ادامة مطلب 

توجه كنيد: 
قاعده: كسري كه مخرج آن صفر باشد، تعريف نشده است.

مسئلة 6

A
b
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مفهوم: چرا كسري كه مخرج آن صفر است، تعريف نشده 
است؟

قاعده يك دستورالعمل حفظي است كه بسيار خوشايند 
دانش آموز است زيرا با دانستن آن، مسئله با سهولت و سرعت 
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هرچه تمام تر حل مي شود. مثلاً طبق قاعده مي گوييم 

تعريف نشده است، اما مفهوم، يك استدلال منطقي است 
كه با استفاده از تفكر به دست مي آيد. نمونه هاي زير را ملاحظه 

كنيد.

 يك سؤال است. يعني چه عددي را در 3 
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1. محاسبة 

ضرب كنيم كه جواب بشود 12؟ جواب: 4

 يك سؤال است. يعني چه عددي را در 
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2. محاسبة 

5 ضرب كنيم كه جواب بشود 15؟ جواب: 3

 يك سؤال است. يعني چه عددي را در 4 
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3. محاسبة 

ضرب كنيم كه جواب بشود 0؟ جواب: 0

 يك سؤال است. يعني چه عددي را در 0 
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4. محاسبة 

ضرب كنيم كه جواب بشود 5؟ 
چنين عددي وجود ندارد چون هر عددي در 0 ضرب 

شود، حاصل ضرب مساوي 0 مي شود و نه 5. 
به چنين اعدادي در رياضي تعريف نشده مي گوييم.

نمونة سؤال قاعده محور:
 درستي تساوي زير را نشان دهيد.
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نمونة سؤال مفهوم محور: 
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نشان دهيد:      

نتيجه
ــت يا عدم موفقيت تأليف كتاب  ملاك ارزيابي در موفقي
ــت.  ــا عدم توانمندي در بيان مفاهيم اس ــي توانمندي ي درس
ــجاعانه ارزيابي  ــد را اقدامي ش ــف كتاب جدي اين جانب تألي
ــت  مي كنم، اگرچه نقدهايي بر آن دارم. اما نكتة مهم اين اس
كه فقط با تأليف جديد، رويكرد آموزش رياضي احيا نمي شود، 
بلكه اقداماتي چون در نظر گرفتن رياضي به مثابه يك درس 
ــكيل كارگاه آموزشي رياضي در مدارس و... لازمة  مهارتي، تش

اين حركت سازنده است.

خبر

* Behayati110@yahoo.com

ــارات مبتكران كه سابقة 27 سال فعاليت فرهنگي  به  تازگي انتش
ــينة خود دارد، اقدام به انتشار يك مجلة رياضي، ويژة دورة  را در پيش

آموزش متوسطة 2 و كليه علاقه مندان به دانش رياضي كرده است.
ــابقة فعاليت مطبوعاتي علمي را دارد و چند  ــارات كه س اين انتش
ــال پيش هم مجلات رياضي را با عنوان «توان» براي دانش آموزان  س
دوره هاي راهنمايي و دبيرستان به صورت مجزا منتشر مي نمود، اكنون 
ــت. مجلة رياضي  مجلة رياضي پايا را تقديم خوانندگان خود كرده اس
ــماره از آن منتشر شده است (شمارة 1ـ زمستان  پايا كه تاكنون 2 ش

1391 و شمارة 2 ـ تابستان 1392) داراي شناسنامه اي 
به شرح زير است: 

شركت آموزشي فرهنگي مبتكران 
مديرعامل: يحيي دهقاني

صاحب امتياز و مدير مسئول: عنايت االله راستي زاده
سردبير: ميرشهرام صدر

ــي: ناصر بروجرديان،  شوراي برنامه ريزي و كارشناس
ــي،  ــم ريحان ــي، ابراهي ــي رفيع ــرو داودي، مجتب خس
ــوي، ميرشهرام صدر، محمدعلي  سيدحسين سيدموس
ــان، محمود نصيري،  ــي، بهزاد منوچهري فريبرزي عراق

احسان يارمحمدي
مديرداخلي: مجتبي رفيعي

ويراستار ارشد: ناصر بروجرديان
ــماره، مقالاتي به چاپ رسيده است كه  در اين دو ش

عناوين برخي از آن ها به قرار زير است: 
ــي، فعاليت ها در  ــتدلال: مجتبي رفيع مغالطه در اس
آزمايشگاه رياضي: دكتر محمدعلي فريبرزي عراقي، آيا 
) تعريف مي شود: دكتر ناصر بروجرديان، باروها در  )−

1
31

رياضي: ميرشهرام صدر، حد تابع: محمود نصيري، آشنايي 
با نقشة مفهومي: دكتر ابراهيم ريحاني ـ مريم استادي ـ 
شهرناز بخشعلي زاده، مسئله هاي تاريخي رياضيات: دكتر 
محرم نژاد ايرد موسي، رمزنگاري با استفاده از ماتريس ها: 
احسان يارمحمدي، معماهاي رياضي: هوشنگ شرقي، 
ــد، كاربرد  ــئله: مجتبي معارف ون ــاي حل مس مهارت ه

دنباله ها در موسيقي: سيمين اكبري زاده 
براي دست اندركاران تهية اين مجله آرزوي توفيق داريم 
و كار آنان را در اين شرايط خاص كه انجام اين گونه كارها، 

مستلزم دشواري هاي فراواني است، مي ستاييم و مطالعة آن را به همة 
علاقه مندان رشته رياضي و به خصوص دانش آموزان توصيه مي كنيم.

تولد  يك نشرية 
جديد رياضي

يك خبر خوب
براى رياضى دوستان!
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رسم نمودار  

از روي نمودار

مريم مهدوي*
دبير رياضي دبيرستان شاهد،
 مازندران (ساري)

با رسم نمودار يك تابع، هم راحت تر مي توان معادلات 
ــا را حل كرد، هم رفتار تابع را  ــادلات مربوط به آن ه و نامع
ــم يك تابع، بررسي خواص  بهتر مي توان فهميد. براي رس
ــيار مهم  ــلاً دورة تناوب يا زوج و فرد بودن آن، بس آن، مث
ــت. در متن زير بيان مي شود كه چگونه از روي نمودار  اس

ــم  ــم كرد. براي رس y را مي توان رس
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f(x)، نمودار 
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 است و هرگاه 
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ــد، آن گاه  1. اگر f(x)> 0 باش

 است. (به عبارت ديگر، هر 
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ــد، آن گاه  f(x)< 0 باش

دو نمودار بالاي محور xها و يا هر دو پايين محور xها واقع 
مي شوند.)

 هستند.
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2. صفرهاي f(x) مجانب هاي قائم تابع 
3. افزايش و كاهش دو تابع عكس يكديگر است. هرگاه 

 نزول مي كند و هرگاه f(x) نزولي 
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ــود كند،  f(x) صع

 صعودي است.
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است، 
 نيز زوج است.
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4. اگر f(x) زوج باشد، 

 نيز فرد است.
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5. اگر f(x) فرد باشد، 

ــد، نمودار  ــر نمودار f(x) در ناحية y>1 واقع باش 6. اگ
ــودار f(x) در  ــت و اگر نم ــوار y<1>0 واقع اس  در ن
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 در نوار y>1 قرار 
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ــد، نمودار  ناحية y<1>0 واقع باش

ــة y< -1 و y<0>1 - برقرار  ــابه در ناحي دارد (وضعيتي مش
است).

ــود.   مي ش

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

ــد، آن گاه  7. اگر f(x)=±1 باش

 از محل تقاطع خطوط y=1 و y=-1 با 
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يعني نمودار 

تابع f(x) عبور مي كند.
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ــودار f(x) و X نقطه اي از  ــر O نقطه اي از نم اگ

ــاي X را از جدول  ــاي O مي توان ج ــد، با توجه به  ج باش
كمكي زير تعيين كرد.
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ــد، آن گاه   باش
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مثال 1. اگر 
را رسم كنيد.

.f(x)>0 :مي بينيم كه y = f(x) حل: در
.
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 بنابراين: 

4

-2

 براي اين 
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ــر x=-2، آن گاه: f(x) =0. بنابراين  اگ
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ــك مجانب قائم  ــده و x=-2 ي مقدار تعريف نش

ــع مي كند،   قط
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ــور yها را در  ــت. چون f(x) مح اس

 قطع مي كند.
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 محور yها را در 

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

آموزشى
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مثال 2. اگر 
را رسم كنيد.

حل: x=1 و x=-2 صفرهاي f(x) هستند. پس مجانب هاي 
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y = f(x) است، پس 
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ــد، مي بينيم:  ــي x<1>2 - باش وقت

.
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وقتي x>1 يا x< -2 ، آن گاه: 

X

y

-2
-1

1

(0,-2)

(-1,-4)
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ــودار f(x) و نمودار پررنگ، مربوط به  خط چين، نم
است):

منبع .......................
مهارت در رياضيات، 

تأليف آنتوني 
نيكلايدس، رياضي 

عمومي (فرزين حاجي 
جمشيدي)

y=x
y=1

y=-1

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

y

y=1

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

X

y=x2

-1-2
1

y = sinx

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

x=π

x

y

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

y = cosx
π

  y=
cosx

1

ــي  يعن  ،

y
f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x )

f(x ) (x )

( , )

( , )

f(x ) (x )(x )

( , )

A ( , )

f(x )
f(x )

f(x )

y
x

y
cos x

y
x

y
s in x

x

x

x

x

x

y f(x )

2

2

1

1 0

1 0

1

1 1

2
0 4

10
4

1 2
1 4

11
4

1 0 0

1 0

1
4

1

1

1

1

3
2

2

2
3
2

2

2

=

>

<

= ±

= +

= − +
− −

− −

< ← <

>

=

=

=

=

π
=

π
=

π
= −

− π
=

= −π
π

π
−

=

و   f(x) = cosx ــن  نقطه چي ــودار  نم
y = csc(x) ، در شكل فوق رسم شده است.
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رشد آموزش رياضي
شماره هاي 9 تا 12

اين شماره:

مهندس الممالـك،  بيرشـك،  احمـد   :
غلامحسين مصاحب، رياضيات محض و 
كاربردي، مفتاح المعاملات، محمدبن ايوب 

طبري، مسئلة چهار رنگ

ايران

تاريخچه
مجلاترياضى

غلامرضا ياسي پور* 

ــد آموزش رياضي در  ــمارة نهم رش ش
سال سوم نشر آن در بهار 1365 به قيمت 
ــترس علاقه مندان قرار  ــال در دس 100 ري
گرفته است. يكي از مطالب آن مصاحبه با 
احمد بيرشك، دبير رياضي دبيرستان هاي 

هدف است.
ــش  ــورد خوي ــاي بيرشـك در م آق
مي گويد: «زندگي خودم چيز شايان توجه و 
گفتني ندارد، مگر كوشايي و طبع اجتماعي 
ــاره اي به آن ها براي فرزندان  ــايد اش كه ش
ــد. چون  ــن خالي از فايده نباش روحاني م
پدرم كارمند دولت بود، و به حكم وظيفه در 
نقاط دوردست ميهنمان در شمال و جنوب 
و شرق و غرب خدمت مي كرد، ما فرزندان 
تحصيلي  وضع  خانواده 
ــبيه به آنچه  منظمي ش
نداشتيم.  است  متداول 
من آموختن زبان مادري 
ــوي و  و زبان هاي فرانس
ــي را در خردسالي  روس

نزد پدر آغاز كردم.»
ــك در  آقاي بيرش
خود  ــات  تأليف ــورد  م
ــد: «اما تأليف.  مي گوي
زماني كه در دبيرستان 
ــدم،  مـي خوانـ درس 

ــة  هندس ــاي  كتاب ه
متداول از رضا نجمي، 
و  مهندس الممالـك 
رهنما  غلامحسـين 
بود. كتاب هاي مهندس 
ــي بود، ولي كار را  ترجمة تمام عيار و خوب
براي دانش آموز بسيار آسان مي كرد؛ يعني 
ــه او نمي داد. كتاب رهنما كه  مجال فكر ب
فقط يك جلد و براي سال سوم دبيرستان 
ــت سخت را  بود، آن گونه بود كه بايد پوس
ــت و ميوة خوش مزه را بيرون آورد و  شكس
به نظر من قدري بيشتر از استعداد شاگرد 
ــوم از او مي طلبيد. در 1314 يا  كلاس س
ــه اي  ــدم كه هندس 1315 من مصمم ش
ــدازة كتاب هاي  ــه ان ــه ب ــه ن ــم ك بنويس
مهندس الممالك نيروي تفكر را عاصي كند 
ــة رهنما زائد بر حد،  ــه به اندازة هندس و ن

پرتوقع باشد.»
ــي ايران  ــاي رياض ــورد مجله ه در م
ــن مجلة رياضي آن  ــايد اولي مي گويد: «ش
ــد كه غلامحسـين مصاحب بعد از  باش
اتمام دورة دارالمعلمين و شايد هم مقارن 
ــه كرد، ولي  ــان تحصيل در آن، تهي با زم
ــت. باشـگاه مهرگان  ــري دراز نداش عم
ــق نيافت.  ــا توفي ــدد برآمد، ام ــم درص ه
ــاي عبدالحسـين مصحفي  ــت آق هم
ــدت يكان  ــار مرتب و درازم ــب انتش موج
ــفانه جايش نزد علاقه مندان  بود كه متأس
ــد. آشـتي با  ــه اين گونه كارها خالي ش ب
رياضيات و حالا آشـنايي با رياضيات 
آقاي پرويز شـهرياري و همكارانش نيز 

ــت كه بايد اميدوار بود كه پايا  ــي اس تلاش
ــد و فرجام نيك داشته باشد. اما مجلة  باش
خوب رياضي بايد در عين حال كه با زمان 
پيش مي رود، گذشته را از نظر دور ندارد و 
كارهاي پيشينيان را نشان دهد؛ مخصوصاً 
اگر كارهايي ناديده مانده باشد. يك مجلة 
خوب رياضي نمي تواند خواهش كساني را 
كه در سطوح مختلف رياضي كار مي كنند 
ــازد؛ هر سطح مجله اي مناسب  برآورده س

براي خود مي خواهد.»
ــت» از دكتر  ــة «رياضيات چيس مقال
ــم مي گويد:  ــورد اين عل مدقالچـي در م
«فيليسـين شـاله در كتاب شـناخت 
ــد: رياضيات عبارت  روش علمي مي گوي
ــا، و به عبارت ديگر  ــت از علم كميت ه اس
علم اندازه گيري غيرمستقيم مقادير. روش 
ــتنتاج يك  ــت از اس ــات عبارت اس رياضي
ــك اصولي كه در  ــله از قضايا به كم سلس
آغاز هر قسمت آن وضع شده است. با اين 
ــامل حساب،  تعريف، او دانش رياضي را ش
ــه مي داند و متناسب با ديد  جبر و هندس
فلسفي خويش براي هريك از اين ها تعريف 
ــبب تقويت روح  ارائه مي دهد. اين باور س
ــود كه  منطق گرايي گرديده و باعث مي ش
ــتنتاج منطقي را در بخش هاي  قدرت اس

متفاوت رياضيات ملاحظه كنيم.»
ــماره  بعضي از مقاله هاي ديگر اين ش
ــه و خطوط  ــارت بودند از: تاريخ هندس عب
موازي، نامشخص ترين مثلث، استدلال هاي 

معمايي هندسي.
***



57 ش�رۀ  2
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲

ــد آموزش اين شماره: ــمارة دهم مجلة رش در ش
ــي مقاله اي از دكتر طاهر قاسـمي  رياض
ــام « ارزيابي رياضيات محض»  هنري با ن
آمده است. در اين مقاله مي خوانيم: «سؤالات 
اوليه اي كه به ذهن خطور مي كنند، معمولاً 
ــت  بدين صورت اند: رياضيات محض چيس
ــه تفاوتي دارد؟  ــا رياضيات كاربردي چ و ب
آيا رياضيات محض علم مفيدي است؟ آيا 
ــات محض زاييدة يكي دو قرن اخير  رياضي
است يا از قديم الايام وجود داشته است؟ آيا 
رياضيات مبتني بر نيازهاي جامعه بوده و به 

تناسب آن پيشرفت كرده است و مي كند؟
ــن نوع  ــي به اي ــت جواب گوي در جه
سؤالات مقالات متعددي توسط فلاسفه و 
دانشمندان رياضي نوشته شده است و گاه 
نظريات آن ها كاملاً متفاوت مي باشد. من در 
اين مقاله در پي آن نيستم كه اين نظريات 
ــاره اي  را به طور مفصل بازگو كنم، ولي اش
به نظريات برخي از صاحب نظران از جمله 
برتراند راسـل و هاردي را در اين مقوله 

مفيد مي دانم.
ــل مي گويد: در رياضيات محض  راس
ــله قواعد معين استنتاج آغاز  از يك سلس
مي كنيم و با توجه به آن ها نتيجه مي گيريم 
ــند،  ــت باش كه اگر گزاره يا گزاره هايي راس
گزارة ديگري نيز راست است. بخش وسيعي 
ــوري را همين  ــول موضوع منطق ص از اص
قواعد استنتاج تشكيل مي دهند. به عقيدة 
ــي مجموعة  ــل، رياضيات محض يعن راس

احكامي مبني بر اينكه اگر گزاره اي دربارة 
شيئي نامشخص صادق باشد، آن گاه فلان 
گزارة ديگر هم دربارة آن شيء صادق است. 
البته در مورد صدق واقعي اين گزارة نهايي 
ــم از ماهيت  ــي نمي كنيم و ذكري ه بحث
ــيئي كه فرض كرده ايم و حكم صادقي  ش
ــان نمي آوريم، زيرا  دربارة آن داريم، به مي
ــن نكات اختصاص به رياضيات كاربردي  اي

دارند.»
ــيار جالب اين  ــي از مقاله هاي بس يك
شماره، مقاله اي با عنوان « گفت وگو با مايكل 
اتيا» است. اين مقاله كه به ترجمة سيامك 
كاظمي است، چنين آغاز مي شود: «اتيا در 
آغاز مصاحبه مي گويد كه از دوران نوجواني 
به رياضيات علاقه  داشته است و جز دوران 
ــالگي ـ كه توجه كوتاه  كوتاهي ـ در 15 س
مدتي به شيمي پيدا كرده، هيچ وقت به طور 
جدي به در پيش گرفتن كار ديگري، مگر 

پرداختن به رياضيات، نمي انديشيده است.
در پاسخ به اين سؤال كه در رياضيات 
جريان هاي عمده و غيرعمده وجود دارند، 
مي گويد: بله فكر مي كنم همين طور است. 
من به  شدت با اين نظر مخالفم كه رياضيات 
ــه اي از موضوع هاي جداگانه  صرفاً مجموع
است و اينكه شما مي توانيد به دلخواه خود 
ــم بگذاريد،  ــوع را كنار ه چند اصل موض
روي آن ها كار كنيد، پيش برويد، و به اين 
ــي اختراع  ــاخة جديد رياض طريق يك ش
كنيد. رياضيات صرفاً حاصل يك گسترش 
ــت، بلكه تاريخچة مفصلي از  ارگانيك نيس
ارتباط با گذشته است، و ارتباطاتي با ساير 

رشته ها دارد.»
ــماره  بعضي از مقاله هاي ديگر اين ش
ــلامي؛  ــات دورة اس از: رياضي ــد  عبارت ان
و  ــتگي  پيوس ــه؛  هندس از  ــي  درس هاي
ــتدلال هاي  ــتق پذيري تابع ريمان؛ اس مش

معمايي.
***

ــد آموزش  ــمارة يازدهم مجلة رش ش
ــار يافته است.  رياضي در پاييز 1365 انتش
ــاي ميرزا  ــة آن مصاحبه با آق اولين مقال

ــهور رياضيات است.  جليلي از دبيران مش
ــي در مورد تأليف  در مصاحبه، آقاي جليل
كتاب هاي درسي به طور مفصل داد سخن 
ــش كه:  ــخ به اين پرس ــد و در پاس مي ده
«كتاب درسي رياضي چگونه تدوين و تأليف 
مي شود؟» مي گويد: «لازم به يادآوري است 
ــاي انقلابي و فرهنگي بعد از  كه ضرورت ه
انقلاب ايجاب مي كرد كه كتاب هاي درسي 

تجديد تأليف شود.»
ــماره ادامة  ــن ش ــاي ديگر اي مقاله ه
ــتند و بعضي از آن ها  ــاي ثابت هس مقاله ه
ــتدلال هاي معمايي؛ حد  ــد از: اس عبارت ان

دنباله و حد تابع؛ درس هايي از هندسه.
مقالة معرفي و بررسي اجمالي كتاب، 
از سيدمحمدحسن حسيني، به معرفي 
كتاب «مفتاح المعاملات» پرداخته است و 

در مورد آن مي نويسد: 
ــتة  نوش ــلات،  مفتاح المعام ــاب  «كت
ــي رياضي  محمدبن ايـوب طبري، متن
ــت كه به كوشش  از قرن پنجم هجري اس
آقاي دكتر محمدامين رياحي كه نسخة 
ــردي از آن را در كتابخانة موزة  منحصربه ف
اياصوفية تركيه يافتند، توسط انتشارات 
ــال 1349  بنيـاد فرهنگ ايـران در س
ــت. نام و كنيت نويسنده،  منتشر شده اس
ابوجعفـر محمدبن الحاسـب طبري و 
ــي كتب محمدبن ايوب الطبري  در بعض
آمده است. اشاراتي هست كه اين دانشمند 
معاصر الب ارسلان و ملكشاه سلجوقي 

ــع  ــل در رب ــوده و لااق ب
ــا بعد از  ــرن از 465 ت ق
ــت  ـــ .ق فعالي 485 ه

علمي داشته است.»
***

ــم  ــمارة دوازده ش
ــوزش  ــد آم ــة رش مجل
ــوم  ــال س رياضي در س
ــار آن، در زمستان  انتش
مي شود.  منتشر   1365
آن،  مقــــالة  ــن  اولـي
ــت؟»  چيس «رياضيات 

ــع  ــل در رب ــوده و لااق ب
ــا بعد از   ت
ــت  ـــ .ق فعالي  ه

ــم  ــمارة دوازده ش
ــوزش  ــد آم ــة رش مجل
ــوم  ــال س رياضي در س
ــار آن، در زمستان  انتش
مي شود.  منتشر   
آن،  مقــــالة  ــن  اولـي
ــت؟»  چيس رياضيات 

رياضيات 
صرفاً حاصل 
يك گسترش 
ارگانيك 
نيست، بلكه 
تاريخچة 
مفصلي از 
ارتباط با 
گذشته است، 
و ارتباطاتي با 
ساير رشته ها 
دارد
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ــش در اين  ــماره هاي پي دنبالة مطالب ش
ــماره  ــت. اغلب مقاله هاي اين ش زمينه اس

دنبالة مطالب قبل هستند.
ــماره مقالة  ــي از مقاله هاي اين ش يك
ــت رياضي» است  «مفهوم مدل هاي زيس
ــود: «تا اوايل  كه با اين جملات آغاز مي ش
1960 رياضيات عملي عبارت بود از كاربرد 
ــك. در  ــائل مكاني ــات در حل مس رياضي
ــر رياضيات عملي و يا رياضيات  حال حاض
ــتفادة  ــت از موارد اس كاربردي عبارت اس
ــته هاي مختلف از قبيل  ــات در رش رياضي
اقتصاد، بيولوژي، جغرافيا، پزشكي و غيره. 
ــترك تمام اين كاربردها مبحث  فصل مش

مدل هاي رياضي مي باشد.»
ــم: «به منظور حل  ــه مي خواني در ادام
يك مسئله، شخص بايستي تمام جنبه هاي 
مربوط از قبيل متغيرها و پارامترهاي داخلي 
ــا فاكتورها و  ــرات متقابل آن ها را ب ــا اث و ي
ــي مدنظر قرار دهد. بعضي از  عوامل خارج
ــن مراحل جنبة كيفي  ــج حاصله از اي نتاي
دارد و بعضي جنبة كمّي. نمونه سازي شامل 
بررسي دقيقي از اجزاي مقداري مي باشد، 
ــه قابليت  ــي از اين اجزا ك ــرا بخش هاي زي
اندازه گيري دارند، بايستي 
مقدار  ــوند.  ش ــخص  مش
تأثير فرايند تحت مطالعه 
ــده و در  ــتي ذكر ش بايس

مدل نيز گنجانده شود.»
ــد:  ــه مي گوي مقـــال
ــك  ــي ي ــف كيف «توصي
ــتي  ــئله نه  فقط بايس مس
شامل تعريف هدف باشد، 
بلكه بايستي حاوي پروسة 
واقعي كه به منظور برآورد 
ــد. در ضمن  هدف اتخاذ مي گردد نيز باش
ــاي كنترل پذير و غيرقابل  كنترل  فاكتوره

يك پروسه بايستي شناخته گردند.
ــازي يك  در تجزيه و تحليل نمونه س
ــتي موردنظر  ــئله نكات زيادي را بايس مس
ــرار داد كه اولين نكتة مهم تعيين هويت  ق
ــئله و در مرحلة  ــدن مس ــناخته ش و يا ش

بعدي فرموله شدن آن مي باشد. در پروسه 
فرموله كردن، بايستي متغيرهاي مستقل 
ــته، تصادفي و يا قطعي را مشخص  و وابس
ــپس كنترل پذيري و يا غيرقابل  نمود و س
كنترل بودن آن ها را مورد تجزيه و تحليل 

قرار داد.»
مقاله از آن مفصل تر است كه بتوان به 
تمام نكات ارزشمند آن اشاره كرد. بنابراين 
ــل مقاله حوالت  ــتاق را به اص خوانندة مش
ــر از مقاله هاي مجله  مي دهيم. بعضي ديگ
عبارت اند از: رسم نمودار توابع؛ حل مسائل 

شمارة 10؛ قرينه سازي جبري؛ و...
ــد تفكر  ــب مقالة «رش ــة مطل خلاص
ــه در ابتداي مقاله از  ــي»، آن چنان ك رياض
دكتر محمدحسن بيژن زاده آمده، چنين 

است: 
ــه  آتي ــالات  مق و  ــه  مقال ــن  اي «در 
كوشش مان اين است تا «رشد قوة بچه ها» 
ــي و انجام اعمالي  ــت تفكر رياض را در جه
كه روش هايي اساسي براي بررسي خواص 
ــيا و موقعيت ها  عددي، كمي و فضايي اش
ــد  ــتند، رديابي كنيم. مطالعة اين رش هس
براي معلمين و دست  اندركاران برنامه ريزي 
آموزشي اهميت حياتي دارد، زيرا كه هدف 
اصلي معلمين از آموزش رياضي به بچه ها، 
بايد شكوفايي استعداد آن ها از درك روابط 
و باروري تفكر صحيح در آن ها باشد تا براي 
كسب علوم و فنوني كه جامعه بدان محتاج 
است، آماده باشند. براي اينكه معلم بتواند 
ــتعدادي را  به بچه ها كمك كند تا قوه و اس
ــت، رشد  كه خداوند به آن ها هديه داده اس
بدهند، بايد قادر باشد تا در هر زماني از راه 
اموري كه بچه ها انجام مي دهند، نوع تفكر 
ــد. فقط در اين صورت است  آنان را بشناس
كه مي توان رشد بيشتر بچه ها را برنامه ريزي 
كرد. آگاهي مان از مراحل رشد تفكر بچه ها 
ما را به لزوم اين امر متقاعد مي كند كه بايد 
به بچه ها در فرصت هاي بسيار اجازه داد تا 
با اشيا و مواد مختلف و متنوعي تجربه و كار 
ــات خود را به زبان خودشان  كرده، احساس
ــاوت كنند و از  ــان قض بيان كرده، خودش

راه كشفياتي كه مي كنند، فكر بكنند و به 
راه حل هاي مسائل پي ببرند.»

ــه دربارة عدد چنين آمده  در اين مقال
ــدد نمي توانيم كميت ها  ــت: «بدون ع اس
ــه بايد واحدهاي  ــدازه بگيريم، چون ك را ان
ــماريم. از طرفي ديگر،  ــري را بش اندازه گي
ــه درك عميق تر  ــة كميت ها ما را ب مقايس
ــي از  ــردن بعض ــكار ك ــز آش ــداد و ني اع
ــون مي كند. براي مثال،  خواص فضا رهنم
اندازه گيري طول ها نشان مي دهد كه اعداد 
ــت (طبيعي)، جوابي كه به قدر كافي  درس
دقيق باشد به ما نمي دهد و لذا مجبوريم در 
مورد كسرها بينديشيم. اندازه گيري دو قطر 
يك مستطيل اين ايده را به ما مي دهد كه 

بايد اين قطرها مساوي باشند.»
ــا نام «مروري كوتاه بر  مقالة ديگري ب
تاريخچة مسئلة چهار رنگ» با اين جمله ها 
ــود: «فرض كنيد كه يك نقشه  آغاز مي ش
معين روي يك صفحه داده شده باشد. اگر 
هر يك از كشورها يا نواحي آن با يك رنگ 
ــخص شده و نيز هر دو كشور يا  خاص مش
ــوري كه مرز  ــة مجاور (يعني دو كش ناحي
ــد) داراي دو رنگ متفاوت  ــترك دارن مش
باشند، مي گوييم اين نقشه به طور صحيح 
رنگ آميزي شده است. هر نقشة جغرافيايي 
مي تواند مثالي براي اين گونه نقشه ها باشد. 
ــه ها آن  مثلاً يك راه براي رنگ كردن نقش
است كه هر كشور آن را به رنگ مخصوصي 
درآوريم، اما اين كار از نظر اقتصادي مقرون 
به صرفه نيست. طبعاً در اينجا سؤالي پيش 
مي آيد و آن اينكه: حداقل تعداد رنگ هايي 
ــه به طور  ــراي رنگ آميزي يك نقش ــه ب ك
ــت، چه قدر است؟  صحيح لازم و كافي اس
يك حقيقت مهم در رابطه با اين سؤال آن 
است كه تاكنون نقشه اي پيدا نشده كه براي 
رنگ آميزي صحيح آن به بيش از چهار رنگ 

نياز باشد.»
ــد مي تواند به اصل  ــدة علاقه من خوانن

مقاله رجوع كند.

ــد. در ضمن  هدف اتخاذ مي گردد نيز باش

* aban_mehr@gmail.com

تاكنون نقشه اي 
پيدا نشده كه 

براي رنگ آميزي 
صحيح آن به 
بيش از چهار 

رنگ نياز باشد
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ايستگاه انديشه 
و ادب رياضي

ــالن گفت: «باشه، من  و رياضي دان در حال خروج از در س
هم دو راه براي اثبات آن دارم!»

لطيفة سوم
يك شركت داروسازي موفق به توليد قرص هايي شده بود 
ــي به خصوص به ذهن فرد  كه با خوردن هر يك از آن ها، دانش
استفاده كننده تزريق مي شد! روزي دانش آموزي به داروخانه اي 
مراجعه كرد و از فروشنده پرسيد: قرص كدام دانش ها را دارد. 
ــخ گفت: «خُب بذار ببينم، اين قرص زبان  ــنده در پاس فروش

انگليسيه.»

ــاس  دانش آموز بلافاصله آن را خريد و با خوردن آن احس
كرد كه تسلط خيلي بيشتري نسبت به زبان انگليسي پيدا كرده 

است. بعد به فروشنده گفت: «ديگه چه قرص هايي داريد؟» 
ــنده گفت: «قرص تاريخ، جغرافي، شيمي و فيزيك  فروش

هم داريم!»
و دانش آموز گفت: «قرص رياضي چه طور، نداريد؟»

فروشنده گفت: «چرا مثل اينكه يكي مونده.»
ــت و لحظه اي بعد با يك عدد  ــت ويترين رف و به اتاق پش
ــت و آن را روي ميز گذاشت.  ــت و غول آسا برگش قرص درش
دانش آموز گفت: «صبر كن ببينم! من اينو چه طوري بخورم؟!»

فروشنده گفت: «ببين، خودت هم مي دوني كه رياضيات 
يه كمي هضمش دشواره!»

مىگرسر
علمى ايستگاه سوم

لطيفه هاي رياضي!
بعد از كلنجار رفتن متوالي با معماهاي ايستگاه دوم، حالا 
شنيدن چند لطيفة ظريف رياضي واقعاً لذت بخش است. پس 

با هم بخوانيم: 

لطيفة اول
ــي از زندگي يك رياضي دان آلماني  ابتدا حكايتي خواندن
به نام ارنست ادوارد كومر1. اين رياضي دان كه متخصص جبر 
محسوب مي شد، در زمينة محاسبات معمولي به شدت ضعيف 
ــرب معمولي را هم به خوبي  ــود، به طوري كه حتي جدول ض ب
ــت و گاهي براي نوشتن محاسبه هاي ساده از  در خاطر نداش
ــجويانش كمك مي گرفت. يك بار در كلاس درس خود،  دانش
او مي خواست حاصل ضرب 9×7 را به دست آورد. گفت: «خُب 
هفت نه تا چندتا مي شه؟!» هفت  نه تا... هفت نه تا... بذار ببينم...

يكي از دانشجويان فرياد زد: «مي شه شصت و يك تا!»
و كومر روي تخته نوشت: 61=9×7! اما كمي بعد دانشجوي 

ديگري گفت: «نه آقا، مي شه شصت و نه تا!»
ــت نگه داريد! ببينيد، نمي شه كه 9×7  كومر گفت: «دس
ــاوي 61 و هم مساوي 69 باشه، اون بايد مساوي يكي  هم مس

از اين دو باشه!»

لطيفة دوم
ــي از همكارانش در يك  ــك رياضي دان در جمع روزي ي
ــمينار رياضي، در حال بحث روي اثبات يك قضية جديد  س
بود. پس از آنكه رياضي دان مدتي روي موضوع صحبت كرد و 
استدلال خود را روي تخته نوشت و اثبات را به اتمام رساند، 
ــالن  ــدن از س از جمع خداحافظي كرد و در حال خارج ش
ــت بلند كرد و  ــخنراني بود كه يكي از حاضران دس س
گفت: «صبر كنيد! اين نتيجه درست نيست. من 

يك مثال نقض براي آن دارم!»

دانش برپاية حقايق بنا مي شود، همان گونه كه ساختمان روي 
بلوك هاي سنگي بنا مي شود. ولي برخلاف انبوهي از بلوك ها كه 
ــاختمان بلندتر هستند، انبوهي از حقايق، هرگز فراتر از دانش  از س

نيستند.
هانري پوآنكاره ـ دانش و فرضيه

پي نوشت ........................
1. Ernst Eduard 

Kummer

انگليسيه.»

ــاس  دانش آموز بلافاصله آن را خريد و با خوردن آن احس

بعد از كلنجار رفتن متوالي با معماهاي ايستگاه دوم، حالا 
شنيدن چند لطيفة ظريف رياضي واقعاً لذت بخش است. پس 

ــي از زندگي يك رياضي دان آلماني  ابتدا حكايتي خواندن
. اين رياضي دان كه متخصص جبر 
محسوب مي شد، در زمينة محاسبات معمولي به شدت ضعيف 
ــرب معمولي را هم به خوبي  ــود، به طوري كه حتي جدول ض ب
ــت و گاهي براي نوشتن محاسبه هاي ساده از  در خاطر نداش
ــجويانش كمك مي گرفت. يك بار در كلاس درس خود،  دانش
 را به دست آورد. گفت: «خُب 
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دانش آموزان عزيز مي خواهيم كه با مجلة 
خودتان بيشتر همكاري كنيد و مطمئن 
ــيد كه از سوي ما استقبال گرمي از  باش
شما صورت خواهد گرفت. با اين مقدمه 
ــخ نامه ها و ايميل هايتان  ــراغ پاس به س

مي رويم: 
ــت دانش آموز، سيداحسـان   دوس
ــهر  ــتان دره ش حسـيني، از شهرس

استان ايلام
مقالة شما با عنوان «گراف هاي قطبي» 
به دست ما رسيد و در همين شماره از 
آن استفاده كرده ايم. با سپاس فراوان 
از شما، باز هم ما را مورد محبت خود 

قرار دهيد.
 دوست دانش آموز، هادي صفري، از 
مركز پرورش استعدادهاي درخشان 

شهرستان شهركرد
ــارة برخي ويژگي هاي  مقاله تان درب
رياضي ستاره هاي مرتبة n ام به دست ما 
ــيد. با سپاس از توجهتان، در همين  رس
ــماره آن را به چاپ رسانده ايم. باز هم  ش

براي ما مطلب بفرستيد.
 همكار گرامي مصطفي ديداري

مقاله تان با عنوان «توزيع توپ ها در 
جعبه ها» را در يكي از شماره هاي آينده 
ــكر بسيار از  ــانيم. با تش به  چاپ مي رس
محبت و توجه خاصتان به مجلة برهان 
كه قبلاً هم شامل حال ما شده است، باز 

هم با ما در ارتباط باشيد.
ــتي و  ــي، مهدي راس ــتان گرام  دوس
محمد كشاورز از استان فارس ـ ناحية 

يك شيراز
ــكر از شما، مطلب ارسالي تان  با تش
در اين شماره مورد استفاده قرار گرفته 
است. از شما مي خواهيم كه از تخصص 

ــخن  بدون مقدمه، در همين آغاز س
بايد يك دست مريزاد درست و حسابي 
به همة خوانندگان مجله، اعم از همكاران 
محترم و دانش آموزان عزيز بگوييم؛ چرا 
كه استقبال بسيار خوب و دور از انتظاري 
از فراخوان ما به همكاري و ارسال نامه (يا 
ايميل) به مجلة خودتان داشتيد. از همة 
شما صميمانه سپاس گزاريم و اميدواريم 
كه بيش از پيش به مجله تان توجه نشان 

دهيد و آن را از خودتان بدانيد.
ــه گرمي به  ــما را ب ــت همة ش دس
همكاري مي فشاريم و براي اثبات مدعاي 
ــاره  ــن دو موضوع اش ــه اي ــود فقط ب خ

مي كنيم كه: 
ــماره كمترين تعداد  اولاً، در اين ش
مقاله را از اعضاي هيئت تحريرية مجله 
ــه از خود  ــب مجل ــر مطال ــم و اكث داري

شماست.
ــه مقاله از  ــماره س ــاً، در اين ش ثاني

دانش آموزان عزيزمان داريم.
ــه راه  ــه تازه ب ــتان ك ــه اين دوس ب
نويسندگي آمده اند درود مي فرستيم و از 
آنان مي خواهيم كه اين راه را ادامه دهند 
ــن راه، خود،  ــد! چرا كه اي و هيچ نگوين
ــد داد! بدون  ــان خواه راه را به آنان نش
واهمه بنويسيد و يادتان باشد كه منابع 
ــتاري خود را بي كم و كاست، حتماً  نوش
ــد، و از كپي كردن  ــاً معرفي كني و حتم
ــار ديگران  ــرقت!) آث (معادل مؤدبانة س
ــرود كه اغلب  ــد. يادتان ن جداً بپرهيزي
ــندگان بزرگ سرزمين ما از همان  نويس

دوران نوجواني نوشتن را آغاز كرده اند.
ــة  ــك مجل ــل ي ــا در اص ــة م مجل
ــما  ش از  ــذا  ل ــت،  اس ــوزي  دانش آم

دانش آموزان عزيز مي خواهيم كه با مجلة 
خودتان بيشتر همكاري كنيد و مطمئن 
ــيد كه از سوي ما استقبال گرمي از  باش
شما صورت خواهد گرفت. با اين مقدمه 
ــخ نامه ها و ايميل هايتان  ــراغ پاس به س

مي رويم: 
ــت دانش آموز،  دوس 

حسـينيحسـيني
استان ايلام

مقالة شما با عنوان «گراف هاي قطبي» 
به دست ما رسيد و در همين شماره از 
آن استفاده كرده ايم. با سپاس فراوان 
از شما، باز هم ما را مورد محبت خود 

قرار دهيد.
دوست دانش آموز،  

مركز پرورش استعدادهاي درخشان مركز پرورش استعدادهاي درخشان 
شهرستان شهركرد

رياضي ستاره هاي مرتبة 
ــيد. با سپاس از توجهتان، در همين  رس
ــماره آن را به چاپ رسانده ايم. باز هم  ش

براي ما مطلب بفرستيد.
 همكار گرامي 

ــخن  بدون مقدمه، در همين آغاز س
بايد يك دست مريزاد درست و حسابي 
به همة خوانندگان مجله، اعم از همكاران 
محترم و دانش آموزان عزيز بگوييم؛ چرا 
كه استقبال بسيار خوب و دور از انتظاري 

شماست.
ــه مقاله از  ــماره س ــاً، در اين ش ثاني

دانش آموزان عزيزمان داريم.
ــه راه  ــه تازه ب ــتان ك ــه اين دوس ب
نويسندگي آمده اند درود مي فرستيم و از 

همراه با 
مخاطبان

پاسخ به نامه ها، 

 ايميل ها و...

هاسخ
پا
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ــتفاده كرده و مطالب مرتبط با  خود اس
ــه و برايمان  ــي و كامپيوتر را تهي رياض

ارسال كنيد.
ــكار گرامي خانم مريم مهدوي،   هم
ــاهد  ــتان ش ــي دبيرس ــر رياض دبي

شهرستان ساري ـ استان مازندران
ــالي تان كه براي شركت  مقالة ارس
ــي «استاد پرويز  در مسابقة مقاله نويس
ــتاده بوديد، دريافت  شـهرياري» فرس
شد. نتوانستيم آن را به عنوان مقالة برتر 
انتخاب كنيم، ولي آن را در همين شماره 
ــم ما را مورد  ــانده ايم. باز ه به چاپ رس

توجه خود قرار دهيد.
ــت دانش آموز، امين ادراكي از   دوس

دبيرستان شهيد بهشتي بوشهر
ــما با عنوان «پيوستگي»  مقالة ش
به دست ما رسيد و در همين شماره آن را 
چاپ كرديم. ضمن تشكر، از شما دعوت 
مي كنيم كه به همكاري تان با مجله ادامه 

دهيد.
 همكار گرامي، خانم فهيمه كلاهدوز، 
ــتان دهاقان ـ  دبير رياضي از شهرس

استان اصفهان
ــت  باب ــما  ش از  ــپاس  س ــن  ضم
همكاري تان با مجله كه از سال قبل آغاز 
شده است، اعلام مي كنيم كه مقاله تان با 
عنوان «استدلال رياضي و جايگاه آن در 
رياضيات مدرسه اي» به عنوان مقالة برتر 
مسابقة «استاد پرويز شهرياري» انتخاب 
ــاءاالله هديه اي در خور و قابل  ــد. انش ش
قبول تقديم حضورتان خواهد شد. ضمن 
ــما مي خواهيم به  ــك از ش عرض تبري
ارسال مقالات متنوع در زمينة رياضيات 
ــان ادامه  ــة خودت ــه مجل ــتان ب دبيرس

دهيد.

 همكار محترم، مهـدي ميرزافام از 
شهرستان عجبشير ـ استان آذربايجان 

شرقي
ــا و  ــف و صف ــراوان از لط ــپاس ف س
ــائبه تان. مطالب ارسالي  صميميت بي ش
شما دريافت شد. انشاءاالله در شماره هاي 
آتي از آن ها استفاده خواهيم كرد. حتماً 

باز هم برايمان بنويسيد.
 همكار گرامي خانم احترام انباركي

ــد و در همين  مطلبتان دريافت ش
شماره مورد استفاده قرار گرفت. ان شاءاالله 
ــالات تحليلي و  ــده اي نزديك مق در آين
توصيفي بيشتري از شما دريافت خواهيم 

كرد.
 دانش آموز عزيز، بنيامين هادي زاده

نامة پدرتان در زمينة حدسيه هايتان 
دربارة مثلث متساوي الاضلاع را دريافت 
كرديم. انشاءاالله در مقاله اي كه در شمارة 
آينده به چاپ مي رسد، پاسخ مناسبي به 
آن ها خواهيم داد. با سپاس فراوان از شما 
و پدر بزرگوارتان، از شما مي خواهيم كه 

با ما در ارتباط مداوم باشيد.
 همكار گرامي، مسـعود غضنفري، 

دبير دبيرستان هاي تهران 
ــان، به عرض  ــپاس از مقاله ت ــا س ب
مي رساند كه ايدة استفاده از مساحت ها 
ــاي مثلث،  ــي ميانه ه ــات همرس در اثب
ــت. از جمله، شما را  ايده اي تكراري اس
ــي سه ميانه در  به مقالة «اثبات همرس
مثلث» از آقاي دكتر احمد شرف الدين 
ــطه شمارة  ــد برهان متوس در مجلة رش
ــاع مي دهيم. با اين حال، از آنجا  59 ارج
كه شيوة استفاده از مساحت ها در اثبات 
ــما، كمي با آن مقاله تفاوت دارد، لذا  ش
ــماره هاي آتي  از مقاله تان در يكي از ش

استفاده مي كنيم. البته شايان ذكر است 
ــالي بايد لااقل داراي  كه مقاله هاي ارس
عنوان باشند (!) حتماً منابع خود را ذكر 
كرده باشند، كليدواژه داشته باشند و... كه 
اميدواريم در مقاله هاي بعدي كه برايمان 
مي فرستيد (و حتماً بفرستيد) اين موارد 
را بيشتر مراعات كنيد. با آرزوي توفيق 

روزافزون براي شما همكار گرامي.
 همكار عزيز، خانم مرواريد جعفري

ــك اتحاد و  ــا عنوان «ي مقاله تان ب
نتايج حاصل از آن» به دست ما رسيد و 
ــي شد و در صورت امكان در يكي  بررس
ــماره هاي آتي به  چاپ مي رسد. در  از ش
ــان را براي ما  ــه مقاله هايت صورتي ك
ــاً آن را به فايل  ايميل مي كنيد، لطف
«pdf» تبديل كنيد و بعد بفرستيد. 
با سپاس فراوان از شما، منتظر كارهاي 

بعدي تان مي مانيم.
 دوست دانش آموز، محمد طبيعي از 

تهران
ضمن سپاس فراوان از توجه شما به 
مجلة خودتان و مطلب بسيار خوبي كه 
برايمان فرستاده ايد، حتماً از مطالبتان در 
شماره هاي بعد استفاده خواهيم كرد. در 
ضمن بابت ارسال پاسخ مسائل مسابقه اي 
برهان نيز كه همگي درست بودند، از شما 
ــپاس گزاريم و هديه اي ناقابل برايتان  س
ارسال كرديم. با اين استعداد و علاقه اي 
ــت كه  ــه به رياضيات داريد، حيف اس ك
ــيد. حتماً باز هم  بيشتر و بيشتر ننويس

برايمان از مطالب خوبتان بفرستيد.
ضمن تشكر از دوستان ديگري كه 
در اين بخش فرصت پاسخ گويي به آن ها 
ــخ به اين عزيزان را به  فراهم نشد، پاس

شمارة آتي موكول مي كنيم.
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اعداد

تهيه كنندگان: 
مهدي راستي، 
كارشناس كامپيوتر، ناحية 
يك شيراز
محمد كشاورز، 
كارشناس ارشد كامپيوتر، 
ناحية يك شيراز

آيا تاكنون نام اعداد كامل را شنيده ايد؟ آيا با اين اعداد 
ــگفت انگيزي كه بين  ــنايي داريد؟ از روابط جالب و ش آش

اعداد وجود دارد، چه ميزان و چه مقدار اطلاع داريد؟
ــگفتي و داراي رمز  ــر از ش ــت پ ــات علمي اس رياضي
ــا همراه با  ــود هريك از آن ه ــمار كه وج ــي بي ش و رازهاي
ــه تفكري عميق  ــود در آن، ما را ب ــتگي موج نظم و پيوس
ــي دارد. در اين مقاله مي خواهيم به يكي از اين مباحث  وام
ــوم عليه» را تعريف  به نام اعداد كامل بپردازيم. ابتدا «مقس
ــت آوردن مقسوم عليه هاي يك عدد  مي كنيم و نحوة به دس
را مي آموزيم، سپس در ادامه با بررسي چند مثال و مروري 

كوتاه، به اعداد كامل مي پردازيم.
مقسوم عليه هاي يك عدد: هر عدد طبيعي بر تعدادي 
از عددهاي طبيعي بخش پذير است كه مقسوم عليه هاي آن 
ــتند. مثلاً عدد 20 بر عددهاي 1، 2، 4، 5، 10 و  عدد هس

20 بخش پذير است، پس: 
{20، 10، 5، 4، 2، 1}= مجموعة مقسوم عليه هاي طبيعي عدد 20

اينك به مجموعه هاي زير توجه كنيد: 
{ 4، 2، 1}= مجموعة مقسوم عليه هاي طبيعي 4
{6، 3، 2، 1}= مجموعة مقسوم عليه هاي طبيعي 6
{12، 6، 4، 3، 2، 1}= مجموعة مقسوم عليه هاي طبيعي 12
{17، 1}= مجموعة مقسوم عليه هاي طبيعي 17
{28، 14، 7، 4، 2، 1}= مجموعة مقسوم عليه هاي طبيعي 28
ــوم عليه هاي طبيعي هر عدد به جز  حال به مجموع مقس

خودش توجه كنيد:
3 = 2+1 = مجموع مقسوم عليه هاي طبيعي 4 به جز 4
6 = 3+2+1 = مجموع مقسوم عليه هاي طبيعي 6 به جز 6
16 = 6+4+3+2+1 = مجموع مقسوم عليه هاي طبيعي 12 به جز 12
1 = مجموع مقسوم عليه هاي طبيعي 17 به جز 17
28 = 14+7+4+2+1 = مجموع مقسوم عليه هاي طبيعي 28 به جز 28

ــوم عليه هاي هر عدد  ملاحظه مي كنيد كه مجموع مقس
به جز خودش، مي تواند كوچك تر از آن عدد، مانند «4 و 17»، 
برابر با آن عدد، مانند «6 و 28» و يا بزرگ تر از آن، مانند «12» 
ــتند، چون  ــد. از بين اعداد فوق دو عدد 6 و 28 كامل هس باش

با مجموع تمام مقسوم عليه هاي كوچك تر از خودشان برابرند.
اگر عـددي با مجمـوع مقسـوم عليه هاي كوچك تر از 

خودش برابر باشد، آن عدد را كامل مي گوييم.
اولين بار اقليدس در كتاب خود با نام «عناصر» كه حدود 
300 سال قبل از ميلاد نوشت، به مفهوم عدد كامل اشاره كرد. 
اقليدس اين قضيه جالب را در مورد اعداد كامل به صورت زير 

بيان كرد.
ــد، آن گاه  ــدد اول باش ــك ع ــراي 2k-1 ،k>1 ي ــر ب اگ

2k-1(2k-1) يك عدد كامل است. 
ــت، بنابراين  ــدد اول اس ــك ع ــال، 7=1-23 ي ــراي مث ب
ــد كه صحيح  28=7×4=(1-23)1-23 بايد يك عدد كامل باش

است.
ــت.  ــز يك عدد اول اس ــن، 31=1-32=1-25 ني همچني
بنابراين 496=31×16=(1-25)1-25 نيز بايد عددي كامل باشد 

كه صحيح است.
دو عدد كامل 496 و 8128 را اقليدس يافت.

496=1+2+4+8+16+31+62+124+248
8128=1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1016+2032+4064

ــال از زمان اقليدس، پنجمين عدد كامل  پس از 1500 س
«33/550/336» شناخته شد.

تاكنون با استفاده از رايانه هاي قوي و مجهز، رياضي دانان 
ــت  ــته اند در مجموع 24 عدد كامل را بيابند. جالب اس توانس
بدانيد، بيست و چهارمين عدد كامل بيش از 12 هزار رقم دارد.

چند عدد كامل ديگر:
33/550/336
8/589/869/056
137/438/691/328
230/584/300/8139/952/128

عدد كامل، مقسوم عليه

كامــــل
آموزشى
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شد
ك مجله هاي ر

شترا
گ ا

بر

ك يكساله مجلات عمومي (هشت شماره): 300/000 ريال
 هزينة اشترا

ك يكساله مجلات تخصصي (چهار شماره): 200/000 ريال
 هزينة اشترا

  نشاني: تهران، صنـدوق پستي  امور مشتركين: 16595/111
www.roshdm

ag.ir                                                      :ت رشد
  وبگاه مجلا

ك مجله:                            14 ـ77339713/ 77335110 /   77336656ـ021
  اشترا

ت  در خواستي:
 نام مجلا

......................................................................................

......................................................................................

......................................................................................

 نام و نام خانوادگي:................................................................
ت: ..........................

صيلا
 ميزان تح

 تاريخ تولد:....................... 
ن:..................................................................................

 تلف
ستي:  ................................................................

شاني كامل پ
 ن

خيابان: ................ 
شهرستان: .............. 

استان: .................
مبلغ پرداختي: ..........................

ش: ...................
شمارة في

ستي: ..........................................
شمارة پ

ك: ...................
پلا

......................................................................................

ك خود را ذكر كنيد:
ك مجله بوده ايد، شمارة اشترا

 در صورتي  كه قبلاً مشتر
  

   
               

   
 

 
 

ضا:
                                     ام

ك:
نحوة اشترا

ب 39662000 
ك به شماره حسا

س از واريز مبلغ اشترا
شما مي توانيد پ

ت از
ت افس

ش كد 395، در وجه شرك
ت، شعبة سه راه آزماي

ك تجار
بان

ك مجله شويد: 
ش زير، مشتر

 دو رو
w و تكميل برگة 

w
w.roshdm

ag.ir  :شاني
ت رشد؛ ن

1.  مراجعه به وبگاه مجلا
ش واريزي. 

ت في
صا

شخ
ت م

ك به همراه ثب
اشترا

ت سفارشي 
س

ك با پ
گ تكميل شدة اشترا

ش بانكي به همراه بر
صل في

2. ارسال ا
ش را نزد خود نگه داريد).

(كپي في

........................

ي
صاد

سة اقت
ي و حما

س
سيا

سة 
حما

هاسخ
پا ايستگاه دوم: چند معما از دزدان شهر بغدادايستگاه اول: جورچين هاي عددي

ــرا دوتاي ديگر  ــت. زي   معماي اول: بله عبيد دزد اس
ــري را متهم كرده اند، پس  ــت گفته اند و ديگ كه راس
خودشان بي گناه اند. لذا فقط عبيد مي تواند گناهكار 

باشد.

ــيب اظهارات يكديگر    معماي دوم: چون عماد و حس
ــي از آن ها دروغ مي گويد. اما  را رد كرده اند، پس يك
ــس بايد يكي از آن ها  ــون دو نفر دروغ گفته اند، پ چ

عبيد باشد. لذا عبيد بايد سارق باشد.

ــيب در دزدي شركت داشت،    معماي سوم: اگر حس
آن گاه جمله اي كه گفت (كه عماد هم با آن موافقت 
ــت است و اين موضوع با اين حقيقت كه  كرد) نادرس
دزد راست گفته است، تناقض دارد. بنابراين حسيب 
مجرم نيست. اگر عبيد مجرم باشد، آن گاه هر سه نفر 
ــرط داده شدة مسئله  ــت گفته اند و اين هم با ش راس
(كه حداقل يك نفر دروغ گفته است) تناقض دارد. در 

نتيجه عماد مجرم است و راست گفته است.

پــــاســـــخ 
معماهاي ايستگاه انديشة اين شماره
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  جورچين اول:

  جورچين دوم:

  جورچين سوم:
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ــيب مجرم باشد، مجرم كسي    معمـاي چهارم: اگر حس
است كه راست گفته است و اين با فرض مسئله تناقض 
دارد. پس حسيب بي گناه است و دروغ هم گفته است. 
اگر عماد مجرم باشد، آن گاه عبيد بايد بي گناه باشد. در 
ــت گفته كه باز هم در تناقض با فرض  نتيجه عماد راس
ــت. بنابراين عبيد مجرم است (و هر سه نفر  مسئله اس

دروغ گفته اند).

ــيب  ــد، آن گاه حس         معمـاي پنجم: اگر عماد مجرم باش
بي گناه است و بنابراين راست گفته است، كه يعني عبيد 
ــت و در نتيجه دو نفر مجرم هستند كه با  هم مجرم اس
فرضيات مسئله تناقض دارد. پس عماد نمي تواند مجرم 
باشد و بي گناه است. پس راست گفته است، يعني حسيب 

مجرم است (و به دروغ عبيد را متهم كرده است).

ــيب مجرم است (خودتان       معماي ششـم: باز هم حس
استدلال كنيد).

     معماي هفتم: اگر عماد شتر را دزديده بود، آن گاه جملة 
ــب را دزديده و نه قاطر را، درست مي بود.  او كه او نه اس
اما به ما گفته شده، كسي كه شتر را دزديده، دروغ گفته 
است: بنابراين عماد شتر را ندزديده بود. اگر عماد اسب 
را دزديده بود، پس جمله اش دروغ بود و اين در تناقض 
بود با اين فرض كه دزد اسب راست مي گفت. پس عماد 
قاطر را دزديده بود و حسيب در اظهار اينكه عماد قاطر 
را دزديده، راست گفته است. لذا حسيب شتر را ندزديده 
ــيب اسب را دزديده و در نتيجه عبيد  بود. بنابراين حس

شتر را دزديده بود.

     معماي هشتم:
ــي  قـدم 1: مطابق حقيقت (3)، عماد كم خطرتر از كس
ــاس حقيقت (1) نيز عماد  ــود كه زمرد را دزديده بود. براس ب
ــده بود. بنابراين  ــي بود كه الماس را دزدي كم خطرتر از كس
عماد ياقوت را دزديده بود و دزد زمرد و دزد الماس به ترتيب 

از او خطرناك ترند.
ــب زمرد نبود.  ــق حقيقت (2)، امينا صاح قدم 2: مطاب
ــود، بلكه آن را  ــوت را از امينا ندزديده ب ــن عماد ياق همچني
ــق حقيقت (2)  ــا دزديده بود (كه طب ــن خانم ه از بزرگ تري
نمي تواند امينا باشد). بنابراين امينا صاحب ياقوت نبود، بلكه 

صاحب الماس بود.
ــود، پس مردي  ــب الماس ب ــون امينا صاح قـدم 3: چ
ــت و  ــق حقايق 1 و 4، مجرد اس ــرد، طب ــه از او دزدي ك ك
ــت برادر زن داشته باشد. لذا عبيد نبود. پس عبيد  نمي توانس
ــم دزد الماس  ــيب ه ــرد را دزديده بود و در نتيجه حس زم

بود.
ــود، زيرا عبيد از  ــيب از امينا دزدي كرده ب قدم 4: حس
ــته از ليلا دزدي كرده  ــا دزدي نكرده بود و او نمي توانس امين
ــد، پس از صفيه دزدي كرده بود. بنابراين عبيد زمرد را  باش
ــيب الماس را از امينا، و عماد ياقوت را از ليلا  از صفيه، حس

دزديده بود.

ــتگه انديشة شمارة 79، پاسخ  پاسخ جدول ايس
ــم قرباني بود. دربارة زنده ياد ابوالقاسم  دكتر ابوالقاس
ــماره  ــة 2 جلد اين ش ــار وي در صفح ــي و آث قربان

مطالبي داريم.



65 ش�رۀ ۲
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲



66 ش�رۀ ۲
    زمستان 1392

دورۀ  بيست و سوم      
مجلۀ ریاضی

    دورۀ آموزش متوسطه۲
66 ش�رۀ ۲

    زمستان 1392
دورۀ  بيست و سوم           ۲

مجلۀ ریاضی
    دورۀ آموزش متوسطه

احسان يارمحمدي*

سينمايدر
جهان

تياضيار

*

ضريب هوشي و جنبه هاي 

ديگر از زندگي دانشمندان 

رياضي و فيزيك

     اسم فيلم: ضريب هوشي1
     كارگردان: فرِِد شِپيسي2

     تهيه كنندگان: فرِِد شِپيسي، كارُل بآام3ٌ، اسِكات 
رودين4 و نيل آ. ماچليس5
     نويسنده: انَدي برِِكمن6
     بازيگران: تيم روبينز7، مِگ ريِان8 و والتر مَتيو9
     موسيقي: جِري گولداسميت10
     فيلم بردار: يان بيِكِر11
     تدوين: جيل بيلكاك12
     تاريخ اكران: 25 دسامبر 1994
     مدت فيلم: 95 دقيقه
     محصول: ايالات متحده آمريكا
     زبان: انگليسي و آلماني
     بودجه: 25 ميليون دلار
     فروش بليط در گيشه: 221 / 381 / 26 دلار

در اين فيلم كاترين بويد13 
ــجوي دورة  (مِگ ريِان) دانش
ــگاه  دكتراي رياضي در دانش
پرينستون14 و برادرزادة آلبرت 
اينشتِين15 (والتر مَتيو) است. 
فيلم ضريب هوشي سعي دارد 
ــا و رفتارهاي  ــا ارائة گفتاره ب
ــي از جانب  طنزآميز و فكاه
جنبه هاي  ــه  ب ــش،  بازيگران
ديگري از زندگي دانشمندان 
ــته هاي رياضي و فيزيك  رش
بپردازد. در فيلم مزبور، آلبرت 
 (1897-1955) ــتِين  اينش

ــتان  ــه تن از دوس در كنار س
ــه نام هاي  ب ــمند خود  دانش
-1978) گـودِل16  كـورت 
1906)، بوريـس ياكوولوِيچ 
-1966) پودولسـكي17 
1896) و ناتـان ليِبنِخـت18 
ــش فراواني در  سعي و كوش
ــاي گوناگون  ــب ترفنده قال
به كار مي برند تا كاترين بتواند 
ــتري، به منظور  آشنايي بيش

ــا ادِ والتـرز19 (تيم  ازدواج ب
رابينز) كه به عنوان تعميركار 
ــي  ــك مكانيك ــودرو در ي خ
مشغول به كار است، پيدا كند! 
ــطه از جهان  ــه اين واس و ب
تجريدي اطراف خود كه 
مملو از ديدگاه ها و روابط 
ــدازه اي  ــت، تا ان علمي اس

رهايي يابد.
ــي از  ــي در يك ــا حت آن ه
ــم براي  ــاي اين فيل صحنه ه
ــيدن به مقصودشان بيان  رس
مي كنند كه مايكل فارادِي20 
نجار  ــدا  ابت  (1791-1867)
بوده و سِـر ايـزاك نيوتن21 
ــز در آغاز  (1727-1643) ني
ــت! اما  ــوده اس ــنده ب فروش
كاترين به عمويش مي گويد 
ــك  ــچ گاه ي ــن هي ــه نيوت ك
فروشنده نبوده است. آشنايي 
كاترين و ادِ در تعميرگاه او رخ 
مي دهد و با نقشه اي كه آلبرت 
ايِنشتِين و دوستان دانشمند 
او براي پيوند اين دو مي ريزند، 
ــد. ماجرا تا آنجا  ادامه مي ياب
ــتِين  ــش مي رود كه ايِنش پي
ــتانش، با كمك به ادِ  و دوس
والترز كه حتي كم ترين سواد 
آكادميك را در مورد فيزيك 
ــعي بر اين  كوانتوم ندارد، س
ــه از ادِ والترز نابغه اي  دارند ك

پي نوشت ها........................................
1. I.Q

«ضريب هوشي»، بهره هوشي يا هوش بهر 
ــاري IQ، ترجمة اصطلاح  با علامت اختص
ــا  ــددي ب «Intelligence Quotient» و ع
ــت.  ــن 100 و انحراف معيار 15 اس ميانگي
ــيم هوش،  ــدي و تقس ــن رو در رده بن از اي
ــك 70 درصد از  ــورت ميانگين، نزدي به ص
ــردم داراي هوش ميانه، 12 درصد داراي  م
هوش بالاتر از ميانه، 2 درصد بسيار باهوش 
و 1 درصد افراد برگزيده هستند. همين روند 

دربارة افراد كم هوش، واپس ماندة ذهني و... 
ــت. براي به دست  ــوي ديگر پابرجاس در س
ــي فرد، از وي آزمون هاي  آوردن بهرة هوش
گوناگوني براي ارزيابي قابليت هاي متفاوت 
ــر آزمايش  ــود. ه ــي وي گرفته مي ش ذهن
بخشي از ويژگي هاي مغزي و انديشه اي فرد 
را مي سنجد و سپس از روي آن ها با نگرش 

به سن فرد، بهرة هوشي او معين مي شود.
2. Fred Schepisi
3. Carol Baum
4. Scott Rudin

5. Neil A.Machlis
6. Andy Breckman
7. Tim Robbins
8. Meg Ryan
9. Walter Matthau
10. Jerry Goldsmith
11. Ian Baker
12. Jill Bilcock
13. Catherine Boyd
14. Princeton University
15. Albert Einstein

ــتين (زادة 14 مارس 1879ـ  آلبرت اينش
ــتة 18 آوريل 1955) فيزيك دان  در گذش
نظري آلماني بود. او بيشتر به خاطر نظرية 
ــم ارزي جرم و  ــراي ه ــبيت و به ويژه ب نس
انرژي كه از معروف ترين روابط فيزيك بين 
غيرفيزيك دان هاست، شهرت دارد. علاوه بر 
ــط تئوري كوانتوم و مكانيك  اين، او در بس
ــتين  ــت. اينش ــهم عمده اي داش آماري س
جايزة نوبل فيزيك را در سال 1921 براي 
ــري و به خصوص  خدماتش به فيزيك نظ
ــف «قانون اثر فوتوالكتريك»  به خاطر كش
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ــم كاترين  ــازند تا به چش بس
خوش بدرخشد و پيوند ازدواج 

بين آن ها برقرار شود.
ــه دوست  ــتِين و س ايِنش
ــا كمك هاي  ــمندش ب دانش
ــياري به ادِ والترز، زمينة  بس
ــور او را در يك همايش  حض
فراهم  ــك  فيزي ــي  بين الملل
ــد و او در آنجا به ايراد  مي كنن
سخنراني در زمينة دستاورد 
جديدش مي پردازد. اما ادِ مايل 
ــت كه اصل ماجرا را براي  اس
كاترين بيان كند. به او بگويد 
ــاده  كه تنها يك مكانيك س
است و نه يك تعميركار نابغه، 
ــته مانند عمويش  توانس كه 
ــاده بوده،  كه يك كارمند س
ــمندي  اما در نهايت به دانش
ــته تبديل شده  نامي و برجس
ــتاورد جديدي  است، به دس
ــك كوانتوم نائل آيد.  در فيزي
اما كاترين با انجام محاسبات 
ــتاورد  دقيق رياضي روي دس
ــه نقصان و  ــرز متوج ادِ والت
اشِكال در آن مي شود و قبل از 
اينكه ادِ كلامي به زبان آورد، 
خود متوجه موضوع مي شود. 
ــث آزردگي  ــن موضوع باع اي
ــردي كاترين از  خاطر و دلس
ــا در نهايت با  ــود، ام ادِ مي ش
همكاري اينشتِين و دوستان 

دانشمندش براي ايجاد الفت 
ــا، همه چيز ختم  ــان آن ه مي

به خير مي شود.
چرايي  مي خواهيم  اكنون 
ــذاري اين  ــي نام گ و چگونگ
ــي»  فيلم را به «ضريب هوش
ــرار دهيم؛  ــي ق ــورد بررس م
ــتفاده از مفهوم  ــپس با اس س
ــز مفهوم «هوش  مذكور و ني
ــوش عاطفي يا  هيجاني» (ه
ــي)، به تحليل  هوش احساس
ــور  ــم مزب ــكاش در فيل و كن
ــت مطالبي را  بپردازيم. نخس

ــر اين فيلم  ــراي درك بهت ب
دربارة مفهوم هوش هيجاني 

مطرح مي كنيم.
 EQ هوش هيجاني (كه با
ــود) شامل  ــان داده مي ش نش
ــرل عواطف  ــناخت و كنت ش
ــت.  ــاي خود اس و هيجان ه
ــخصي كه  به عبارت ديگر، ش
ــي دارد،  هوش هيجاني بالاي
ــه مؤلفة هيجان ها (مؤلفة  س
شناختي، مؤلفة فيزيولوژيكي 
ــاري) كه به طور  و مؤلفة رفت
ــا يكديگر  ــزي ب موفقيت آمي

تلفيق مي كند. عوامل مؤثر در 
هوش هيجاني عبارت  اند از: 

1. شناخت عواطف شخصي: 
ــخيص هر  ــي (تش خودآگاه
احساس به  همان صورتي كه 
ــنگ  بناي  ــروز مي كند) س ب
هوش هيجاني است. توانايي 
ــات در هر  نظارت بر احساس
ــت آوردن  ــه، در به دس لحظ
بينش روان شناختي و ادراك 
خويشتن نقش تعيين كننده 
ــخيص  ــي در تش دارد. ناتوان

احساسات راستين، ما را به 

دريافت كرد. او به دليل تأثيرات چشم گيرش 
ــناخته  يكي از بزرگ ترين فيزيك داناني ش

مي شود كه به اين جهان پا گذاشته اند.
16. Kurt Godel

ــل 1906)  ــودل (زادة 28 آوري ــورت گ ك
ــش ـ  ــاهي اتري ــو در پادش ــهر برن در ش
ــتان و در گذشتة 14 ژانويه 1978  مجارس
در شهر پرينستون، ايالت نيوجرسي آمريكا) 
رياضي دان، منطق دان و فيلسوفي اتريشي 
بود. قابل توجه ترين منطق داني كه آثارش 
ــيعي بر تفكرات علوم  ــيار وس تأثيرات بس

ــت، زماني كه  ــفة قرن بيستم گذاش و فلس
ــياري مانند برتراند راسل، آلفرد وايتهد  بس
ــتفاده از  ــگامان اس و ديويد هيلبرت پيش
ــراي فهم  ــوري مجموعه ها ب ــق و تئ منط
مباني رياضيات بودند. گودل با دو «قضاياي 
ناتماميت» شهرت دارد كه درست يك سال 
ــگاه وين  ــد از اخذ مدرك دكترا از دانش بع
ــال 1931 (يعني در سن 25 سالگي  در س
وي) به چاپ رسيد. او همچنين نشان داد 
كه «فرضية پيوستار» را نمي توان به وسيلة 
اصول پذيرفته شده در تئوري مجموعه ها، 

ــداري آن اصول، باطل كرد. او  به فرض پاي
سهم عمده اي براي اثبات تئوري به وسيلة 
تبيين ارتباط بين منطق كلاسيك، منطق 
ــت. كورت  ــهودگرا و منطق وجهي داش ش
گودل در 23 سالگي براي گريز از مشكلات 
جنگ جهاني دوم به كشور آمريكا مهاجرت 

كرد و تا پايان عمر در آن كشور باقي ماند.
17. Boris Yakovlevich Podolsky

بوريس ياكوولوِيچ پودولسكي (زادة 29 ژوئن 
1896 در تاگونورگ امپراتوري روسيه و در 
ــتة 28 نوامبر 1966 در سينسيناتي  گذش

ايالات متحده آمريكا) فيزيك دان برجستة 
ــمند  ــي كه كارهاي ارزش آمريكايي ـ روس
ــي  ــك كوانتوم ــته اي را در مكاني و برجس
ــت. آلبرت اينشتين، بوريس  انجام داده اس
ــا  ــتند ب ــان روزنِ توانس ــكي و نات پودولس
ــتاوردهاي مشهور  همكاري يكديگر به دس
ــام اين  ــي آر» (ن ــس ايي پ ــه «پارادوك ب
پارادوكس از ابتداي نام هاي خانوادگي اين 
سه دانشمند گرفته شده است) دست يابند.
18. Nathan Liebknecht
19. Ed Walters
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ــار مي كند.  ــردرگمي دچ س
افرادي كه نسبت به احساسات 
خود اطمينان بيشتري دارند، 
بهتر مي توانند زندگي خويش 
ــن افراد  ــت كنند. اي را هداي
ــي  ــات واقع ــارة احساس درب
ــاذ  اتخ ــة  زمين در  ــود  خ
تصميمات شخصي، از انتخاب 
همسر آينده گرفته تا شغلي 
ــاس  ــه برمي گزينند، احس ك

اطمينان بيشتري دارند.
درسـت  بـردن  بـه كار   .2
ــم  ــدرت تنظي هيجان هـا: ق
ــي  نوع ــود  خ ــات  احساس
ــه بر حس  ــت ك ــي اس تواناي
ــامل  ــي متكي و ش خودآگاه
ــت: ظرفيت  ــوارد اس ــن م اي
ــكين تس ــراي  ب ــخص  ش

ــردن  ك دور  ــود،  خ  دادن 
يا  ــردگي ها  افس اضطراب ها، 
ــداول و  بي حوصلگي هاي مت
ــت در اين  ــاي شكس پيامده
ــرادي كه  ــارت عاطفي. اف مه
ــن توانايي ضعيف  ــر اي از نظ
ــاس  با احس ــتند، دائماً  هس
نوميدي و افسردگي دست به 
گريبان اند. اما افرادي كه در آن 
مهارت زيادي دارند، با سرعت 
مي توانند  ــتري  بيش ــيار  بس
ناملايمات زندگي را پشت سر 

بگذارند.
ــراي  3. برانگيختـن خـود: ب

ــران،  ديگ ــه  توج ــف  عط
برانگيختن شخصي، تسلط بر 
نفس خود، و براي خلاق بودن 
لازم است فرد سكان رهبري 
ــت  ــش را در دس هيجان هاي
بگيرد تا بتواند به هدف خود 
ــتن داري  ــت يابد. خويش دس
ــر انداختن  عاطفي (به تأخي
ــاندن  ــازي و فرونش كامرواس
ــاي تحقق  ــا) زيربن تكانش ه
ــت. توانايي  هر پيشرفتي اس
دستيابي به مرحلة غرقه شدن 
در كار، انجام هر نوع فعاليت 
ــم گير را ميسر مي سازد.  چش
افراد داراي اين مهارت، در هر 
ــه برعهده مي گيرند،  كاري ك
بسيار مولد و اثربخش خواهند 

بود.
4. شناخت عواطف ديگران: 
ديگري  ــي  تواناي «همدلي» 
ــر خودآگاهي  ــه ب ــت ك اس
ــاس  عاطفي تكيه دارد و اس
ــا مردم»  ــارت ارتباط ب «مه
محسوب مي شود. افرادي كه 
از همدلي بيشتري برخوردار 
ــم اجتماعي  ــند، به علائ باش
ــان دهندة  ــه نش ــي ك ظريف
نيازها يا خواسته هاي ديگران 
ــت، توجه بيشتري نشان  اس
آنان  توانايي  ــن  اي مي دهند. 
را در حرفه هايي كه مستلزم 
ــت  ــران اس ــت از ديگ مراقب

و  ــروش  ف تدريس،  ــد  (مانن
مديريت)، موفق تر مي سازد.

5. حفـظ ارتباط هـا: بخش 
ــراري  ــر برق ــده اي از هن عم
ارتباط، مهارت كنترل عواطف 
ــد  ــت؛ مانن ــران اس در ديگ
ــا عدم صلاحيت  صلاحيت ي
ــاي  مهارت ه و  ــي  اجتماع
ــراي آن. اين ها  خاص لازم ب
ــه  ــتند ك ــي هس توانايي هاي
محبوبيت، رهبري و اثربخشي 
بين فردي را تقويت مي كنند. 
ــه در اين مهارت ها  افرادي ك
ــادي دارند، در هر  توانايي زي
ــش متقابل  ــه كه به كن آنچ
ــران باز مي گردد،  آرام با ديگ
به خوبي عمل مي كنند. آنان 
ستاره هاي اجتماعي هستند.

ــه موارد  ــون با توجه ب اكن
بالا مي توانيم ملاحظه كنيم 
ــي،  كه در فيلم ضريب هوش
آنچه كه كارگردان اين فيلم 
پيگيري مي كند تا مخاطبان 
ــازد، مفهوم  ــنا س را با آن آش
ــت. فرِِد  ــوش هيجاني اس ه
كارگردان  مقام  در  شِپيسي، 
ــمند  ــم، چهار دانش اين فيل
ــك از  ــه هري ــته را ك برجس
ــي  ــرة هوش ــا داراي به آن ه
ــتند، در كنار ادِ  ــي هس بالاي
ــرز كه تنها يك مكانيك  والت
سادة خودرو است و نمي بايد 

بالايي داشته  ضريب هوشي 
باشد (اين موضوع در فيلم به 
كرات به تصوير كشيده شده 
است)، و نيز كاترين بويد كه 
از ضريب هوشي بالايي بهره 
ــت. اما  ــرد، قرار داده اس مي ب
ــاي  آنچه كه مي تواند راه گش
مسائل و مشكلات روي داده 
ــود، وجه  در زندگي آن ها بش
ــتراك يا وجه تمايز بهرة  اش
ــت. بلكه  ــي آن ها نيس هوش
آلبرت اينشتين و سه دوست 
ــن فيلم،  ــمندش در اي دانش
علاوه بر داشتن بهرة هوشي 
ــوش عاطفي  ــالا، داراي ه ب
ــتند  نيز هس بالايي  ــيار  بس
ــتفاده از اين ويژگي  ــا اس و ب
ــند كاربرد آن را در  مي كوش
ــتِين  اينش برادرزادة  زندگي 

عملي كنند.
ــن مي توانيم اذعان  بنابراي
كنيم: افرادي كه داراي هوش 
ــتند،  بالايي هس ــي  احساس
ــي،  اجتماع ــلات  تعام در 
ــامل  ــاي زندگي ش رويداده
و...  ــا  ناكامي ه ــا،  كاميابي ه
را  ــتري  بيش ــاي  موفقيت ه
ــت  ــبت به افرادي به دس نس
مي آورند كه تنها مي خواهند 
با استفاده از بهرة هوشي شان 
ــكلات زندگي  بر موانع و مش

روزمره فائق آيند.

20. Michael Faraday
ــيمي دان  مايكل فارادي، فيزيك دان و ش
او  كاري  ــاي  زمينه ه ــه  ك ــي  انگليس
ــيمي بود و  ــس و الكتروش الكترومغناطي
ــت.  ــان مادي قرار داش ــرة حكيم در زم
ــرد. با وجود  ــراغ بونزن را ابداع ك وي چ
اينكه فارادي علوم رسمي كمي آموخت 
و رياضيات عالي را خيلي كم ياد گرفت، 
ــمندان  ــي از تأثيرگذارترين دانش اما يك
ــان علم او را  ــود. برخي از مورخ تاريخ ب
بزرگ ترين تجربه گر تاريخ علم مي دانند. 

ــد ظرفيت الكتريكي در  «فاراد» كه واح
ــارادي» كه بار  ــت ف ــت و «ثاب «SI» اس
ــت  ــول از الكترون اس ــي يك م الكتريك
(حدود 96/485 كولن)، بعد از او اين گونه 

نام گذاري شدند.
21. Sir Isaac Newton

سِر آيزاك نيوتن، فيزيك دان، رياضي دان، 
ــوف انگليسي بوده  ــناس و فيلس ستاره ش
است. وي در سال 1687 ميلادي شاهكار 
ــفة طبيعي» را  ــود، «اصول رياضي فلس خ
ــگارش درآورد. در اين كتاب او مفهوم  به ن

گرانش عمومي را مطرح ساخت و با تشريح 
ــم «مكانيك  ــام، عل ــن حركت اجس قواني
كلاسيك» را پايه گذاشت. از ديگر كارهاي 
مهم او بنيان گذاري  «حساب ديفرانسيل و 
ــت. نام نيوتن با انقلاب علمي  انتگرال» اس
در اروپا و ارتقاي نظرية خورشيد ـ مركزي 
پيوند خورده است. او نخستين كسي است 
ــر گردش هاي  ــد طبيعي حاكم ب كه قواع
ــرد. وي  ــف ك ــماني را كش ــي و آس زمين
ــت براي اثبات قانون هاي  همچنين توانس
حركت سياره هاي كپلر، برهان هاي رياضي 

ــن نامبرده، او  ــط قواني بيابد. در جهت بس
ــه مدار اجرام  ــتار را مطرح كرد ك اين جس
ــتارگان دنباله دار، لزوماً  ــماني مانند س آس
ــت، بلكه مي تواند هذلولي يا  بيضوي نيس
ــد. افزون بر اين ها، نيوتن  شلجمي نيز باش
ــس از آزمايش هاي دقيق دريافت كه نور  پ
ــام رنگ هاي موجود  ــفيد تركيبي از تم س
ــت. او فرضية موجي  ــان اس در رنگين كم
هويگنـس را دربارة نور رد كرد. از ديدگاه 
ــت كه از  ــي از ذرات اس ــن نور جريان نيوت

چشمة نور به بيرون فرستاده مي شوند.

* ehsan.yarmohamadi@yahoo.com



 نخستين كاري كه براي حل مسئلة خود بايد بكنيم، فهميدن آن است. هركس 
كه بد بفهمد، بد جواب مي دهد. بايد به صورتي روشن ببينيم كه مي خواهيم به چه 

هدفي برسيم. 
 آدم ديوانه آغاز را در نظر مي گيرد و آدم عاقل به پايان مي نگرد. اگر پايان در ذهن 
ما روشن و آشكار نباشد، به آساني ممكن است از راه حل مسئله دور شويم و آن 

را رها كنيم. مرد حكيم در پايان آغاز مي كند و مرد ابله در آغاز به پايان مي رسد.
 «پيش از آغاز به پايان بينديشيد.» اين اندرزي بسيار قديمي است. با كمال تأسف 
بايد گفت كه همه كس به اين اندرزِ  خوب اعتنا نمي كند. مردمان  غالباً بدون آنكه 
به صورت لازم و شايسته هدفي را كه مي خواهند به آن برسند فهميده باشند، به 

جست وجو، سخن گفتن و حتي مشاجره كردن با ديگران در آن باره مي پردازند. 
 البته تنها فهميدن مسئله هم كافي نيست، بلكه بايد ميل به حل كردن آن نيز در 
ما وجود داشته باشد. بدون داشتن ميلي شديد به حل مسئلة دشوار، در رسيدن به 

جواب آن، بخت يار ما نخواهد شد. هرجا اراده باشد، راه هم هست.
جرج پوليا، رياضی دان بزرگ معاصر

اسـتاد ابوالقاسم قرباني در سـال ۱۲۹۰ شمسي در يكي از محلات جنوب بازار تهران زاده شد. وي در شش سالگي 
تحصيل را در مكتبخانه آغاز كرد، ولي از آنجا كه پدرش با تحصيل او مخالف بود، پس از سه سال تحصيل را رها كرد.

شش سال بعد، يعني در سال ۱۳۰۵ به همت مادربزرگش براي ادامة تحصيل به مدرسة ابتدايي «مولوي» در خيابان 
«قنات آباد» رفت و در سال ۱۳۰۶ دورة ابتدايي را به پايان رساند. سپس تحصيلات متوسطه را در «مدرسة سن لويي» در 
خيابان لاله زار ادامه داد و در سال ۱۳۱۲ با رتبة اول از آن مدرسه فارغ التحصيل شد. بلافاصله تدريس حساب سال اول 

متوسطه و هندسة سال سوم متوسطه را در همان مدرسه به  عهده گرفت.
وي هم زمان در دانش سراي عالي به تحصيل مشغول شد و در آنجا از درس هاي دكتر غلامحسين مصاحب، پروفسور 
تقي فاطمي و پروفسور هشترودي بهره گرفت. سرانجام از دانش سراي عالي ليسانس رياضي دريافت كرد و در دانش سراي 
مقدماتي به تدريس رياضيات مشغول شد. استاد از سال ۱۳۴۱ تا ۱۳۴۵ سرپرست دانشجويان ايراني در سوئيس بود و در 
اين سال ها به كمك منابع كتابخانه هاي اروپا، در زمينة تاريخ رياضيات به تحقيق مشغول بود. پس از بازگشت به ايران 

مدت ۱۲ سال به عنوان استاد «مدرسة عالي دختران» (دانشگاه الزهراي فعلي) به تدريس پرداخت.
اسـتاد ابوالقاسـم قرباني در زمينة تاريخ رياضيات كارهاي سـترگي انجـام داد كه معروف تريـن آن ها كتاب هاي 
«رياضي دانان ايراني، از خوارزمي تا ابن سينا»، «زندگي نامة رياضي دانان دورة اسلامي»، «كاشاني نامه»، «بوزجاني نامه»، 

«نسوي نامه» و «بيروني نامه» هستند.
به جز اين ها، استاد ابوالقاسم قرباني در زمينة تأليف كتاب هاي كمك  درسي رياضيات و نجوم نيز سابقة طولاني دارد. 
ايشان اين كتاب ها را با همكاري مرحوم استاد حسن صفاري تأليف كردند. شهرت كتاب هاي مزبور چنان بود كه هنوز هم 
بسياري از پيشكسوتان رشتة رياضي از آن ها به عنوان كتاب هاي «صفاري ـ قرباني» به نيكي ياد مي كنند. استاد مقالات 
متعددي هم در مجلات علمي و رياضي، مانند مجلات آشتي با رياضي، آشنايي با رياضي، سخن علمي و... به چاپ رساند.

زنده ياد ابوالقاسم قرباني در آذرماه ۱۳۸۰، در حالي كه چند كار پژوهشي ناتمام را در دست انجام داشت، دارفاني را 
وداع گفت. يادش هماره گرامي باد.

استاد ابوالقاسم قرباني
(1290-1380)

رياضي دانان معاصر ايران
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ریاضی
برای دانش آموزان دورۀ متوسطه ٢

 دورۀ بیست و سوم

  1392 زمستان    2 شمارۀ

 8٠٠٠ ریال   64 صفحه

    فصل نامۀ آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی8

  گراف هاي قطبي
  اصل لانه كبوتري گام به گام

  پاى صحبت استاد دكتر مهدى بهزاد
   ويژگي هاي رياضي ستاره هاي مـرتبةn    امُ

  ايراني ها در زمينه هاي متفاوت پيشرفت كرده اند


