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 حسين نامی‌ساعی

ریــــــاضینردبــــــان 
دَةُ  شهادت حضرت فاطمه زهرا )س( را تسليت می‌گوييم. پیامبر اکرم )ص( می‌فرمایند: اِنَّ فَاطِمَةُ سَيِّ

نِسَاءِ الْعَالَمِينَ )همانا فاطمه سرور زنان عالم است1(.
دوستان، متأسفانه در این روزهای مهر و آبان شاهد جنایات رژیم غاصب اسرائیل، و بمباران وحشیانه 
و شدید غزه توسط جنگنده‌های اسرائیلی و هدف قرار دادن خانه‌ها و ساختمان‌های مسکونی و حتی 
بیمارستان‌ها هستیم ،که این عمل ددمنشانه منجر به کشته و زخمی‌شدن هزاران نفر از مردم مظلوم و 
بی‌گناه غزه و حتی شمار زیادی از کودکان و زنان شده‌است. این جنایات نقض قوانین بین‌المللی حقوق بشر 
و بشردوستانه است و از نظر ما و ملت عزیز ایران و تمام ملت‌های آزادی‌خواه و انسان‌دوست محکوم است.

بچه‌ها اجازه دهيد وارد دنيای رياضی شويم. ریـاضی‌ای كه خيلی‌ها فكر می‌كنند سخت است، آيا رياضی سخت 
است؟ رياضی سخت نيســت، اگر تفکرتان منطقی باشد و با دلیل و استدلال آن را مطالعه کنید. حل مسئلۀ 
ریاضی سخت نیست، اگر به جزئیات آن توجه داشته باشید و اطلاعات کافی را برای حل آن به‌دست آورید. فهم 
موضوع‌های جدید ریاضی آسان است، اگر پشتکار به خرج دهید و از دانش قبلی خود برای یادگیری مطالب جدید 
استفاده کنید و پله‌پله پیش بروید. کسی که دنبال فهم و درک ریاضیات است، باید پیوسته مطالعه کند و  خود را با 
ریاضیات درگیر سازد. به‌طور منظم تمرین، مثال و مسئله‌های ریاضی حل کند، از صاحب‌نظران بپرسد و کمک بگیرد، 

و نگرش مثبت و مطمئنی نسبت به ریاضیات پیدا کند. 

چند ســال پیش یکی از دانش‌آموزانم بعد از پایان کلاس پیش من آمد و گفت: »من ریاضیات را دوست دارم، ولی این 
درس را خوب نمی‌فهمم، در حل مسئله‌های ریاضی معمولاً خطا و اشتباه دارم و ...« 

فقط آن دانش‌آموز این مشکل را نداشت، خیلی از دانش‌آموزان در فهم ریاضیات و حل مسئله‌های آن مشکل دارند. از ریاضی 
می‌ترسند، درک نادرستی از مفهوم‌های ریاضی دارند، در حل مسئله‌های ریاضی دقت کافی ندارند، و به نتایج درستی نمی‌رسند 
و دچار اشتباه می‌شوند. é اشتباه‌هایی که از ندانستن و به‌خاطرنسپردن اصول، قضیه‌ها، تعریف‌ها، قوانین یا فرمول‌ها حاصل 
می‌شوند. é اشتباه‌هایی که از به‌کارنگرفتن روش‌های صحیح حل مسئله به‌وجود می‌آیند. é اشتباه‌هایی که در محاسبه‌های جمع، 
تفریق، ضرب یا تقســیم مرتکب می‌شوند. é اشــتباه‌هایی که از درک‌نکردن مفهوم‌ها یا اصول زیربنایی به بار می‌آیند. é و شاید 

اشتباه‌های دیگر. مانند اشتباه‌هایی که در اثر اضطراب و ترس پیش می‌آیند. چه کنیم تا گرفتار این اشتباه‌ها نشویم.

مهم‌ترین عامل و اولین پله برای بالا رفتن از نردبان ریاضی، دوری از این اشتباه‌ها و فهم صحیح ریاضیات؛ و همان‌طور که در ابتدای 
این یادداشت گفتیم، داشتن »تفکر منطقی« است. تفکر منطقی تفکری است که از داده‌ها، دلیل‌ها و شواهد هر مسئله برای حل آن 
و رسیدن به نتایج درست استفاده می‌کند. تفکر منطقی در حل یک مسئله، شناخت مسئله، تجزیه‌و‌تحلیل آن، و به‌کارگیری اطلاعات 
و قواعد و اصول برای پیداکردن ایده و راهی منطقی برای حل آن مســئله است. دومین پله برای فهم ریاضیات، تسلط بر قضیه‌ها، 
اصول و قواعد، و فرمول‌های ریاضی است. سومین پله برای فهم ریاضیات، حل مسئله‌های متنوع و توجه به تمام جزئیات مسئله 
است. توجه داشته باشیم، هنگامی که یک مسئله را حل می‌کنیم، آن را به دقت تحلیل‌وتجزیه، مرتب و سازمان‌دهی کنیم. ارتباط بین 
داده‌های مسئله را بیابیم و از تمام اطلاعات قبلی‌مان برای حل آن بهره بگیریم.  چهارمین پله برای فهم ریاضیات، پرسیدن سؤال و کمک 
خواستن از آن‌هایی است که ریاضی می‌دانند. پنجمین پله برای فهم ریاضیات، دقت و پرهیز از کم‌توجهی است. ششمین پله برای فهم 
ریاضیات، اعتمادبه‌نفس و مثبت‌نگری است. فراموش نكنيد همۀ این‌ها با مطالعه و دوستی با ریاضیات به‌دست می‌آيند. امیدواریم 

شما با تفکری منطقی و به‌کارگیری این توصیه‌ها از خواندن ریاضیات لذت ببرید.
                                               سربلند و موفق باشيد.
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هم‌نهشــتی  قبلی،  بخش‌هــای  در 
ض‌ز‌ض را همراه با كاربردهایی از آن 
در حل مســئله بررسی كردیم. اكنون 
حالت‌های دیگر هم‌نهشتی مثلث‌ها 
را بررسی و سعی می‌كنیم مسئله‌های 
متنوعی را حل كنیم. دومین هم‌نهشتی 
مثلث‌ها هم‌نهشتی دو زاویـه و ضلـع 

بین است.
در بخش‌هــای قبلی این ویژگی را در 
مورد خط‌ها بیان كردیــم كه اگر دو 
خط m و n خــط d را در A و B قطع 
كننــد و α و β مكمل باشــند، یعنی، 
 n و m آن‌گاه دو خــط ،α+β=180°

مواز‌اند )شکل ۱(.
 

شكل 1

 محمود نصیری

مفهوم‌های 
هندسی و 
حل مسئله

∠A و  اكنون فــرض كنیم اندازه‌های 
∠B در یک مثلث معلوم باشند. ضلع 

AB را كه روی ضلع‌های هر دو زاویه 
اســت، ضلع بین دو زاویه می‌نامیم. 
چــون در هر مثلث مجمــوع هر دو 
زاویه از °180 كمتر است، پس مجموع 
∠C از °180 كمتر  ∠B و  اندازه‌هــای 
 B∠ ∠A و  اســت. حال فرض كنیم 
معلوم باشــند و اندازۀ ضلع بین این 
دو زاویه، یعنــی ضلع AB نیز معلوم 
باشد. ابتدا ضلع AB را رسم می‌كنیم. 
سپس دو زاویۀ A و B را رسم می‌كنیم 
)شکل ۲(. بنا بر آنچه توضیح دادیم، 
∠B نمی‌توانند  ∠A و  دو ضلع دیگر 
موازی باشند، در نتیجه در یک نقطۀ 
یكتا مانند C یكدیگر را قطع می‌كنند. 
بنابرایــن، با معلوم‌بــودن دو زاویه 

و ضلع بیــن مثلثی یكتــا می‌توان 
ساخت. یعنی هر تعداد مثلث با این 
ویژگی بسازیم، همه با هم، هم‌نهشت 

هستند. 

شكل 2

در واقع هم‌نهشــتی دو زاویه و ضلع 
بین را داریم.  

هم‌نهشــتی زض‌ز: هرگاه دو زاویه و 
ضلع بین از مثلثی با دو زاویه و ضلع 
بین از مثلث دیگــری نظیر به نظیر 
هم‌نهشت باشند )شكل 3(، آن‌گاه دو 

مثلث هم‌نهشت‌اند.

آشنايی با هم‌نهشتی در مثلث‌ها

ریاضی
ومـدرسه
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شكل 3

در   ،AB DE≅ و   EB∠ ≅ ∠  ، DA∠ ≅ ∠

. FABC DE∆ ≅ ∆ نتیجه: 
اگر هم‌نهشتی ض‌ز‌ض را بدانید، آیا 
می‌توانید هم‌نهشتی زض‌ز را به‌عنوان 
یک مسئله، به كمک آن ثابت كنید؟ 
مسلماً یكی از راهبردهای حل مسئله 
در هندسه تبدیل آن مسئله به مسئلۀ 
دیگری اســت كه قبلاً حل كرده‌ایم. 
نقطۀ G را روی نیم‌خط DF، یعنی در 
طرفی از خط DE كه F واقع اســت، 
 DG=AB :چنان در نظــر می‌گیریم كه
)شکل 4(. اكنون آیا می‌توانید نتیجه 
 DEG و ABC بگیریــد كه دو مثلــث
هم‌نهشت هســتند؟ چرا؟ چگونه از 
هم‌نهشتی ض‌زض استفاده می‌كنید؟ 
ضلع‌هــا و زاویه‌هــای هم‌نهشــت 

كدام‌اند؟
 

شكل 4

اگــر بتوانید نتیجــه بگیرید  اكنون 
كه نقطــۀ G همان نقطۀ F اســت، 
∆DEG همان  درمی‌یابیــم که در واقع 
 ABC است. در نتیجه دو مثلث DEF∆

و DEF هم‌نهشت هستند )شکل ۴(. 
از هم‌نهشتی دو مثلث DEF و DEG چه 
نتیجــه‌ای می‌گیرید؟ می‌دانید وقتی 
دو مثلث هم‌نهشــت هستند، همۀ 
اجزای نظیرشــان نیز هم‌نهشت‌اند. 
∠DEF هم‌نهشت  ∠DEG و  بنابراین 
و در نتیجــه هم‌اندازه هســتند. اما 
 ED و ضلع E این دو زاویــه در رأس
مشــترک هســتند و دو ضلع دیگر 
 DE در یک طرف خط E آن‌ها بــه جز

واقع‌انــد. بنابراین باید دو ضلع دیگر 
این دو زاویه بر هم منطبق شــوند. 
در نتیجه G روی E واقع می‌شــود و 
∆ABC هم‌نهشت هستند.  ∆DEF و 

ایده‌ای كه در اثبات بالا از آن استفاده 
كردیم، در مورد هم‌نهشتی پاره‌خط‌ها 
و همچنین هم‌نهشتی زاویه‌ها بسیار 
 m روی خط A مهم اســت. اگر نقطۀ
مفروض باشــد و x یک عدد مثبت 
باشد، آنگاه در یک طرف نقطۀ A روی 
خط m، یک و فقط یک نقطۀ B وجود 
دارد، به‌طــوری كه: AB=x. به همین 
ترتیب این رابطه در مــورد زاویه‌ها 
AB و عدد 

����
برقرار است. اگر )نیم‌خط( 

مثبت r مفروض باشند، در یک طرف 
AC وجود 

����
خــط AB یک و فقط یک 

 .m xBAC∠ = دارد، بــه طــوری كه: 
یعنی اندازۀ زوایۀ BAC برابر x اســت 

)شکل ۵(. 
 

شكل 5

 EG
����

از این ویژگی در اثبات یكی‌بودن 
EF استفاده كردیم. 

���
و 

اكنون كه دومین هم‌نهشتی مثلث‌ها، 
یعنی هم‌نهشتی زض‌ز را ثابت كردیم، 
به حل چند مسئله می‌پردازیم. اولین 
مســئله همان اســت كه در انتهای 
مقالۀ شــمارۀ قبلی مطــرح كردیم. 
این قضیــه برعكس قضیــۀ مثلث 
متساوی‌الساقین است. خود قضیه به 

این ‌صورت مطرح شده است: 

قضیه: در هر مثلث متساوی‌الساقین، 
زاویه‌های مجاور به قاعده هم‌نهشت 

هستند. 

در این قضیه، »مثلث متساوی‌الساقین 
است« را فرض مسئله و »زاویه‌های 
مجاور به قاعده هم‌نهشت هستند« را 
حكم یا نتیجۀ قضیه می‌نامند. فرض 
قضیه یا مســئله مجموعه اطلاعاتی 

هســتند كه آن‌ها را درســت در نظر 
استدلال‌هایی  با  می‌گیریم. ســپس 
كه بیان می‌كنیم، می‌کوشیم درستی 
حكم قضیه یا مسئله را نشان دهیم. 
اكنــون در این قضیه جــای فرض و 
حكم را عوض می‌كنیم. آن را چگونه 

بنویسیم؟
البته برای نوشــتن بایــد كلمه‌هایی 
اضافه یا كم كنیــم، اما نباید مفهوم 
اصلی فــرض و حكم تغییر كند. مثلاً 
فرض به این صورت نوشته می‌شود: 

»در مثلثــی، دو زاویــه هم‌نهشــت 
هستند.«

این همان حكم قضیۀ قبل اســت. و 
حكم چنین می‌شود:

»مثلث متساوی‌الساقین است.« 
پس می‌توانیم آن را چنین بنویسیم 
كه در این صــورت می‌گوییم عكس 
قضیۀ قبل است. یعنی اگر در مسئله 
یا قضیــه‌ای جای فــرض و حكم را 
عوض كردیم، مسئله یا قضیۀ جدید را 
عكس مسئله یا قضیۀ قبلی می‌نامیم. 

عكس قضیۀ مثلث متساوی‌الساقین: 
هــرگاه در مثلثی دو زاویه هم‌نهشــت 
باشند، آن‌گاه آن مثلث، متساوی‌الساقین 

است. 

بــا نمادهای ریاضی فرض و حكم به 
صورت زیر است: 

حکم                 فرض

AB AC≅

AB=AC

B C∠ ≅ ∠

∠ = ∠m B m C
یا

اكنــون این قضیــه را چگونه ثابت 
می‌كنیــد؟ از كدام هم‌نهشــتی بین 
دو مثلث اســتفاده می‌كنید؟ چگونه 
اجزای نظیــر را در دو مثلث ABC و 

ACB )شكل 6( می‌نویسید؟ 
در واقع مانند اثبــات خود قضیه از 

شكل 6
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هم‌نهشتی مثلث با خودش استفاده 
می‌كنیم. فكر می‌كنم توانسته‌اید آن 
را ثابت كنید. هم‌نهشتی‌های اجزای 

نظیر به صورت زیر هستند: 
 C B∠ ≅ ∠ ، B C∠ ≅ ∠ AB و  BA≅  
اكنون قضیۀ زض‌ز را به كار می‌بریم. 

. ABC ACB∆ ≅ ∆ بنابراین: 
از ایــن هم‌نهشــتی چــه نتیجه‌ای 
می‌گیرید؟ بله احتمالاً درست حدس 

 .AC AB≅ AB و  AC≅ زده‌اید: 
این همــان نتیجه‌ای اســت كه به 
 ABC∆ دنبالــش هســتیم؛ یعنــی 

متساوی‌الساقین است. 
با تعریف مثلث متساوی‌الاضلاع آشنا 
هستید. از دو قضیه‌ای كه ثابت كردیم 
کمک بگیریــد و دو قضیۀ زیر را ثابت 
كنیــد. آیا ایــن دو قضیه عكس هم 
هستند؟ یعنی آیا جای فرض و حكم 

عوض شده‌اند؟

1. اگر مثلثی متساوی‌الاضلاع باشد، 
آن‌گاه هر سه زاویۀ آن هم‌نهشت‌اند. 
زاویــه  ســه  مثلثــی  در  اگــر   .2
هم‌نهشت باشــند، آن‌گاه آن مثلث 

متساوی‌الاضلاع است. 

حال كه با دومین ویژگی هم‌نهشتی 
دو مثلث آشنا شدیم، سعی می‌كنیم 
مســئله‌های دیگری را مطرح و حل 

كنیم: 
 AE AC≅ مسئلۀ 1. در شكل ۷ داریم: 
BC و  DE≅ و  ، ثابت كنید: 

. AB DA≅

 

شكل 7

پاســخ: فكر می‌كنید از هم‌نهشــتی 
كدام دو مثلث باید اســتفاده كنیم؟ 
مسلماً مثلث‌هایی را در نظر می‌گیریم 
كه فرض‌ها و حكم‌ها اجزایی از آن‌ها 
باشــند. پس بایــد دو مثلث چنان 
 AE و AC انتخاب كنیم كه ضلع‌های

و همچنین  و  اجزایی نظیر از 
آن‌ها باشند. 

حتماً حدس زده‌اید كه این دو مثلث، 
مثلث‌هــای AED و ACB هســتند. 
اكنــون در ایــن دو مثلــث دو جزء 
متناظر هم‌نهشــت دیگر باید چنان 
پیدا كنید كه یا از هم‌نهشتی ض‌زض 
یا از هم‌نهشتی زض‌ز استفاده كنید. 
اما مشــاهده می‌كنیم كه هم‌نهشتی 
دو ضلع دیگر امكان ندارد، زیرا هر دو 
در حكم مســئله هستند و باید آن‌ها 
را ثابت كنیم. با كمی دقت مشاهده 
می‌كنیم كه هم‌نهشتی دو زاویۀ دیگر 

امكان‌پذیر است. چرا؟ 
DCAB و هر دو یک  EA∠ ≅ ∠ چون: 
زاویه با دو نــام متفاوت‌اند. در واقع 
زاویــۀ A در هر دو مثلث مشــترک 
اســت. پس بنــا بــر زض‌ز داریم: 

. DACB AE∆ ≅ ∆

اگر هم‌نهشتی اجزای نظیر را در این 
دو مثلث بنویسید، به همان نتیجه‌ای 
كه می‌خواســتید، یعنــی حكم‌های 

مسئله می‌رسید. 
قبلاً بــا تعریف‌های میانــه، ارتفاع، 
نیمســاز و عمودمنصــف در مثلث 
می‌خواهیم  چون  شــده‌اید.  آشــنا 
مسئله‌هایی را در مورد آن‌ها حل كنیم، 

این تعریف‌ها را یادآوری می‌كنیم. 

1. تعریــف میانه: پاره‌خطی اســت 
كه یک انتهــای آن یک رأس مثلث 
و انتهای دیگر آن روی وســط ضلع 

مقابل آن رأس باشد. 

2. تعریف نیمســاز: پاره‌خطی است 
كه یک انتهای آن یک رأس مثلث و 
انتهای دیگر آن روی ضلع مقابل آن 
رأس باشــد و زاویۀ آن رأس را به دو 
زاویه با اندازه‌های مســاوی تقسیم 

كند. 

3. تعریف ارتفاع: پاره‌خطی اســت 
كه یک انتهای آن یک رأس و انتهای 
دیگر آن روی خط شامل ضلع مقابل 
آن رأس باشــد و بــر این خط عمود 

باشد. 

هر سه جز میانه، ارتفاع و نیمساز را 
در مثلث پاره‌خط در نظر می‌گیریم و 
پاره‌خط‌بــودن آن‌ها از تعریف‌ها نیز 
مشخص است. اما عمودمنصف ضلع 
در مثلث كمی تفاوت دارد، زیرا یک 

خط است.

4. تعریف عمودمنصــف: در مثلث، 
عمودمنصف خطی است كه در وسط 
هر ضلــع مثلث بر آن عمود شــده 

باشد. 

در مثلث‌های شــكل AD ،AM ،۸ و 
AH به ترتیب میانه، نیمساز و ارتفاع 
هستند و خط m، عمودمنصف نظیر 
 H و D ،M است. نقطه‌های BC ضلع
را به ترتیب پای میانه، پای نیمســاز 
و پــای ارتفاع می‌نامیــم. پای میانه 
همــواره بین دو رأس اســت. چرا؟ 
پای نیمساز نیز همواره بین دو رأس 
اســت. در تعریف ما آن را چنین در 
نظر گرفتیم، اما در هندسۀ پیشرفته‌تر 
نیازی به بیان آن نیســت. می‌توانیم 
ثابت كنیم كه پای نیمساز همواره بین 
دو رأس است. مشاهده می‌كنیم كه 
پای ارتفاع می‌تواند هر نقطه‌ای روی 
خط، شامل ضلع نظیر آن باشد. پای 

عمودمنصف چگونه است؟ 
اكنون كــه با تعریف‌های این اجزا در 
مثلث آشنا شــدیم، در بخش بعدی 
مســئله‌هایی را در مورد آن‌ها مطرح 

خواهیم كرد. 

شكل 8
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 محسن کیخائی

دايره، مماس، شعاع و مسئله
مســئله: در شکل 1 دایرۀ به مرکز D درون مثلث قائم‌الزاویۀ ABC و 
مماس بر سه ضلع آن رسم شده است. سه دایرۀ دیگر به مرکزهای 
F ،E و G هم به‌گونه‌ای رسم شده‌اند که بر یکی از ضلع‌های مثلث و 

امتداد دو ضلع دیگر مماس‌اند. ثابت کنید:  . 
یعنی اندازۀ شعاع دایرۀ بزرگ 
برابر است بـا مجموع اندازۀ 

شعاع‌های سه دایرۀ دیگر.
 

شكل 1

چند نکته 
1. اگر از نقطه‌ای خارج دایره دو مماس بر آن رســم کنیم )شکل 2(، 

طول این مماس‌ها برابر است.

شكل 2

2. شعاع دایره، در نقطۀ تماس، بر خط مماس عمود است )شکل 3(.

شكل 3

3. در هــر مثلــث قائم‌الزاویه، مجذور وتر برابر اســت با مجموع 
مجذورهای دو ضلع قائمۀ آن )رابطۀ فیثاغورس، شکل 4(. 

شكل 4

اثبات مسئله
روش اول

بــا در نظر گرفتن: AC=b ،BC=a و AB=c، و به کمک نکته‌های 1 و 
2، رابطه‌هایی بین شــعاع هر دایره و ضلع‌های مثلث قائم‌الزاویه 
پیدا می‌کنیم. ابتدا برای دایرۀ داخلی به مرکز D، شــکل 5 را در نظر 

می‌گیریم:

يك‌مسئله‌و‌چند‌راه‌حل
شكل 5

اکنون برای دایرۀ به مرکز G با توجه به شکل 6 داریم:

شكل 6

در ادامه برای دايرۀ به مرکز E با توجه به شکل 7 و استفادۀ ویژه 
از نکتۀ 1، نتیجه می‌شود:

شكل 7

تمرین 1. مانند قبل برای دایرۀ به مرکز F با رسم شکل و نام‌گذاری 
+ را به‌دست آورید. −

=
b a cr1 2

مناسب، رابطۀ 

اکنون با توجه به رابطه‌های بالا نتیجه می‌شود:

b c a b a c a c b a b cr r r r+ − + − + − + +
+ + = + + = = 213 2 2 2 2

روش دوم
در این روش، ابتدا درستی دو رابطۀ فرعی زیر را نشان می‌دهیم. 

سپس با استفاده از آن‌ها رابطۀ اصلی را ثابت می‌کنیم:
1

2r r r r
+ + =1 1 1

31

الف( 

 r.r2 =r1.r3 )ب

اثبات الف( در شــکل 8 با در نظر گرفتن BC=a، AC=b، AB=c و 

ریاضی
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b2=a2+c2

=

− + − = ⇒ + − =
+ − + −

⇒ = → =r x

(a x) (c x) b a c b x
a c b a c bx r

2

22

2

2

2 2
=

− + − = ⇒ = + +
+ + + +

⇒ = → =
r z

(z a) (z c) b z a b c
a b c a b cz r2

2
=

+ − = + ⇒ + − =
+ − + −

⇒ = → =r w

b c w a w b c a w
b c a b c aw r 2

3

2 3



با توجه به رابطه‌های بالا نتیجۀ زیر حاصل می‌شود:
1

ABC ABC ABC

p a p b p c
r r r S S S∆ ∆ ∆

− − −
+ + = + +1 1

1 2 3

ABC ABC ABC

p (a b c) p p p
S S S r∆ ∆ ∆

− + + −
= = = =

3 3 2 1

اثبات ب( برای اثبات رابطۀ  r.r2 =r1.r3، باید نشان دهیم:  
ABC ABC ABC ABCS S S S

. .
p p b p a p c
∆ ∆ ∆ ∆=

− − −

پس کافی است اثبات تساوی زیر را در نظر بگیریم:
1 . .
p p b p a p c

=
− − −
1 1 1  *      

a در ســمت چپ  c bp b + −
− = 2 2 و 

a b cp + +
= با جای‌گذاری 

تساوی * داریم:

)برای رسیدن به تســاوی ماقبل آخر از رابطۀ فیثاغورس در مثلث 
قائم‌الزاویۀ ABC، یعنی b2=a2+c2 استفاده شده است.(

 2
a b cp c + −

− =  و 
2

b c ap a + −
− = به طریق مشابه با جای‌گذاری 

 )b2=a2+c2( در سمت راست تساوی * و استفاده از رابطۀ فیثاغورس

.r.r2 =r1.r3  پس .
p a p c ac

=
− −
1 1 2 در مثلث ABC، داریم: 

با توجه به مطالب فوق نتیجه می‌شود: 
 1

2

r .r r.r

r .r rr.r r .r r
r r r .r
r .r r .r r .r r

r r r r r .r .r r .r
r .r r.r r .r r

r .r .r r.r
r (r r r ) r

r .r .r r .r
(r r r ) r r r r r

r .r r .r

=

= ⇒ = ⇒ =

+ +
+ + = ⇒ =

+ +
→ =

+ +
⇒ =

+ +
⇒ = ⇒ + + =

1 3
1 3

2

2

1 3

1 2 3

1 1 1 1 2 3 1 3 1 2

1 2 3

2

1 3

2

1 3

2

1 3

2

1 3

جای‌گذاری در صورت
2 3 2 1 21 3 2

21

1 2 3

1 2 3

2 3

13

1 3
3 1 2

، ABCS
r

p b
∆=
−2  ، 1

ABCS
r

p a
∆=
−

 ، ABCS
r

p
∆= تمرین3. با اســتفاده از روابط 

2 و جای‌گذاری مستقیم ثابت کنید:  
a b cp + +

=  ، 3
ABCS

r
p c
∆=
−

r3+r1+r=r2
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ABC ABI ACI BCIS S S S

I K .AB I L .AC I M .BC

r c r b r a r (c b a)

∆ ∆ ∆ ∆= + −

= + −

= + − = + −

11 1
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

11 1 1 1 1

1 1 1 1

2

2
ABC

ABC

p a b c p a b c a (p a) b c a
S

S r . (p a) r (p a) r
p a

∆
∆

= + + ⇒ − = + − ⇒ − = + −

⇒ = − = − ⇒ =
−
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با در نظر گرفتن شکل 9 این رابطه‌ها را داریم:

2 داریم:
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= با توجه به اینکه: 
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تمرین2. درستی این دو رابطه را بررسی کنید. 
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الــــگــــویــــابــــی‌در 
دنــــــبـــــالـــــه هـــای
عـــــــــــــــــــــــــــــــــددی

فعالیت: به كمک دوستانتان جدول عددهای زیر را بررسی 
كنید. در این عددها چه الگوهایی مشاهده می‌كنید؟ هر 
الگو را توصیف کنید و ســپس به زبان فرمول‌های ریاضی 

بنویسید. 

محبوبــه: در این الگو دو ضلع مثلث را فقط عدد 1 پر كرده 
است! 

اقدس: برای من عددهای متوالی 1، 2، 3، 4، ... و 10 در دو 
ستون كج جالب است. 

عزت: در هر ســطر هم عددهایی تكراری هستند. بعضی 
عددهــا دوبار تكرار شــده‌اند. اما ایــن الگوها كه جالب 

نیستند. منظور سؤال چیست؟
معلم: همین‌طور كه به دنبال الگوها می‌گردید، سعی كنید 

به این سؤال‌ها پاسخ دهید. 
1. آیا می‌توانید ردیف بعدی را پیش‌بینی كنید؟

2. آیا در تكرار عددها الگویی می‌بینید؟
3. آیا در ستون‌های كج الگویی می‌بینید؟

محبوبه: بیایید روی پیش‌بینی ردیف بعد متمركز شــویم. 
همه حدس می‌زنند كه ردیف بعدی باید با 1، 11، ... شروع 
شود و با ...، 11، 1 خاتمه پیدا كند. اما عدد بعد از 11 را چطور 

پیدا كنیم؟
اقدس: عددهای 1 و 11 را با توجه به ستون‌های كج حدس 
زدیم. لابد اینجا هم باید ستون كج بعدی را در نظر بگیریم 
و در آن الگویی بیابیم. از هر دو طرف، ســتون كج بعدی 

این دنباله است: 
... و 45 و 36 و 28 و 21 و 15 و 10 و 6 و 3 و 1

آیا می‌توانید جملۀ بعدی را حدس بزنید؟
محبوبه: بعضی زوج و بعضی فرد هستند. از این لحاظ كه 

من الگویی در آن‌ها نمی‌بینم. 
عــزت: فكر نمی‌كنم مضرب‌های عددی خاص باشــند. به 

تجزیۀ آن‌ها توجه كنید: 
... و 5×32 و 32×22 و 7×22 و 7×3 و 5×3 و 5×2 و 3×2 و 3 و 1

صبر كنید. من یک الگو می‌بینم. هر عدد با عدد بعدی یک 
عامل اول مشترک دارد. البته به جز دو عدد اول. مثلاً 3 با 
3×2 عامل مشترک 3 و 3×2 با 5×2 عامل مشترک 2 و 5×2 

با 5×3 عامل مشترک 5 را دارند. 
اقدس: ولی این عامل‌های مشــترک الگویی ندارند. نگاه 

كن: 
... و 5×32 و 32×22 و 7×22 و 7×3 و 5×3 و 5×2 و 3×2 و 3 و 1
این عددهای اول نه ترتیبی دارند و نه حتی افزایشی هستند. 
در صورتی كه دنبالۀ ... و 45 و 36 و 28 و 21 و 15 و 10 و 6 و 3 و 1 

افزایشی است. 
محبوبه: پس بیایید در افزایش این دنباله الگویی پیدا كنیم. 

ببینیم در هر مرحله چقدر به عدد قبلی اضافه می‌شود. 
1عزت: بسیار خب.

3=1+2
6=3+3
10=6+4
15=10+5
21=15+6
28=21+7
36=28+8
45=36+9

                                     
 

عالی ا‌ست! محبوبه نابغه‌ای! یک بار با 2، یک بار با 3، یک 
بار با 4، ... و همین‌طور به ترتیب با سایر عددهای طبیعی 

جمع كرده‌ایم تا عدد بعدی را به‌دست آوریم. 
اقدس: پس عدد بعدی می‌شود 10+45 كه همان 55 است. 
یعنی دنبالۀ ما با 1، 55،11 و ... شــروع و بــا ...، 55، 11، 1 

خاتمه می‌یابد. برویم سراغ عدد بعدی. 
محبوبه: باید در ستون كج بعدی الگویی پیدا كنیم. 

عزت: 120 و 84 و 35 و 20 و 10 و 4 و 1
این دنباله هم افزایشــی است. محاســبه می‌كنیم در هر 

مرحله چقدر افزایش داشته‌ایم. 
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اقدس: اینكه همان دنبالۀ ســتون قبلی است! عدد بعدی 
می‌شود 45+120 یعنی 165.

عزت: به نظر می‌رســد همۀ ستون‌های كج الگو دارند. هر 
عــدد از جمع‌كردن عدد قبلی از همان ســتون و عددی از 

ستون قبل به دست می‌آید. بیایید به مثلث نگاه كنیم. 
اقدس: همین‌طور اســت كه می‌گویــی. حتی یک الگوی 
جالب‌تر دیده می‌شود. هر عدد درست با مجموع دو عدد 

بالای سرش برابر است: 

سطر اول
سطر دوم
سطر سوم

سطر چهارم
سطر پنجم
سطر ششم
سطر هفتم

سطر هشتم

                                              

محبوبــه: این كار را تمام می‌كند. می‌توان فقط با ســطر 
یازدهم سطر بعدی را حساب كرد: 

 

اقدس: بســیار خب، این‌طور می‌توانیم جدول را هر قدر 
بخواهیــم ادامه دهیم. آیا معنی‌اش این اســت كه همۀ 

الگوهای زیبا در این مثلث را می‌شناسیم؟
عــزت: صبر كنید! معنی‌اش این نیســت! من در مجموع 

عددهای هر سطر الگویی می‌بینم. 

خود را بیازماییم
آیا مجموع عددهای هر سطر از الگویی پیروی می‌كنند؟

بعد از اینكه این الگو را حدس زدید، درستی حدس خود را 
برای ادامۀ جدول عددها تحقیق كنید. 

رویا، مهتــا و رزا به صورت گروهی روی جدول عددها فكر 
كردند. آن‌ها موفق شدند بدون راهنمایی معلم الگوهایی 

بیابند. 
رویا: به نظر می‌رسد ستون‌های كج هر كدام الگویی دارند. 

ستون اول: ... و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1
ستون دوم: ... و 10 و 9 و 8 و 7 و 6 و 5 و 4 و 3 و 2 و 1

ستون سوم: ... و 45 و 36 و 28 و 21 و 15 و 10 و 6 و 3 و 1
ستون سوم الگویی ندارد. 

مهتا: لابد الگویی دارد ولی ما آن را نمی‌بینیم. 
رزا: بیایید با هر كدام از این عددها شكلی بسازیم. مثلاً با 
1 مهــره، 3 مهره، 6 مهره یا 10 مهره چه الگوهایی می‌توان 

ساخت؟ 

می‌بینید، الگوهای شش‌تایی از الگوهای سه‌تایی به‌دست 
می‌آیند؛ مثلاً: 

 

می‌توان الگوهای دیگری هم از 6 مهره ساخت؛ مثلاً: 

پس سعی می‌كنیم به كمک الگوهای قبلی الگوهایی ‌10تایی 
بسازیم. 

مهتا: اگر بخواهی از این چیدن‌ها یكی را كه از همه منظم‌تر 
است انتخاب كنی، بهترین انتخاب به نظر من این است كه 

آن‌ها را مثلثی بچینیم. 
 

این با بقیۀ عددهای ستون سوم هم سازگار است: 
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این الگو به ما می‌گوید كه: 
1
3=1+2
6=1+2+3
10=1+2+3+4
15=1+2+3+4+5
21=1+2+3+4+5+6
28=1+2+3+4+5+6+7
36=1+2+3+4+5+6+7+8
45=1+2+3+4+5+6+7+8+9

 

رویا: بنابراین عدد بعدی می‌شود 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10 
كه برابر اســت با 55. این‌طور می‌توانیم ســتون سوم را 

همین‌طور پشت سر هم حساب كنیم. 
مهتا: برویم سر ستون بعدی:

ستون چهارم: ... و 120 و 84 و 56 و 35 و 20 و 10 و 4 و 1
رزا: اگر بخواهیم با مهره‌ها كار كنیم باز هم باید با مهره‌ها 
الگو بســازیم. در دنبالۀ قبلی چون با 3 مهره تنها شــكل 
جالبی كه می‌شد ساخت مثلث بود، الگوی مثلثی جواب 

داد. شاید اینجا الگوی مربعی جواب بدهد: 
مثل اینكه این ایده جواب نمی‌دهد!

رویا: الگوی مربع را می‌شود طور دیگری هم ادامه داد: 

نه این یكی هم نمی‌شود. 
رزا:‌ شاید این ایده كه با مهره كار كنیم اصلاً جواب ندهد. 

مهتا: باید بیشتر تلاش كنیم. بگذار ببینم می‌توانم با 4 مهره 
الگویی دیگر بسازم:

این هم كار نمی‌كند. اگر بخواهیم الگویی تكراری داشــته 
باشــیم، باید مهره‌هایی كه هر بــار اضافه می‌كنیم نظمی 

داشته باشند. 
رویا: یعنی باید نظمی در تعدادی كه هر بار اضافه می‌شود 

بیابیم. 
 

رزا: اینکه همان دنباله‌ای است كه قبلاً ساختیم: 

رویا: پس زیر هر ردیف باید یک مثلث بگذاریم؟
مهتا: فهمیدم. شــكل ما سه بعدی می‌شود. نمی‌توان آن را با 
یک الگوی مســطح درست كرد. الگوی ما از روی هم گذاشتن 

این مثلث‌ها درست می‌شود. توجه كنید: 

البته یک مهرۀ آن پشت است كه دیده نمی‌شود: 
 

ســطر بعدی با اضافه‌کردن یک مثلث به سطر قبلی به‌دست 
می‌آید: 

رزا: پس برای پیداكردن عدد بعدی باید كمی نام‌گذاری کنیم. 
باید برای عددهای دنبالۀ قبلی اسمی ‌بگذاریم؛  مثلاً:

T1=1
T2=1+2
T3=1+2+3
T4=1+2+3+4

 T2 بنامیم و دومین عدد مثلثی را T1 یعنی اولین عدد مثلثی را
و ســومی را T3 و همین‌طور تا آخــر. در این صورت عددهای 

چهاروجهی كه در بالا ساختم از فرمول زیر به دست می‌آیند: 
1=T1 

چهار از دو مثلث زیر هم تشكیل شده است: 
4=T1+T2

ده از سه مثلث زیر هم تشكیل شده است:
10=T1+T2+T3
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بیست از چهار مثلث زیر هم تشكیل شده است:
20=T1+T2+T3+T4

35=T1+T2+T3+T4+T5

56=T1+T2+T3+T4+T5+T6

86=T1+T2+T3+T4+T5+T6+T7

120=T1+T2+T3+T4+T5+T6+T7+T8

مهتا: عدد بعدی دنباله هم معلوم است:

T1+T2+T3+T4+T5+T6+T7+T8+T9

=1+3+6+10+15+21+28+36+45=165
عدد بعدی 165 است. 

رویا: فهمیدم! من می‌دانم چطور تمام سطر بعد را به‌دست 
بیاوریم. 

هر عدد برابر است با مجموع عددهای ستون كج قبلی كه 
بالای سرش هستند. 

به جدول نگاه كنید:

این‌طور می توان تمام عددهای سطر بعد را به دست آورد. 
شــما بحث كدام گروه را بیشــتر دوســت دارید؟ عزت، 
محبوبــه و اقدس بهتر با هم فكر می‌كننــد یا رویا، رزا و 

مهتا؟

خود را بیازماییم
۱. در عددهای ستون پنجم الگویی بیابید: 

210 و 126 و 70 و 35 و 15 و 5 و 1

۲. عددهای مربعی را این‌طور می‌سازند: 
 

فرمولی برای این دنباله از عددها پیدا كنید. 

۳. عددهای شش وجهی را این‌طور می‌سازند: 

این الگوی هندســی را ادامه دهید و بــه صورت عددی 
بنویســید. سپس سعی كنید این الگو را در جدول عددها 

پیدا كنید. 
هدی و حورا ســعی كردند الگویــی بیابند تا به كمک آن 

بتوانند سطر بعدی را حساب كنند. 
هدی: سطر اول و دوم خیلی به هم شبیه هستند. با این 
همه شباهت نمی‌توان الگویی پیدا كرد. ولی سطر دوم و 
سوم مرا یاد چیزی می‌اندازند. بین 11 و 121 رابطه‌ای بود ... 

حورا: شاید منظورت این است كه: 121=11×11=112.
هدی: بله! همین است كه گفتی: 

111  سطر اول

121=112  سطر دوم
لابد سطر سوم هم همین‌طور به‌دست می‌آید.

1331=11×11×11=113 سطر سوم
حورا: عجب الگویی پیدا شد. بگذار این كار را ادامه دهیم 

تا سطر بعدی جدول به‌دست بیاید. 

111=11
112=121
113=1331
114=14641
115=161051
116=1771561
117=19487171

می‌بینــی كه این الگو كار نمی‌كند، ولــی زیر رقم‌هایی كه 
درست به دست آمده‌اند، خط می‌كشیم. 

هدی: شباهت خیلی زیاد است. شاید بتوان این دو دنباله 
از عددها را از روی هم به دســت آورد. بیا آن‌ها را كنار هم 

بنویسیم. 

منبع
1. رئيســی، بهروز؛ حاجی‌بابايی، جواد؛ رســتگار، آرش؛ رستگار، محمدحسن. 

1380. رياضی 1. سازمان پژوهش و برنامه‌ریزی آموزشی، تهران. 
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 محمدحسین‌دیزجی

این کنجکاوی در بیشتر افرادی که کتابی را مطالعه می‌کنند یا فیلمی را به تماشا می‌نشینند وجود دارد که بدانند نویسنده یا کارگردان آن اثر 
چه کسی است. آيا می‌دانيد کتاب درسی ریاضی و شاید تعدادی از کتاب‌های این حوزۀ آموزشی که شما مطالعه می‌کنید، به قلم چه کسانی 
نوشته شده‌اند؟ دکتر ابراهیم ریحانی، دانشــیار گروه ریاضی دانشکدۀ علوم پایۀ »دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی« یکی از نويسندگان 
اين‌گونه كتاب‌هاســت. او در سال‌های دبیرستان در رشتۀ ریاضی- فیزیک تحصیل کرد و مدرک کارشناسی دبیری ریاضی را در سال 1368 
از »دانشــگاه خوارزمی« و مدرک کارشناسی ارشد ریاضی محض )شــاخۀ جبر( را در سال 1373 از »دانشگاه شهید بهشتی« دریافت کرد. 
سپس در سال 1384 موفق به اخذ مدرک دکترای ریاضی با گرایش آموزش ریاضی از »دانشگاه دولتی مسکو« شد. بیش از150 مقالۀ علمی 
در مجله‌ها و همایش‌های علمی ارائه کرده و در كارگروه )کمیتۀ( علمی و داوری مجله‌ها و همایش‌های علمی نیز فعالیت داشته است. در 

این گفت‌وگو بنا داریم بیشتر از یک اسم در کتاب درسی با او آشنا شویم و از فعالیت‌ها و نظراتش بدانیم. با این گفت‌وگو همراه باشید.

گفت‌وگو با 
دکتر ابراهیم 

ریحانی، مؤلف 
کتاب‌های 
ریاضی 

و مخاطب 
دیروز رشد 

ریاضی برهان

é دانش‌آمــوزان بســیاری کتاب‌هایی را بــرای فراگیری ریاضی 
خوانده‌اند که شــما در تألیف آن‌ها نقش داشته‌اید. فعالیت‌های 
شما بسیار گسترده‌تر از تألیف کتاب‌های درسی با موضوع دانش 
ریاضی اســت. ابتدا از موفقیت‌های خودتان برای ما بفرمایید تا 
دانش‌آموزان مخاطب مجله آشنایی بیشتری با شما پیدا کنند و 

در ادامه به سراغ پرسش‌های دیگر برویم.
è تاکنون بیش از 70 دانشــجوی دورۀ تحصیلات تکمیلی تحت 
راهنمایی بنده از پایان‌نامۀ خود دفاع کرده‌اند. همچنین کارگاه‌های 
آموزشی متعددی در استان‌های کشور برای دبیران ریاضی برگزار 
کرده‌ام. به عنوان مجری، »طرح پژوهشی تدوین راهنمای برنامۀ 
درسی حوزۀ یادگیری ریاضی« را در سازمان پژوهش و برنامه‌ریزی 
آموزشــی با همکاری گروهی از اســتادان و کارشناسان به انجام 
رسانده‌ام. زمینه‌های تخصصی بنده عبارت‌اند از: حل مسئلۀ ریاضی، 
طرح مســئلۀ ریاضی و آموزش معلمان ریاضی. در سال 1402 به 
عنوان »سرآمد آموزشی« دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی برگزیده 
شدم. همچنین امســال نیز به عنوان یکی از 20 برگزیدۀ کشوری 

سرآمد آموزشی وزارت علوم، تحقیقات و فناوری برگزیده شدم.

é لطفاً اشارۀ بیشتری به آثار و تألیفات خودتان داشته باشید؛ اعم 
از کتاب‌های درسی و غیردرسی. به‌ویژه اینکه در کتاب‌های ریاضی 
پایه‌های هفتم تا نهم چه سرفصل‌ها و مبحث‌هایی را جناب‌عالی 

نوشته‌اید؟
è در تيم تألیف 21 کتاب درســی ریاضــی و کتاب راهنمای معلم 
عضویت داشــته‌ام. همچنین یک کتاب به زبان روســی در سال 
2007 با همکاری استادان راهنمایم نوشته‌ام. تألیف دو کتاب درسی 

دانشــگاهی هم در کارنامۀ بنده وجود دارد. در بیشتر کتاب‌های 
درسی مدرسه‌ای، پس از آماده‌شدن پیش‌نویس اولیۀ یک فصل، 
متن توســط تیم تألیف نقد، اصلاح و ویرایش می‌شد. در تألیف 
مبحث توان در کتــاب ریاضی پایۀ هفتم، مبحث توان و جذر در 
ریاضی پایۀ هشــتم و مبحث توان و ریشــه در ریاضی پایۀ نهم 
مشارکت فعال داشته‌ام. در بخش‌های مهم دیگری از این کتاب‌ها 

هم ایده‌ها و پیشنهادهای زیادی ارائه کرده‌ام.

é خودتــان در دوران دانش‌آمــوزی مطالب ریاضــی را چطور 
می‌خواندید و یاد می‌گرفتیــد؟ آن زمان چقدر به تمرین و تکرار 
مباحث معتقــد بودید و اگر در یادگیری نکته‌ای دچار مشــکل 

می‌شدید، چه می‌کردید؟
è در زمان دانش‌آموزی بنده امکانات فراوان امروزی وجود نداشت. 
با این حال، وجود دبیران دلسوز و توانمند مانند امروز قوت قلبی 
برای جامعه بود. تکیۀ عمده روی مطالب ارائه‌شــده توسط معلم 
بود و برای فهم بیشتر به کتاب هم رجوع می‌کردم. یادگیری عمیق 
در ریاضی فقط با تکرار به‌دســت نمی‌آید. برای حل مشکلاتم به 

دوستان و دبیرانم رجوع می‌کردم. 

é چرا این تصور در ذهن تعــدادی از دانش‌آموزان وجود دارد که 
درس ریاضی، ســخت، دشوار و کمی خشــک است و لطافت و 
جذابیت چندانی ندارد؟ این تصورات از کجا در ذهن بچه‌ها شکل 

گرفته است؟ چه توصیه‌ای برای بهبود این تفکر به آنان دارید؟
è عوامــل زیادی در این موضوع نقــش دارند. برای مثال، یکی از 
این دلایل حجم زیاد مبحث‌های ریاضی است که در دورۀ مدرسه 

کـــــــشــــف 
کنـــــــــــید تا 
یاد بگیرید
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دانش‌آموزان مطالعه می‌کنند. این نکته باعث می‌شــود که 
دانش‌آموزان به جای کشف مطلب به حفظ آن روی بیاورند. 
به نظر بنده اگر به شیوۀ جدیدی که در کتاب‌های درسی- یعنی 
فراگیری مبحث درسی ضمن انجام یک فعالیت- ذکر شده است 
پایبند باشیم و در آموزش بر توازن ارائۀ مفهومی و ارائۀ رویه‌ای 

تأکید کنیم، بخش مهمی از مشکلات مرتفع خواهد شد.

é شما مؤلف کتاب‌های ریاضی هستید. بنابراین توصیه‌های 
شما برای آنکه این کتاب را چگونه بخوانیم تا بهتر یاد بگیریم، 
در ذهــن مخاطبان پذیرفتنی‌تر اســت. در ایــن زمينه چه 

توضیحاتی برای دانش‌آموزان پایه‌های هفتم تا نهم دارید؟
è این کتاب‌هــا حاصل تلاش جمعی تعــدادی از معلمان 
مجرب و اســتادان ریاضی و آموزش ریاضی است و با تکیه 
بر پژوهش‌های معتبر داخلی و بین‌المللی نوشــته‌ شده‌اند. 
توصیۀ ســاده و دقیق بنده این اســت که دانش‌آموزان از 
فرصتی که فعالیت‌های کتاب برای آموزش در اختیارشــان 
قــرار می‌دهند به‌خوبی بهره‌ بگیرنــد و با انجام کارهایی که 
یک فعالیت از دانش‌آموز می‌خواهد، خود به کشف موضوع 
یــا مبحث درســی بپردازند. البته نقش معلــم در هدایت 

دانش‌آموزان بی‌بدیل است.

é آیا به نظر شما حل تمرین‌های موجود در کتاب برای یادگیری 
مباحث ارائه‌شــده کفایت می‌کند یا دانش‌آموزان برای فهم 
عمیق‌تر مطالب باید به تمرین‌های بیشــتری بپردازند؟ اگر 
چنین هست کدام تمرین‌ها و از چه منابعی را توصیه می‌کنید؟
è کتاب واقعاً کفایت می‌کند؛ البته به شــرط آنکه به توصیۀ 
کتاب عمل شود. مایلم بخشی از آنچه را که در بخش »سخنی 
با معلم« کتاب ریاضی پایۀ هشــتم آمده است، اینجا تکرار 
کنم: »یکــی از اهداف مهم و اصلی این کتاب درگیرشــدن 
دانش‌آموزان در فرایند حل مسئله است. فعالیت‌های کتاب 
به‌طور عمده به این منظور طراحی شــده‌اند. به‌طور معمول 
دانش‌آموزان در این فعالیت‌ها با دشــواری و چالش روبه‌رو 
خواهند شــد. این موضوع نه تنها نگران‌کننده نیست، بلکه 
هنگامی که با کمک و راهنمایی معلم همراه باشد، نتیجه‌ای 

مناسب به دنبال دارد. 
در این کتــاب، مواجه‌کردن دانش‌آموزان با مســئله، امری 
هدفمند و آگاهانه به شمار می‌رود. کمک به دانش‌آموز نباید 
با در اختیار گذاشتن حل مسئله یکسان تلقی شود. کمک‌ها 
و راهنمایی‌ها باید تا جایی باشــند که شــوق کشف و لذت 
حل‌کردن را از دانش‌آموز نگیرد. طی این مســیر، گفت‌وگوی 
دانش‌آموزان با معلــم و نیز با یکدیگر، توضیح افکار و دفاع 
از آن‌ها، قضاوت در مورد افــکار ریاضی دیگر دانش‌آموزان، 
بررســی و آزمایش حدس‌ها و نقد راه‌حل‌ها، جزئی از فرایند 
یادگیری ریاضی هستند. در این راستا معلم ریاضی به‌یقین 

می‌تواند نقشی بی‌بدیل ایفا کند. معلم در گفت‌وگوی ریاضی‌وار 
در کلاس درس کــه از آن به گفتمان ریاضی نیز یاد می‌شــود، با 
بسیاری از دیدگاه‌ها، افکار و مشکلات و بدفهمی‌های دانش‌آموزان 
دربارۀ مفاهیم درسی آشنا می‌شود و امکان برطرف‌کردن آن‌ها را 
در کلاس و احتمالاً با مشارکت دیگر دانش‌آموزان پیدا می‌کند. این 
کار مستلزم تمرکز بر فرایند حل مسئله و به‌ویژه پس از ارائۀ پاسخ 
از ســوی دانش‌آموزان است. به همین دلیل حجم زیاد و فراوانی 
مسائل، خود مانعی به شمار می‌آید. تعداد مسائلی که در بیشتر 
کتاب‌های کمک آموزشــی مطرح می‌شوند، به‌طور معمول از نیاز 
دانش‌آموزان بیشــتر است. اگر تعداد کمتری مسئله ولی با عمق 
بیشــتر در کلاس درس و با مشارکت دانش‌آموزان حل و بررسی 
شود، نسبت به حالتی که تعداد زیادی مسئله و به شیوۀ تکرار و 

تمرین حل شود، نتیجۀ به مراتب بهتری به دست می‌آید.«

é خودتــان به کدام یک از شــاخه‌ها و مباحث ریاضی بیشــتر 
علاقه‌مند هستید و چرا؟

è تخصص بنده آموزش ریاضی است. به »حل مسئلۀ ریاضی« و 
»طرح مسئلۀ ریاضی« علاقه دارم. در این زمینه کارهایی منتشر 

کرده‌ام.
é بچه‌ها به‌طور کلی چرا باید ریاضی بخوانند و دانش ریاضی در 

زندگی ما چه تأثیری دارد که باید به آن اهمیت بدهیم؟
è در این‌باره زیاد گفته شده است. مفیدبودن ریاضیات یکی از این 
دلایل است. اما دانش‌آموزان در عمل باید به این مطالب برسند. 
توصیۀ بنده در یکی از پاسخ‌های قبلی به‌طور مفصل آمده است.

é شــما در تألیف چه مباحثی از کتاب‌های ریاضی بیشــتر نقش 
داشــته و دارید و توصیۀ خودتان بــرای فهم بهتر این مباحث به 

دانش‌آموزان چیست؟
è تقریباً به دلیل مســئولیتم در تألیف خیلی از مباحث به عنوان 
یکی از اعضای تیم تألیف نقش داشــته‌ام. تألیف مبحث تابع، 
مبحث حد و پیوستگی و مفهوم مشتق از مهم‌ترین آن‌هاست. 
توصیــۀ بنده انجام فعالیت‌ها زیر نظر معلم و با حوصله و صرف 
وقت اســت. طراحی این فعالیت‌ها به کمــک خردجمعی و با 

استفاده از پژوهش‌های معتبر انجام شده است.

é شــما چطور با مجله‌های برهان و نشــریات ریاضی در دوران 
دانش‌آموزی آشــنایی پیدا کردید و بیشــتر تمایل داشتید چه 
مباحثی از این مجله را مطالعه کنید؟ چه توصیه‌ای برای مخاطبان 

امروز مجلۀ رشد ریاضی برهان دارید؟
è در دوران دانشــجویی با این مجلات آشــنا شــدم. مسائل 
مطرح‌شده در مجله و گزارش‌ها و مصاحبه‌ها برایم جالب بودند.

é از حضورتــان در ایــن گفت‌وگوی صمیمانه سپاســگزاریم و 
موفقیت‌های روزافزون برایتان آرزومندیم.
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كمی فكر كنیم
به‌طور معمول در روزهايی كه مناسک حج انجام می‌شود، صحنه‌های وصف‌ناشدنی این اجتماع عظيم از شبكه‌های سيما پخش 

می‌شوند. بخش‌های منتخب نيز در شبكه‌های اجتماعی و فضای مجازی به اشتراک گذاشته می‌شوند. 
امســال يک ميليون و 800 هزار نفر اعمال حج را به‌جا آوردند. شــنيدن اين عدد ذهن‌ها را تكان می‌دهد. چطور می‌توان اين 
عدد را تصور كرد؟ آيا هيچ درک و تصور خوبی از اين عدد داريم؟ برای كسانی‌كه در آن موقعيت قرار داشته‌اند و حاجی شده‌اند، 
شايد درک آن ساده‌تر باشد. اما برای همان افراد هم وقتی تصویرهایی از ارتفاع بالا را كه با بالگرد گرفته شده‌اند، نمايش دهيد، 

انگار دنيای جديدی را تجربه می‌كنند. 
اعمال حج واجب با »حضور در صحرای عرفات« شروع می‌شود. پس از احرام بستن، تمام افراد با نظم و ترتيب خاصی از مكه 
وارد صحرای عرفات می‌شــوند و بايد تا غروب در آن صحرا بمانند. پس از تاريک‌شــدن هوا به ســمت »مشعرالحرام« حركت 

می‌كنند و شب را در آنجا می‌مانند. در اين صحرا بايد تعدادی سنگ جمع كنند تا در مراسم بعدی كه بايد به 
شيطان سنگ بزنند، از آن‌ها استفاده كنند.

با طلوع آفتاب از مشعر به سمت »منا« يا قربانگاه حركت می‌كنند. ابتدا يک بار بايد شيطان 
را صبــح روز عيد قربان ســنگ بزنند و پس از قربانی‌کردن و »تقصير« )زدن موی ســر و 

گرفتن ناخن( در دو روز بعد هر بار بايد شــيطان را ســنگ بزنند. سپس به سمت مكه 
حركت كنند و پس از »طواف« و »نماز«، اعمالشان به اتمام می‌رسد. با اين توضيح 

مختصر بياييد كمی محاسبه كنيم كه اين جمعيت چگونه اعمالشان را در 
اين مكان‌ها انجام می‌دهند. 

محاسبه كنیم
در صحرای عرفات از ظهر تا غروب حاجی‌ها زير چادرهای بزرگی 

كــه به صورت موقت و یک‌روزه برپا می‌شــوند، به راز و نياز 
مشــغول می‌شوند. بعد از غروب آفتاب و حركت به سمت 
مشعر، اين چادرها جمع‌آوری می‌شوند. ببينيم برای اين 
تعداد حاجی چند چادر و با چه ابعادی بايد در عرفات برپا 

شوند. 
فرض كنيم هر نفر اندازۀ يک مستطيل به طول 2 و عرض 

1 متر فضا احتياج داشــته باشــد. به اين ترتيب مساحت 
مورد نياز برای هر فرد برابر است با: )مترمربع( 2=2×1. به اين 

ترتيب برای 1800000 نفر حاجی كه در صحرای عرفات هستند، 
چه مقدار فضا مورد نياز است؟

مترمربع 3600000=2×1800000

اين را هم در نظر داشته باشيد كه صحرای عرفات 
قابل گسترش و اضافه‌شدن نيست. 
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اين صحرا 12 كيلومتر طول و 6/5 كيلومتر عرض دارد. پس به‌طور تقريبی مساحت آن برابر است با: 
مترمربع 1000000=1 كيلومترمربع    و     كيلومتر 78=6/5×12
پس                       مترمربع 78000000=78 كيلومترمربع

بخش زيادی از اين صحرا برای خيابان‌ها و رفت و آمد و مسيرهای حركت به سمت مشعر و مسيرهای ورودی از مكۀ مكرمه اختصاص 
داده شده است. همچنين بخش زيادی از اين صحرا برای كوچه‌های بين چادرها برای رفت و آمد افراد درنظر گرفته شده است. به همين 
دليل امكان دادن فضای 2 مترمربع برای افراد ممكن نيست. به‌طور تقريبی برای هر فرد 1/5 مترمربع در چادرهای حاجيان ايرانی در نظر 

گرفته می‌شود. به‌طور تقريبی در هر چادر 50 نفر اسكان داده می‌شوند. بنابراين:
تعداد چادرهای مورد نياز       36000=50÷1800000

بیشتر فكر كنیم
البته زائران همۀ كشــورها خدمات يكســانی دريافت نمی‌كنند و تعدادی از آن‌ها ممكن اســت در عرفات محلی برای استراحت و دعا 
نداشته باشند. آن‌ها از ظهر تا غروب در گوشه‌ای می‌نشینند و به راز و نياز مشغول می‌شوند. اما اين تعداد چادر بسيار قابل توجه است. 
در مشعر كه زائران فقط يک شب از غروب تا اذان صبح هستند، محلی برای استراحت وجود ندارد. به‌طور معمول هر فرد يک زيرانداز 
2×1 متر دارد و اگر می‌خواهد بخوابد روی همان زيرانداز شب را به صبح می‌رساند. در منا با توجه به اينكه زائران دو شب حضور دارند تا 
اعمالشان را انجام دهند، چادرهای دائمی وجود دارد. البته سرانۀ هر فرد در حدود 1 مترمربع است؛ چون امكان اضافه‌کردن فضا وجود 

ندارد. اما با همين حدود 36000 چادری كه به‌طور دائمی در اين صحرا نصب می‌شود، فضای زيادی باقی نمی‌ماند. 
ما در اين قسمت فقط از نظر محل استراحت بررسی كرديم. شبيه همين محاسبه‌ها را می‌شود در موارد ديگر، از جمله رساندن 

غذا و آب، سرويس بهداشتی مورد نياز، و اتوبوس‌هايی كه زائران را جابه‌جا می‌كنند نيز انجام داد. شما دست به كار شويد و 
اين محاسبه‌ها را انجام دهيد تا به عظمت موضوع بيشتر پی ببريد. 

با پویش رمزینه چادرهای

صحرای عرفات را ببینید. 
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 روح‌الله خليلی‌بروجنی

آب به زبـان اعــــداد 
آب ربای ایحت روی زنیم رضوری اتس. دبون آن اهایگن، ویحاانت و 
چیه جانداری وت‌یمنانــد زدنه دنامب. دحود 71 دردص زنیم دیشوپه از 
آب اتس. انی لماش آب وشر و آب نیریش وشیمد. امتم آب نیریش 

به‌رایتح ربای اافتسدۀ ام در درتسس تسین.

اب هجوت هب 
نس و رشاطی یکیزیف 

فرد، نیب 50 ات 65 دردص 
بدن از آب لیکشت 

دشه‌اتس!

0/3 درصد 
اهنت دردص ایسبر یمک از آب نیریش 
 زیمـن در دراه‌هچای و روداه‌هناخ

تفای وش‌یمد كه از آن در شست‌وشو 
و دیشونن اافتسده مینک‌یم.

30/8 درصد
یمک یبـش از 30 درصـد آب نیریش 

زیــر طســح زیمــن قـرار دارد. 
ایـن آبهـای زریزنیمـی هب 

درچایـاهه و روداههناخ 
یمرزیند. ام زین از آن‌ها 

در زیگدن روزمـرۀ 
وخد اافتسده 

مینکیم.

68/9 درصد
حــدود 70 درصــد از آب شــيرين زمين در 
اهکهلاکی یخی و اچخیلاهی یعیبط ووجد 
دارد. ربانبانی دیسرتس و اافتسده از آن ربای ام 

ایسبر دوشار و پرهزينه است.

آب روی زنیم
بيشــتر آب زنیم، ینعی دحود 
97/5 دردص آن، آب وشر اتس 
هک اونایقساه و دراهای را لیکشت 
یمدده. 2/5 درصـد ابقی‌مانده 
آب نیریش اتس. آب نیریش در 
اهکهلاکی یخی، چخیـالاهی 
یعیبط، دراههچای، روداههناخ و 

زریزنیم تفای وشیمد.

ریاضی
وکاربرد

ب شيرين
آ

ب شور
97/5آ

دردص

29 دردص
خشکی

71 دردص
آب



نحوۂ استفاده از آب
همۀ ما مقدار بسیار زیادی آب مصرف می‌کنیم. از آب برای 
نوشیدن، پخت و پز و شست‌وشو و همچنين در کشاورزی، 
دامداری و صنعت استفاده می‌کنیم. در ادامه درصدهای 
آبی که هر فرد روزانه برای این قبیل نیازها استفاده می‌کند 

آمده‌است.

چرخۀ آب
آب شیمهـه از یناکم هب کمـان درگی در 
احل تکرح اسـت. انی فرانیـد هک ۀخرچ 
آب دیمانه وشیمد، رفسی دماوم اتس 
هک در آن آب نیب یکشخ، وج و اونایقس 

تکرح دنکیم.

شبات وخردیش ثعاب ریخبت آب 
وش‌یمد.  اخبر  هب  آن  لیدبت  ای 

اخبر آب در وها لااب یمرود.

بخـار آب، سـرد و 
متراكـم می‌شود 
و ابرها را تشكيل 

می‌دهد. 

آب باران به رودخانه‌ها 
و سرانجـام به اقيانوس 

می‌ريزد. 

0/2 درصد

4/2 درصد

30/6 درصد

65 درصد

نوشيدن
از آبی  فقط مقدار كمــی 
استفاده  روز  در  انسان  كه 
می‌كند، برای نوشــيدن و 

پخت‌وپز است. 

بهداشت
حدود 4 تــا 5 درصد آب 
مصرفـی هـر فـرد در روز 
صــرف شسـت‌وشـــو و 

نظافت می‌شود. 

توليد  صنعتی
آب  به يک‌ســوم  نزديک 
روزانۀ هر فرد برای ساختن 
می‌شود  مصرف  كالاهایی 
كــه در زندگــی روزمــره 

استفاده می‌كنيم. 

توليد غذا
بيشتر آب مصرفی هر فرد 
محصولات  توليــد  صرف 
كشاورزی و دامی می‌شود. 
آب بخــش مهمی از رژيم 

غذايی ماست.
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خوب اســت پیش از ادامۀ مطلب کمــی به عقب برگردیم و 
نگاهی به مســیری بیندازیم که تا به حال طی کرده‌ایم. در دو 
شمارۀ پیشــین پیرامون حرکت از خانۀ مبدأ به خانۀ مقصد 
در جدول عددهای ۱ تا ۱۰۰ صحبت کردیم. این مشابه همان 
کاری اســت که هنگام نشانی‌دادن یا نشــانی‌گرفتن انجام 
می‌دهیم. همچنین دیدیــم که با هر قانون حرکتی نمی‌توان 
همــۀ خانه‌های جدول را پیمایش کــرد. اگر قوانینی تعریف 
کنیم که تضمین کنند با آن‌ها می‌توان از هر خانه به خانه‌های 
راســت، چپ، بالا و پایینــش رفت، آنــگاه می‌توانیم تمام 
جدول را بپیماییم. اما کدام قوانین اجازۀ چنین کاری را به ما 
می‌دهند؟ آیا می‌توان رابطه‌ای پیدا کرد که اگر قوانین حرکت 
در آن رابطــه صدق کند، تضمین‌کنندۀ رســیدن به خانه‌های 

مجاور )راست، چپ، بالا و پایین( هر خانه باشد؟ 
خوب است برای پاسخ به این سؤال از چند مثال کمک بگیریم 
و تعدادی از این قوانین را در جدول عددها بررســی کنیم. اما 
جدول عددهای ۱ تا ۱۰۰ جدول کوچکی است و امکان بررسی 
قوانین متفاوت را از ما می‌گیرد. مثلاً ممکن اســت کســی 
بخواهد قوانین حرکت عمودی را ۱۵ خانه به پایین و ۱۳ خانه 
به بالا تعریف کند که وقوع چنین چیزی در جدول عددهای ۱ 

تا ۱۰۰ غیرممکن است. 
ما برای آنکه بتوانیم دید درست و خوبی از منطق نشانی‌دادن در 
ریاضیات به دست آوریم، به جدول‌های بزرگ‌تری نیاز داریم، چرا 
که نه ریاضیات و نه حتی ما در زندگی روزمره‌مان به یک مربع 
۱۰×۱۰ محدود نیستیم. اما جدولمان را چقدر بزرگ کنیم؟ آیا یک 
جدول ۱۰۰×۱۰۰ کافی اســت؟ ۱۰۰۰×۱۰۰۰ چطور؟ این جدول‌ها 
گرچه بزرگ‌تر از جدول قبلی‌اند، اما باز هم محدود هستند و باز 
ما با مشکلات قبلی مواجه می‌شویم. ما به جدولی نیاز داریم که 
از هیچ ســمتی یعنی نه از بالا، نه از پایین و نه از چپ و نه از 
راست محدود نباشد، بنابراین باید جدولمان را نامتناهی در نظر 

بگیریم؛ جدولی که از هیچ سمتی محدود نیست و انتها ندارد.
دســتگاه مختصات نمونۀ خوبی از چنین جدولی‌ست؛ زیرا نه 
تنها هر مکان در این جدول جایگاه منحصربه‌فردی دارد، بلکه 
شما می‌توانید هر اندازه که بخواهید به چپ یا راست، بالا یا 
پایین حرکت کنید. اما برای ســادگی فعلاً نقطه‌هایی از این 
دستگاه را در نظر می‌گیریم که مختصاتشان صحیح باشد. باز 
هم برای سادگی فرض کنید فعلاً شما در مختصات )۰و۰( قرار 
دارید. در این صورت نقطه‌های مجاور این نقطه را مانند قبل 

نقطه‌های راست، چپ، بالا و پایین آن تعریف می‌کنیم.
 

 شراره تقی‌دستجردی،  صبا قاسمی

قسمت سوم

روش‌مهم‌تر‌از‌جواب
رياضی و نشانی
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از طــرف دیگــر، همان‌طور که در دو شــمارۀ قبل گفته شــد، 
حرکت‌های عمودی و افقی مستقل از هم هستند. پس باز هم 
برای سادگی اجازه دهید تنها نقطه‌های صحیح روی یک محور 
افقی را بررســی کنیم. پس شــما در مبدأ مختصات هستید و 
می‌خواهید به نقطه‌های مجــاور یعنی )0و1( و )0و1-( بروید. با 

کدام‌یک از قوانین زیر چنین کاری امکان‌پذیر است؟
الف( شــما در هر حرکت می‌توانید یا 2 واحد به جلو )راست( 

و یا ۶ واحد به عقب )چپ( بروید. 
ب( شــما در هر حرکت می‌توانید یا ۵ واحــد به جلو و یا 10 

واحد به عقب بروید.
پ( شما در هر حرکت می‌توانید یا ۶ واحد به جلو و یا ۴ واحد 

به عقب بروید.
ت( شما در هر حرکت می‌توانید یا 3 واحد به جلو و یا ۴ واحد 

به عقب بروید.
ث( شما در هر حرکت می‌توانید یا ۵ واحد به جلو و یا 2 واحد 

به عقب بروید.
همــان طور که امتحــان کردید، تنها دو حالــت آخر ما را به 
نقطه‌های مجاور می‌رســاند و این امر برای هر نقطۀ شروعی 

درست است. )چرا؟(
اما چه شباهتی بین سه حالت الف، ب و پ وجود دارد که ما 
را قادر به چنین کاری نمی‌کند؟ وجه اشــتراک قوانین ت و ث 

چیست که رفتن به نقطه‌های مجاور را امکان‌پذیر می‌سازد؟
اگر هنوز نتوانسته‌اید شباهت‌ها را در این دو دسته از قوانین 
پیدا کنید، ناامید نشــوید. شاید اســتفاده از زبان ریاضی به 

آشکارشدن این شباهت‌ها کمک کند. 
برای مثال، قانون الف را در نظر بگیرید. وقتی از مبدأ به اندازۀ 
2 واحد به ســمت راســت می‌رویم، یعنی داریم صفر را با ۲ 
جمــع می‌کنیم )توجه کنید که به علــت حرکت افقی از مبدأ 
مختصات، عرض مختصات هر نقطه صفر اســت و تنها طول 
آن تغییر می‌کند. لذا منظور جمع‌کردن مؤلفۀ طول مختصات 
مبدأ با ۲ است(. اگر چندین بار حرکت به راست را ادامه دهیم 

به همان تعداد که ایــن کار را تکرار می‌کنیم، داریم این عملِ 
جمــع با 2 را تکرار می‌کنیم. اما تکــرار عمل جمع با یک عدد 
ثابت را می‌توان با عمل ضرب نیز نشان داد. به عبارت دیگر، 
اگر این تعداد تکرار را با n نشــان دهیم، آنگاه n بار حرکت به 
راست ما را به مختصات )2nو0( می‌برد. پس تنها با استفاده 
از حرکت به راست رسیدن به عدد 1 )یا 1-( امکان پذیر نیست. 
زیرا در این صورت، معادلۀ 2n=1 )یا 2n=-1( باید جوابی صحیح 

داشته باشد که چنین چیزی امکان‌پذیر نیست. 
به طریق مشــابه، اگر تعداد حرکت‌های به چپ را با m نشان 
دهیم، رسیدن به عدد 1 )یا 1-( با m بار حرکت به چپ معادل 
اســت با اینکه معادلۀ ۶m=1- )یا ۶m=-1-( دارای جواب باشد 
کــه باز هم جوابی برای آن نمی‌توان پیدا کرد. ممکن اســت 
بگویید که شاید بتوان با ترکیبی از حرکت‌های راست و چپ 
به عدد 1 )یا 1-( رســید. پس بیایید آن را هم بررســی کنیم. 
فرض کنید شما چنین حرکت کرده باشید: یک حرکت به جلو، 
دو حرکت به عقب، دو حرکــت به جلو، یک حرکت به عقب 
و چهار حرکت بــه جلو. در این صورت شــما به چه خانه‌ای 
رسیده‌اید؟ برای پاسخ به پرسش بالا شما می‌توانید تعدادی 
جمع و تفریق بنویسید:             0+2-۶-۶+2+2-۶+2+2+2+2

اما باز هم این عبارت را می‌توان به کمک ضرب ساده‌تر نوشت 
)چون 0 تأثیری در جواب ندارد آن را نمی‌نویسیم(:۶×2-3×7

که در آن 7 و 3 به ترتیــب تعداد حرکت‌های رو به جلو و رو 
 m حرکت رو به جلو و n به عقب هســتند. با این توضیح اگر
n×2-m×۶       :حرکت رو به عقب داشته باشیم، می‌رسیم به

اکنــون باید ببینیم، آیا n و mهایی وجــود دارند که به ازای 
آن‌ها دو معادلۀ زیر دارای جواب باشند؟   

n×2-m×۶=1 و n×2-m×۶=-1
دقــت کنید که کافی اســت وجود جواب بــرای یکی از این 
معادله‌ها را بررسی کنیم. زیرا اگر یکی از این دو معادله جواب 
داشته باشــد، با قرینه‌کردن می‌توان جواب معادلۀ دیگر را به 
دست آورد. بنابراین، تنها معادلۀ اول را بررسی می‌کنیم. با این 

صورت‌بندی می‌توان قوانین ب و پ را نیز بررسی کرد.
n×۵-m×10=1                                            :برای حالت ب
n×۶-m×۴=1                                             :برای حالت پ
که در آن n تعــداد حرکت رو به جلو و m تعداد حرکت رو به 

عقب است.
é اکنون نوبت شماست!

1. آیا می‌توانید شباهت سه معادلۀ اخیر را بیابید؟
2. چرا هیچ یک از سه معادلۀ بالا دارای جواب نیست؟ 

3. برای قانون ت نیز یک معادله بنویســید و برای آن ســه 
جواب متفاوت برای n و m بیابید.

۴. در هر حالت چه ارتباطی بین جواب‌ها وجود دارد؟
۵. پرسش‌های 3 و ۴ را برای قانون ث نیز پاسخ دهید.

ادامه دارد ...

دورۀ 29| شمارۀ 3

19
ریاضی
و کاربرد



رسيدهخوشه‌های مجذوب 
در سال 1326 ش در اصفهان به دنیا آمد. در پنج‌سالگی او را 
به مکتب گذاشتند، اما در همان روز اول از آنجا فرار کرد و به خانه 
بازگشت. خوشه‌های رسیدۀ انگور درخت مویی که در حیاط مکتب 
روییــده بود، نظر او را جلب کرده بــود. قصد چیدن انگور کرده بود که 
خانم معلم عصبانی شده و با چوب دنبالش کرده بود. او هم از ترس از در 

مکتب بیرون جسته و دوان‌دوان به سوی خانه رفته بود.

 بهزاد منوچهریان
 تصویرگر: حسین یوزباشی

رياضی‌دان معاصر؛ 
دكتر جعفر زعفرانی
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بعد از دورۀ ابتدایی، به »دبیرستان 
ســعدی« رفت که از دبیرستان‌های 
خوب اصفهان بود و شاگردان زرنگ 
را گلچین می‌کرد. دبیران خوبی هم 
داشت. کلاس هندسۀ آقای جمالی، 
در جلب علاقۀ او به ریاضیات خیلی 

مؤثر بود. 

در ســال 1344، هم در دانشــگاه 
اصفهان قبول شــد و هم در دانشگاه 
تهران، اما به تهران آمد. هنگام عزیمت 
به تهران هزار تومان از پدرش گرفت 
کــه ۸۵۰  تومان آن بــرای پرداخت 
شهریۀ نیم‌سال اول دانشگاه بود. آن 
زمان دانشجویان باید شهریۀ نیم‌سال 
اول خــود را حتی در دانشــگاه‌های 

دولتی هم می‌پرداختند.
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در دانشــگاه تهران از استادانی چون 
دکتر قینی، دکتر بهفروز، دکتر افضلی‌پور، 

دکتــر هشــترودی، اســتاد فاطمی و 
دکتر جوانشــیر ریاضیــات آموخت، اما 

این دکتر قینی بود که بــرای اولین بار او 
را بــا کتاب‌های آمــار و احتمال که به زبان 

انگلیسی بودند، آشنا کرد.
او که با معدل بسیارعالی موفق به گرفتن مدرک 

کارشناسی شده بود، با راهنمایی و تشویق دکتر بهفروز 
و دکتر هشترودی که در دانشگاه اصفهان هم درس می‌دادند، 

برای گذراندن دورۀ سربازی به دانشگاه اصفهان رفت و آن دوره 
را با تدریس ریاضیات و حل تمرین درس‌هايی که دکتر هشترودی 

و دکتر بهفروز می‌دادند، در دانشگاه اصفهان به پایان رساند. 

پس از پایان دورۀ سربازی، تصمیم گرفت برای ادامۀ تحصیل به خارج از ایران برود. پس از آنکه از دانشگاه‌های آمریکا 
و انگلیس پذیرش گرفت، در پی آشنایی با دکتر گارنی، »دانشگاه لیژ« بلژیک را برای ادامۀ تحصیل انتخاب کرد. در مدت 

تحصیل در بلژیک او بورسیۀ دانشگاه اصفهان بود.
پس از گرفتن مدرک دکترا در سال 1354 به ایران برگشت و به دانشگاه اصفهان رفت. در همان سال، ضمن آشنایی با 
چند تن از ریاضی‌دانان، به انجمن ریاضی راه یافت و سال‌ها در انجمن فعال بود و یک دورۀ دوساله هم رئیس انجمن 

ریاضی بود.
او یکی از بنیان‌گذاران »دانشگاه غیرانتفاعی شیخ بهایی« 
است که در سال 1375 در شهر جدید بهارستان در نزدیکی 
اصفهان تأسیس شد و اکنون ریاست این دانشگاه را 

برعهده دارد.



بچرخان
حتماً همۀ شــما از نحوۀ محاســبۀ مجمــوع زاویه‌های 
داخلــی يک چندضلعی محدب اطلاع داريد. مثلاً اگر يک 
شش‌ضلعی مطابق شكل ۱ داشــته باشیم، برای محاسبۀ 
مجموع زاویه‌های داخلی آن، ابتدا سطح داخلی‌اش را به 
چند مثلث )اينجا 4 مثلث( افراز می‌كنيم )شکل 2(. در هر 
مثلث مجموع زاویه‌ها برابر اســت با 180 درجه. در نتيجه 
مجموع زاویه‌های شــش‌ضلعی برابر °180×4، يعنی 720 

درجه خواهد بود. 

شكل 1

  
حال اگر چندضلعی‌ها به شــكل‌های ديگری باشند، چطور 
مجموع زاویه‌ها را به‌دست می‌آوريد؟ آيا روش فوق مجدداً 

قابل استفاده است؟

شكل 2

به‌عنوان مثــال دوم، يک چندضلعــی در نظر بگيريد كه 
محدب نباشد )يعنی زاويه‌ای بيشتر از °180 داشته باشد(؛ 

مانند شكل 3.

شكل 3

 و
اندازه
‌بگیر

حتماً در بررسی شما هم به اين نتيجه رسيده‌ايد كه روش گفته‌شده 
اينجا هم كارساز است )شکل 4(. 

°900=°180×5=مجموع زاویه‌ها 

شكل 4
  

حال چندضعلی‌هايی را در نظر بگيريم كه ساده نباشند. چندضلعی 
ساده چندضلعی است كه خودش را قطع نكند؛ مانند دو مثال قبل. 
اگر يک چندضلعی ســاده نباشد، مانند چندضلعی شکل 5، شايد 
نتوانيم از روش فوق برای محاســبۀ مجموع زاویه‌هایش استفاده 
كنيم. ابتدا شما را دعوت می‌كنم که به كمک معلومات هندسی‌تان 

مسئله را حل كنيد.

شكل 5

علاوه بر راه‌حل‌های هندســی كه برای چنين مســئله‌هايی وجود 
دارند، در ادامه به ارائۀ روشی خلاقانه برای محاسبۀ مجموع زاویه‌ها 
در اين چندضلعی و چندضلعی‌های مشابه می‌پردازيم. يک خودكار 
يا مداد يا حتی چوب‌كبريت برداريد و آن را مطابق شكل 6 در رأسی 

از چندضلعی به دلخواه قرار دهيد: 

شكل 6

سپس آن را روی ضلع‌ها حركت دهيد تا به رأس بعدی برسد. نوک 
مداد روی رأس B كه قرار گرفت مداد را در داخل چندضلعی دوران 

دهيد تا روی ضلع BC قرار بگيريد )شکل 7(. 

شكل 7

 محرم ایردموسی
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حال مداد را روی ضلع BC جابه‌جا كنيد تا به رأس C برســيد و 
مجدداً ته مداد روی C كه قرار گرفت مانند شکل 8 آن را داخل 

چندضلعی دوران دهيد تا روی ضلع CD قرار گيرد 
شكل 8

  
حتماً حدس زده‌ايد كــه در ادامه مداد را چطور حركت دهيد. 
اين كار تا رسيدن مداد به جای اولش يعنی A بايد ادامه پيدا 

كند )شکل 9(. 

شكل 9

را دوباره بررسی كنيد خواهيد ديد كه 
مداد روی رأس‌ها و داخل چندضلعی 
می‌چرخد. پــس مجموع چرخش‌ها 
همان مجمــوع زاویه‌های چندضلعی 
اســت و مجموع زاویه‌هــا برابر 180° 

خواهد بود. 
به عنوان تمرين ســعی كنيد مجموع 
زاویه‌های چندضعلی‌های شکل 10 را با 
اين روش به‌دست آوريد. در حركت‌دادن 
و چرخانــدن مداد دقت كنيد كه مداد را 
در كل چند دور )يا نيم‌دور( چرخانده‌ايد. 

شكل 10

می‌توانیــم با اين روش ثابــت كنيم مجموع 
زاویه‌های خارجی هر چندضعلی محدب برابر 
°360 است. نقطۀ شــروع راه‌حل از ما، تكميل 

راه‌حل از شما! 
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اكنون كه مداد به نقطۀ شــروع بازگشته است، شكل نهايی و 
شكل ابتدايی را با هم مقايسه كنيد. مداد سر و ته شده است 
كه نشــان می‌دهد °180 چرخيده است. اگر روند حركت مداد 



مریم جعفرآبادی

با چند بار تاكردن كاغذ
به ماه می‌رسيم؟

فكــر می‌كنيد يک كاغذ را چند بــار می‌توانيد تا كنيد؟ آيا 
فكر می‌كنيد ضخامت كاغــذ در جوابی كه می‌خواهيد به 
اين سؤال بدهيد تفاوتی ايجاد می‌كند؟ بياييد فرض كنيم 
ضخامت كاغذ در حد »سيلک«، يا حدوداً 0/001 سانتی‌متر 
اســت. ميزان نازک‌بودن كاغذ را تأييــد می‌كنيد؟ ادامه 

بدهيم؟

شايد داريد با خودتان فكر می‌كنيد اندازۀ كاغذ هم در پاسخ 
شما تأثير دارد و هر قدر كاغذ بزرگ‌تر باشد، شما راحت‌تر و 
به دفعه‌های بيشتری می‌توانيد آن را تا كنيد. اگر كاغذی به 

بزرگی صفحه‌های روزنامه برداريم خوب است؟
كاغذی بــه نازكــی 0/001 ســانتی‌متر و بــه بزرگی يک 

صفحۀ روزنامه را بر‌می‌داريم و كار را شروع می‌كنيم!

حالا با اين شــرايطی كه با هم سرشان توافق كرديم، فكر 
می‌كنيد چند بار اين كاغذ می‌تواند از وسط تا شود؟

بياييد اين كار را انجام دهيد. تا هر تعداد دفعه كه می‌توانيد 
كاغذ را از وسط تا كنيد و دوباره و دوباره ... چند بار شد؟ با 
انجام عملی اين كار ببينيد جواب قابل قبول و واقعی به اين 
مسئله چيست؟ اما صرف‌نظر از اينكه در واقعيت تاكردن 
پشــت ســر هم يک ورق نازک تا چندمين بار امكان‌پذير 
اســت، بياييد فرض كنيم محدوديتی در تعداد دفعه‌های 
آن نداشته باشيم. می‌خواهيم روی ضخامت كاغذ تاشده 
صحبت كنيم. ضخامت اوليۀ كاغذ را 0/001 ســانتی‌متر در 
نظر گرفته بوديم. پس با اولين بار تا كردن كاغذ ضخامت 

آن 0/002 سانتی‌متر می‌شود. 
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دفعۀ بعد كه تا می‌كنيم ضخامت كاغذ 0/004 و دفعۀ بعد 
0/008 و به همين ترتيب 0/016 و ... می‌شود. 

اين عددها برايتان آشنا نيستند؟ انگار داريم توان‌های دو 
را می‌بينيم. 

بعد از 10 بار تاكردن كاغذ، به عدد 2 به توان 10 می‌رسيم كه 
ضخامت 1/024 را برای ما می‌سازد. يعنی فقط كمی بيشتر 

از 1 سانتی‌متر. 
 

فرض كنيد فرايند تاكردن كاغذ از وسط را همين‌طور ادامه 
بدهيم )به نظر شــما در واقعيت اصلاً چنين چيزی ممكن 
است؟ شما تا چندمين بار توانستيد كاغذتان را تا كنيد؟( 
و مثلاً بــه 17 امين دفعۀ تاكردن برســيم. در اين مرحله 

ضخامت چقدر خواهد بود؟
ضخامت كاغذ تاشده در اين مرحله به حدود 131 سانتی‌متر 
می‌رســد؛ كمی بيشــتر از 4 فوت كه تقريباً اندازۀ قد يک 

كودک است. 

در 25 امين دفعۀ تاكــردن خودتان ببينيد كه چه اتفاقی 
می‌افتد؟

برجی از كاغذ هم‌قد يک آسمان‌خراش!
 

به اين نوع رشد ضخامت كاغذ »رشد نمايی« می‌گوييم. 

فكر می‌كنيد بعد از چندمين بار تاكردن كاغذ دســتمان به 
ماه می‌رسد؟ با 40 بار تاكردن كاغذ به ماهواره‌هايی كه دور 
زمين می‌گردند و مربوط به رادارهای »جی‌پی‌اس« هستند 

دست می‌يابيم. 
 

با 45 بار تاكردن می‌توانيم دور ماه قدم بزنيم. دفعۀ ‌46ام 
كه كاغذ را تا كنيد، می‌توانيم همين مســيری را كه تا ماه 

آمده‌ايم برگرديم. 
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40 بار تاکردن
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اگر یک ساعت زمان برای تفریح داشته باشید، چه کاری انجام 
می‌دهید؟ به باشگاه ورزشی می‌روید یا فیلم تماشا می‌کنید؟ 
اگر به تماشــای فیلم بنشــینید فرصت رفتن به باشگاه را از 
دســت داده‌اید. شما فرصت داشــتید که زمان خود را صرف 
ورزش در باشگاه کنید و هزینۀ تماشای فیلم، نرفتن به باشگاه 
بود. در طول روز ما دائماً در معرض انتخاب هســتیم و هزینۀ 

فرصت‌هایی را برای هر انتخابی می‌پردازیم.
یک مثال دیگر: فرض کنید شــما مبلــغ 500000 تومان بابت 
خرید یک لباس پرداخته‌اید. با این مبلغ چه کالاها و خدمات 
دیگری می‌توانستید بخرید؟ می‌توانستید به شهر بازی بروید 
یا در یک رستوران غذا صرف کنید یا کتاب بخرید یا یک کیف 
بخریــد. همان‌طور که می‌بینید به ایــن مجموعه انتخاب‌ها 
می‌توانید پیشــنهادهای متنوعی را اضافه کنید. همۀ کارهای 
این فهرست فرصت‌هایی هستند که با آن مبلغ می‌توانستید 

داشته باشید، ولی هزینه کردید. 

وقتــی اقتصاددان دربــارۀ هزینه 
صحبت می‌کند منظور او »هزینه-
فرصت« اســت. یــک مثال دیگر 
بزنیم: اگر شــما با دوســتان خود 
در خیابــان قدم بزنید آیا هزینه‌ای 
کرده‌اید؟ شــاید ابتدا بگویید من 
هیـچ هزینه‌ای نکـردم. ولی فـرض 
کنید این زمان را بــرای یادگیری 
ریاضی اختصاص می‌دادید و یا یک 
کالای دست‌ســاز می‌ساختید و به 
هم‌کلاسی‌هـای خود می‌فـروختید. 
این‌ها همه فرصت‌هایی بودند که 

هزینه کردید. 
اگر شــما صاحب یک کسب و کار 
باشــید و سود شرکت تعیین‌کنندۀ 
موفقیت تجارت شما باشد، شناخت 
هزینۀ فرصت هر سرمایه‌گذاری و 
انتخاب شما بســیار اهمیت پیدا 
می‌کند. چرا که هزینـه- فرصت به 
این معنی است که وقتی فردی یا 
شرکتی بین چند انتخـاب متفاوت 
تصمیم می‌گیـــرد، هزینه‌ای را که 
به دلیــل انتخاب‌نکردن هر یک از 
گزینه‌های دیگر از دســت می‌دهد 

باید در نظر بگیرد. 
در ریاضیــات می‌توان این مفهوم را با اســتفاده از معادله و 
فرمول بیان کرد. برای مثال، فرض کنید یک شرکت تصمیم 
گرفته است بین دو پروژۀ متفاوت یکی را انتخاب کند. پروژۀ 
A ســالانه ۲۰٬00۰٬۰۰۰ تومان سود به دست می‌آورد، در حالی 
که پروژۀ B سالانه ۲۵٬00۰٬۰۰۰ تومان سود به دست می‌آورد. 
با این حال، پروژۀ A احتمال دارد که دو ســال طول بکشد، 
در حالی که پروژۀ B تنها یک سال طول می‌کشد. با توجه به 
اینکه شــرکت از دو سال بعد نیاز دارد سود خود را برای سال 
دوم دوباره حساب کند، هزینۀ فرصت انتخاب پروژۀ A برابر 

است با:
تومان       تومان      سال      تومان    سال
)۲×۲۰٬00۰٬۰۰۰(-)۱×۲۵٬00۰٬۰۰۰(=۱۵٬000٬۰۰۰
بنابرایــن، هزینه- فرصــت انتخاب پروژۀ A برای شــرکت 
۱۵٬00۰٬۰۰۰ تومان است. اگر شما صاحب این شرکت بودید 

کدام پروژه را انتخاب می‌کردید؟ 
در زندگــی هر روز و هر جا باید تصمیــم بگیریم و انتخاب 
کنیم. این موضوع مهم اســت که بدانیم »هزینه-‌فرصت« 
هر تصمیم چیســت. و یا ساده‌تر اینکه: چه چیزی از دست 

می‌دهیم و چه چیزی به‌دست می‌آوریم؟ 

هزینه- فرصت
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وکاربرد

ژما جواهری‌پور



خسرو داودی 
آرش رسـتگار

بـاید دید جـوردیگر 
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هفتمی‌ها
مسئلۀ 1. فرض كنيد كاشی‌كاری‌هایی که در شکل ۱ می‌بینید، 
تــا بی‌نهايت ادامه دارند. تصويری بزرگ از هر يک را با كمک 

شابلون رسم كنيد.
الف( در هر يک از كاشــی‌كاری‌های شــکل ۱ چه نقاطی مركز 
تقارن هســتند؟ چند نــوع مركز تقــارن را می‌توانيد در اين 
كاشی‌كاری‌ها بازشناسی كنيد؟ مثلاً ممكن است بعضی روی 

رأس كاشی باشند و برخی وسط يال كاشی. 
ب( در هر يک از كاشــی‌كاری‌های شــکل ۱، چه نقاطی مركز 
دوران كوچک‌تر از 180 درجه هســتند كه كاشی‌كاری را حفظ 
می‌كننــد؟ چند نوع مركز تقارن دورانــی را می‌توانيد در اين 
كاشــی‌كاری‌ها بازشناسی كنيد. مثلاً ممكن است بعضی روی 

مركز كاشی باشند و بعضی وسط يال كاشی. 
ج( در هــر يک از اين كاشــی‌كاری‌ها چــه خط‌هایی محور 
تقارن هســتند؟ چند نوع محور تقــارن را می‌توانيد در اين 
كاشی‌كاری‌ها بازشناسی كنيد؟ مثلاً ممكن است بعضی از مركز 

كاشی بگذرند و بعضی ادامۀ يک يال باشند. 
د( ساختار مركزهای تقارن و محورهای تقارن كدام كاشی‌كاری‌ها 
شبيه هم هستند؟ آيا می‌توانيد يكی از اين کاشی‌کاری‌ها را از 

روی ديگری توليد كنيد؟

در ایران و اكثر كشــورهای جهان »آموزش ریاضیات به سبک 
تصویری«، مغفول مانده یا به آن كم‌توجهی شــده اســت؛ از 
موارد استثنا می‌توان به نظام آموزش ریاضی در كشور سنگاپور 
اشاره كرد. در این سلسله مقاله‌ها تلاش شده است این نقیصه 

با طرح تمرین‌هایی متفاوت تا حدی جبران شود. 

ریاضی
و مـسئله

شكل 1
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هشتمی‌ها
مسئلۀ 1. در كاشی‌كاری مثلثی 
شــکل ۲ چند رنگ‌آميزی آمده 
اســت كــه در آن روش‌هــای 
رنگ‌آميـزی در حـول و حـوش 
هر رأس بر رأس‌های ديگر قابل 

انطباق است.

الف( شــما هم كاشــی‌كاری مثلثی ديگری را به روشی جديد 
رنگ‌آميزی كنيد كه اين خاصيت برقرار بماند. 

ب( حال همين مســئله را برای كاشی‌كاری مربعی شکل ۳ حل 
كنيد. چند روش رنگ‌آميزی با اين خاصيت می‌توانيد پيدا كنيد؟

مســئلۀ 2. در هر يک از گوشه‌های شــکل ۴ تحقيق كنيد كه 
زاويۀ هر چندضلعی منتظم چنان است كه مجموع زاویه‌های 

هر گوشه برابر 3۶0 درجه خواهد بود.
شكل 4

حال بگوييد كدام‌يک از الگوهای بالا به يک كاشی‌كاری صفحه 
قابل توسعه است، به‌طوری كه الگوهای اطراف همۀ رأس‌های 

آن قابل انطباق باشند؟ 

شكل 2

شكل 3

ریاضی
و مـسئله
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نهمی‌ها
مســئلۀ 1. روی ســطح كره دایره‌های عظيمۀ كره را جانشين 
مفهــوم خط كنيد. تحقيــق كنيد آيا در يــک مثلث مجموع 
زاویه‌ها هميشه 180 درجه است؟ مفهوم‌های ارتفاع، نيمساز، 
عمودمنصــف و ميانه را برای يک مثلــث كروی تعريف كنيد. 

تحقيق كنيد آيا قضايای هم‌رسی روی سطح كره نيز برقرارند؟

مسئلۀ 2. هر يک از حجم‌های شکل ۵ را به هشت حجم متشابه 
با خودش، اما كوچک‌تر افراز كنيد؛ درست مانند مكعبی که در 

این شکل به هشت مكعب كوچک افراز شده است. 
 

               

شكل 5

               

مسئلۀ 3. در شكل ۶ يک اســتدلال غلط درست‌نما گنجانده 
شده است. 

شكل 6

نيمســاز AN عمودمنصف MN از ضلع BC را در نقطۀ N داخل 
مثلث قطع كرده اســت. آيا می‌توانيد به كمک شــكل ثابت 
كنيد، هر مثلث ABC متساوی‌الساقين است و AB=AC؟! اين 

استدلال چه اشكالی دارد؟ 
راهنمايی: از خط‌های اضافی كمک بگيريد.

استدلال: دو مثلث ANP و ANQ را در نظر بگيريد: 

فرض مسئله 
)AN نيمساز(

وتر مشترک

وز ˆتساوی اجزا ˆA A
ANQ ANP AP AQAN AN

∆ ∆= ⇒ = ⇒ == 

1 2

دو مثلث PNB و QNC را در نظر بگيريد: 

NP NQ
QNC PNB PB QCNB NC

∆ ∆= ⇒ = ⇒ == 

چون N روی نيمساز است 

چون N روی عمودمنصف است 

وض
تساوی
 اجزا

AP AQ
AP PB AQ QC AB ACPB QC

= ⇒ + = + ⇒ == 

يعنی مثلث متساوی‌الساقين است. 

مربع لوزی‌ای است که یک زاویۀ قائمه داشته باشد. 
مربع مستطیلی است که دو ضلع مجاورش برابر باشد. 

این دو تعریف برای مربع معادل هستند.

مسئلۀ ۴. 
الف( چند تعريف معادل برای اينكه يک چهارضلعی مربع باشد 

ارائه دهيد. 
ب( چند تعريف معادل برای اينكه يک چهارضلعی مســتطيل 

باشد ارائه دهيد. 
ج( چند تعريف معادل برای اينكه يک چهارضلعی لوزی باشد 

ارائه دهيد. 
د( چند تعريف معادل برای اينكه يک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع 

باشد ارائه دهيد. 
هـ( چند تعريف معادل برای اينكــه يک چهارضلعی ذوزنقه 

باشد ارائه دهيد. 
و( حال در هر يک از قسمت‌های بالا شرطی بگذاريد كه تعريف 

بالا را نتيجه بدهد، ولی معادل با آن نباشد. 

مســئلۀ ۵. كدام‌يک از شكل‌های مســتطيل، لوزی، ذوزنقه 
و متوازی‌الاضــاع می‌توانند با تغيير طــول ضلع‌ها، ولی با 
ثابت‌مانــدن زاویه‌ها تغيير كنند، ولی همان شــكل بمانند؟ 
مثلاً مربع با بزرگ‌تر شــدن متناســب ضلع‌ها و ثابت‌ماندن 

زاویه‌هايش همواره مربع باقی خواهد ماند. 
الف( مستطيل                                

ب( لوزی
ج( ذوزنقه                                      

د( متوازی‌الاضلاع
آيا هر شكل دلخواه خاصيت بالا را ندارد؟

از شــكل‌های مســتطيل، مربــع،  مســئلۀ ۶. كدام‌يــک 
متوازی‌الاضلاع و ذوزنقــه می‌توانند با تغيير زاویه‌ها، ولی با 
ثابت‌ماندن طول ضلع‌ها، همان شكل باقی بمانند؟ مثلاً لوزی 

با تغيير زاویه‌های مقابل به هم يک لوزی باقی می‌ماند. 
الف( مستطيل 

ب( مربع
ج( متوازی‌الاضلاع  

د( ذوزنقه
اگر همۀ شكل‌های بالا تغيير می‌كنند و به شكل ديگری تبديل 

می‌شوند، نام آن شكل كلی‌تر را بگوييد. 

ریاضی
و مـسئله

 آموزش معلمان  پاسخ‌ها ادامۀ مسئله‌ها
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یکی می‌پرسد: »ریاضی به جز یک حساب و کتاب معمولی در زندگی، به چه کار ما می‌آید؟!« اما این دختر می‌گوید: »ریاضی تمرکز 
می‌دهد و اعتمادبه‌نفس می‌بخشد.« دیگری بعد از آنکه همین چند تا تمرین را هم حل کرد، کتاب و دفتر را جمع می‌کند، اما این 
دانش‌آموز می‌کوشد ببیند کدام هم‌کلاسی در فهم یک مبحث دچار اشکال شده است تا آن را برطرف کند. آن یکی خودش را ته 
کلاس پنهان می‌کند تا در دید معلم قرار نگیرد، ولی ضحا پیشنهاد می‌دهد به عنوان معلمیار به تکلیف‌های بچه‌ها رسیدگی کند. 
این همه شوق و علاقه ما را تشویق کرد تا این دانش‌آموز پایۀ هشتم مدرسۀ شاهد نجمه منطقۀ ۲ شهر ری را به گفت‌وگو دعوت 

کنیم، او را بهتر بشناسیم و به شما معرفی کنیم.

é اگر کسی از شما بپرسد ریاضی چگونه درسی است، پاسخ شما 
چیست؟ منظورم این است که تعریف شما از ریاضی چیست؟

è درس ریاضی اگر توأم با علاقه و انگیزه باشــد، درسی بسیار 
شیرین و کاربردی است. من معتقدم که علم ریاضی در ذهن 
انسان تمرکز ایجاد می‌کند، در فرد روحیۀ نظم‌پذیری به‌وجود 
مــی‌آورد، و با حــل تمرین‌ها اعتمادبه‌نفــس در ما تقویت 

می‌شود.

é در طول هفته چقدر برای مطالعۀ ریاضی وقت می‌گذاری؟
è در طول هفته معمولاً ۳ تا ۵ ساعت.

é آیا علاوه بــر درس ریاضی و تمرین‌هایــی که معلم تعیین 
می‌کنــد، مطالب دیگری در زمینۀ ریاضــی مطالعه می‌کنید یا 

خیر؟ این مطالب را از کجا انتخاب و مطالعه می‌کنید؟
è در کنار کتاب درســی ریاضی، کتاب‌هــای ديگری دارم که 
معمــولاً در هفته چند صفحه از آن را حل می‌کنم و این کمک 
بزرگــی به من می‌کند. البته گاهی هم نمونۀ آزمون‌ها را برای 

خودم حل می‌کنم.

é همۀ ما گاهی در کار و درس با مشکل، معما و مسئله روبه‌رو 
می‌شویم که خودمان قادر به حل آن نیستیم. در چنین حالتی 
در درس ریاضی، اگر برای شــما سؤالی پیش بیاید و خودتان 

نتوانید آن را حل کنید چه کار می‌کنید؟
è من نهایت تلاشم را می‌کنم که مسئله را خودم به‌تنهایی حل 
کنم، ولی اگر موفق به حل آن نشــدم از معلم یا پدرم و یا از 

دوستانم کمک می‌گیرم.

گفت‌وگو با 
ضحا عرب بافرانی، 
معلمیار و مخاطب 

امروز از شهر ری

ریـــــــــاضی 
روحیـ﹦ 

نظم‌پذیری 
می‌دهد
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 مهدیه مسیبی

گفت‌وگو



é شــنیدم معلمیار درس ریاضی در کلاس هستید. چطور 
شد برای این کار انتخاب شدید؟ چه کسی شما را انتخاب 

کرد و چه مدت است که معلمیار هستید؟
è از جانــب دبیــر ریاضی بعــد از انجــام تکلیف‌ها و 
داوطلب‌شدن‌های پی‌درپی برای حل تمرین‌ها، از همان 
جلسه‌های اول سال تحصیلی انتخاب شدم. من از دوران 
ابتدايی به‌عنوان همیار معلم تجربۀ این کار را پیدا کردم و 

تا الان این کار را انجام می‌دهم.

é وظیفۀ معلمیار در کلاس شما چیست و در چه جاهایی 
به بچه‌ها کمک می‌کنید؟

è معلمیار همان‌طور که از اســمش معلوم است، به‌نوعی 
بــه معلم کمک و یاری می‌رســاند. بررســی تكليف‌های 
سرگروه‌ها، پیگیری و شناخت دانش‌آموزان ضعیف، رفع 
اشــکال و پاسخ‌گویی به دوستان در شــبکۀ مجازی، به 

خصوص در روزهای امتحانات ترم و میان‌ترم.

é کسی که معلمیار اســت، باید درسش از سطح متوسط 
بچه‌های کلاس بالاتر باشــد تا بتواند به مشــکلات آنان 
رسیدگی کند یا پرســش‌های آنان را پاســخ بدهد. شما 

خودتان را در این زمینه چگونه آماده نگه می‌دارید؟
è من در درجۀ اول شــش دانگ حواسم به تدریس معلم 
اســت. سعی دارم که همان موقع در کلاس با دقت تمام 
درس را یاد بگیرم. گاهی مبحث درســی کامل نمی‌شود 
و من عجله دارم که تمام مبحــث را خودم در همان روز 
پیگیــری کنم و یاد بگیرم و هیچ نکته‌ای را برای جلســۀ 
بعد نمی‌گذارم. پس بلافاصله درس‌نامه را بازنویســی و 
تمرین‌هــای جدید را حل می‌کنم. بنابراین نیازی به تکرار 

دوبارۀ معلم ندارم و داوطلب حل تمرین جدید هستم.

é اگر دانش‌آموزان هم‌کلاســی شــما در حل مسئله‌ها و 
نکته‌های درس ریاضی با مشــکل روبه‌رو شوند، چگونه به 

آن‌ها کمک می‌کنید و برای این کار وقت می‌گذارید؟
è من همیشــه آماده و پذیرای پاسخ‌گویی و رفع اشکال 
دوستانم هستم و با علاقه سؤال و پاسخ آن‌ها را بررسی 

می‌کنم و در حد توان مشکل آن‌ها را برطرف می‌کنم.

é در دوران کرونــا و مدتی پــس از آن هم برخی کلاس‌ها 
حالت برخط )آنلاین( داشتند و بچه‌ها از راه دور درس‌ها را 
می‌خواندند. آیا شما در آن زمان هم به دانش‌آموزان کلاس 
خودتان کمک می‌کردید؟ چگونه این کار را انجام می‌دادید؟

è در زمــان کرونا معمــولاً با گرفتن تصويــر زنده )لایو(، 
داوطلب توضیــح و حل تمرین بودم و بیشــتر وقت‌ها 
درس‌هــا را برای خودم به‌طور جــدی تدریس می‌کردم و 

فیلم می‌گرفتم. گاهی بعضی از فیلم‌هــا را برای دبیر ریاضی 
می‌فرســتادم و مورد تشــویق ایشــان قرار می‌گرفتم. شبکۀ 
مجازی امــکان خوبی برای کمک، هم‌فکری، تبادل نظر و رفع 

اشکال است و ما از این فرصت استفاده کرده و می‌کنیم.

é این‌طور که ما شنیدیم در حل تمرین‌های اضافه بر تمرین‌های 
کتاب درسی هم به هم‌کلاسی‌هایتان کمک می‌کنید؟

è بله. ما یک سلسله تمرین‌های درسی، علاوه بر کتاب درسی 
را هم در برنامــۀ کاری کلاس خودمان داریم تا در این زمینه 
بچه‌ها بیشتر تقویت بشــوند. به‌طور معمول یک ساعت در 
هفته با عنوان »ریاضی تکمیلی در مدرسه«، ما در این زمینه 
کار می‌کنیم و من در حل این تمرین‌ها هم به دوستانم کمک 
می‌کنم. هدف از تمرین‌های مذکور این است که ما خودمان را 
در درس ریاضی به چالش بکشیم و میزان یادگیری خودمان 
را محک بزنیم. این کار با برنامه‌ریزی که دبیر ما طراحی کرده 

است، در ساعت‌های اضافی انجام می‌شود.

é معمولاً بیشتر مشکلات دانش‌آموزان هم‌کلاسی شما در چه 
زمینه و موضوع‌هایی از ریاضی بود و شما چطور به آن‌ها پاسخ 

می‌دادید؟
è مشکلات هم‌کلاسی‌های من بیشتر در مباحث جبر و معادله، 
توان و گاهی هندسه بود که من مجدداً مسئله را حل می‌کردم 
و موردهایی را که آن‌ها بی‌دقتــی کرده بودند، با علامت‌زدن 

روی تابلو تذکر می‌دادم.

é دوســت دارید ریاضی را تا کجا ادامه بدهید؟ برای دانشگاه 
آیا از حالا رشتۀ خاصی را مد نظر دارید؟

è همان‌طــور که می‌دانیم ریاضی جزو علوم مهم پایه اســت 
و بــرای من که رشــتۀ تجربی یا ریاضی را مــد نظر دارم، از 
درس‌های پر اهمیت اســت. بنابراین با برنامه‌ریزی و تلاش 
مستمر خود را آماده می‌کنم تا در آینده رشتۀ مورد علاقۀ خود 

را از بین یکی از این دو رشته انتخاب کنم و ادامه دهم.

é با مجلۀ رشد رياضی برهان چقدر آشنایی دارید و چه مطالبی 
از این مجله را معمولاً مطالعه می‌کنید؟

è متأسفانه در سال‌هایی که تحصیل مجازی بود، مجلۀ برهان 
را ندیده بودم و با آن آشــنایی نداشتم. بعد از دبیران مدرسه 
شنیدم که مجلۀ برهان به درس ریاضی اختصاص دارد. از آن 
به بعد این مجله را تهیه کردم و مطالب مفید آن را می‌خوانم. 
در اينجا از مديريت محترم و كادر آموزشــی مجرب و دلسوز 

دبيرستان شاهد نجمه صميمانه تشكر و قدردانی می‌نمايم.

é برای شــما و همۀ دانش‌آموزان عزیز موفقیت روزافزون آرزو 
داریم.
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آقای رهنما بعد از خوش و بش با دانش‌آموزان روی تختۀ کلاس با گچ 
نوشت »عددهای اول«. بچه‌ها درس امروز ما دربارۀ عددهای اول است. 
جلسۀ قبل برايتان گفتم كه »نظریۀ اعداد« بخشی از علم رياضی است 
كه به »عددهای صحيح« می‌پردازد. عددهای اول هم بخشی از همان 
عددهای صحيح هستند كه ويژگی‌های خاصی دارند و به خاطر همين 

ويژگی‌های خاص از اهميت زيادی برخوردارند. 
مصطفوی: آقا ببخشيد! مگر عددهای دوم هم داريم كه شما می‌گوييد 

عددهای اول؟ 
آقای رهنما: )با تبسم( نه عزيزم. شايد به این خاطر به آن‌ها می‌گويند 
عددهای اول كه ريشــه و اساس عددها هستند و هر عدد را جوری 
می‌توان به‌صورت حاصل‌ضرب آن‌ها نوشــت كه امروز با آن بيشتر 

آشنا می‌شويد. 
عدد اول به چه عددی گفته می‌شــود؟ كسی از سال‌های قبل يادش 

هست؟
محسنی: اســتاد به ما گفته‌اند عددی اول است كه فقط بر خودش 

بخش‌پذير باشد. 
آقای رهنما: بله، البته تعريف عدد اول ريزه‌كاری‌های ديگری هم دارد؛ 

مثل نوع عدد. آيا عددهای منفی هم عدد اول دارند؟
احمدی: آقا البته عدد اول بر يک هم قابل تقسيم است. البته هر عدد 
بر يک بخش‌پذير اســت برای همين آقای محسنی اشاره‌ای به اين 

مطلب نكرد. 
آقای رهنما: همين‌طور است كه آقای احمدی می‌گويند. در حقيقت 
عدد اول عددی است كه فقط دو مقسوم‌عليه دارد يكی يک و ديگری 
خودش. البته برای اينكه تكليف خيلی از چيزها مشخص شود گفته 
می‌شود كه »عدد طبيعی مخالف يک را اول می‌گويند هرگاه فقط دو 
مقسوم‌عليه مثبت )يكی خودش و ديگری 1( داشته باشد«؛ مثل عدد 

۵ يا 7 يا 13. 
محسنی: پس آقا با اين حساب همۀ عددهای اول فردند. 

آقای رهنما: شــايد اين‌طور به‌نظر برســد. تنها عدد اول زوج عدد 2 
است. چرا ساير عددهای زوج اول نيستند؟ كسی می‌داند؟

حســينی: آقا اجازه! خب هر عدد زوج بر 2 بخش‌پذير است و تعداد 
مقسوم‌عليه‌ها بيش از دو تا می‌شــود. يكی 1، يكی خودش و يكی 

. ...2
آقای رهنما: كاملاً درست است. 

مصطفوی: آقا عدد 3- هم اول است؟
آقای رهنما: سؤال خوبی مطرح كرديد. كسی پاسخ آن را می‌داند؟

درکلاس‌درسمحمدتقی طاهری‌تنجانی
عـــــددهـای اول

بچه‌ها: بله عدد اول است. هم بر 1 و هم بر 3 بخش‌پذير است. 
آقای رهنما: البته بر 3- هم بخش‌پذير است! برای اينكه چنين مشكل 
پيــش نيايد در تعريف عدد اول، عددهــای طبيعی، يعنی عددهای 
صحيح مثبت را در نظر می‌گيرند. با اين حســاب عددهای منفی در 

زمرۀ عددهای اول نيستند. 
حسينی: آقا ببخشيد، از كجا بدانيم كه يک عدد اول است يا نه؟

آقای رهنما: سؤال خوبی كرديد آقای حسينی! تكليف عددهای زوج كه 
مشخص است. تنها عدد اول زوج 2 است. حالا می‌ماند عددهای فرد 
كه بايد تحقيق كنيم اول هستند يا نه؟ مثلاً عدد ۴۵ اول است يا نه؟

بچه‌هــا )يک‌صدا(: آقا بر 3 بخش‌پذير اســت. آقا بر ۵ بخش‌پذير 
است. پس عدد اول نيست. 

آقای رهنما: آفرين! حالا هر عددی كه داشتیم بايد ببينيم بر عددهای 
ديگری غير از خودش و يک بخش‌پذير است يا نه. اگر بر هيچ عدد 
ديگری بخش‌پذير نبود، عــدد اول و در غير اين صورت عدد مركب 
است. البته عدد 1 نه اول است و نه مركب. حالا تحقيق كنيد عدد ۴3 

اول است يا مركب؟
بچه‌ها به فكر فرو رفتند. آقای رهنما لحظه‌ای قدم زد. ســپس گفت: 
»بيایيد تحقيق كنيم. بر 2 كه بخش‌پذير نيســت. حالا بگوييد بر 3 

چطور؟
احمدی: نه آقا عددی بر 3 بخش‌پذير اســت كه مجموع رقم‌هایش 
بر 3 بخش‌پذير باشــد. مجموع رقم‌های ۴3 می‌شــود هفت و بر 3 

بخش‌پذير نيست. 
آقای رهنما: خب بر ۵ چطور؟ آقای محسنی شما بگو. 

محســنی: آقا بر ۵ هم بخش‌پذير نيست. چون بايد رقم يكان آن 0 
يا ۵ باشد. 

آقای رهنما: آفرين، بر 7 چطور؟
احمدی: آقا قاعده‌اش را نمی‌دانيم كه چه عددهایی بر 7 بخش‌پذيرند. 
آقای رهنما: فعلاً قاعده‌ای لازم نيســت، تقسيم كنيد. آيا باقی‌ماندۀ 

تقسيم بر 7 صفر می‌شود؟
احمدی: نه آقا باقی‌مانده يک می‌شــود. پــس بر 7 هم بخش‌پذير 

نيست. 
آقای رهنما: حالا می‌توانيــد تحقيق كنيد و ببینید که بر 11 يا 13 هم 

بخش‌پذير نيست. 
مصطفــوی: يعنــی آقا ما بايد بر همــۀ عددهــای اول كمتر از ۴3 
ايــن بخش‌پذيری را امتحان کنیم؟ حالا اگر عدد بزرگ بود ســخت 

نمی‌شود؟!
آقای رهنما: قاعده‌ای هســت كه می‌گويد اگر عدد N اول باشد، بايد 
N بخش‌پذير نباشد. يعنی شما  بر هيچ‌يک از عددهای اول كمتر از 
تا جذر عدد تحقيق كنيد. كار خيلی ســاده‌تر می‌شود. جذر عدد ۴3 

می‌شود شش و خورده‌ای، اين‌طور نيست؟
احمدی: جذر ۴9 می‌شــود 7 و جذر 3۶ می‌شود ۶ پس عددی بين ۶ 

و 7 است. 
آقای رهنما: حالا بگوييد ۴3 اول اســت يا نه؟ آقای حســينی شما 

بفرماييد. 

ریاضی
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حسينی: اين‌طور كه شما فرموديد تا 7 تحقيق كرديم. عدد ۴3 بر 2، 
3، ۵ و 7 بخش‌پذير نبود. لابد عدد اول است.

آقای رهنما: كاملاً درست است. حالا بگوييد عدد 101 اول است يا نه؟
بچه‌ها به فكر فرو رفتند. چند نفری دستشــان را بالا گرفتند که: »آقا 

ما بگيم؟«
آقای رهنما: آقای محمودی امروز در بحث زياد مشاركت نداری، شما 

بفرماييد. 
محمودی: آقا عدد اول است. بر 2، 3 و ۵ كه بخش‌پذير نيست بر 7 هم 
تقسيم می‌كنيم باقی‌مانده صفر نمی‌شود بر 9 و 11 هم بخش‌پذير نيست. 

آقای رهنما: بخش‌پذير بر 9 لازم نيست. 9 كه عدد اول نيست. جذر 
101 می‌شــود 10 و خورده‌ای. شما هم كه همۀ عددهای اول كمتر از 10 

را بررسی كرديد. پس مركب است يا عدد اول؟
محمودی: واضح است. عدد اول است. 

آقای رهنما: بد نيست عددهای اول كمتر از ۵0 را فهرست كنيم. آقای 
محسنی بيا پای تخته و آن‌ها را به كمک بچه‌ها بنويس. 

محسنی پای تختۀ کلاس آمد. گچ را برداشت و از سمت چپ تخته 
نوشت:                                            ... و 7 و ۵ و 3 و 2

آقای رهنما: خب 11 و 13 هم كه اول‌اند. عدد بعدی 1۵، اول اســت يا 
نه؟ 17 و 19 چطور؟

محسنی: آقا 1۵ بر 3 بخش‌پذير است، پس اول نيست. 17 و 19 هم 
اول‌اند.

آقای رهنما: از میان عددهای 21، 23 و 2۵ كدام اول است؟
بچه‌ها: 23؟

آقای رهنما: چرا 21 اول نيست؟
محسنی: 21=7×3 ،پس 21 بر 3 و 7 بخش‌پذير است. 

آقای رهنما: آقای محســنی بقيۀ عددها را هم من می‌گويم. شما و 
بچه‌هــا در منزل می‌توانيد تحقيق كنيد كه عدد اول هســتند یا نه. 

ادامه بدهيد. 
... و ۴7 و ۴3 و ۴1 و 37 و 31 و 29 و 23 و 19 و 17 و 13 و 11 و 7 و ۵ و 3 و 2
احمدی: استاد حالا اين عددهای اول چه فايده‌ای برای ما دارند؟

آقای رهنما: برای بررســی ســؤال‌هايی كه در زمينــۀ عددها مطرح 
می‌شوند، شناخت عواملی كه عدد را به‌وجود آورده‌اند، اهميت زيادی 
دارد كه در جلسه‌های بعدی با آن‌ها آشنا می‌شويد. امروز فقط روش 
تجزيۀ عددها به عامل‌های اول را بررسی می‌كنيم. حالا اگر يک عدد 
مركب باشد چگونه تعيين كنيم بر چه عددهای اولی بخش‌پذير است 

و چگونه آن را به صورت حاصل‌ضرب آن عددها بنويسيم؟  
مثلاً عدد 100 عدد مركب است. برای تجزيۀ آن خطی عمود می‌كشيم 
عدد 100 را در ســمت چپ آن و عامل‌هــای اول بخش‌پذير آن را در 
سمت راست می‌نويســيم و تقســيم‌های متوالی بر عددهای اول 
را تا آنجا ادامه می‌دهيم كه به عدد 1 برســيم. )ســپس با گچ گوشۀ 

100تخته‌سياه نوشت:( 
۵0
2۵
۵
1

2
2
۵
۵

همين‌طور كه مشاهده می‌كنيد 100 را بر 2 تقسيم كرديم خارج‌قسمت 
۵0 شد كه در ســمت چپ و زير 100 می‌نويسيم. دوباره بر 2 تقسيم 
می‌شود. خارج‌قسمت 2۵ است. حالا اين 2۵ بر 3 بخش‌پذير نيست. 
عدد اول بعدی ۵ اســت كه بر آن بخش‌پذير است. خارج‌قسمت ۵ 
اســت خود ۵ هم بر ۵ بخش‌پذير و خارج‌قســمت 1 می‌شود. پس 

می‌شود نوشت: 
100=2×2×۵×۵

و به‌طور خلاصه ۵2×22=100. حالا شما عدد 3۶۴ را تجزيه كنيد. 
مصطفوی: آقا اجازه دارم جواب را پای تخته‌سياه بنويسم. 

آقای رهنما: بفرماييد آقای مصطفوی. 
مصطفوی: تخته پاک‌كن را برداشت تخته را كاملاً پاک كرد و نوشت:

3۶۴
182
91
13

1

2
2
7

13

3۶۴=22×7×13                                           

آقای رهنما: آفرين حالا كه با تجزيۀ عددها هم آشــنا شديد، در منزل 
می‌توانيد تمرين‌هايی را كه در پايان جلسه می‌دهم، برای تثبيت كار 

انجام دهيد. در فرصت باقی‌مانده يک مسئله هم حل كنيم. 
اگر حاصل‌ضرب سن گروهی از دانش‌آموزان 13 تا 17 ساله ۴۴100 باشد، 

در اين گروه حداكثر چند دانش‌آموز وجود دارد؟
خب بچه‌ها قدم اول حل مســئله چيزی جز تجزيه به عامل‌های اول 
نيست. عدد ۴۴100 را تجزيه كنيد.يک راه ساده‌تر اينكه برای هر صفر 
يک عامل 2 و يک عامل ۵ در نظر بگيريد )10=۵×2(. پس تجزيۀ عدد 

می‌شود: 

۴۴100=22×۵2×32×72                          

حالا بايد با اين تعداد عامل‌ها، آن‌ها را 
به‌صورت ضرب دو عدد بنويسيم كه 

حاصل‌ضربشان در محدودۀ 13 تا 17 باشد. می‌توان نوشت:
۴۴100=)2×7()2×7()3×۵()3×۵( =1۴×1۴×1۵×1۵
پس حداكثر ۴ دانش‌آموز دارای سن‌های 1۴ و 1۴ و 1۵ و 1۵ وجود دارد.
خب فرصت برای ادامۀ بحث وجود ندارد. ارشد كلاس لطفاً برگه‌های 

تمرين را بين دانش‌آموزان توزيع كنيد. 

تمرين
1. كدام يک از عددهای زير اول‌اند؟

الف( 71       ب( 103       ج( 1001       د( 183
2. به ازای كدام عدد طبيعی p عدد 2p2+1 عددی اول است؟

3. عدد طبيعی 113×282×3۵2 بر چند عدد اول بخش‌پذير است؟
۴. مجموع ســه عدد اول b ،a و c برابر 108 اســت. اين ســه عدد 

كدام‌اند؟
۵. عــدد اول p و عــدد صحيح a در تســاوی  صدق 

می‌كنند. a و p را به‌دست آوريد. 

۴۴100

۴۴1
1۴7
۴9
7
1

2
۵
2
۵
3
3
7
7
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آريان خليلي

برنامه‌نويسی آنالوگ و ديجيتال
ویتق همانربای را ربای کی »رایانۀ داتیجیل« 
میسیونیم، برنامۀ ‌هتشونشده طسوت راهنای 
هب رشتۀ عددهای دودویی لماش 0 و 1 لیدبت 
وشیمد ات ربای راهنای لباق مهف وشد. در یلاح 
»رااههنایی  ربای  ‌هتشونشده  اههمانربی  هک 
آولانگ« وتیمادنن امتم مقدارهــای نیب 0 و 
اههمانرب،  انی  از  دنریگب. ره کی  رب  در  را   1
روشاهی برنامه‌نویسی وصخمص هب وخد 

را داردن.
ۀسیاقم دادهاهی ديجيتال اب دادهاهی آولانگ 

دادهاهی داتیجیل هب مقدارهای یصاخ دحمود وشیمند. ربای اثمل، هب وصرت »آری« ای »هن« خساپ یمدهند. در یلاح 
هک دادهاهی آولانگ اهخساپيی دقیق و اب ایئزجت لماک یمددنه.

اهخساپی دحمود ای دیقق
دادهاهی داتیجیل هب ییاهشسرپ دننام »آای در ابز اتس؟« طقف هب وصرت »آری« ای »هن« خساپ ‌یمدهند. در یلاح هک 
دادهاهی آولانگ وتیمادنن ره کی از اهتلاحی نیب انی دو وتیعض را فیصوت دننک. هب انی بیترت وتیمان از آناه 

ربای خساپ هب اهشسرپی درتقیق دننام »در دقچر ابز اتس؟« زین اافتسده رکد.

رااههنایی آولانگ
از مقدارهــای  اب اافتسده  آولانگ،  رايانــۀ 
یکیزیف، دننام وزن، طـول ای وتلـاژ، دادههـا 
را ذریخه و رپدازش نکیمـد. در لاحـی هک 
رانایـاههی دتیجیـال دادههـا را هب صـورت 
هدکـای دودویـی )نیابـری( روی ديســک 
سخت )اهرد دکسی( راهنای ذریخه ننکیمـد. 
رااه‌هنایی داتیجیل هب دو دقمار 0 و 1 دحمود 
نوشیمـد، در یلاح کـه رایـناـاههی آلانـوگ 
وتیمادنن لماش اهخساپی دتقیقـری یبـن 

ایـن دو دقمار دشاب.

خطکش هبساحم
شکطخ هبساحم ای شکطخ دنزغله کی راۀنای آولانگ یکیناکم 
اتس هک در اسل 1۶00 لایمدی ارتخاع دش. از خــطشک هبساحم 
در الص ربای رضب و میسقت، و نینچمه وتایعب دننام اگلرمتی و 
اثلثمت اافتسده میدش‌. ومعملاً از انی ‌طخکش ربای عمج و قیرفت 

اافتسده نمیدش‌. 

ۀتخت دنب‌میسی
در محاسبه‌های آولانگ یموهفم هب انم رنم‌ازفار ووجد دنارد. اههمانربی 
ومرد رظن، اب ااصتل دماراهی هیاپ اب اافتسده از ۀتخت دنب‌میسی ااجید 

دنوش‌یم.

راۀنای داده اژدر1 
اَژدَر کی لاسح ااجفنری یباترپ اتس هک از 
درای و در درون آب اترپب وشیمد. رایانۀ 
در  آییاکیرم  زریدراهییایی  هک  اژدر  داده 
گنج یناهج دوم از آن اافتسده می‌کردند، 
اتکلـروکمـیناـیک بـود کـه  کی رایـناـۀ 
وتیماتسن احمسبه‌های دیچیپۀ رایضی 
وبرمط هب دهاتی کی اژدر ‌کیلششده به 
رطف کی دهف رحتمک، دننام یتشک را 

ااجنم دده.
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مزیت‌های رایانه‌های آنالوگ عبارت‌اند از:

زیون )نوفه(
وقـیت اوماج ای علامت‌هــای )نگیسـالهـای( 
ارتکلویسیطانغم در محیطی رشتنم دنوشیم، 
هب دلیل ووجد آاهیگتفشی ییامرگ، ایکیرتکل 
یـا نـوری هک هب آنهـا »ونفه« تفگـه شیمـود، 
دتق وخد را از دتس یمددنه. هب ابعرت درگی، 
نوفــه وتیمادن ثعاب الاتخل در اراسل اوماج 
و علامت‌هــا وشد. ربای اثمل، ارگ علامت ۱ از 
قیرط کی میس اراسل وشد، وتیمان آن را هب 
وصرت ره دقماری نیب 0/7۵ و 1/2۵ درتفای 
رکد. ربانبانی دنتسرفه زگره وتیمنادن نئمطم 
دشاب هک علامت )انگیسل( اراسل دشه، امهن 
علامــت دریتفای اتس. ینعی هب دلیل زیون در 
از  دتق  از  دقماری  ومهاره  آولانگ،  دماراهی 

نیب یمرود. علامتاه‌ی داتیجیل هب وصرت هلپای راتفر دننکیم. هب انی ینعم هک هب علامت ایلص زندرتکی و درتفای آناه 
آاسنرت اتس.

تبسن علامت )سيگنال( هب ونفه
ونفه ببس ا‌هفاضشــدن ااعلاطت ایفاض اصتدیف هب علامت آولانگ وشیمد و تهابش علامت را اب علامت ایلص شهاک 
یمدده. در یلاح هک افتوت در اهتلاحی »رونش« و »وماخش« در علامت‌های داتیجیل هب دقری زاید اتس هک به‌رایتح 

وتیمان علامت ایلص را صیخشت داد؛ یتح ارگ دقماری ونفه مه در ریسم اراسل ووجد داهتش دشاب. 

زمیت‌ها و عیب‌ها 
ره راۀنای آولانگ ربای اکر یصخشم رطایح وشیمد. هب نیمه دلیل انی ونع 
رااههنای ایسبر دقیقادن. اب انی احل، از آاجن هک ایسبر یصصخت هتخاس دنوشیم، 
وتیمنان آناه را به‌رایتح ربای ااجنم اکراهی دیدج دوابره همانربرزیی رکد. ربای 
رییغت رکلمعد کی راۀنای آولانگ، لازم اتس رییغتات رفاواین در تخسازفار آن 
ااجید وشد. یتح نکمم اتس لازم دشاب ازجای دیدجی هب آن اهفاض کــرد. احل 
آنکه رااههنایی داتیجیل ااطعنفدنرتریذپ‌ و وتیمان آناه را ربای ااجنم ره ونع 
اکری همانربرزیی رکد. نتشون دک دیدج در کی راۀنای داتیجیل ایسبر اسدهرت از 

فناوری‌های بالارطایح دجمد تخسازفار کی راۀنای آولانگ اتس.
رايانه‌های تركيبی

راههنایـای بیکرتـی وتیماننـد عرسـت 
نربـماـیونهـسـی آنـلاـوگ را بـا دقـت 
یسیونهمانرب داتیجیل بیکرت دننک ات 
اهنیرتهب را از ره دو روش هب دتس 
آوردن. ات نکـون رایـههناـای بیکرتـی از 
زاههنیمی یصصخت، دننام اههناماسی 
راداری و احمســبه‌های ملعـی، رفاتـر 
هتفرنادن. اب انی احل، رااههنایی آولانگ 
سپ از اسلاه که اافتسده نشــده‌اند، 
دوابره اب اابقتسل یخرب اسیونهمانربن 
بـرای اجنـام امـوری خـاص مواجــه 

شده‌اند. 
پی‌نوشت

1. The Torpedo Data Computer
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علامت اصلی علامت همراه با نوفه علامت آنالوگ بازیابی‌شده 
از علامت اصلی به‌طور 

کامل متفاوت است.

علامت اصلی علامت همراه با نوفه علامت آنالوگ بازیابی‌شده 
پس از حذف نوفه

é دتق و تحص را نیمضت دننکیم.

ااکمن ایلمعت لابدرنگ و احمسبه‌های مهزامن را رفامه یمآورند.  é

é ارنژی کمتری رصمف می‌کنند و یخرب از اومر را رتعیرس ااجنم یمددنه.

é رویش یعیبط ربای ذریخهاسزی دادهاه دنتسه.

ریاضی
و برنامه‌نويسی



خطاهای
 فراگير 
در محاسبات
 رياضی

ســام و خسته نباشــید خدمت دوســتداران درمانگاه ریاضی. 
امیدوارم دانش‌آموزان ما بتوانند با ریاضیات ارتباط برقرار کنند و از 
مفهوم‌های آن لذت ببرند. در این قسمت نیز به دو اشتباه متداولی 

می‌پردازیم که دانش‌آموزان مرتکب آن‌ها می‌شوند. 
اشتباه متداول 3: رعایت‌نکردن ترتیب عملیات جبری در محاسبه‌ها
یکی دیگر از اشــتباه‌های متداول دانش‌آموزان در محاســبه‌های 
جبری، رعایت‌نکردن ترتیب آن‌هاســت. تعداد بســیار زیادی از 
دانش‌آموزان در ترتیب انجام عملیات جبری دچار اشتباه می‌شوند. 

برای مثال، در محاسبۀ: 
3+۶)۴+1(÷1۵=?

اشتباه‌های زیر ممکن است رخ دهند:
3+۶×۴+1÷1۵=9×۴+1÷1۵= ـــ37

1۵ 3=1۵÷۴۵=1۵÷۵×9 يا 
تشخیص

به نظر می‌رســد دو علت می‌تواند برای این اشتباه متداول وجود 
داشته باشــد. علت اول »نقص دانش« اســت. بدین معنی که 
دانش‌آموزان به‌درستی با مفهوم جمله آشنا نیستند و لذا نمی‌توانند 
تعــداد جمله‌ها را در یک عبارت تشــخیص دهند. مثلاً در عبارت 
جبری بالا در کل دو جمله وجود دارد: یکی 3 و دومی 1۵÷)۴+1(۶. 
علت دیگر روان‌شناختی است و آن عجله برای پاسخ‌دادن، بدون 
تأمل، تمرکز و صبر. علت دوم، حتی بــا اینکه دانش جواب‌دادن 

ممکن است وجود داشته باشد، اتفاق می‌افتد. 
تجويز و درمان 

ابتدا روی نقــص دانش‌آموزان متمرکز می‌شــویم. بســیاری از 
دانش‌آموزان با مفهوم جمله در محاسبه‌های جبری آشنایی کافی 
ندارند. در واقع، آن‌ها باید جمله‌ها را تشــخیص دهند، سپس از 
هم تفکیک کنند، در نهایت مقدار هر جمله را به‌دســت آورند و در 
پایان جمله‌های محاسبه‌شده را با هم جمع یا تفریق کنند. لازم به 
ذکر است که هر جمله از جملۀ قبل و بعد از خود با علامت جمع یا 
تفریق جدا می‌شود. یعنی هر جمله می‌تواند شامل عمل‌های جبری 
ضرب، تقسیم و توان باشــد و اگر پرانتزی هم در این بین وجود 
دارد، به عنوان یک عدد حقیقی فرض می‌شود که حاصل عمل‌های 
جبری آن به همان ترتیب باید محاسبه شود. مثال بعدی به تفهیم 

بهتر موضوع کمک می‌کند:

7×۵-10)23×3÷۶+1(÷۵2+9=?
در عبارت جبری بالا سه جمله وجود دارد که به صورت زیر تفکیک 
7×۵-10)23×3÷۶+1(÷۵2+9=? می‌شوند:                              

حال در محاســبۀ هر جمله لازم است مواردی رعایت شوند. جملۀ 
اول یک ضرب ســاده است: 3۵=۵×7. در جملۀ دوم پرانتز وجود 
دارد و ابتدا عبارت داخل پرانتز باید محاسبه شود. در این محاسبه 
ترتیــب عملیات جبری معروف »اول توان بعد ضرب یا تقســیم 

)اولویت از چپ به راست( بعد جمع یا تفریق« باید اجرا شود:
23×3÷۶+1=8×3÷۶+1=2۴÷۶+1=۴+1=۵

حال وقت آن است که جملۀ دوم محاسبه شود:
10×۵÷۵2=۵0÷2۵=2
جملۀ سوم فقط عدد 9 است. بنابراین ساده‌شدۀ عبارت جبری بالا 

عبارت است از: ۴2=3۵-2+9.
برای درمان علت روان‌شــناختی این خطا ابتدا بهتر است از منابع 
معتبر روان‌شناســی کودک و نوجوان برای کسب اطلاعات مفید 
بهره گرفت. علاوه بر آن، تمرین‌های عملی طراحی و در حد امکان 
اجرا کرد. این تمرین‌ها صبر و تأمل‌کردن را به دانش‌آموز آموزش 
می‌دهند. ســپس با تکرار مداوم آن‌ها به عادت تبدیل و نهادینه 
می‌شوند. مثلاً اگر در جمع دانش‌آموزان پرسش مطرح می‌کنیم، 
حالت مســابقه به وجود نیاید؛ چرا که در این شــرایط هدف از 
»درســت جواب‌دادن« به »سریع جواب‌دادن« تغییر می‌کند و در 
امر آموزش اختلال ایجاد می‌شود. در پرسش فردی نیز بهتر است 
برای پاســخ‌دادن به دانش‌آموز فرصت داده شود تا از فشار روانی 
زود جــواب‌دادن نجات یابد و در صورت ناتوانی در جواب، تحقیر 
نشود، بلکه با پرسش‌های ساده‌تر به جواب نهایی سوق داده شود 

)روش سقراطی(.
نسخۀ تکمیلی

بهتر است برای دانش‌آموزان در ارتباط با محاسبه‌ها، تمرین‌های 
تکمیلی مرکــب از اعمال جبــری طراحی کنیم یــا از کتاب‌های 
کمک‌درسی سال‌های قبل، تمرین‌هایی مرتبط انتخاب و به عنوان 
کار در خانه به آن‌ها تکلیف دهیم. ســپس چند ســؤال در همین 
زمینه طراحی کنیم و به عنــوان آزمونک به آن‌ها ارائه دهیم و بر 

اهمیت این سؤال‌ها تأکید کنیم. 

 افشین خاصّهخ‌ان

ریاضی
ومـدرسه
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و مسئله

 محمدتقی طاهری‌تنجانی

درنـــــــگکمـی‌
حجم بطری

بطری را در نظر بگيريد كه كف آن تخت و به شكل دايره يا 
مربع و كناره‌اش مستقيم باشد بخشی از آن )حدود نصف 
آن( را از مايعی پر كرده‌ايم سر بطری باريک است و درپوش 
پيچی دارد. در صورتی كه فقط يک خط‌كش مدرج داشته 

باشيم چگونه می‌توان حجم بطری را با دقت تعيين كرد؟

دريچه‌های گرد!
در بيشــتر خيابان‌ها دريچه‌های گردی هســت. اين 
دريچه‌ها را برای دسترسی كارگران به لوله‌های فاضلاب، 
آب، گاز و ... كار می‌گذارنــد. ايــن دريچه‌های فولادی 
هميشه مدور )گرد( هستند. چرا اين دريچه‌ها هميشه 

گردند؟ آيا شكل ديگری هست كه همين كار را بكند؟

رهاسازی حلقه‌ها
در شكل زير سه حلقۀ دايره‌ای را چنان به هم قلاب كرده‌ايم 
كــه اگر يكی از آن‌ها را ببريم و از گير خارج كنيم دو حلقۀ 
ديگر نيز رها خواهند شد. آيا اگر به جای سه حلقه، هزار 
حلقه داشــته باشــيم می‌توان آن‌ها را به گونه‌ای به هم 
قلاب كرد كه اگر تنها يكی را ببريم حلقه‌های ديگر همگی 
از گير آزاد شــوند. البته فرض كنيد حلقه‌ها انعطاف‌پذير 

)لاستيكی( باشند. 

بــرای ديــدن 
پاسخ ها رمزینه 

را پویش کنید.



 .1
لابد در درس جغرافيــا خوانده‌ايد 
كه روسيه پهناورترين كشور جهان 
است، طوری كه وقتی خورشيد در 
شرق آن در حال طلوع است، غرب 
آن در تاريكی فرو رفته است؛ به‌ويژه 
اگر پاييز يا زمستان باشد كـه روزهـا 
كوتـاه‌تـــرند. با توجه به اين نكته 
اگـر هواپيمايی بخواهد  بگوييـد، 
فاصلۀ 9000 كيلومتری بين شــهر 
»ولادی وستک« در شرق روسيه را 
تا شهر »مسكو«، پايتخت آن، طی 
كند، به‌گونه‌ای كه وقتی ساعت شش 
صبح )هنگام طلوع آفتاب( از ولادی 
وستک پرواز می‌كند، باز هم ساعت 
شش صبح )هنگام طلوع آفتاب( در 
مسكو )در حوالی مركز روسيه( فرود 

آيد، با چه سرعتی بايد پرواز كند؟
جواب اين سؤال 1000 كيلومتر بر 

ساعت است. آيا می‌دانيد چرا؟

 .2
آن كدام يک است كه دو نمی‌شود؟
كدام دو است كه سه نمی‌شود؟ 

كدام سه است كه چهار نمی‌شود؟ 
كدام چهار است كه پنج نمی‌شود؟

كدام پنج است كه شش نمی‌شود؟ 
كدام شش است كه هفت نمی‌شود؟ 
كدام هفت است كه هشت نمی‌شود؟
كدام هشت است كه نه نمی‌شود؟

كدام نه است كه ده نمی‌شود؟
كدام ده است كه يازده نمی‌شود؟

 ریـــاضــی! جـــــــــــــــاهمهجعفر ربانی
.3

با چند عدد در قرآن آشنا شويد: 
خواب اصحاب كهف: 300 سال

عمر حضرت نوح: 9۵0 سال
تعداد فرشتگانی كه در جنگ »بدر« 

مؤمنين را ياری كردند: 1000
طول زمان روز قيامت: ۵0000 سال

تعداد روزهايی كه خدا جهان را آفريد: 
۶ روز

تعداد ماه‌های قمری: 12 ماه
تعداد شب‌های اقامت حضرت موسی 

در كوه طور: ۴0 شبانه‌روز
تعداد سوره‌های قرآن: 11۴ سوره

تعداد آيات قرآن: ۶236
تعداد جزءهای قرآن: 30 

تعداد حزب‌های قرآن: 120

 .4
كســی می‌گويــد من بــا مخالفان 
ضدگياه‌خواری مخالفتی ندارم! در پنج 
ثانيه بگوييد آيا آن شــخص مخالف 

گياه‌خواری است يا موافق!

 .5
ســؤال هوش: يک شــب بچه‌ای با 
چوب‌دســتی خود زد و لامپ چراغ 
را شكســت، اما در نور اتاق تغييری 

حاصل نشد. چرا؟

 .6
در مدت 12 ســاعت دو عقربۀ ساعت 

چند بار روی هم قرار می‌گيرند؟
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 .7
آيا می‌دانيد حاصل‌جمع تعدادی عدد 
پی‌در‌پی چگونه محاســبه می‌شود؟ 
مثلاً حاصل‌جمــع 120+...+۶0. خب 
است، مخصوصاً  كاری وقت‌گير  اين 
اگر تعداد عددها زياد باشد. ساده‌ترين 
راه اين است كه عدد اول و عدد آخر 
را با هم جمع و حاصل‌جمع را نصف 
كنی. ســپس اين حاصل را در تعداد 

عددها ضرب كنی. 
اين راهی اســت كه گوس، دانشمند 
هنگامی‌كــه  آلمانــی؛  رياضــی‌دان 
دانش‌آموز بود نشان داد. داستانش 
را قبلاً در همين مجله آورده‌ايم. آيا آن 

را می‌دانيد؟

�8. برنولی‌ها
شما شــايد هنوز نام دانيل برنولی را 
نشــنيده باشــيد، اما اگر به خواندن 
رياضيات ادامه دهيد، ممكن اســت 
حتــی در دورۀ دوم متوســطه با اين 
نام برخــورد كنيــد. دانيــل برنولی 
خــودش رياضــی‌دان بزرگــی بود و 
بعضی از فرزنــدان و نوه‌هايش هم 
شدند.  برجســته‌ای  رياضی‌دان‌های 

به‌طوری كه نامشان در علوم رياضی و 
فيزيک مشهور شده است و به آن‌ها 

»برنولی‌ها« می‌گويند. 
خانــوادۀ برنولی هم‌زمــان با نيوتن، 
لايب‌نيتز، اويلر و لاگرانژ ،در قرن‌های 
و  رياضيات  هفدهــم و هجدهــم، 
فيزيک را تحت سيطرۀ خود داشتند. 
اعضای خانــوادۀ برنولی يا برنولی‌ها 
هم هــر كدام به يک يا چند رشــته، 
هندسه،  ديفرانســيل،  حساب  مثل 
مكانيک، بالســتيک )علم پرتابه‌ها(، 
هيـدرودينـاميـک  ترمـودينـاميک، 
)نيروی آبی(، اپتيک )نور و عدسی(، 
الاستيسـيتـه )نيروهـای كششـی(، 
مغناطيس، ستاره‌شناســی و بالاخره 

نظريۀ احتمالات، علاقه داشتند. 
برنولی‌هــا سوئیســی و اهل شــهر 
»بازِل« بودند. »بنياد ملی سوئیس« 
از سال‌ها پيش دست به انتشار آثار 
باقی‌مانده از برنولی‌ها زده است. اين 
آثار بالغ بر 39 جلد است كه 2۴ مجلد 
آن آثار برنولی‌هاست و 1۵ مجلد نيز 
بخشــی از 18000 نامه‌ای اســت كه 
آن‌ها نوشته‌اند و يا از ديگران دريافت 

كرده‌اند. البته بخش عمده‌ای از آن‌ها 
دربارۀ رياضيات و فيزيک است. 

حكايتی دربارۀ يكی از برنولی‌ها!
يوهان اول كه پسر دانيل برنولی بود، 
يكی از اين رياضی‌دانان است. او با اين 
ادعا كه رياضيات نمی‌تواند زندگی را 
تأمين كند، تلاش كرد پراستعدادترين 
فرزنــدش را كه هم‌نــام پدربزرگش 
دانيــل برنولی بود، بــه پذيرش يک 
شــغل تجاری وادارد، و وقتی معلوم 
شد او اهل تجارت نيست، اجازه داد 
پزشــكی بخواند. اما دانيل در همان 
حال كه پزشــكی می‌خواند نزد برادر 
بزرگ‌ترش نيكــولاس درس‌هايی در 
رياضيات آموخت. او بعداً به »ونيز« 
- ايتاليــا - رفت تا به‌عنوان پزشــک 
مشغول كار شود. با اين حال آن‌قدر 
دل‌بستۀ رياضيات بود و در اين زمينه 
هم فعاليت كرد كه به شــهرت رسيد؛ 
طوری كه پتر كبير، تزار روســيه، به او 
پيشنهاد كرد به »سن‌پترزبورگ« برود 
و كرسی »فرهنگستان علوم روسيه« را 

به عهده بگيرد. 
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شکل 1 چگونه رسم می‌شود؟

برای رسم این شکل به پرگار نیاز دارید. اگر در شمارۂ پیشین 
مجله، این بخش را مطالعه کرده باشید، باید یادتان باشد 
که در آنجا طریقۀ تقســیم دایره به شــش کمان مساوی 
شرح داده شده بود. با دقت در شکل ۱ متوجه خواهید شد 

که در این مورد نیز کار مشابهی انجام خواهد شد.
ابتدا دایره‌ای به شعاع دلخواه رسم کنید. حال بدون اینکه 
دهانۀ پرگار را تغییر دهید، نوک سوزن پرگار را روی نقطۀ 
دلخواه A روی دایره قرار دهید و با همان شــعاع دایره‌ای 
رسم کنید )شکل ۲(. این دایره، از مرکز دایرۀ قبلی خواهد 
گذشت و در نقطۀ دیگری نیز محیط دایره را قطع خواهد 
کرد )نقطۀ B(. حالا به مرکز B و همان شعاع، دایرۀ دیگری 
رســم کنید. این دایره نیز از مرکز دایرۀ نخســت خواهد 

گذشت و در نقطۀ دیگری آن را قطع خواهد کرد. 
 

تا اینجای کار، دو دایرۀ هم اندازه با دایرۀ نخســت رسم 
شــده‌اند. این کار را چهار بار دیگر تکرار کنید تا به شکل 

۳ برسید.
 

حالا اگر بخش‌های اضافی را به‌دقت پاک کنید، به شکل 
مورد نظر خواهید رسید. امیدوارم که از این رسم هم لذت 
برده باشــید و به عنوان یک ســرگرمی از آن بهره ببرید. 

یادتان نرود حتماً آن را به دیگران هم یاد دهید.

ــــــــونهعباس قلعه‌پوراقدم چـــگـــــــــــــ
رسم‌می‌شود؟
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مشاهدۀ  برای   
مراحــل ســاخت، 
پویش  را  رمزینــه 

كنيد. 

علیرضا محمدصالحی

كاغذتایی



خسرو داودی   تصويرگر: شهرام شيرزادیکیک با طعم ریاضی

بــرای دیــدن 
پاسخ رمزینه را 

پویش کنید.

1. علــی و خواهرش زهرا بــرای خريد كيک 
به مغازه رفتند. 

4. علی و زهرا با تعجب به هم نگاه كردند. 

2. كيک‌ها چند؟

3. قيمتش حل 
يک معماست!

5. منظورتان را نفهميدم. 
ما كيک می‌خواهيم. 

6. قيمت كيک‌ها زير 
هر كدام نوشته شده. 

7. علی به كيک‌ها نگاه كرد. 
8. اين را خودمان می‌بينيم. 
كاسه و عددها برای چيست؟

10. علی و زهرا مشغول حل معما شدند.  9. مغازه‌دار توضيح داد: از كاسۀ اول يک عدد برداريد. از كاسۀ دوم هم يک عمل برداريد. از كاسۀ 
سوم هم عدد ديگری برداريد. يک عبارت درست كنيد كه حاصل آن قيمت كيک بشود. از هر عدد 

11. بيا شروع كنيم. يا عمل فقط يک بار استفاده كنيد و من برای نمونه يک مورد را انجام داده‌ام. 
12. به نظر آسان می‌آید. 

13. حالا شما معمای بالا را كامل كنيد و بقيۀ معماهای زير را هم انجام دهيد. 
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